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RESUMO

A Razdo Aurea possui uma longa histéria e atualmente é muito mistificada. Nesse
trabalho, sdo apresentadas relacdes matematicas e propriedades da Razdo Aurea e da
Sequéncia de Fibonacci, sendo constatado que se tratam apenas de casos particulares
que podem ser obtidos através de uma recorréncia linear de segunda ordem homogé-
nea de onde surge um conjunto de niimeros irracionais com caracteristicas semelhan-
tes. Foram mostradas, ainda, possibilidades de atividades que de fato contemplam a
Razdo Aurea e a Sequéncia de Fibonacci e os cuidados necessarios com informacoes

equivocadas e manipuladas.

Palavras-chave: Razdo Aurea, Sequéncia de Fibonacci
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ABSTRACT

The Golden Ratio has a long story and currently it’s very mystified. In this paper,
mathematical relations and properties of the Golden Ratio and the Fibonacci Sequence
are introduced, stating that they are only particular cases, which can be obtained
through a second homogeneous order linear recurrence from where comes a set of
irrational numbers with similar characteristics. We explained, as well, possibilities of
activities that actually contemplate the Golden Ratio and the Fibonacci Sequence, and

the necessary cares with wrong and manipulated information.

Keywords: Golden Ratio, Fibonacci Sequence
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INTRODUCAO

A palavra “matematica” tem sua origem na palavra grega matemathike, sendo que
“mathema” tem entre seus significados compreensao, explicacdo, conhecimento e cién-
cia, e “thike”, arte. Podemos dizer, entdo, que a Matematica é a arte da compreensdo

e da explicacdo.

Fazer uso dessa ciéncia classificada como exata para compreender fenomenos da
natureza e tudo o que nos circunda estd intimamente ligado a esséncia da origem de

seu nome. Por esse motivo, a escolha do assunto para a dissertacdo inicialmente se

++/5

o . ~ . o 1
deu instigada pelas curiosidades comentadas em relacdo ao nimero irracional —5
com representacdo decimal 1,61803398874989484820. .., cujos atributos, em alguns
momentos relacionados a Sequéncia de Fibonacci contemplariam diversas areas, justi-

ficando a expressao usada por alguns de seus entusiastas, Assinatura de Deus.

Para representar tal nimero ao longo deste trabalho, serd utilizada a letra grega
D (le-se, “fi”) e os termos Numero de Ouro, Extrema e Média Razdo, Propor¢do Aurea,

Razdo Aurea, Propor¢do Divina, Razdo Dourada, entre outros.

Essa variacdo na forma de se referir ao Numero de Ouro é apenas um indicativo de
sua longa histdria e de como ela é carregada de misticismo. Desse modo, evidencia-se
a relevancia desse trabalho para professores e estudantes de graduacdo em Matematica
especialmente, uma vez que todo o misticismo que envolve a Razdo Aurea pode nio
interferir nas relacbes matematicas em si, mas compromete significativamente sua real

compreensao.

O trabalho esta organizado em seis capitulos e um apéndice. No primeiro capi-
tulo, procurou-se desenvolver o contexto histérico acerca da Razao Aurea, bem como
apresentar a definicdo e suas propriedades, a demonstracio de sua irracionalidade, a

presenca em diversas situacdes geométricas e formas variadas de sua representacao.

O segundo capitulo inicia-se com uma breve biografia de Fibonacci e o motivo de
ter seu nome associado a sequéncia 1,1,2,3,5,8,.... Em seguida, além de mostrar
como o Numero de Ouro possui relacdo com tais termos, serdo demonstradas diversas

propriedades e indicadas algumas relagdes curiosas com o tridngulo aritmético.



INTRODUCAO

O terceiro capitulo desse trabalho se dedicou a mostrar que tanto a Razio Aurea
quanto a Sequéncia de Fibonacci, e varias de suas propriedades e relacées, inclusive
geométricas, tratam-se na realidade de casos particulares que podem ser obtidos atra-
vés de uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea, tendo o apéndice como

apoio para tratar sobre as recorréncias.

O quarto capitulo teve como objetivo mostrar possibilidades de aplicacdes onde
surge a Razdo Aurea e/ou a Sequéncia de Fibonacci, muitas das vezes em situacoes
inesperadas, podendo servir de suporte para professores elaborarem atividades sobre

0 assunto.

Ja o quinto capitulo se propds a desconstruir informacdes amplamente divulgadas
sobre a presenca da Razdo Aurea em construcdes, obras de artes, natureza e o corpo
humano, mas que podem ser refutadas quando analisadas de forma mais criteriosa.
Inclusive, tendo ao final uma visdo sobre uma colecéo de livros didaticos e sua aborda-

gem sobre o tema.

E, para finalizar, no sexto capitulo sdo realizadas consideracoes finais, procurando
mostrar pontos importantes do trabalho e gerar uma reflexdo sobre o assunto tratado,

além de sugestdes de estudo aos que se sentirem motivados.



RAZAO AUREA

O desenvolvimento da Matematica estd atrelado ao da sociedade. Os numeros de-
sempenham func¢oes sociais e em cada cultura podem possuir significados envolvendo
conhecimentos baseados no senso comum, nao necessariamente comprovados cientifi-
camente. Abordaremos um desses ntimeros, a Razdo Aurea, também chamado de Nii-
mero de Ouro entre outras denominacdes ganhas ao longo de sua extensa e, em alguns
momentos, incerta historia. Para tal, nos baseareamos nos livros [2], [3], [13], [14]
e [20] e nos artigos [21]] e [|22]].

1.1 CONTEXTO HISTORICO

Provavelmente o interesse pela Razdo Aurea foi despertado por sua relaciio com o
pentagrama (vide Subsec¢do[1.4.1), figura muito representada pelos mais variados mo-
tivos em diversas civilizagdes. Alguns dos pentagramas mais antigos encontrados vém
da Mesopotdmia e datam do quarto milénio a.E.CEl, além de formas de pentagrama
descobertas em escavacoes em Uruk e tabuleta de argila de 3200 a.E.C. com a imagem
do poligono que, para os sumérios, significava “as regides do universo”, entre outros
lugares do antigo Oriente Médio também com representacdes dele. Temos, ainda, ar-
tefatos egipcios com a presenca da estrela de cinco pontas, como exemplo uma jarra
de aproximadamente 3100 a.E.C. encontrada em Naqadd, perto de Tebas, onde os
hieroglifos indicavam as estrelas noturnas ou significavam o “submundo” quando cir-

cunscritos por uma circunferéncia.

1 Assim como no livro [20]], optamos por usar “antes da Era Comum” (a.E.C.) no lugar de “antes de Cristo”

(a.C) com o intuito de neutralizar conotacdes religiosas.



RAZAO AUREA

Para o nosso objetivo, ndo basta saber se essas civilizagdes possuiam pentagramas
ou pentagonos como algo mistico ou simbdlico, e sim se estavam cientes de suas pro-

priedades geométricas, em especial da Razao Aurea.

Apesar de estudos de tabuletas cuneiformes do segundo milénio a.E.C. descobertas
em 1936 em Susa, no Ird, indicarem que os babilénios conheciam uma férmula para
determinar a drea (aproximada) de um pentdgono, ndo ha indicios matematicos de
que conhecessem de fato a Razio Aurea, ao menos néio nos documentos encontrados
até hoje. Entretanto, alguns textos publicados no século XX ja tentaram, por meio de
manipula¢des numéricas subjetivas, mostrar o contrdrio, como o livro de Michael Schi-
neider, Um guia destinado a iniciantes para construir o universo, ou o artigo publicado

em 1976 no The Fibonacci Quarterly da analista de arte Helene Hedian.

Ainda antes da Era Comum, mas num periodo mais recente, destaca-se a matematica
da Grécia Antiga, carente de documentos confidveis para estabelecer conexdo com a
de outras culturas, como a mesopotamica e egipcia, que contrdrio ao que aparenta em
diversos relatos, importante mesmo antes dos pitagoricos. No século V a.E.C., o pensa-
mento geométrico e técnico ja estava presente e muitas das solugcdes para problemas

geométricos e comparacao de grandezas eram dadas por eles através de razoes.

Existem, ao menos, trés versdes sobre a descoberta da incomensurabilidade. Talvez
a menos conhecida esteja no contexto da aritmética baseada no resultado atribuido
a Euclides, e que Aristételes se refere, no final do século IV a.E.C., a um raciocinio
por absurdo que se o lado e o didmetro sdo comensurdveis um em relacdo ao outro,
poderia se deduzir que numeros impares sdo iguais aos pares. Ja outra, muito pro-
pagada, afirma ter surgido, por volta de 430 a 410 a.E.C., com o problema de usar o
lado do quadrado para medir sua diagonal através de um procedimento de antifairesﬂ
mas ha também os que apontam o uso do teorema “de Pitagoras” (vale lembrar que
os chineses ja conheciam o teorema mas nio concluiram a irracionalidade do lado do
triangulo). Temos ainda, a possibilidade relacionada ao estudo das diagonais do penta-
gono regular que ddo origem ao pentagrama (ver Figura [2), figura inclusive utilizada
pelos pitagoricos como simbolo para representar sua fraternidade. No entanto, ha his-
toriadores que também discordam dessa conjectura baseada no artigo de Von Fritz,
publicado em 1945, The discovery of incommensurability by Hippasos of Metaponto, por
considerarem necessarios fatos geométricos sé conhecidos apds Os Elementos de Eucli-

des.

Palavra de origem grega cujo significado é “subtragio reciproca”, atualmente um procedimento algébrico

semelhante é o conhecido como “algoritmo de Euclides”.



1.1 CONTEXTO HISTORICO

Apesar de toda essa incerteza, boa parte do trabalho que possibilitou a definicao
e a compreensio da Razdo Aurea ocorreu antes e durante a abertura da Academia
de Platdo em 386 a.E.C., com forte influéncia dos estudos de Theaetetus (cerca de
417 a 369 a.E.C.). Faz-se importante destacar as pesquisas dos historiadores Burkert
e Knorr, que indicam a auséncia de relatos de uma crise causada pela descoberta da
incomensurabilidade entre os matematicos gregos, inclusive entre os pitagdricos como
¢ amplamente divulgado em histdrias e anedotas, provavelmente consolidadas por tra-
balhos da primeira metade do século XX, como do historiador P. Tannery e o influente
artigo Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik (“A crise dos fundamentos da

matematica grega”), de Hasse e Scholz.

O primeiro registro explicito, na época chamado de Extrema e Média Razdo, acontece
na obra Os Elementos, de Euclides, um tratado composto por treze livros cuja versao
original, publicada por volta de 300 a.E.C., ndo chegou até os dias atuais, restando
apenas traducoes tardias. Entre as mais antigas, esta um fragmento, dos anos 100 da
Era Comum, encontrado entre diversos papiros em Oxyrhynque, no Egito. Sobre a
vida de seu autor pouco se sabe, nem mesmo a data e o local exato de seu nascimento,
apesar de muitos afirmarem, sem comprovacdo, ser em Alexandria enquanto outros,
equivocadamente, dizem ser em Megara. Euclides deve ter estudado ou tido contato
com a Academia de Platdo e escrito quase uma duzia de livros, porém apenas cinco de-
les sobreviveram ao tempo e sua morte aconteceu aproximadamente na mesma época

do nascimento de Arquimedes, na segunda década do século III a.E.C..

Os Elementos, apesar de ndo ser a primeira de sua época, foi uma obra extremamente
didatica. Nela, Euclides parece reunir conhecimentos de sua época sem a pretensdo
de obter créditos por eles, mas se preocupando em apresentar uma sequéncia logica e
pedagoégica. Os livros da colecdo de I a VI sdo de Geometria Plana, os de VII a X de
Teoria dos Numeros e fundamentos da Aritmética (destes, até o IX sdo atribuidos aos
pitagoricos e seriam os mais antigos) e os de XI a XIII de Geometria Sé6lida Tridimensi-
onal. Além disso, os livros I a IV possuem construcoes e provas através de congruéncia
e célculo de dreas, evitando o uso de razdes e propor¢oes e indicando que devem ter
sido escritos apds a descoberta da incomensurabilidade por requerer em um tipo novo
de teoria que veio a se concretizar nos livros V e VI. Em diversos momentos, a Extrema
e Média Razao aparece neste conjunto de livros, de uma forma indireta relacionada a
area no livro I, para a construcdo do pentdgono no IV e do icosaedro no XIII e uma

clara definicéo relativa a proporg¢éo no VI.



RAZAO AUREA

Por volta do século II a.E.C., o livro “Suplemento” de Os Elementos (as vezes chamado
de livro XIV) atribuido a Hipsicles de Alexandria e possivelmente contendo teoremas
de Apolonio de Perga (cerca de 262 a 190 a.E.C.), seguindo passos de Euclides, mostra
um importante teorema sobre dodecaedro e icosaedro circunscritos por uma mesma
esfera. Sendo esse um exemplo do que os matematicos gregos dessa época produziram
como resultados geométricos novos onde a Razio Aurea é utilizada. Posteriormente,
apenas Hero (século I), Ptolomeu (século II) e Pappus (século IV), voltam a apresentar
estudos envolvendo a Razdo Aurea em suas obras - em Metrica, existem aproxima-
¢Oes para obter as areas do pentagono e do dodecaedro e volumes de dodecaedro e
icosaedro. Ja em Almagesto e no Guia para Geografia, ha uma tabula trigonométrica in-
cluindo dngulos de 36°, 72° e 108° (angulos que aparecem no pentdgono) e finalmente,
em Colecdo (Sinagoge) um novo método para construcdo do dodecaedro e icosaedro,

além de comparacoes entre os volumes dos sélidos platonicos.

Desse periodo até praticamente o fim da Idade Média, com a biblioteca de Alexan-
dria destruida apds uma série de ataques e até mesmo com o fim da Academia de
Platdo em 529 da E.C., boa parte das fontes cientificas passam a se concentrar na India
e no mundo arabe. Neste contexto, os matematicos arabes Al-Khwarizmi e Abu Kamil
Shuja, do século IX, e Abu’l-Wafa, do século X, contribuiram, respectivamente, com
uma solucdo para resolver um problema que se assemelhava a equagdo que define a
Razido Aurea, porém é controverso afirmar que ele estava ciente dessa relacio. O livro
Sobre o pentdgono e o decdgono que continha em partes dos cdlculos de dreas e compri-
mentos o uso da Razio Aurea e influenciou Fibonacci (cerca 1170-1240) em alguns de
seus trabalhos em meados dos séculos XII e XIII. E a obra Um livro sobre as construgbes
geomeétricas que sdo necessdrias a um artesdo, em que sdo apresentado métodos interes-
santes para a construcdo de pentagono e do decdgono, além de como fazer poligonos

regulares inscritos.

Apesar das importantes contribui¢des dadas por Fibonacci (que serdo abordadas no
Capitulo2), o movimento Renascentista dos séculos XIV a XVI também serviu de inspi-
raciio para que os entusiastas da Razdo Aurea dos séculos seguintes a relacionassem a
obras de arte e fenomenos naturais. Colaborou para isso a publicacdo, em 1509, dos
trés volumes de Divina proportione de Luca Pacioli (14445-1517). Apesar de questio-
navel a originalidade de seu trabalho, é inegavel que ele despertou um novo interesse
pelo assunto. Alids, no primeiro volume ele justifica a necessidade do uso de um novo

termo, Propor¢do Divina.



1.2 DEFINIGAO

A relacdo criada pelo novo nome entre a matemadtica, a teologia e a filosofia mostra
um pouco do misticismo que envolve esse assunto até os dias atuais. O astronomo
Johannes Kepler (1571-1630), em muitos de seus estudos, procurava buscar uma te-
oria reducionista para explicar tudo, sendo para ele a Propor¢do Divina intimamente
relacionada com a criacio do universo. Suas investigaces sobre a Razdo Aurea con-
templaram, além da astronomia e geometria, incluindo sobre ladrilhamento, a observa-
cdo no arranjo de pétalas de flores os niimeros de Fibonacci. Atualmente, esse estudo
é conhecido na Botanica por phyllotaxis, do grego “arranjo de folhas”, sendo no século

XIX foi criada uma regra geral para os quocientes filotaxicos e os numeros de Fibonacci.

Entre os varios pontos marcantes do periodo mais recente, como a grande quan-
tidade de trabalhos académicos publicados no final do século XIX e o uso do termo
Secdo Aurea ter sido usado pela primeira vez por Martin Ohm em 1835, no livro Die
Reine Elementar Matematik, é também pertinente destacar a busca por um sistema pa-
dronizado aplicavel na arquitetura e na mecanica chamado “Modulor” (baseado em
razdes racionais assim como o sistema Vitruviano apesar de muitos relacionarem com
a Razdo Aurea), pelo arquiteto e pintor suico-francés Le Corbusier (Charles-Edouard
Jeanneret, 1887-1965); e a descoberta, em 1974, de Roger Penrose (nascido em 1931),

sobre ladrilhagens de simetria quintupla.

1.2 DEFINIGAO

Ap6s contextualizar historicamente a Razdo Aurea, vamos defini-la utilizando uma

linguagem atual, tomando como referéncia os livros [2] e [13] e os artigos [21] e [22].

Conforme comentado na Secéo no Livro II de Os Elementos, onde é feito um
estudo de areas através da decomposicao de figuras e sem uso de féormulas, a Razdo
Aurea aparece de forma implicita, mais especificamente na Proposicdo 11, cujo enun-

ciado € o seguinte:

Dada uma linha reta, deseja-se cortd-la de modo que a area do retangulo
cuja medida dos lados € igual ao todo e a um dos segmentos seja igual a

area do quadrado de lado igual a medida do segmento remanescente.

Consideremos a linha reta como sendo o segmento AB (ver Figura[l). Sobre ele,
vamos construir o quadrado ABCD e encontrar o ponto médio M do lado AD para,

com a medida do segmento MB, determinar o ponto E sobre a reta suporte do lado
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AD. Usando a medida AE constrdi-se o quadrado AEFG, sendo o ponto G o local

procurado para o corte.

E F

[-] []
AL S _ 8
M/

a Bl
D H C

Figura 1: Segmento AB dividido em Extrema e Média Razdo.

Sendo a = AG e b = GB, expressamos a igualdade entre a 4rea do quadrado AEFG

e a do retangulo BCHG por
a® =b(a+D). (1.1)

Devemos descobrir a posicdo do ponto G independentemente do comprimento do
a

b a
AB. Dividindo ambos membros de (L.1) por ab e em seguida multiplicando por b

segmento AB, ou seja, estamos interessados em descobrir a razdo — em que G divide

obtemos, respectivamente,

b
% - % (1.2)
e
2
(%) - % +1. (1.3)

Apesar de Euclides ndo propor como soluc¢éo ao problema do Livro II, se considerar-
mos a definicao explicita feita no Livro VI, chamada de Extrema e Média Razdo, iremos
obter a proporcao ([1.2), ou seja, o todo (a + b) estd para a maior parte (a) assim como

a maior parte (a) estd para a menor parte (b).
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~ a ~
Usando x para representar a razao 3 [EESCIEVEMmOs a equagao (1.3) como

¥—x—1=0. (1.4)

Definicdo 1.1. A Razdo Aurea ou Niimero de Ouro é a raiz positiva da equacio (T.4),
1+v5 o1 V5
2 2

cujas raizes sdo — simbolizadas neste trabalho, respectivamente, por

De g.

E facil encontrar fontes colocando certas propriedades da Razdo Aurea como algo
extraordindrio, quando na realidade estdo diretamente relacionadas a sua definicao.
Por exempld®}

* Para encontrar o quadrado do Numero de Ouro basta adicionar um ao seu valor:

PP=P+1 (1.5)

* O inverso do Numero de Ouro, simbolizado aqui por ¢, é obtido subtraindo um

de seu valor:

p=g=®-1 (1.6)

Antes de seguirmos para a proxima se¢do, é importante retomarmos a Figura [I] para
destacar como surge o valor da Razdo Aurea durante sua construcdo. Ao conectar o
vértice B ao ponto médio M do lado AD do quadrado ABCD, fazemos aparecer o

ntimero irracional /5, como podemos verificar usando o Teorema de “Pitdgoras” no

triangulo retangulo ABM:

MB° = AB +AM
2
_ (a+b)2+<a;b)

e, portanto,

W = Vs,
2
Note que independentemente do tamanho do segmento AB, teremos o nimero 75,

bastando adicionar metade do valor do segmento inicial para obter a Razdo Aurea ou

3 Obviamente o mesmo vale para a raiz negativa.
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subtrair a mesma quantidade para obter o seu inverso. Em outras palavras, temos
DE=®-(a+b)e AG=¢-(a+D), pois

DE = DM+ME
1 V5
= E(a+b)+7(a+b)
1++/5

= 5 (a+D)

AG = ME-AM

V5 1
= 7(a+b)— E(a+b)
- _1;*/5(%5).

Vamos aproveitar e comprovar a igualdade entre as dreas do quadrado AEFG e do

retangulo BCHG. Sendo o valor de GB dado por

= (a+b)— 1;\@(a+b)
3-V5
= 5 (a+Db)
obtemos
2
G’ = _1;\@(a+b)] :6_42\@(a+b)2:?)_2\@(01+b)-(a+b):GB-AB.

1.3 IRRACIONALIDADE DE &

Como o conjunto @ dos ntimeros racionais é fechado em relacdo as quatro operagoes
basicas (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo), para mostrar que & ¢é irracional

basta verificar a irracionalidade de /5.
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Lema 1.2. Seja m um niimero inteiro. Se m? é milltiplo de 5, entdo m ¢é multiplo de 5.

Demonstragdo. Mostraremos que se o inteiro m nio é multiplo de 5, entfio m? também

ndo o serd. Se m ndo € multiplo de 5, haverd q,r € Z e 0 < r < 5 tais que
m=>5q+r.

Elevando ao quadrado ambos os membros:

m? = 25¢ +10gr + 12
= 5.(59%+2qr) +1?

2

Analisando as possibilidades para r, concluimos que r~ ndo tera fator 5, pois se

e r=1, temos 12 =1;
e =2, temos 22 = 4;
e r=3,temos 32 =9;
e r =4, temos 42 = 16.
Logo m? ndo pode ser mtiltiplo de 5. O

Proposicao 1.3. \/5 é irracional.

Demonstragdo. Por absurdo, suponha que /5 seja um ntimero racional. Assim, existem

a,b € Z comb #0 e mdc(a,b) = 1 tais que /5 = %.

Elevando ao quadrado e desenvolvendo, obtemos
a* = 5b°. (1.7)

Pela igualdade (1.7), 4> é multiplo de 5. Logo, pelo Lema a também o sera e
podemos, portanto, escrevé-lo como 5k, para algum k € Z. Substituindo na igualdade

e desenvolvendo:

(5k)? = 5b.

Logo,

5k* = b?.

11
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Concluimos que b? também ¢ multiplo de 5 e, consequentemente, b também o é. Mas

isso € impossivel, ja que, por hipdtese, 5 € irredutivel. Portanto, \/5 é irracional.  [J

1.4 A RAZAO AUREA NA GEOMETRIA

Algumas figuras geométricas possuem naturalmente a Razio Aurea, como no caso
do pentragrama formado pelas diagonais do pentdgono regular, ou devido a algum
critério especifico em sua construcao, sendo em alguns destes casos titulados por um
nome especial como veremos a seguir. Para tratar esse assunto, usaremos o livro [13]]
e os artigos [12]], [16], [[21] e [22].

1.4.1 Pentdgono regular e o pentagrama

O pentagrama, figura tida como simbolo de fraternidade pelos pitagéricos, pode ser

obtido pelas diagonais de um pentagono regular.

A E

Figura 2: Pentagrama formado pelas diagonais de um pentdgono regular.

Considere o pentdgono regular ABCDE de lado ! e diagonal d. O ponto D' sera
a interseccdo das diagonais AC e BE, conforme Figura |2 Como a soma dos angulos
internos de um poligono convexo de n lados é dada por (n — 2) - 180°, temos que cada
angulo interno do pentdgono regular mede 108°. Devemos nos atentar ao fato de que
os triangulos ABC, EAB e CDE sao congruentes e isdsceles, o que nos permite extrair

algumas informacoes (ver Figura (3):
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* Nos tridngulos ABC e EAB, os ngulos ABC e EAB medem 108° cada um e como
a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180° e os dngulos da base
de um tridngulo isésceles sdo iguais, teremos CAB = BCA = ABE = BEA = 36°.

« BD'A =108°, pois ABD' = ABE, CAB = D'AB e ABD' + D' AB + BD' A = 180°.

« CD'B= 72°, pois é suplementar de BD'A.

« D'BC =72°, pois BCD' = BCA e CD'B + BCD' + D'BC = 180° por serem a soma
dos 4ngulos internos do tridngulo BCD'.

« ACE = 36°, pois BCA + ACE + ECD = 108° e como o tridngulo ACE é isésceles
temos EAC = CEA = 72°.

Figura 3: Alguns dos angulos formados no pentagono regular.

Com isso, podemos concluir que os tridngulos BCD’ e BD’ A sdo isdsceles de base;s
BD' e AB, respectivamente. Entdo CD' = BC = I, e considerando BD' = AD’ = por
temos

d=l+l=l<1+1). (1.8)
X

X

Como os tridngulos ACE e BCD' sdo semelhantes,

E AC
BD" BC

ou seja
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e, portanto,

d=lIx. (1.9)

De (1.8) e (1.9) segue que

e, portanto,

¥?—x—1=0.

Obtemos novamente e, consequentemente, descobrimos o envolvimento do
Numero de Ouro com o lado do pentdgono regular para obter o valor da diagonal,
dada por d = [®. Além disso, as diagonais se cruzam em Extrema e Média Razéao,
uma vez que AD’ = (;) = l¢. Conforme podemos ver na Figura , o ponto C’' é a
interseccdo das diagonais AD e BE. Dada a semelhanca entre os triangulos ACE e

C'AD’ (facilmente pode-se conferir pelo caso AA), temos

C AE
AD'  C'D’
e, portanto
& 1
1 oD
(<)
Logo,
op= !
= &

Ou seja, fazendo as razdes entre os segmentos formados pelos pontos de interseccdo

das diagonais, sempre obteremos a Razdo Aurea:

BE ED' EC'

ED) EC D

_— = :CI)

[-®
l

& ~| —
&) ~jorl ~
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Repare que os pontos de intersec¢do A’, B', C', D' e E/ formam um novo pentadgono
regular que, por sua vez, terd novamente a Proporcio Aurea envolvida nas medidas das
diagonais, processo que podera ser repetido indefinidamente, formando um fracta]ﬁ]
(ver Figura[4).

Figura 4: Fractal, pentagrama sendo gerado pelas diagonais do pentadgono regular.

Podemos obter o valor de sen 18° baseado na Razio Aurea. Seja M o ponto médio
de BD'. Os tridngulos BCM e D'CM sdo congruentes, sendo BCM = D'CM = 18°,
CMB = D'MC =90° e BM = 2lq> (ver Figura . Como seno é dado pela razdo entre o
cateto oposto e a hipotenusa, temos

Figura 5: Pentagono regular.

4 Num fractal, a ampliacdo de uma parte da imagem dd origem a figura inicial, ou seja, ele mantém um
padréo de auto-similaridade.
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1.4.2 Tridngulo Aureo

Na obra de Euclides, mas especificamente no Livro IV, ha a construciao de um trian-
gulo is6sceles cuja medida dos angulos da base é o dobro da medida do angulo oposto
a ela. Tal figura possui ligacio direta com a Razio Aurea, além de aparecer em outras

situacoes geométricas envolvendo este numero.

Sendo a« a medida do angulo menor, teremos a + 2« + 2x = 180° e , portanto, & = 36°.
Assim, cada angulo da base medira 72°. Com essa condicdo, seja ABC um tridngulo
isdsceles de base AC e, ainda, o ponto D sobre BC, tal que o segmento AD seja a
bissetriz de BAC (ver Figura@.

Figura 6: Tridngulo Aureo.

Os tridngulos ABC e CAD séo semelhantes pelo caso AA (ver Figura|6)). Logo,

(1.10)

2=
3 &

Como os tridngulos CAD e BD A séo is6sceles, temos AC = AD = BD, permitindo
reescrever (1.10) da seguinte forma:

BC BD

= = —. 1.11
BD CD ( )

A equagdo (1.11) nos remete a (1.2), ou seja, o ponto D divide o lado BC em

Extrema e Média Razdo. Além disso, como AB = BC e AC = BD, temos jg =de
w1,
AB © 7
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Entdo, o tridangulo ABC (assim, como CAD) possui a razdo & entre o lado e a

base, sendo conhecido como Tridngulo Aureo. Ja o tridngulo BD A, de razdo inversa, €

chamado de Gnémon Aureo.

1.4.3 Retdngulo Aureo

O retangulo que possui seus lados na Proporcio Aurea, isto é, tal que a razio entre
o lado maior e o menor é ®, recebe o nome de Retdngulo Aureo. Conforme explicado
na Secao o segmento formado pelo vértice de um quadrado com o ponto médio de
um de seus lados que ndo contém o vértice escolhido inicialmente é um passo simples

e importante na obtencdo da Razdo Aurea.

Portanto, usaremos novamente tal artificio para construir um Retdngulo Aureo. Dado
um quadrado ABCD qualquer, basta determinar o ponto médio M de um de seus la-
dos, por exemplo de AB, e usando um compasso com centro em M, transferir a medida
do segmento MC para a reta suporte do lado AB, determinando assim o ponto E, e
finalizar delimitando o retangulo AEFD. Repare que havera duas possibilidades para
o ponto E, as quais serdo denotadas por E; e E, (ver Figura , sendo o valor de AE;
igual a ® - AB (por termos adicionado metade do segmento AB ao valor de MC) en-

quanto AE, vale ¢ - AB (por termos subtraido metade do segmento AB ao valor de

MCQ).
D _C F F, D..——-----_C
RN P al ~
’ ~ 4 /
’ S ,7 ’
/ N 7 ’
’ N ’ 7
’ \ ’ ’
; \ ’ ’
’ N ’ 7
7 \ / G
’ \ ] ’
’ \ ! ’
’ i ’
al J ] al J D
A M B E, E, A M B

Figura 7: Construcio do Retingulo Aureo.

Lembrando que AB = AD, por serem lados do quadrado ABCD, temos tanto o

retangulo AE1F;D quanto o AE,F,D como sendo aureos, pois a razdo entre o lado

maior e menor é ®. De fato,

17
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AE, _94AB _
AD AB

e
AD AB 1
::i:*=¢.
AE, ¢AB ¢

Ainda em tempo, vale observar a congruéncia entre os retdngulos BE1F;C e AE;F,D.
Um fato para muitos fascinante: dado o retdngulo aureo AE1F,D, ao se retirar dele
o quadrado ABCD teremos como figura remanescente um outro Retingulo Aureo,
BE1F,C, podendo se repetir indefinidamente a retirada do quadrado de lado igual ao
menor lado do retangulo que sempre sobrara um retangulo tendo como razédo de seus

lados o valor de ®.

1.4.4 Espiral Aurea

Tanto o Tridngulo Aureo quanto o Retingulo Aureo apresentados, respectivamente,

nas subsecoes e[1.4.3] possuem ligacio com uma espiral logaritmic Apresen-
taremos a seguir o caso para o retangulo.

Dado um Retingulo Aureo ABCD de lado menor AD, determina-se o quadrado
ADEF, com E e F sobre os lados CD e AB, respectivamente (ver Figura [8). Como
o retangulo resultante BCEF também é aureo, repete-se o processo, achando o qua-
drado CEGH para dar origem ao retdngulo BFGH, similar ao inicial. Tal procedimento
pode ser repetido ad infinitum, produzindo Retdngulos Aureos cada vez menores com
seus lados reduzidos por um fator ®. O Retdngulo Aureo é o tnico retdngulo com a
propriedade de ao se retirar um quadrado obter um retangulo proporcional ao ante-
rior. A interseccdo dos segmentos BD e CF ficou conhecida como o “Olho de Deus”,
nome sugerido pelo matematico Clifford A. Pickover, e indica o ponto onde a série de
retdngulos converge, podendo ser encontrado pela interseccdo de duas diagonais de

quaisquer Retdngulos Aureos consecutivos, conforme demonstraremos a seguir.

Falaremos mais sobre espirais logaritmicas no Capitulo |5, mas se caso desejar aprofundar o assunto, o

livro [|15]] e o artigo [21]] podem ser interessantes para iniciar os estudos.
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D E C
I
G H
A F J B

Figura 8: Espiral Aurea no Retingulo Aureo e o “Olho de Deus”.

Vamos considerar trés Retangulos Aureos consecutivos, ABCD, BCEF e BEGH, re-
presentados no sistema de eixos cartesianos com A na origem, logo teremos B(k®;0),
C(kd; k), D(0; k), E(k; k), F(k;0) e G(k; 2k — k®). Para determinar o valor da ordenada
yc do ponto G, fizemos BF = AB — AF = k- (® — 1) = k¢, e como BF = EC = EG,
concluimos yg = EF — EG = k- (2 — ®). Precisamos mostrar que as retas suportes ry,

> e r3, respectivamente, das diagonais BD, CF e BG, sdo tais que r1 N1y =7 N 13.

Sendo m, m; e m3 os coeficientes angulares de rq, 1, e r3, respectivamente, entao

mo= Ko _1__
1T e e
IR S B
2T kd—k -1 ¢
e
y - —Gk—k®) 20 (112)

kd—k = d-—1

Usando a propriedade (1.5]), podemos simplificar (1.12]) da seguinte forma:

2= 2-®  2-® 1
-1 d_(@-d) d2-0 o ¥

Como os coeficientes angulares m; e m3 sdo iguais, as retas r; e r3 sdo paralelas, mas
ambas possuem o ponto B em comum, e portanto sdo paralelas coincidentes. J4 a reta
ry € concorrente as retas r1 e r3 por ter coeficiente angular diferente. Determinaremos,
entdo, a equacgdo das retas concorrentes para, em seguida, determinar o ponto de

intersecao O:

19
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1
-1

Y= (x — k).

Igualando r; e rp, encontraremos a abscissa do ponto de interseccéo O:

—éx+k = q)l_l(x—k) &
—Px+x+kdP?* —kd = Dx—kd &
‘- kd?
20 —1°

Substituindo o valor encontrado na equacgéo da reta r;, chegamos ao valor da orde-

nada:

_ 1 kP K@-1)
Y =79 20-1 """ 20-1"

2 J—
Portanto, as coordenadas do “Olho de Deus” sdo dadas por O < k@™ k(@ 1)>.

20 -1 20 -1

A Espiral Aurea pode ser obtida pelo lugar geométrico que o vértice A percorre para
coincidir com o vértice E quando o retdngulo ABCD tiver um movimento simultdneo
de rotacdo e contracdo dado por um fator @~ !, com centro no “Olho de Deus”, para
sobrepor o retangulo ECBF. Em seguida, continuando o movimento, passar pelos
vértices H e ], sobrepondo, respectivamente, os retdngulos HBFG e JFGI, e assim

sucessivamente para os demais retangulos da série.

Usando coordenadas polares, cuja origem (pdlo) serd o ponto O e raio inicial OA = c,

poderemos descrever a posicao do ponto A e das sucessivas transformagoes em E, H

e | por

A=(c0,E=(c0,~7) H= <cq>2, —22”> e- <cq)3, _32”>

De modo geral, as transformacdes do ponto A em E, H, | e demais vértices dos

retangulos da sequéncia sao

r=cdt 0= —%T,t:O,l,Z,3,....
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Fazendo t assumir qualquer valor real, todos esses pontos descreverao a espiral loga-

ritmica de equacao

20

r=cdbn.

1.4.5 Angulo Aureo

Considere o segmento AB divido em Extrema e Média Razao pelo ponto G. Ao usar
as medidas AG e BG para serem dois arcos que formarfo uma circunferéncia de centro
O e comprimento AB como na Figura @ teremos o angulo BOG = 137,5°, conhecido

como Angulo Aureo.

. . . B
G

Figura 9: Segmento AB divido em Extrema e Média Razdo pelo ponto G da origem a circunfe-

réncia em que BOG é denominado Angulo Aureo .

O motivo vem do fato do 4ngulo que divide uma volta completa em Razio Aurea

(o]

. 360 ~ . .
equivaler a o E, note que pela construcao realizada para obter a Figura |9}, temos:

o

__ AB .
e, como AG = 3 entdo AOG = o cujo valor aproximado € 222,492°. Mas
como tal dngulo ultrapassa metade de uma volta completa, ou seja, € maior que 180°,

devemos considerar o valor do dngulo replementalﬁ BOG.

6 Dois angulos sdo ditos replementares quando a soma de suas medidas resultar em 360°.

21
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1.5 FORMAS VARIADAS DE REPRESENTAGAO

Conforme visto na Secéo da equacéo (1.4) surgem propriedades como (1.5) e
(1.6). Utilizaremos o livro [[13]] e os artigos [21] e [22]] para mostrar outras formas de

representacdo do Numero de Ouro.

1.5.1 Raizes quadradas sucessivas

Suponha ter que determinar o valor da expressao

\/1+\/1+\/1+\/1+.... (1.13)

Iniciaremos igualando (1.13) a x e, elevando ambos membros ao quadrado, obtemos

x2=1+\/1+\/1+\/1+.... (1.14)

Note que, no segundo membro, excluindo a primeira parcela (o ntimero inteiro
1) temos as raizes quadradas sucessivas idénticas a expressado inicial (1.13]). Logo,

podemos reescrever (I.14) como x> = 1 + x. Portanto, a expressdo infinita vale .

Um outro modo de perceber essa ligacdo usando a equacédo (1.4) é, considerando
apenas a raiz positiva, reescrevé-la como x = v/1+ x e usar um método de iteracdo

para obter a solucdo. Consideremos entdo:

x1=V1 xp=v1+x, neN

Realizando iteracOes sucessivas, teremos:

Xy = \/1+\ﬁ

x3=1/1+v1+V1

<I>z\/1+\/l+\/1+\/ﬁ




1.5 FORMAS VARIADAS DE REPRESENTAGAO

Analiticamente, podemos provar a convergéncia. Vamos estimar a diferenca entre ®

€ Xn+1:

(@222, 921w _ -] _ [P

D — x,41|= = =
| l D+ Xyt | D+ xp1| P+ Xpe1| )

Usando repetidamente este fato, teremos

D — x| < DD —xy| <P 2D —xp 4| < ... < DD —xq].

Sendo ® > 1, podemos concluir que a sequéncia (x,) converge para a Razao Aurea.

Por fim, uma maneira de representar visualmente a convergéncia da sequéncia em
questdo para o Numero de Ouro pode ser feita como na Figura [10| onde a intersecdo
dos gréficos y = x e y = v/1+x tem abscissa . Comecando com x; = 1, na curva
y = V1+x, teremos o ponto P com ordenada v/1+x; = xp, que por sua vez é a
mesma abscissa do ponto Q, obtido com a intersecdo da linha horizontal que passa
por P com a reta y = x, formando o segmento PQ. Fazendo as sucessivas iteracoes,
é possivel perceber ndo sé que ird convergir para Razdo Aurea como poderia ter sido

dado qualquer valor positivo para x; e o resultado final seria 0 mesmo.

0 1T 2 X

Figura 10: A sequéncia x,,,1 = v/1 + xy,.

1.5.2 Fragbes continuas

De modo semelhante ao realizado na subsec¢do anterior, pode-se mostrar a relacdo

da propriedade com a representacio de @ através de fracbes continuas.

23
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Considerando & a raiz positiva da equacdo x = 1 + —, definiremos
x

1
x1=1, xpy1=1+—, neN
Xn
Realizando iteracOes sucessivas, teremos:
Xy = 1 + T
1
x3=1+
1+ E
1
1
d=1+
1
1+ 1
1+

1+

Este fato pode ser visualizado na Figura|l1l|e comprovado analiticamente, uma vez

que

1
o slefo- (101
Xn

0 que nos permite concluir que

@ — x| <Oy — @ <P ?xy 1 —D| < ... <D g — D).

Sendo ® > 1, teremos a convergéncia da sequéncia (x,) para a Razdo Aurea

0 1 q)l‘z

Figura 11: A sequéncia x,,1 =1+ .
n



SEQUENCIA DE FIBONACCI

Para expor a relacio entre a Razdo Aurea e a sequéncia recursiva de segunda ordem
conhecida como Sequéncia de Fibonacci, inicialmente serd apresentado um pouco so-
bre a biografia de Fibonacci e como ao longo dos tempos se associou seu nome a
sequéncia. Ap6s comprovar a relacdo entre os termos dessa sequéncia e O, veremos
algumas propriedades aritméticas relacionadas. Tomamos como referéncia para o de-

senvolvimento deste capitulo os livros [3]], [|6], [13]], [20] e os artigos [[1] e [21].

2.1 FIBONACCIE A SEQUENCIA NUMERICA

Leonardo de Pisa nasceu por volta da década de 1170, atualmente mais conhecido
por Fibonacci, do latim filius Bonacci, filho da familia Bonacci, ou “filho da boa natu-
reza”. Deve ter tido esse pseudénimo incorporado por uma nota de rodapé no livro
Histoire des Sciences Mathematique en Italie, de 1838, do historiador de matematica
Guillaume Libri ou pelos matematicos italianos do fim do século XVIII, sendo que ele
referia a si préprio, assim como outros o citavam, em alguns manuscritos e documen-
tos, como Leonardo Bigollo Pisani, em que “Bigollo” significa nos dialetos toscano e

veneziano, respectivamente, “viajante” ou “homem sem importancia”.

Sua primeira formacdo em matemadtica se deu em Bugia, cidade da Argélia, prova-
velmente seguindo a vontade de seu pai Guglielmo del Bonacci, um importante co-
merciante do porto de Pisa e funcionario do governo. Aprofundou seu conhecimento

posteriormente no Egito, Grécia, Siria, Sul da Franca e Sicilia, na Italia.

?

Ao regressar a Pisa, publicou em 1202, o livro Liber Abaci, ou seja, “Livro de dbaco’
(ou ainda, “Livro de célculo”), reconhecido por defender a notacdo indo-arabica e o

sistema posicional, além de ser um raro exemplo de livro de sua época com uso de

25
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simbolismo drabe, como a notacao para fracoes. Com os méritos deste livro, o impe-
rador Frederico II, conhecido como “Stupor Mundi” (“Maravilha do Mundo”) devido
a sua fama por patrocinar a matematica e as ciéncias, convidou Fibonacci, por volta
de 1220, a resolver uma série de problemas considerados dificeis pelo matemadtico da
corte Johannes de Palermo. Resolvido todos, mais tarde publicou Flos (Flor) e Liber

quadratorum (Livro dos quadrados), onde descreveu alguns desses problemas.

Além destes livros e outros como Di minor guisa, sobre aritmética comercial e Com-
mentdrio ao livro X de ‘Os Elementos’, de Euclides, Fibonacci teve importante contribui-
ciio em relacfio a Razdo Aurea. Tal contribuicfio néo se deve somente pelos problemas
em que a usava conscientemente, ou como em seu livro de geometria, Practica Geo-
metriae (Pratica de Geometria) de 1223, onde ele apresenta novos métodos para o
cdlculo da diagonal e da drea do pentdgono, cdlculos dos lados do pentdgono e do
decagono a partir do didmetro do circulo inscrito e do circunscrito, além de volumes
do dodecaedro e do icosaedro [13]], mas sua ligacdo é forte pela ampliacdo dada ao
assunto principalmente por problemas em que a principio nédo se tem qualquer relacdo

com a Razdo Aurea.

Sendo que seu nome chegou até os dias atuais principalmente pelo fato do matema-
tico francés F. Edouard A. Lucas ter relacionado a um desses problemas, em sua colecéo
Récreations mathématique (4 volumes), Gauthier-Villars, Paris (1891-1896), reeditado

em 1960, o nome Fibonacci a um problema publicado no Liber Abaci:

Quantos casais de coelhos podem ser formados a partir de um tnico casal
de recém-nascidos durante um ano, se cada par originar um novo casal a
cada meés, o qual se torna fértil a partir do segundo més de vida, e ndo

ocorrerem mortes?E]

A solucdo deste problema gera uma interessante sequéncia numérica, motivo do
nome dado a este capitulo. Faz-se importante ressaltar, entretanto, que existem regis-

tros sobre esta sequéncia na fndia antes da publicaco do livro, no século XIII.

Chamaremos de F, o numero de casais de coelhos ao final do n-ésimo més. Ob-
servando a Figura vemos o inicio da sequéncia 1,1,2,3,5,8, ... E possivel notar
um padréo interessante: por exemplo, no 62 més, temos a esquerda uma repeticao da
linha imediatamente acima enquanto os itens restantes a direita correspondem a do
més retrasado, ou seja, Fs = F5 + F4. Além disso, como os coelhos levam dois meses

para se tornarem férteis, percebemos que a quantidade de pares de coelhos jovens

1 O problema original de Fibonacci inicia-se com um casal tendo um més de idade.



2.1 FIBONACCI E A SEQUENCIA NUMERICA

num determinado més corresponde ao numero total de casais de dois meses anterio-
res (ja que todos estes estardo maduros apos esse tempo), enquanto a quantidade de
pares de coelhos adultos corresponde a de casais do més anterior. Sendo assim, ao
final do n-ésimo més, o nimero de casais de coelhos serd dado pela recorréncia linear
de segunda ordem

Fo=F,1+F 2 (2.1)

com n > 2 e condicdes iniciais F; = 1 e F, = 1, denominada Sequéncia de Fibonacci.

Numero de casais

Figura 12: Arvore genealdgica

Veremos na préxima sec¢do uma estreita relacdo entre o Numero de Ouro e a Sequén-

cia de Fibonacci.
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2.2 FORMULA DE BINET

~ 2 _ . 7 ~ _ 1+\/§ _ 1_\/5
Lembremos da equacdo (1.4), x* = x +1, cujas rafzes sdo ® = 52 e ¢ = 5%,

Temos, portanto,

PP=P+1

P*=¢p+1.
Multiplicando ambos os lados das equacdes acima por " e ¢" (n > 1), respectiva-

mente, teremos

(I)n+2 — q)n+1 + P

Subtraindo da primeira equagéo a segunda e, em seguida, dividindo ambos membros

por ® — ¢, obtemos

n+2 o n+2 n+l _ o n+l n__ .n
®® A " (2.2)
—¢ Q-9 -9

n__ an
Considerando u, = @74)’ n > 1, podemos escrever a equacio (2.2) como
%

Ups2 = Upy1 + Uy (2.3)
onde ) .
_ -9
hm= gy !
e
e P9 _(@+9)(@—9)
)= = =1.
D—0 D -0

Note que (2.3) ¢ uma recorréncia linear de segunda ordem com u; =1 e u, = 1,

assim como a Sequéncia de Fibonacci. Logo,

(I)n_q)n

F, = .
n q)_qo

(2.4)
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Explicitando os valores de ® e ¢ e colocando o denominador em evidéncia, podemos

reescrever (2.4) da seguinte maneira:

1 [(1+v5) [1-v5\"
) e

Logo, cada termo da Sequéncia de Fibonacci pode ser determinado através do Nu-

mero de Ouro pela relacdo (2.5), conhecida como Férmula de Binet devido ao matema-
tico francés Jacques Philipe Marie Binet (1786-1856)@

E importante notar que, apesar de termos fraces e raizes em (2.5), o resultado
sempre serd um numero inteiro. Ndo ha muita facilidade para se obter o n-ésimo
termo da Sequéncia de Fibonacci para valores altos de n. No entanto, observando a
Férmula de Binet, podemos deduzir que

n n
I
VB 1\ 2 VB 1\ 2

n
. C o . 1 (1+/5
donde concluimos que F, serd o numero inteiro mais proximo de — .

1

2

NAW

13
1 (1
Exemplo 2.1. — +V5 =232,9991416. Logo, Fi3 = 233.
V5 2
60
1 (1 5
Exemplo 2.2. ﬁ ( +2\[> = 1548008755920, 003. Logo, Fso = 1548008755920.

As razoes sucessivas de termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci tendem para

o Numero de Ouro, pois

q)n+1 o gon+1
Pn+l _ @7_(’) _ q)n+1 _ ¢n+l
F, D" — ¢" Pt — @
O—¢

Dividindo numerador e denominador por ®", obtemos

q)n+l (Pn+l P\"
Foi _ @n  on q)_(”<6)

Porém provavelmente ji conhecida no século XVIII pelos matemdticos Leonard Euler (1707-1783) e
Abraham de Moivre (1667-1754)
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f‘ im (2)" =
Como }q; <le lim <<I>) 0, segue que

n—r00

¥ (
Jim = = HOW

_ n—oo n—o0

B o (P
lim 1~ lim ()
P—-¢-0

= —1L =0,
1-0

Um outro modo de obtermos a Férmula de Binet se d4 com o uso da intrigante
generalizacio que faremos a seguir. Note que ®"*? = ®"®? para todo n € IN. Como

®? = ® + 1, podemos escrever
P = QNP +1) = P+ D" (2.6)
Usando a relacdo e fazendo substituicdes sucessivas, obtemos:

P = PP+O=(P+1)+P=20+1=FP+FE

Pt = PP+P?P=2P+1)+(DP+1)=3P+2=FD+F
P = P+ PP =(BDP+2)+(2P+1)=5P+3=FD+F,
P = P +P* =(5P+3)+(BP+2) =8P +5=F,P+F;

Observamos uma associacao direta entre as poténcias de ® e os termos da Sequéncia

de Fibonacci, conforme atesta o seguinte resultado.

Proposicao 2.1. Para cada n > 2 natural, temos
®"=F,®+F,_1. 2.7)
Demonstragdo. Usaremos o Principio de Inducao Finita (PIF).
De &> =® +1edo fatode F; = F, = 1, obtemos
LO+F =d+1=d>

Consideremos, entdo, verdadeira a relacdo (2.7) para um n qualquer e provemos

sua validade para n + 1:



2.3 PRIMEIRAS PROPRIEDADES DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Ol = . P
= (FP+F-1) @
= F,®*+F,_1®
= E(®+1)+F, 19
= (Fy+E5,_1)P+F,

= F,®+F,
Do PIF segue que " = F,® + F,_; qualquer que seja n > 2 natural. O
De modo analogo, temos

¢" = F,¢ + F,_1qualquer que seja n > 2 natural. (2.8)

Finalmente, subtraindo (2.8]) de (2.7), obtemos novamente a Féormula de Binet. De

fato,
D" — " =F,®+F,_1 — (Fip+F,_1) = Fy(P — ¢)

e, portanto,

2.3 PRIMEIRAS PROPRIEDADES DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Nesta secdo, baseada no artigo [21]], abordaremos algumas identidades importantes.

Optaremos por definir Fy = 0 como o primeiro termo da Sequéncia de Fibonacci, sem

perda de validade da Férmula de Binet, por exemplo.

Para continuarmos, recordamos algumas identidades tteis:

PP=P+1, P '=P-1,
Q" =F,d+F, 1,
P+=1, Dp=—-1, ®—¢=1/5. 2.9)
Comecaremos determinando a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci.

Proposicdo 2.2. Para cada n > 1 natural, temos Fy + F; +-- -+ F, = Fy40 — 1.
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32 SEQUENCIA DE FIBONACCI

Demonstragdo.

n n n CDk—qok
F+Fh+ - +F=Y K=Y K=Y , (2.10)
Py V5

k=1 k=0

n
Como Y. @ corresponde 4 soma dos n + 1 primeiros termos de uma progressio
k=0
geométrica (PG) de razdo ® e primeiro termo igual a 1, temos

iq)kz 1—CI)”+1
P 1-d °

Multiplicando o numerador e denominador por 1+ ® e lembrando que ®> = ® +1,

continuamos o desenvolvimento:

1— ot 1—-o"! 1+0
1-o 1-® 1+

1+CI)—Q)”+1 _q)n+2
1— @2

D2 — D" + P
1—(@+1)

—P(P" + P! — D)
- '

Finalmente, fazendo a divisdo e usando a relacio (2.6]), obtemos

Yy of = 9"+ — @

k=0
= P2 _ . (2.11)
De modo analogo,
i¢k_1_¢n+1_¢n+2_q0 (2 12)
k=0 I—¢

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10):



2.3 PRIMEIRAS PROPRIEDADES DOS NUMEROS DE FIBONACCI

n q)n+2_(Pn+2_(q)_(P)
F+Fh+---+F, = Fk =
n I;O \/5
q>n+2 _ q0n+2 B d— @
V5 V5
= Fuo—1.

O]

Uma possibilidade para professores apresentarem tal propriedade da sequéncia de
maneira a intrigar os alunos pode ser dada com um truque de soma reldmpago. Pede-se
para um aluno escrever uma longa linha com nimeros comecando com 1, 1 e continuar
usando a definicdo da Sequéncia de Fibonacci. Em seguida, risca-se entre dois niumeros
quaisquer da sequéncia, com exce¢do dos dois tltimos. O resultado da soma de todos
os numeros a esquerda do risco serd dado pelo segundo numero a direita da parte

riscada menos um.

Exemplo 2.3. Dada a sequéncia
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377, ||610, 987, 1597, 2584, 4181, . ...

temos que a soma dos termos até 377 é igual a 986.

Utilizando o PIF, conseguimos derivar as identidades a seguir:

F1+F3+F5+...+F2n,1 = an,
F2+F4+F6+...+F2n = F2n+1_1,

FF—Fh+FK+---+ (—1)n+1Fn = (_1)n+1Fn—l +1,

FP+F2+---+F2 = F,Fu, (2.13)
FE+EE+ - +by by = B,
F2+F%, = Fuui.

Como exemplo, faremos a demonstracao de (2.13)).

Proposicdo 2.3. Para cada n > 1 natural, vale F? + F7 + - - - + F? = F,F,1q

Demonstragdo. Para n =1, a igualdade estd correta, pois
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Ff=1-1=FF.

Supondo (2.13) vélida para n, provaremos sua validade para n + 1.

De
FP+E2+---+F> = F,Funq
obtemos
FP+F3+--+F2+F2, = F,Fu+F2,
= Fn+1(Fn + Fn+1)
= Fi1Foo.
Do PIF segue que F? + F2 + - - - + F2 = F,F,;1 qualquer que seja n > 1 natural. O

2.4 REPRESENTACAO ATRAVES DE UMA MATRIZ

Podemos representar a recorréncia F,,1; = F, + F,_1 por meio do seguinte sistema:

Foyi = Fu+Fia
F, = F,.

Sua forma matricial sera

BRI

11 10
Proposicao 2.4. Sendo Q = L ], I= [0 1] e n > 1 um niimero natural, temos

0
F F
Q" = [;“ . " ] = F,Q+F, 41. (2.14)
n n—1

Demonstragdo. Para n =1 a relagdo (2.14)) é verdadeira, pois

1] _[B H
Q _[1 0] [Fl PJ'



2.4 REPRESENTAGAO ATRAVES DE UMA MATRIZ

Vamos verificar se continua valida para n + 1, assumindo sua validade para n.

Qn+1 — Qn . Q

~ [Ewm  F 11
F, F.1| |1 0

_Fn+1 +Fn Fn+1]

| Fi+F,1 Fy
_ Fn+2 Fn+1
_Fn+1 Fn
F
Do PIF segue que Q" = [ n ! ] qualquer que sejan > 1. O
Pn anl

Calculando o determinante de ambos lados da relagédo (2.14]), obtemos a Identidade
de Cassini:
FyFiq — F2 = (—=1)". (2.15)

Da Identidade de Cassini decorre que quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecu-

tivos sdo primos entre si.

Proposicao 2.5. Quaisquer dois niimeros de Fibonacci consecutivos sdo primos entre si.

Demonstragdo. Se F, e F,,1 tivessem um fator comum diferente de 1, este também

teria que ser fator de (—1)", de acordo com (2.15), o que é impossivel. O
Usando propriedades de matrizes, temos também que
QMM = Q"Q™, onde n e m sdo inteiros nao negativos.

Igualando os elementos inferiores esquerdos (ou seja, os elementos localizados na
segunda linha e primeira coluna) de ambos os lados desta equacgdo, encontramos a

férmula de adigdo para os nimeros de Fibonacci:

Proposicdo 2.6. Se m e n sdo numeros naturais e n > 1, entdo

Fusm = FuFps1 + Ey_1Fom. (2.16)

Demonstragdo. Como

Qn+m _ [Fn+m+1 Fm ]

Fn+m Fn+m—1/
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Qan= Fn+1 Fn . Fm+1 Fm _ Fn+1Pm+l+Fan Fn+1Pm+Fnmel
Fy Fn—l Fon Fm—l FnFm+1+Fn—1Fm FnFm+Fn—1Fm—1
e Q"™ = Q"Q™, basta igualarmos os elementos inferiores esquerdos para obtermos

Fn+m=FnFm+1+Fn—lFm- O

A equacao nos permite obter diversas propriedades dos nimeros de Fibonacci.
Por exemplo, fazendo n = m, obtemos
Fn = FFua+FiaF
= Fu(Ep1 + Fi-1)
= (Fus1 — Fy—1)(Fu1 + Fr1)
= F 5+1 —F 5—17
ou seja, a diferenca entre quadrados dos numeros de Fibonacci suplentes também é

um numero de Fibonacci.

2.5 PROPRIEDADES ARITMETICAS DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Mostraremos a seguir algumas propriedades aritméticas dos numeros de Fibonacci,

baseadas no artigo [21]].

Proposicao 2.7. Sejam m, n > 1 numeros naturais. Se n é divisivel por m, entdo F,

divistvel por F,.

Demonstragdo. Como n € divisivel por m e m,n > 1, podemos escrever n = mk para
algum k > 1 natural. Faremos a demonstra¢do por inducdo em k. O caso k = 1 é trivial.
Consideremos valido para um k qualquer e mostraremos sua validade para k + 1. Para
tal, utilizaremos a férmula de adicdo obtida na Secéo [2.4}

Fuks1y = Fukem = FukFns1 + Fug—1Fm-
Por hipétese de inducao, F,,; € divisivel por F,,, logo, o tltimo membro da equacédo
¢ divisivel por F, e, portanto, F,.1) também ¢é divisivel por F,.

Do PIF segue que se n é divisivel por m, entdo F, é divisivel por F, quaisquer que

sejam m, n > 1 naturais. O

Corolario 2.8. Se n ¢ um niumero natural composto diferente de 4, entdo F, também ¢é

um niimero composto.



2.5 PROPRIEDADES ARITMETICAS DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Demonstragdo. Se n > 6 é composto, entdo n é divisivel por algum m < ncomm #1e
m # 2. Portanto, pela Proposicio F, é divisivel por F,, (e F,, > 1, neste caso). [J

A reciproca do Coroldrio [2.8|ndo € verdadeira. Como contraexemplo, temos:
Fi9g = 4181 =37-113.

Proposi¢ao 2.9. Se m e n sdo inteiros positivos, entdo mdc(Fy, Fy) = Fyacom,n)-

Demonstracdo. Se d = mdc(m, n), entdo d divide tanto m como n. Pela Proposicio
F; divide F,, e F,. Temos que mostrar que F; é o maximo divisor comum de F, e
F,. Uma vez que d = mdc(m, n), podemos usar o Teorema de Bézoutﬁ para encontrar

inteiros r e s tais que d = mr + ns. Por (2.16]), podemos escrever

Fd = Fmr+ns = Fmans+1 + Fmrlens-

Seja k um divisor de F,, e F,. Como mr é divisivel por m, F, divide F,,. Logo
k divide F,;, e, consequentemente, dividira F,,F,s;1. Analogamente para n, pode-se
concluir que k dividira F,,,_1F,s. Isso mostra que qualquer divisor de F,, e F,, também

deve dividir F;. Portanto, F; é o maximo divisor comum. O

Exemplo 2.4. Se m = 15 e n = 20, entdo mdc(Fi5, Fo0) = mdc(610,6765) = 5 e

Fracspo) = F5 = 5.

Proposicao 2.10. Sejam m, n > 1 ntimeros naturais. Se F, é divisivel por F, e m # 2,

entdo n é divisivel por m.

Demonstragdo. Se F, é divisivel por F,,, entdo mdc(F,, F,) = F,,. Pelo que vimos na Pro-
posicéo [2.9, mdc(Fy, Fu) = Fudc(n,my- ASSIM, Fyge(umy = Fin €, portanto, m = mdc(n, m),

donde segue que n é divisivel por m. O

Exemplo 2.5. Fj; = 144 é divisivel por F, = 8, assim como 12 € divisivel por 6.

Como a Proposicdo [2.10] é a reciproca da Proposicio obtemos o resultado a

seguir.

O Teorema de Bézout garante, para inteiros positivos m e n, a existéncia de r e s inteiros tais que
mdc(m, n) = mr + ns. Isto decorre do algoritmo de Euclides. Por exemplo, mdc(42,30) =6=30—-12-2 =
30— (42 —30)-2 =42-(—2)+30-3. No interessante site http://matematica.obmep.org.br/index.php/
modulo/ver?modulo=55|é possivel localizar a video-aula Relagdo de Bézout e aplicagbes, além do aplicativo

Descobrindo Bézout e lista de exercicios para estudo e aprofundamento.
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Teorema 2.11. Sejam m e n numeros naturais, m > 2 e n > 1. Vale: F, é divisivel por

F,, se, e somente se, n é divisivel por m.

Fazendo m = 3, 4, 5, 7, obtemos as seguintes consequéncias do Teorema |2.11}
* F, é divisivel por 2 se, e somente se, n é divisivel por 3.
* F, é divisivel por 3 se, e somente se, n é divisivel por 4.
* F, é divisivel por 5 se, e somente se, n é divisivel por 5.
* [, é divisivel por 13 se, e somente se, n € divisivel por 7.

Note que escolhemos valores de m para os quais F,, € primo. Se tomassemos m = 6
(e Fs = 8), também é verdade que F, é divisivel por 8 se, e somente se, n é divisivel por

6. No entanto, vale também que:

Proposicdo 2.12. F, é divisivel por 4 se, e somente se, n é divisivel por 6.

Demonstragdo. Usando (2.16) para n = m + (n — m), onde m < n, obtemos

F, = Fm+(n7m) = FmF(nfm)H + melF(nfm)-

Fazendo m = 6 chegamos a

Fn = F6Fn_5 + F5Fn_6 = 81:,1_5 + 5Fn—6-

Assim, F, é divisivel por 4 se, e somente se, F, ¢ € divisivel por 4. Iniciando em
Fp = 0 vemos que Fg; é divisivel por 4, para j = 1,2,...Ja F; = 1 néo € divisivel por 4,
assim como todo Fgj,q, paraj =1,2,... Do mesmo modo, como F, =1, F3 = 2, F; = 3,
F5 = 5 nfo sdo divisiveis por 4, segue-se que Fgj,2, Fgji3, Fsjia, Fojr5 né0 séo divisiveis
por 4. O

De modo semelhante, pode-se provar que:
» [, é divisivel por 7 se, e somente se, n € divisivel por 8.
* F, é divisivel por 11 se, e somente se, n € divisivel por 10.
* F, é divisivel por 6 se, e somente se, n é divisivel por 12.
* F, é divisivel por 13 se, e somente se, n € divisivel por 14.

* F, é divisivel por 10 se, e somente se, n € divisivel por 15.
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Encerraremos esta se¢do com uma demonstracao da existéncia de infinitos nimeros

primos.

Teorema 2.13. Existem infinitos ntimeros primos.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que exista apenas um ntimero finito de nimeros
primos. Consideremos p1, pa, ..., p» como sendo todos os niumeros primos e, ainda,
Fy.,Fy,, ..., Fp,. Pela Proposicio estes numeros sdo primos entre si. Como hd
apenas n numeros primos, nenhum deles pode ter mais de um fator primo. Mas isso
contradiz o fato de que Fj9 = 4181 =113 - 37. O

2.6 FIBONACCI E O TRIANGULO ARITMETICO

Apesar das diversas relacdes e aplicaces do triangulo aritmético, comumente cha-
mado de tridngulo de Pascal, atentaremos apenas em algumas mais essenciais a este
trabalho, em especial a relacdo entre os numeros de Fibonacci e os coeficientes bino-
miais, mas ndo deixando de instigar a percepcao de padrdes ocultos nele. Para tal,

utilizaremos como base os artigos [1]] e [21]] e os livros [3]] e [6].

Existem fragmentos escritos em sanscrito por volta de 500 a.E.C. onde ja indicam o
conhecimento do tridngulo aritmético, apesar de em alguns paises darem o nome do
poeta, matemadtico e astronomo persa Omar Khayyam (cerca de 1050-1122) que em
sua obra Algebra cita ter descoberto e exposto num trabalho anterior uma regra para
determinar poténcias de um binomio. Embora a comunicacdo entre Ardbia e China
nesse periodo tenha sido minima, havia uma rota de seda da China a Pérsia, onde
talvez possa ter havido trocas de informacoes, porém ha necessidade de mais estudos
em busca de evidéncias. O fato é que matematicos chineses também ja conheciam o
triangulo aritmético pelo menos desde o século XIII, ja que entre as contribuicoes de
Yang Hui (1261-1275), os mais antigos quadrados magicos chineses preservados de
ordem maior que trés, estd a soma de séries e o tridngulo aritmético, publicados em
1303 no livro Espelho precioso de Zhu Shijie (ver Figura que trata sobre equacoes
simultaneas e de grau até catorze. Ainda nesse periodo, a extracdo de raiz de um

numero pelos hindus, possivelmente com influéncias babilonicas e chinesas, seguia
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um esquema “em galeéo’ﬂ que anos depois foi associado com o teorema binomial em

forma do triangulo.

B2 & x &%

Figura 13: Intitulado “O diagrama do velho método dos sete quadrados multiplicativos”.

Nesta breve “linha do tempo”, devemos citar ainda os matemadticos alemées Peter
Apian (ou Petrus Apianus, 1495-1552) e Michael Stifel (cerca de 1487-1567) pelas res-
pectivas publicacdes Rechnung (1527) e Arithmetica integra (1544). A primeira versa
sobre aritmética comercial e tem na pagina de rosto a primeira impressao do triangulo
aritmético (ver Figura[14]), enquanto a segunda € considerada a mais importante obra
alema sobre dlgebra do século XVI e também contém o triangulo, ou seja, muito antes

de Blaise Pascal (1623-1662) ter investigado as propriedades presentes nele.

B[ yowde Des gleychen fiirmalf wider in | (P
|| Tetinfcer nech in Yelfcher fprach nic | |1

geveiicte. durch Petrm Apiani

Figura 14: Frontispicio da aritmética de Petrus Apianus, de 1527, considerada a primeira
impressao do triangulo aritmético.

4 Método de divisdo provavelmente de origem hindu, conhecido pelo menos desde o século VI e que se
difundiu pela Europa a partir do XVI, recebia essa denominacéo pelo fato do posicionamento dos niimeros

apds o processo se assemelhar ao formato de uma embarcagio com esse nome.
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Devemos ter clareza que apesar de encontrarmos em diversas fontes o uso do nome
de Pascal para se referir ao tridngulo aritmético, ndo foi ele quem o descobriu, po-
rém isso ndo deve tirar os méritos de seu trabalho que foi extraordinéario, servindo até
mesmo de inspiracdo para Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-
1716). A descoberta de como medir valores até entdo imensuraveis devido a incerteza
de sua ocorréncia num evento, como a chance de se obter uma determinada face de
um dado apés um certo numero de lancamentos, como dividir de maneira justa uma
aposta apds um jogo ser interrompido, sdo exemplos de contribui¢des inovadoras na
época e que deram origem a Teoria das Probabilidades. Em 1658, ele publica o livro
Traité dv triangle arithmetiqve (ver Figura[15]), que posteriormente faria com que relaci-
onassem seu nome ao tridngulo aritmético devido as diversas propriedades estudadas

e apresentadas ali.

| o :
[ TRAITE
DV TRIANGLE
ARITHMETIQVE.
AVEC QVELQVES AVTRES
l‘ETiT_S TRAITEZ SVR LA

MESME MATIERE.
Par AConfiewr PASCAL

T T/ K T EP
¥ Rupge paraleler

N
o
=

@mgq le A rirﬁmch'iuz

% DG LXV.

I Q g

¢ T G| 8

<

v g

{] 4 -]

P 3

A PARIS, = 7 -
Chez GvizLayyE Duserez, ré fint lacquy) % g
3 Saine Profper. 5 L

1

Yy

g

g

Figura 15: Capa e representacdo do Tridngulo Aritmético no livro Traité dv triangle arithmetiqve
de Blaise Pascal.

Para obtermos o triangulo aritmético, consideremos seus termos formados pelos nu-
. .. (n . . .
meros binomiais , onde n representard o numero da linha e p o da coluna refe-

rente a posicdo ocupada, sendo

n!
— se0<p<n
(5)=4 =prpr 0EPE
P 0 sep > n.
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n n n n n n n
o) 6 G) G) Q)G ()
0| 1 0 0 0 0 0 0
1| 1 1 0 0 0 0 0
2] 1 2 1 0 0 0 0
3] 1 3 3 1 0 0 0
41 1 4 6 4 1 0 0
50 1 5 10 10 5 1 0
6| 1 6 15 20 15 6 1

Figura 16: Numeros binomiais formando o tridngulo aritmético.

Note que na linha n sempre temos 7 + 1 termos nao nulos, sendo eles os coeficientes

do BinOmio de Newton:

n
(a+b)" =) (n)a”?’ -bP,onden,p e Nea,b € R.
p=0

Exemplo 2.6. Considerando n = 4, temos os 5 elementos da quinta linha (linha 4,
afinal a primeira linha do triangulo aritmético € a linha 0) como sendo os coeficientes

do desenvolvimento do binémio (a + b)":
(a+b)*=1-a*+4-a°b" +6-a’b* +4-a'b®> +1- b*.
Observe que qualquer niimero que néo esteja na primeira linha ou na primeira co-
luna serd a soma de dois numeros da linha anterior: o que estd logo acima e o anterior

a esquerda. Este fato estd ligado diretamente a Relagdo de Stifel, também chamada de

relacdo de igualdade do tridngulo aritmético:

n n—1 n—1
<P>:<P—1>+< p )’n’pzl' @17

Exemplo 2.7. Vocé faz parte de um grupo de n pessoas dentre as quais serdo escolhi-

das p para participarem de uma comissdo. Temos:

Numero de comissoes + Numero de comissdoes = Numero total

com vocé sem vocé de comissoes

) ()
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Dentre outras propriedades do tridngulo aritmético, citamos:

* A soma dos elementos de uma linha resulta em poténcias de base dois, ou seja,

£ (1)-2

* A razdo entre o termo de uma linha com o da sua direita é o mesmo que a razédo

entre o valor de sua coluna adicionado um com o valor da sua linha menos o da

(Z) _p+l
<P21> o

* Os elementos da segunda coluna (p = 1, coluna 1) sdo os nimeros naturais.

coluna, ou seja,

* Os elementos da terceira coluna (p = 2, coluna 2) sdo os nimeros triangulares
c & & &
Figura 17: Representacdo dos quatro primeiros nimeros triangulares.

* Os elementos da quarta coluna (p = 3, coluna 3) sdo nimeros tetraédricosﬁ

®
B o
& &

Figura 18: A junc¢do de ntimeros triangulares resulta nos nimeros tetraédricos.

* A soma de dois numeros consecutivos da terceira coluna é igual a um quadrado

perfeito.

5 O numero triangular T,, pode ser obtido pela soma S, dos n primeiros termos de uma progressao arit-
mética de termo inicial e razdo iguais a 1, sendo representado figurativamente através de um triangulo

equilétero (ver Figura .
6 Um ntmero tetraédrico pode ser representado por uma pirdmide de base triangular (tetraedro). Sendo

n
T, o n-ésimo numero triangular, o n-ésimo numero tetraédrico serd obtido por ) T, (ver Figura|18).
1

43



44 SEQUENCIA DE FIBONACCI

* Quando o elemento da segunda coluna for primo, todos os termos de sua linha,
com excecdo dos extremos 1, serdo divisiveis por ele.
. . . 1s ~ s . . n n
* Simetria: termos equidistantes aos extremos sdo iguais, ou seja, = .
p h—p
* Considerando o valor posicional no sistema decimal, os elementos de cada linha

formam poténcias de base onze:

Linha0 — 11°=1

Linhal — 11'=1-10'+1-10°

Linha2 — 112=1-10°+2-10"+1-10"
Linha3 — 113=1.10°+3-102+3-10"+1-10°

* O dobro do termo (n i 2) adicionado a <n i 1> resulta no quadrado perfeito

n?, como podemos verificar:

2_<n>+<n>:2. n! N n!
n—2 n—1 m=-2n—n+2)! m-—D'-n—n+1)!
n-m—=1)-m-=2)! n-(n—1)!
T =22 =1

n-m—1+n=n*>—n+n

* Ao dispor os elementos na forma de um tridngulo equildtero e fazer a substituicao
dos nimeros pares por 0 e dos impares por 1 (ou apagarmos eles), teremos um
fractaﬂ o Triangulo de Sierpinsky. Padrdes semelhantes ocorrem ao fazer isso

com multiplos de trés, quatro, etc.

Figura 19: Relacdo do triangulo aritmético com o Tridngulo de Sierpinsky.

7 Num fractal, a ampliacdo de uma parte da imagem d4 origem a figura inicial, ou seja, ele mantém um

padrdo de auto-similaridade.
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Muitas dessas propriedades podem ser provadas usando PIF, mas vamos focar nossos
esforcos no que nos motivou a iniciarmos esta secdo, ou seja, no fato das somas dos
elementos das diagonais ascendentes resultarem na Sequéncia de Fibonacci, como
podemos ver na Figura

Soma da diagonal

1
1 1
2
1 1 3
/! S
1 2 1 8
/S 13
1 3 3 1
S0 S
1 4 6 4 1
e
1 5 10 10 5 1
/!

1 6 15 20 15 6 1

Figura 20: Tridngulo aritmético e os nimeros de Fibonacci.

Vamos analisar essa soma a fim de obter o padrao existente. Para facilitar, escreve-

mos os elementos na forma de numero binomial:

8 = 1 = kK

(1) = 1 = b

3 + 1 - 1+1=2 = F

g + i = 1+2=3 = F

3 + i n ; = 1+3+1=5 = F
g+‘1*+§: 144+3=8 = K

8 + 513 + ‘21 + g = 1+5+6+1=13 = F
g + ? + i + ;1 = 1+6+10+4=21 = Fg
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O seguinte teorema, estabelecido por F. Edouard A. Lucas em 1876, mostra que o

padrdo observado acima € valido sempre.

Teorema 2.14 (Teorema de Lucas). Para cada niimero natural n, temos

n n—1 n—2 n—j
()2 (1) (5 ()
onde j é o maior inteiro menor ou igual a g

Demonstragdo. Usaremos induc¢do sobre n.

Como F; =1, F, =1 e F3 = 2, temos que a afirmacdo é verdadeira paran =0, n =1
e n = 2. Vamos considerar valida para os »n primeiros inteiros e mostrar que continua
verdadeira para n + 1. Convém separarmos a demonstracdo em dois casos, pois quando

; C e . n., (. n ;
n € par, 0 maior inteiro menor ou 1gual da — € 0 proprio —. No entanto, se for 1mpar,
2 2

este sera

Se n for par, entdo

T ) e ()
1) ()0 e ()

Agrupando as parcelas correspondentes as mesmas linhas, teremos

T ) ()
NN N )

Como todos os elementos da coluna zero e os que ocupam posicao com valor da linha

—1
igual ao da coluna sdo iguais a um, podemos substituir <n 0 ) por <?)> n>1De

n—2 n
((n B 2)//22> por (42) . Para as parcelas agrupadas, vamos usar a Relacdo de Stifel (2.17)),

obtendo
= ()+() (20 (5)

De modo semelhante, vamos analisar o que ocorre se n € impar. Veja:
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Foy1 = Fut+Fi
(-5 ()
. KnEz) . (nI?’) . (”;4) .. <§:j3§j§)].

Como 7 agora é impar, note a diferenca ao juntar as parcelas (ndo havera uma tltima

parcela “isolada”). Apds agrupar, teremos:

) (] ) ()]
[+ CR)]

0
para as parcelas agrupadas, obtemos

Fyut = (’S) . <n11> R (n;2> - (:11))//22)

concluindo assim a demonstracao. O

+

e o n
Fazendo a substituicdo de <

) por (g) e usando a Relacgdo de Stifel (2.17)






GENERALIZAGCOES DE ® E DA SEQUENCIA DE
FIBONACCI

Muitas das propriedades apresentadas nos dois capitulos anteriores costumam ser
enaltecidas por aficionados pela Razdo Aurea e pela Sequéncia de Fibonacci, porém
€ necessario elucidar se tais situacdes deveriam de fato ser consideradas tdo especiais
e exclusivas. Com o intuito de gerar essa reflexdo, mostraremos como através de
uma recorréncia linear de segunda ordem homogéneaﬂ se obtém relacOes e numeros
com caracteristicas semelhantes as de ®, tendo sido usado os artigos [9] e [[22] como
inspiracéo e referéncia para todo o desenvolvimento deste capitulo e o livro [|17] como

apoio para tratar das recorréncias.

3.1 FORMULA DE BINET GENERALIZADA

No Capitulo [2| foi mostrada a relagdo entre as raizes ® e ¢ da equacéo ea
Sequéncia de Fibonacci através da Formula de Binet. Vamos verificar se esses vin-
culos continuam validos para uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea,
assim como a exclusividade do surgimento da Razido Aurea em situacdes por muitos

consideradas inusitadas.

Definicdo 3.1. Seja p > 0 um numero real. Chamaremos de Sequéncia de Fibonacci Ge-
neralizada — e, por comodidade, usaremos a abreviacdo SFG — a sequéncia {G, };
comGyp=0,Gi=1e

Gi’l+2 = PGn+] + Gn, ne IN. (3.1)

Os primeiros termos da SFG para um numero real p > 0 fixado sdo

1 No Apéndice E]é tratado sobre recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas.
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0, 1, p, p*+1, pP+2p, p*+3p>+1, pP>+4p>+3p, p®+5pt+6p>+1,

Vamos determinar a solucdo da recorréncia linear de segunda ordem homogénea

com coeficientes constantes (3.1)). Sua equacdo caracteristica

x> —px—1=0 (3.2)

tem

p+/p*+4 . p—/p>+4

2 2
como raizes, as quais serdo representadas, respectivamente, por ®, e @,.

Considerando os termos iniciais Gg = 0 e G; = 1 da SFG e usando o Teorema[A.2] va-
mos encontrar as constantes c¢; e ¢, para determinar a solugéo da recorréncia. Portanto,

teremos o sistema a seguir:

c1®2+c2g02 =0 N c1+c =0
a®y, +cp, =1 Py +orpp =1

donde obtemos

1 1
€ ()= —

2+4 214
p p

Logo a soluc¢do da SFG é dada por

1 =

Pt — ot
Gy = q)”iq)” (3.3)
P Pr
que também pode ser representada por
C - 1 prvpr+4)  [(p—/pP+4 3.4)
/PR +4 2 2 '

Definicdo 3.2. Daremos o nome de Formula de Binet Generalizada a (3.4). Repare que

fazendo p = 1 obtemos ®, = ® e ¢, = ¢. Portanto, nos referiremos a ®, como o

Numero de Ouro Generalizado ou a Razdo Aurea Generalizada.



3.2 RELAGOES ELEMENTARES ENVOLVENDO &,

3.1.1 Limite da razdo entre termos consecutivos da SFG

Vamos usar a Férmula de Binet Generalizada (3.3)) para determinar a razdo de um

termo da SFG pelo seu antecessor. Inicialmente, teremos

(I)ZH _ q)zﬂ
G+ _ D), — ¢y _ q)zﬂ - (Pzﬂ
Gn D, -9y op — g ’
Dy — @p

Dividindo o numerador e denominador por ®”, obtemos

q>n+1 (Pn+1 n
p ¥p Pp
—

Gpa1 _ cD’; q’; _ q)p
I S
op Dp D,
n
Como v <1le lim <§0p) =0, segue que
p n—00 p
?p)n
o, — R
G

Pp "

Jim @ oy Jim ()
n

lim 1 — lim <(Pp>

n—oo n—oo P

D, —¢,-0
A
1_0 @p.

Repare que p = 1, implicard em G, = F, Vn € N e ®, = ®. Portanto, este resultado

generaliza o que apresentamos na Secio

3.2 RELAGOES ELEMENTARES ENVOLVENDO D,

Durante a resolucao da SFG obtemos a equacao (3.2)). Observe que a equacéo (1.4)
obtida no Capitulo (1| € apenas um caso especifico de (3.2), quando p = 1. Dessa
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forma, todas relacoes extraidas de (1.4) também sdo particularidades de expressdes

gerais conseguidas com ((3.2).

Arelacio (1.5) pode ser comparada ao caso em que se substitui a raiz ®, na equacio

(3.2) e se isola o termo ao quadrado, chegando a igualdade a seguir:

7, = p®, + 1. (3.5)

Para obter o inverso ¢, de ®,, basta dividir a equacédo (3.5)) por @, e isolar o termo
correspondente ao inverso, obtendo

4)p = — = CI)p — p (36)

Note como é uma particularidade da igualdade (3.6). Além disso, o inverso de
®, € o oposto de @,:

1 2 _2p—pP+4)  —p+ P4

P pr/pPrd pPPopiod 2 P

Se isolarmos p na igualdade (3.6), podemos concluir que p = @, + ¢,, pois

P=¢p—5p=¢p—<—¢p>=®p+<pp- (3.7)

Como —¢, € o inverso de ®,, temos que o produto das raizes da equacéo (3.2)) serd

igual a —1, ou seja,

D, - ¢, =—1. (3.8)

Ja a diferencga entre as raizes ®, e ¢, ¢ dada por

2 _ 2
p”;’ th_p Vzp 4 s (3.9)

Dy —¢p =

Com isso, podemos verificar que as trés identidades em (2.9) também sdo particula-

ridades, respectivamente, dos casos gerais (3.7), (3.8) e (3.9).



3.2 RELAGOES ELEMENTARES ENVOLVENDO &,

3.2.1 Raizes quadradas sucessivas

Ao extrair a raiz quadrada de ambos membros apds ter substituido a raiz positiva

®, na equacéio (3.2) e isolado o termo ®2, encontramos

D, = /14 pd,. (3.10)

Usando a relacéo (3.10) e fazendo consecutivas substitui¢des do fator ®, localizado

dentro do radical, obtemos a seguinte igualdade envolvendo raizes quadradas sucessi-
vas:

¢p=\/1+p\/1+p\/1+p\/1+...

De maneira mais formal, usando um método de iteracdo, vamos considerar a raiz
positiva x da equacdo (3.2), a qual pode ser reescrita como x = /1 + px. Seja:

X1 = \ﬁ; Xp+1 = /1 +px,, nelN

Fazendo sucessivas iteracoes, teremos:

x2=1/1+pV1
X3=\/1+p\/1+p\ﬁ

d>p=\/1+p\/1+p\/1+p\/l+...

Para mostrar a convergéncia, vamos estimar a diferenca entre @, e x;,1:

P i 21 @ —1-pn| |po, - px,| _pl® -
b |®p + 241 |®p + X1 |®p + 241 @,

Usando repetidamente este fato, teremos:
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|y — X441 < (I>;1p‘cl>p—xn‘ < CI);zp2 [Py —xp 1] <. <@ Dy — 11|

n
Como @, > p, temos que d% < 1. Logo (%) tende a zero. Portanto, a sequéncia

{xu}o2, converge para ®,.

Com isso, podemos conferir que com p = 1 obtemos um caso particular abordado na
Subsecdo A seguir, descobriremos que o mesmo ocorre para fragcdes continuas
vista na Subsec¢do[1.5.2]

3.2.2 Fragoes continuas

Vamos mostrar a relacdo da igualdade com a representacdo de &, dada por

fracoes continuas.

. .. u 1 -
Sendo @, a raiz positiva da equacéo x = p + —, definiremos:
X

1
X1 =p; xn+1:p+x—, n € IN.
n

Com iteragbes sucessivas, vamos obter:

X p+1
2=p+—
p

p+
p+

A convergéncia mostrada nesta ultima igualdade pode ser comprovada analitica-

mente:



3.2 RELAGOES ELEMENTARES ENVOLVENDO &,

1 Xn ((DP — p) -1
L (q’% —p@,,) Pl |x— @,
- q)px” B q)pxﬂ
1 1
= D, = — | =+
q)px ‘xn p‘ b, x ’p Xn—1 <d>p P)‘
1 Xp—1— Py 1
= Xy o
Dpx, | Ppxy_1 @%xnxn_l‘ -l bl
Mas
1
XnXp—1 = <p+ ) Xp-1=pxp1+12>1
Xn—1
e entao
CIDIZHxnxn_l > CIDIZg > Dy
Portanto

Se n é par, entdo

1 1 1
’®p_xn+l|Sap‘xnfl_ch’Sg%‘xn—S_q)p SS? xl_q)p’-
Se n é impar, entdo
1 1 1
|®p — xpa1| < > |xXp-1 — @] < 2 |03 = Pp| < ... < — 7 [r2 — Dyl
P p q)pz

Seja M = max {|x; — @,

4

. |n+1 . .
x1 — Dy ]} e seja 5 0 maior inteiro menor ou igual

n+1

. Entao, temos que

1
‘qu_xml’ < EM

1

. [ 1
Mas W - M tende a zero, pois M é constante e W
oL 2 oL 2
como a diferenca entre ®, e x,,1 tende a zero, a sequéncia {x,}} ; converge para ®,.

tende a zero. Portanto,

Podemos conferir que com p = 1 obtemos o caso particular abordado na Subsecdo

[1.5.2]

55



56

GENERALIZAGOES DE ® E DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

3.3 OUTRAS FORMULAS RELACIONANDO @, A SFG

Além da Féormula de Binet Generalizada (3.4) que relaciona as raizes da equacao
(3.2) com os termos da SFG, vamos mostrar outras relacdes gerais que geralmente
aparecem de forma especifica para tratarem apenas do Numero de Ouro e da Sequén-

cia de Fibonacci, como

" = F,&+F, (3.11)

Fn—l +\/§Fn +Fn+1

@l’l
2

(3.12)

A relacdo (3.11) foi demonstrada na Proposicio e (3.12) é consequéncia dela,

bastando substituir o valor de ® e reescrever F, + F,_; como sendo F,,1.

Mas intuito agora € mostrar que elas sdo apenas casos especificos de quando p =1,

entdo vamos demonstrar o caso geral iniciando com o resultado a seguir:

Proposicao 3.3. Para n > 1 natural, temos

q)g = Gnq)p + anl-

Demonstracdo. Usaremos o PIF. Utilizando a propriedade (3.5), conseguimos compro-

var a igualdade para n = 2, pois
Goy®y + Gy = pP, +1 = P,

Vamos considerar verdadeira a relacao para n e provar sua validade para n + 1:

CIDZ+l = &, P,
= (Gy®p+Gy1) Py
= Gnqﬁ, +Gp_1P,
= Gu(p®Pp+1)+ Gy 1Py
= (pGu+Gu_1)P, + Gy
= Gp®p + Gy

Do PIF, segue que CID’;, = Gu®, + G,_1 para n > 1 natural. O



3.3 OUTRAS FORMULAS RELACIONANDO <I>p A SFG

Como consequéncia desse teorema, obtemos a relagédo a seguir:

! = Gnq)p+Gn,1

o Pt Vp?+4
Ve T

2

pGu+/p? +4G, + 2G4
2

pGu+Gyu1+ /P> +4G, + Gy

2
Gni1+ /P?>+4G, + Gy
5 .

+ Gn,1

3.3.1 Identidade de Cassini Generalizada

No Capitulo[2] obtivemos a Identidade de Cassini (2.15) através do determinante de

uma matriz. Aqui mostraremos sua versao generalizada:

Gns1Gpo1 — G2 = (—=1)". (3.13)

Para esta demonstracdo utilizaremos a Formula de Binet Generalizada (3.4), ob-

tendo:
1 1 —1 -1
G,i1G _1=CDZ+ L (3.14)
R Vp*+4 Vp?+4
e
2
P — o D21 — 2(—1)" + 2"
G2 = Py By 27D % (3.15)
NIEY p?+4

Agora, determinando a diferenca entre (3.14) e (3.15), chegamos a

(_1)n(q)p - q)p)2 ‘

Gn1Gp—1 — G;% = PZ 14

Lembrando de (3.9), podemos simplificar e obter (3.13)).
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3.3.2 Identidade de Catalan Generalizada

Outra relacdo entre os termos da Sequéncia de Fibonacci (2.1) obtida usando a
Formula de Binet (2.5) é a Identidade de Catalan:

F2 = FyyFyr = (=)' F?

onde n > 1 e r < n sdo numeros naturais.

Mostraremos a forma generalizada dessa identidade:

G;% - ananH = (_1)n—rG3

onden >1ler <n.

Para sua comprovacdo, vamos usar a Férmula de Binet Generalizada, obtendo

DT _ ph—t P _ Gt
GnrGuar = 2 qop - (Pp
Vp?+4 Vp?+4
q)%n _ q)gfr(Pi;Hf _ (szrq)zw + QO%;H
p>+4 '

Vamos utilizar o fato de —¢, ser o inverso de ®, e propriedades de poténcias para
fatorar e deixar sua expressdo de um modo mais conveniente. Vale ressaltar que, para

n e r inteiros, vale a igualdade (—1)"~" = (—1)""". Desenvolvendo:

210 N—T AN+ AN—T FNHT 2n
P Py gy P gy

Gn—an+r = pz 14
(I)Z” —_pn-r _i " . _i " P 4 2n
p p o, o, p P
- p?+4
_ CD%” _ (_1)n+r .q>gfr . CD;”*" _ (_1)n7r®;n+r .q>z+r + (P%n
p>+4
q)%n _ (_1)n+r . @;21’ _ (_1)n7rq)%r + ¢%n
- p>+4 '

Entao:
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Gnern+r =

q);%n + (P%n o (_1)71—1'[(1)? + (_(PP)Zr]
pr+4 ’

Usando (3.15)), obtemos

p*+4 a p*+4
—2(—1)" —_1)r—r CDZ’ _ 2r
CU+ (D18 + g 516
p-+4

2 _ O 2 gy B+ g — (1) IO + (—p)”]
Gn GunrGpr =

Como (¢p)*" = (—¢p)*, colocando (—1)""" em evidéncia, teremos (3.16) como

[©F — 2(~1) + ¢2]

Gi— GuetGuer = (1) v

Usando fatoracdo de produto notavel para o numerador, vamos escrever toda a parte
fracionaria ao quadrado, ficando da seguinte forma:

VP

Sendo a expressio interna aos parénteses correspondente a G2, concluimos a verifi-
cacao.

2
dr — gDr
G%_anrGrHr = (_1)}1_7 (PP) .

3.4 RETANGULO AUREO GENERALIZADO

Os Numeros de Ouro Generalizados ndo se limitam as relagdes dadas por férmulas
com os termos da SFG. Situagdes envolvendo ® na Geometria apresentadas no Capi-

tulo |1, como o Retangulo Aureo, também sdo apenas casos especificos dessa “familia”
de nliimeros como veremos a seguir.

De modo semelhante & construciio do Retdngulo Aureo apresentado na Subsecio
1.4.3) iniciaremos com um retdngulo ABCD de lados AB = p e BC = 1, onde p > 0
¢ um numero real qualquer, e obteremos um retangulo AEFD tal que a razdo entre

o lado maior e o lado menor é ®,. Este retangulo sera chamado de Retdngulo Aureo
Generalizado.
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Vamos determinar o ponto médio M do lado AB e, com a medida do segmento

MC, encontrar o ponto E sobre a reta suporte do lado AB tal que ME = MC (vamos
considerar o ponto a direita de B, conforme Figura [21)).

D
@

ssgal

Figura 21: Construciio do Retidngulo Aureo Generalizado.

Usando Teorema de “Pitdgoras” para determinar o valor do segmento MC, obtemos

MC> = MB +BC
_ (P\*. 2
= (2) +1
e, portanto,
MC

-2

D

Completando a Figura|21|com o ponto F para formar o retangulo AEFD (ver Figura
22)), podemos mostrar sua semelhanca com o retdngulo BEFC, pois

C F
o

A

B
M B

E
Figura 22: Retangulos Aureos Generalizados AEFD e BEFC.



3.5 POLIGONOS REGULARES DE 2n + 1 LADOS

_r p>+4
B 2
_ p+a/pP+d
- 2
e
BE = MC- MB
B p2+4_E
B 2 2
_ —pt/pr+i4
S m—
Logo,
AE BC
BC BE

0 que mostra que os retdngulos AEFD e BEFC sdo semelhantes e Retdngulos Aureos

Generalizados.

Com isso, verificamos a relacdo dessa construcdo geométrica com os Numeros de
Ouro Generalizados, afinal as raizes da equacio (3.2)), x> — px —1 = 0, surgem natu-
1

ralmente uma vez que a medida do segmento AE € ®, e do segmento BE é —¢,, = o
p

3.5 POLIGONOS REGULARES DE 2n+ 1 LADOS

Provavelmente, o caso sobre o Retdngulo Aureo Generalizado néo tenha sido sufici-
ente para convencer sobre a presenca dos Numeros de Ouro Generalizados na Geome-
tria em situacoes como as apresentadas no Capitulo |1} sendo aquelas casos especificos
de quando p = 1. Trataremos entdo do que talvez seja considerado o icone geométrico
quando o assunto é Razdo Aurea, por dar origem ao pentagrama com suas diagonais,

o pentdgono regular.

Considere um poligono regular A1 A2 A3 ... Ay, 1 de 2n + 1 lados, comn € N e

n > 2, ou seja, como n € um numero inteiro maior ou igual a 2 estamos considerando
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os poligonos regulares com quantidade de lados sendo um ntimero impar maior ou
igual a 5. Seja x a medida da diagonal maior e p a da segunda maior distancia entre
dois vértices desse poligono de lado unitario (ver Figura [23)). Comprovaremos que

1 . A s , .
x — p = —, ou seja, que a maior distancia entre dois vértices desse poligono é ®,.
X

Az

An+ M A/nJr2

Figura 23: Duas maiores diagonais de medida x e p no poligono com 2n + 1 lados.

Inicialmente vamos considerar, como na Figura a mediatriz que passa pelo vér-
tice A; do segmento A,;1A,42 determinando o ponto médio M desse lado e o trian-
gulo retangulo A1 A,,1M (note que o fato do poligono ter uma quantidade impar de
lados garante que sempre havera um vértice tal que a mediatriz do seu lado oposto o

interceptara).
Como cada angulo interno do poligono regular A1 A A3 ... Ay,.q € dado por
(2n — 1)180°
2n+1
e A21/4\1A3 = A3ZX\1A4 =...= A2nz/4\1A2n+1 (pois se o poligono for inscrito numa circun-

feréncia os vértices irdo determinar arcos de mesma medida) temos

o

¢ An+11/4\1An+2 = Anl/q\lArHl = m

dido em 2n — 1 partes iguais.

, pois o angulo interno do vértice A; foi divi-

— — —_— n180°

* AlAVl+lAn+2 = AlAn+1M = AlAI’l+2An+] = m
internos de qualquer tridngulo € igual a 180° e o tridngulo A, 1 A1 A2 € isOsceles
de base A1 A,42.

, pois a soma dos angulos

— n —1)180° ) —_— — —
* AAnAn = %) pois Ay Api1An2 — A1AnnAniz = ApAn Ar.
(n+1)180°

© A1AyAua = , Pois A1 AnApit + AnAn1 A1+ A AL Ay = 180°.

2n+1



3.5 POLIGONOS REGULARES DE 2n + 1 LADOS 63

Vamos converter as medidas dos angulos de grau para radiano e usando trigonome-

tria no tridngulo retangulo A1 A, 1 M, temos

1
nr B — B 2
cos (Zn " 1) = cos(A1A 41 M) = »
e, portanto,
3 1
2n+1

Para determinar o valor de p, a segunda maior distancia entre dois vértices do poli-

gono em questdo, usaremos a lei dos cossenos no triangulo A1 A, A1, obtendo

2

x° = 1+p2—2pcos<

(””)”) . (3.18)

2n+1

1
Como cos <(;12;+)17T) = — Cos (%), podemos escrever ([3.18) da seguinte forma:

22 = 1+p*+2pcos (%) (3.19)

nrt
2n+1

1
De (3.17), temos 2 cos ( ) =2 logo (3.19) pode ser representada por

2_.2_41,.P
x“—p =1+ m
Assim,
X+
(x—pa+p)="F
x
e, portanto,
—x—1 (3.20)
p= P .

. . o 1
Por curiosidade, para descobrir o valor de p basta substituir os valores de x e — em
x

(3.20) obtendo



64

GENERALIZAGOES DE ® E DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Mas vamos destacar a igualdade (3.20)), pois dela podemos fazer relagdo com (3.2)),
0 que nos permite concluir que para qualquer poligono regular com um nimero impar,
maior ou igual a cinco, de lados, o valor da maior diagonal x sera dado por ®,, ou
seja, pelo Numero de Ouro Generalizado:

p+y/p*+4

x="—r
2

Nao podemos deixar de notar, que no caso de um pentagono regular (n = 2), temos

p = 1. Isto é, a segunda maior distancia entre dois vértices é o comprimento do lado e

o tamanho da diagonal é ®; = ®, que foi abordado na Subsec¢do[1.4.1]

Ressaltamos, portanto, que a Razdo Aurea e a Sequéncia de Fibonacci possuem,
de fato, muitas caracteristicas interessantes, mas ndo devemos superdimensionar isto
como se fossem aspectos exclusivos que o tornam merecedores de terem propriedades

enaltecidas a ponto de serem considerados “ntimeros sagrados” da Matematica.



APLICACOES DIVERSAS

As situacoes apresentadas neste capitulo tém o intuito de fomentar ideias e despertar
curiosidade sobre aplicacbes, propriedades ou situacoes em que, de fato, surgem a Ra-
z30 Aurea e/ou a Sequéncia de Fibonacci e poderdo servir de subsidio aos professores

dos Ensinos Fundamental e Médio.

4.1 TRIANGULO RETANGULO E AS MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMO -

NICA

Baseando-nos no artigo [8], mostraremos a relacdo existente entre as médias arit-

mética, geométrica e harmoénica com o tridngulo retangulo.

Vamos considerar dois nimeros reais positivos a e b e denotar as médias aritmé-

tica, geométrica e harmonica, respectivamente, por A, G e H, sendo elas definidas da

seguinte maneira:

e
3 2ab
Ca+b’

Lembremos da desigualdade das médias:

“4.1)

A>G>H.
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Por estarmos considerando as médias de apenas dois niumeros, faremos a demons-
tracdo de apenas para esse caso, sendo possivel encontrar outras formas de de-
monstracdo, incluindo para o caso geral, no livro Meu Professor de Matemdtica e ou-
tras historias de Elon Lages Lima. Iniciaremos com a primeira parte da desigualdade,
A > G, jaque G > H decorre disto.

A-G = P

2
b2
a
/=] >
f3-\5) =0

Como a diferenca entre a média aritmética A e a geométrica G dos numeros reais

positivos a e b é maior ou igual a zero, temos que A > G. Usando tal fato vamos
calcular as médias aritmética e geométrica dos inversos de a e b para mostrar que
G > H.

1 1
b [11
2 ab
e, portanto,
a+b S 1
2ab — V ab
o que implica
20 fab, (4.2)
a+b

Com a desigualdade (4.2), podemos concluir que, para dois nimeros reais positivos

a e b a média geométrica G € maior ou igual a média harménica H.

Teorema 4.1. As médias aritmética (A), geométrica (G) e harménica (H) de dois niime-
ros reais positivos sGo os comprimentos dos lados de um tridngulo retdngulo se, e somente

se, a ragdo entre a média aritmética e a harmoénica é a Razdo Aurea.

Demonstragdo. Se A, G e H representam os comprimentos dos lados de um triangulo
retangulo, pela propriedade (4.1)), temos que A serd a hipotenusa. Utilizando o Teo-

rema de “Pitagoras”, temos



4.2 TRIANGULO DE KEPLER

A% = G? + H?. (4.3)

Como G? = AH, substituindo em (4.3), obtemos

A?2=AH+H?=H(A+H).

Logo,
A_A+H _ 1+E
H A
e, portanto,
A
—=0.
H

. A -
Reciprocamente, se i ®, entdo

ou seja,
A*=AH+H*=G*+H".

Logo, pela reciproca do Teorema de “Pitdgoras”, temos que A, G e H sdo comprimentos

dos lados de um triangulo retangulo. O

4.2 TRIANGULO DE KEPLER

Apresentaremos a seguir um resultado interessante descoberto por Johannes Kepler
em 1597, baseado no livro [13].

Teorema 4.2. Se uma linha dividida na Razdo Aurea é a hipotenusa de um tridngulo
retdngulo de modo que o dngulo reto esteja sobre a perpendicular colocada no ponto da

secg¢do, entdo o lado menor terd o mesmo valor do maior segmento da linha dividida.

Demonstragcdo. Vamos considerar o segmento AB dividido em Extrema e Média Razéo

pelo ponto G, sendo a = AG o comprimento do maior segmento resultante da divisdo
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durea e b = GB o do menor. Determinamos o ponto C pertencente a perpendicular do

lado AB que passa por G de tal modo a formar o tridngulo retangulo ABC de altura

GC = h e catetos AC =y e BC = x (ver Figura.

h

[
G
Figura 24: Tridngulo de Kepler.

Aplicando o Teorema de “Pitagoras”, temos

(a+b)* = x>+~
Usando a relacéio métrica AC- = AG - AB, chegamos a
a? +2ab+b* = x> +a(a +b).
Logo,
x* =b(a+Db).
Como G divide AB em Extrema e Média Razdo, temos que

a+b_g
a b

e, portanto,
a® = b(a +b).

Logo, x = a.

Como AC é hipotenusa do tridngulo ACG, temos que AC > AG, portanto, podemos

concluir que BC < AC.

O]
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4.3 PARADOXO DO QUEBRA-CABECA

Um famoso problema que circula na internet em gifs e videos é o do chocolate infi-
nito, onde uma barra de chocolate é dividida em algumas partes e quando reagrupadas
voltam a formar uma barra com a mesma “area” porém sobrando um pedago de choco-
late. Tal problema desperta a curiosidade das pessoas a fim de descobrirem o mistério
envolvido nele. Se aproveitando desse desejo por descobrir o “truque”, o professor
pode introduzir e trabalhar o conceito de nimeros irracionais além de reforcar e apro-
fundar sobre areas e propriedades geométricas. Sendo, ainda possivel, para o que

veremos a seguir, apresentar a Identidade de Cassini (2.15).

Se assemelhando a tal problema, no livro [13] é apresentado um paradoxo divul-
gado pela primeira vez pelo criador de quebra-cabecas matemadtico, Sam Looyd (1841-
1911), no qual ele considera um quadrado ABCD de lado igual a oito unidades (logo,
area igual a 8% = 64), pontos E, F e H pertencentes, respectivamente, aos lados AB,
BC e AD e, ainda, o ponto G sobre o segmento originado pelos pontos H e F tal que
AE =3,EB=5BF =5,FC=3,DH =3, HG =5 e GF = 3. Teremos quatro regides
S1, Sz, S3 e S4 correspondentes aos trapézios AEGH e EBFG e aos triangulos FCD e
DHF que, quando reagrupadas (conforme podemos ver na Figura , dardo origem
a um “retdngulo” de lados treze e cinco (ou seja, de area igual a 13 - 5 = 65), gerando

o questionamento do que levou ao acréscimo de uma unidade na drea.

D 8 C
T~
Sy \\G Si 3 G 8 C s B
H 5 3T 1F ™~ - S, S,
/ 5 DT~L_F 5
Sl S 5 Sl R Ny
/ oY ~
1 H 5 A 8 E

Figura 25: “Retangulo” formado com as pegas resultantes da divisdo do quadrado.

1 Como varios pontos se sobrepuseram quando as pecas Si, Sy, S3 e Sy foram reagrupadas, optamos por
denotar a coincidéncia entre os pontos Ae HLEeF,CeF,GeD,FeGe D eE porapenas A, E, C, G,
F e D, respectivamente.
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Para desvendar o mistério, vamos iniciar verificando algumas medidas, como se de
fato a da diagonal EG do “retAngulo” corresponde & soma dos segmentos EF e FG. A

medida da diagonal EG do retAngulo de lados 13 e 5 é dada pelo ntimero irracional

EG=V132+52
EG = V194.

Jé4 as medidas EF e FG sdo dadas por

F=+v22+52
EF =v29

e
FG=v32+8

Logo, EG # EF + FG. Ou seja, na realidade as pecas nio se encaixam perfeitamente
ao longo do que seria a diagonal do “retangulo”, porém como a diferenca é quase
imperceptivel a olho nu, uma vez que v/194 = 13,9283882 ... enquanto v/73 + v/29 =

13,9291685. . ., o paradoxo surpreende muitas pessoas.

Assim como sugerem os PCNs [4]], os alunos podem investigar a diferenca entre tais
medidas com o uso de calculadora cientifica, chegando ao valor aproximado de 7,8 -
10~%. Com isso, o professor além de ensinar aos alunos a manusearem adequadamente
uma ferramenta tecnolédgica, deve mediar em seguida reflexdes sobre nimeros com
tais caracteristicas e questionar, neste caso, sobre qual figura acaba sendo formada no

pequeno buraco ao longo da diagonal do “retangulo”.

Pela desigualdade triangular, cuja demonstracdo pode ser conferida no livro [18],
dada pela Proposicao 2.23, qualquer tridngulo tem o comprimento de cada lado menor
que a soma das medidas dos outros dois lados, podemos facilmente verificar a exis-
téncia dos tridngulos EDG e EFG e como eles sdo congruentes, pela proposicao 2.29
também do livro [|18] que diz que um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e
sO se, seus pares de lados opostos forem iguais, podemos concluir que o vao existente

ao longo do que seria a diagonal EG do “retAngulo” é na verdade um paralelogramo.
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Pode ser atrativo associar tal problema com a identidade de Cassini e, com
isso, questionar se para todo quadrado com medida do lado igual ao nimero de Fibo-
nacci F, pode ser dividido de modo anédlogo em quatro figuras e construir com elas um
“retangulo” com medidas de seus lados iguais a F,,_1 e F,;1 e area que se diferencia em

uma unidade.

4.4 TRIANGULO EQUILATERO INSCRITO EM UMA CIRCUNFERENCIA

Sejam ABC um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia de centro O e M
e N os pontos médios dos lados AB e AC, respectivamente. Ao prolongar o segmento
MN obtemos o ponto P, interseccdo com a circunferéncia (ver Figura|[26)). Determine

a razdo na qual o ponto N divide o segmento MP.

Figura 26: Tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia com segmento MP passando pelos
pontos médios de dois lados.

1
Pelo teorema da base média, temos que MN = EBC' Vamos considerar, sem perda
de generalidade, o lado do tridngulo equilatero ABC como sendo unitario. Entdo:

* hy=hg=hc= 73 sdo as medidas das alturas;

* OH4 =0OHg =0H¢ = \f sdo as medidas dos apdtemas;

e 0raio OA=0B=0C=0P = \f é o raio da circunferéncia.

Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo ONP de angulo ONP = 150°, temos

OP” = OHp + NP —2-0Hjg - NP cos(ONP)
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ou seja
Vi _ (vaY’ V3
2 0
= —2.X2. 1
(3) <6>+x G x cos(150°)
e, portanto,
4x*+2x —1=0
o =1+
cuja raiz positiva é — Assim,
MP = MN+NP
I b V5
) 4
_ 1+45
= T
Portanto,
1++5
MP _ 4 5
MN 1
2
A MP
Note que, se tomassemos M e N tais que :M = p, teriamos encontrado M: =d,.
BM MN

4.5 TRIANGULO INSCRITO EM UM RETANGULO

Dado um retangulo arbitrdrio ABCD marque pontos E e F sobre os lados AB e

AD, respectivamente. Determine quando as areas dos tridngulos AEF,BCE e CDF
sdo iguais.

Figura 27: Triangulos sombreados com &reas iguais.



4.5 TRIANGULO INSCRITO EM UM RETANGULO

Sejam x = AE, y = EB, z = DF e w = FA (ver Figura [27). Pelo enunciado do
problema, devemos ter Saarr = SABcE = Sacpr, onde Saarr, Sasce € Sacpr denotam,
respectivamente as areas dos tridangulos AEF,BCE e CDF. Temos que

SaAEF =  SaBcE = SacpF &
xw  y-(z+w)  z-(x+y)
2 2 B 2
x-w = yiz+w) = z(x+y).
Dessas igualdades podemos obter
x-w = z(x+y)
e, portanto,
z = 2% (4.4)
X+y
e
yiz+w) = z(x+y)
e, portanto,
r oY (4.5)
y z
Substituindo (4.4) em (4.5), chegamos a
x_ v
y X W
X+y
_x+y
B X
= 1+,

X

. X
Multiplicando ambos membros por —, temos:
y

X X w , ; w
Logo, — = ® e como — = —, concluimos também que — = .
z z
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. X w ~
Reciprocamente, se — = — = @, entéo
z

x=yd
e
w =z®P
Logo,
xw = yz®?,
yz+w) = yzd?
e

z(x +v) yzCDZ,
o que implica
xw =y(z+w) =z(x +y).
Ou seja, as areas dos triangulos AEF,BCE e CDF serdo iguais se, e somente se,

os pontos E e F dividirem os lados AB e AD, respectivamente, em Extrema e Média

Razao.

4.5.1 Quando o tridngulo serd isdsceles?

Considerando o exercicio anterior, quando o tridngulo CEF serd isésceles?
Surpreendentemente tal fato ocorre quando o retangulo ABCD for dureo, pois nesse
caso teremos

xX+y
zZ+w

= &

de onde podemos obter

x+y = P@z+w). (4.6)

X w . . .
Como temos — = — = ®, conseguimos as seguintes igualdades:
y oz

x = dy (4.7)
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e
w = Oz (4.8)
Substituindo em (4.6)),
Py+y = Pz+DPz)
y(@+1) = Pz(d+1)
y = oz (4.9)

Usando teorema de “Pitdgoras” e as relacoes (4.7), (4.8) e (4.9), temos:

CE v+ (2 + w)?
(Dz)? + (P?z)?

22(P? + D)

CF

(x + y)2 + 22
(@32)% + 22

22(P° +1)

EF" = x?+u?
= (Dy)* +(P2)
= 22D+ DY
Comprovamos, portanto, que quando o retangulo ABCD for aureo, o tridngulo CEF

serd isosceles, com lados CE e EF congruentes.

Reciprocamente, quando o tridngulo CEF for isésceles, teremos CE = CF ou CE =

EF ou EF = CF. Usando o Teorema de “Pitdgoras” para analisar as possibilidades:

CE® = CF
yz+(z+w)2 = zz+(x+y)2
V(@27 = 2+ (@)
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Trocando y? e z?> de membro e colocando-os em evidéncia, temos

2@ -1) = y@'-1)

z =y

Logo, x = w, pois ; = % Neste caso, ABCD é um quadrado.

V+@z+w)? = ¥ +w?
P+ (D%2)? = (Py)* + (Pz)?

Trocando y? e ®?z2 de membro e colocando-os em evidéncia, temos

P(@*—1) = PHP*-1)

bz

Yy

Neste caso, ABCD é um Retangulo Aureo com o maior lado tendo medida igual a AB,

pois se y = ®z, entdo

x+y _Py+y :y(<I>+1) Y

z+w z+®Pz z(®+1)_E:q)'
o
Z+(x+y)? = 2 +w?
2 +(@%y) = (DY) +(P2)

Trocando z2 e ®*y de membro e colocando-os em evidéncia, temos

YD 1) = Z2(P* 1)

z Py

Neste caso, ABCD é um Retangulo Aureo com o maior lado tendo medida igual a AD,
pois se z = @y, entdo
z+w  z+Pz  z(P+1) z

x+y Dy+y  y(@+1) ‘gch‘
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4.6 CIRCUITO COM INFINITOS RESISTORES

Para mostrar uma situacdo, talvez inusitada, em que a Razdo Aurea aparece junto a

teoria dos circuitos elétricos, nos basearemos nos artigos [[11] e [21].

Considere um circuito com infinitos resistores (ver Figura [28)), onde cada um é de-
notado por R e possui a mesma impedancia em ohms. Devemos encontrar a resisténcia

total, R,, medida entre a e b.

R R R

-
R — =r =R %R =R

b @®
Figura 28: Circuito infinito de resitores.

Para melhor compreenséao do cdlculo, faremos uma secgéo no circuito, dando origem
aos pontos a’ e b’ (ver Figura [29)).

R

R R R
M o
R_— =R R.— %R =R %R

b‘ ’b’ be

Figura 29: Seccéo feita no circuito.

Repare que no lado direito da seccdo temos o mesmo circuito com infinitos resistores

apresentado inicialmente, ou seja, sua resisténcia total também €é R,. Sendo assim,
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podemos representar com apenas um resistor de impedancia R, toda essa seccao do
lado direito (ver Figura [30)).

R
WY a’
=R R

*é—mﬂj e

b7
Figura 30: Resisténcia entre a e b.

Como temos um circuito misto (ligacoes em série e em paralelo), para o calculo

devemos lembrar:

* Ligacdo em série: fazemos a soma algébrica dos resistores em série.

* Ligacdo em paralelo: teremos uma fracdo de numerador 1 e no denominador a

soma dos inversos dos resistores em paralelo.

Entdo, conforme podemos verificar na Figura temos R e R, em paralelo, logo

1 _R-R,
1.1 " R+R,’
R R,

Mas ainda temos um resistor R em série com esta combinacdo que deu origem a equa-

(4.10)

cdo (4.10) e, portanto, a resisténcia total R, do circuito infinito de resistores sera

R-R,
Re—R+R+Re. (4.11)
Desenvolvendo a equacdo (4.11)):
(R+Re)- R, R(R+Re)+R-Re
R+R, R+R,
R-R,+R =R?>+R-R,+R-R,
R?—-R-R,—R%*=0. (4.12)

Usando a féormula resolutiva para equacdes do segundo grau em (4.12]), obtemos
duas raizes distintas e, como a resisténcia R, ndo pode ser negativa, concluimos que

ela vale
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1++5
()

ou seja, a resisténcia total R, é igual ao produto da Razio Aurea por R.

Uma outra forma de desenvolver a resolucao e também chegar a esse resultado pode
se dar indutivamente. Para isso, comecemos analisando um circuito com apenas dois

resistores R (ver Figura[31]) e calculemos sua resisténcia total, R;.

R

a —W—
R, = Rr

Figura 31: Circuito com um resistor.

2
R1=2R=TR

Acrescentando uma sec¢do com mais dois resistores R ao circuito (ver Figura|32) e

calculando a resisténcia total R,:

R R
a —W——W a —M
R, =R %Rra R, %R%Rl

b b

Figura 32: Circuito com dois resistores.

Novamente, adicionando mais dois resistores R (ver Figura [33]), teremos a resistén-

cia total Rj:
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Ry = R+ 11 =1§3R
R
R R R R
a W— W——W a W
Ry =R %R %R$ R4 $R§R2
b b

Figura 33: Circuito com trés resistores.

Procedendo sucessivamente desta maneira (ver Figura [34), podemos perceber que

a resisténcia total R, de 2n resistores é sempre a razdo entre o termo da Sequéncia

de Fibonacci F,,1 pelo seu antecessor F, vezes R. Ou seja, podemos concluir que o
calculo da resisténcia total do circuito sera dado por:

1 E
R, =R+ = 2Hlp (4.13)
l+ 1 FZn
R Rnfl
e, portanto,
lim R, = lim <F2”“> R = <1+ \@) R.
n—o00 n—o0 an 2

Usaremos o PIF para provar a relacdo (4.13). Para o caso n = 1 é vdalida, pois

Ri=R+ 4 =2p=B

2R,
T171°7 R
R

Vamos verificar se continua valida para n + 1, assumindo sua validade para um n
natural qualquer. Entao

Fon R
F2n+3R _ PanaR+ FpuaR _ Ra+ B,
Fonio Foni Fopsa

FZn
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R R R R

a —W——W W a —HW
Ry =R R~ ZFER= R, =R Rp.q

b b

R R R U
e
lim R, R =R R "
n—oa
b

Figura 34: Circuito com infinitos resistores.

. . ~ - R
Usando a hipdtese de inducdo no numerador e multiplicando por it temos

F2n+3 R * Rn R . Rn
R=R+——"=R+—+——"7~—"—
Fons Buap " BuaR+ BuR
F; 2n Pzn
Usando a hipdtese de inducao no denominador, obtemos
Frn43 R R,
R=R+ . (4.149)
Fnso R,+R
Como
1 R-R,
Rn+1_R+l+i_R+Rn+R (4.15)
R R,

temos (4.15) igual a (4.14), confirmando a validade para n + 1 e concluindo a demons-
tracdo por PIF.

4.7 PROBLEMAS COM SEQUENCIAS RECURSIVAS

Nesta secdo aproveitaremos para mostrar dois problemas hipotéticos que se asse-
melham ao apresentado no Capitulo |2 sobre casais de coelhos. Enunciados derivados
de tal problema sdo comuns e, para mostrar um exemplo disso, iniciaremos com um
retirado integralmente do banco de questoes da OBMEP de 2013 (Nivel 1, Questédo 14)

presente em [19]], onde a ideia é a mesma, mas o contexto é diferente. J& o segundo
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¢ proposto a fim de diversificar a sequéncia obtida e possibilitar a exposi¢do de um ou-
tro numero irracional conforme visto no livro [|6], onde apesar do contexto semelhante

terd uma ideia ligeiramente distinta.

Consideramos importante mostrar como pequenas variacoes no enunciado podem
fazer grandes alteracoes no resultado final. No caso, uma pequena mudanca, dara
sequéncias distintas. Sendo no primeiro caso a razdo entre um termo e seu antecessor
convergente a Razdo Aurea (visto no Capitulo , mas no segundo caso, a um outro

numero irracional.

4.7.1 Crescimento de planta - OBMEP

Vai dar galho.

A arvore do professor Fernando cresce de acordo com a seguinte regra:

* na primeira semana a arvore comeca a crescer com apenas um galho;

* apds crescer por duas semanas, esse galho dd origem a um novo galho por se-

mana;

* cada novo galho gerado continua a crescer, e apds crescer por duas semanas da

origem a um novo galho por semana.

A figura abaixo ilustra a arvore do professor Fernando apds cinco semanas passadas do

inicio do seu crescimento.

/

Figura 35: Figura retirada do banco de questées da OBMEP.

Note que apds trés semanas havia dois galhos; apds quatro semanas havia trés galhos

e apos cinco semanas havia cinco galhos.
(a) Quantos galhos havera apds seis semanas?

(b) Quantos galhos havera apds sete semanas?



(o)
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Quantos galhos haverd apds treze semanas?

Solucao:

(a)

(b)

(o)

Seguindo as regras de crescimento da arvore do professor Fernando podemos con-
tinuar o desenho mostrado no enunciado do problema para obter uma ilustracio

dessa arvore apos a sexta semana de crescimento:

62 semana B galhos

52 semana 5 galhos

42 semana

32 semana 2 galhos

22 spmana & 1 galho

12 semana & 1 galho

Figura 36: Figura retirada do banco de questoes da OBMEP.

Essa figura mostra que, apds a sexta semana de crescimento, teremos um total de

oito galhos.

Note que a sequéncia que determina o numero de galhos por semana de cresci-
mento é a seguinte:
1,1,2,3,5,8, ...

Essa sequéncia satisfaz a seguinte regra: a partir de seu terceiro termo, cada termo
¢ a soma dos dois termos anteriores. Por exemplo, o terceiro termo, 2, € igual a
soma do primeiro termo, 1, com o segundo termo, 1. Também o quarto termo, 3,

é igual a soma do terceiro termo, 2, com o segundo termo, 1.

A quantidade de galhos presentes apds a sétima semana de crescimento serd dada
pelo sétimo termo da sequéncia. Para gerar esse sétimo termo precisamos entao so-
mar o sexto termo (8) com o quinto termo (5). Isto é, o sétimo termo da sequéncia

éiguala8+5=13.

A quantidade de galhos apds 13 semanas de crescimento sera dada pelo décimo

terceiro termo da sequéncia que aparece na solucdo do item (b). Lembrando que
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cada termo naquela sequéncia sera dado pela soma dos dois termos anteriores,

podemos gerar os demais termos da seguinte forma:

* sexto termo: 8;

e sétimo termo: 13;

e oitavo termo: 8 + 13 = 21;

* nono termo: 13 + 21 = 34;

* décimo termo: 21 + 34 = 55;

* décimo primeiro termo: 34 + 55 = 89;
* décimo segundo termo: 55 + 89 = 144;

* décimo terceiro termo: 89 + 144 = 233;

Assim, a quantidade de galhos apds 13 semanas é igual a 233.

Observacdo: A sequéncia obtida foi
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233, ...

que € a famosa sequéncia de Fibonacci!

4.7.2 Criagdo de gado

Suponha que um casal jovem de gado evolua em um més para casal imaturo e no

més seguinte para adulto. Os casais adultos sédo férteis e sempre geram um novo casal.
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Numero de casais

Q ,,,,,,, 1°més __ 1

,,,,,,,,j,,f,,> 4

s 6

-9

Figura 37: Arvore genealdgica.

Chamaremos de B,, o numero de pares de gados ao final do n-ésimo més. A Figura
mostra a arvore genealdgica dos casais durante os oito primeiros meses, onde temos a
sequéncia 1,1,2,3,4,6,9, ... Repare que no 82 més os itens a esquerda sdo uma repeti-
cdo da linha imediatamente acima e os demais a direita correspondem aos da linha do
més anterior ao retrasado, ou seja, Bs = By + Bs. Como o nimero de casais jovens num

determinado més € igual ao total de casais referentes a trés meses anteriores (tempo
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necessario para que todos tenham se tornado férteis e gerem casais novos) e o numero
de casais imaturos e adultos juntos correspondem ao total de casais do més anterior,

teremos, de modo geral, no n-ésimo més, a quantidade de casais de gado dada por
Bn = Bn,1 + Bn_g (416)

comn >3eBy=1,Bb=1eB3s=1.

No livro [6] é citado que a razdo entre um termo da sequéncia (4.16) e o seu an-
tecessor tem limite que aproxima-se do nimero chamado Super Numero de Ouro e é

representado pela grega psi, i, com valor decimal dado por

P =1,46557123187676802665 . . .

E importante ressaltar que nio encontramos outras fontes que utilizam tal deno-
minagdo para o numero e, mesmo se tivéssemos conseguido, assim como devemos
questionar para a @ o significado que o nome pode dar ao nimero, com ¥ nado €
diferente. Afinal, existem outras sequéncias que a razdo entre um temo com O Seu
antecessor convergem para um numero irracional e nem por isso merecem receber um

nome especial.

4.8 PROBLEMAS DE CONTAGEM

Para contemplar analise combinatéria, apresentaremos trés problemas — o primeiro

baseado em [10]] e os dois seguintes no livro [[13].

4.8.1 Colorir

Considere uma faixa com dez quadrados alinhados conforme a Figura

Figura 38: Faixa a ser colorida.
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Se usarmos duas cores para colorir os quadrados, por exemplo, verde e amarelo,

quantas faixas diferentes podem ser feitas

Para cada quadrado havera duas opg¢des de cores. Logo, hé 219 = 1024 modos dife-

rentes de pintar a faixa.

No entanto, se restringirmos o modo como a faixa pode ser colorida, essa quantidade
serd alterada. Se, por exemplo, dois quadrados adjacentes ndo podem ser ambos da

cor amarela, de quantos modos diferentes a faixa poderd ser pintada?

Para uma solucgdo com tal restri¢do, convém iniciarmos a analise com uma faixa com
um ntumero menor de quadrados e aumentarmos de um em um para observar como

ocorre o crescimento na quantidade de possibilidades. Entdo, para uma faixa com:

* um quadrado, temos duas maneiras diferentes de colorir, verde ou amarelo:

V| oo |A

* dois quadrados, temos trés modos diferentes de colorir:

VIVI oo [VIA| ou AlV

* trés quadrados, temos cinco modos diferentes de colorir:

VIVIV| ov [VIV]A] v [V]A]V] ou

AIVIV] o [AIVIA

* quatro quadrados, temos oito modos diferentes:

VIVIVIV|] o [VIVIV]A| oo [V]VIAV

VIAIVIV| o [VIAIV]A]| oo |A]V]V]V

AIVIVIA| o [A|VIA|V

2 Suponha ndo ser possivel rotacionar a faixa.
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E possivel notar um padrio dependente das situacdes anteriores ocorrendo sempre
que se acrescenta um quadrado na faixa. Por exemplo, para uma faixa com quatro
quadrados, se pintarmos o primeiro de verde, teremos como possibilidades para o
segundo quadrado as cores verde e amarela, ou seja, a mesma situacdo analisada para
a faixa com trés quadrados, logo cinco modos diferentes, mas se o primeiro quadrado
for pintado de amarelo, o segundo s6 poderd receber a cor verde e consequentemente
o terceiro pode ter as cores verde ou amarela, correspondendo assim a situacdo da

faixa com dois quadrados, totalizando assim oito (5 + 3 = 8) faixas possiveis.

Continuando, para a faixa com cinco quadrados, se o primeiro for colorido de verde
as possibilidades para os préximos quadrados corresponderao ao caso da faixa de qua-
tro quadrados e, se o primeiro for amarelo, o segundo devera ser verde, fazendo os trés
quadrados restantes terem as possibilidades da faixa de trés quadrados, ou seja, sdo
8 +5 = 13 modos diferentes. Nota-se uma sequéncia recursiva com termos iniciais 2 e
3 e caracteristica semelhante a Sequéncia de Fibonacci (2.1), ja que para se obter um
termo deve-se somar os dois anteriores, sendo portanto 144 faixas possiveis a solucao

para o problema dado com a restri¢ao.

4.8.2 Refragdo de luz

Imagine uma placa dupla de vidro com propriedades de refracdo diferentes. Deseja-
se analisar a quantidade possivel de caminhos percorridos por um raio de luz antes
de emergir do vidro em funcdo do niimero de reflexdes, a fim de viabilizar o preenchi-
mento da Tabela

Tabela 1: Possibilidades de reflexdes.

Quantidade de reflexdo 0/1(2|3/4|5/6]7|8[9|10|...|n

Numero de caminhos possiveis

Vamos considerar um raio de luz, com uma certa inclinacdo, da esquerda para di-
reita que, ao adentrar a primeira placa de vidro e chegar na emenda com a segunda,
terd a camada onde podera haver a refracdo que denominaremos I, mas se atravessar
diretamente e ser refletido s6 a direita da segunda placa, chamaremos de II. Para as

situacdes no sentido oposto, teremos, respectivamente, II] e IV conforme podemos
ver na Figura
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/¥

[~ L
/

r4 v

v gl

Figura 39: Possiveis camadas de refracéo.

Para o primeiro caso, o raio de luz deve atravessar diretamente os vidros sem ser
refletido o que resulta em um tnico caminho possivel. Ja numa situacdo onde ocorre
uma reflexdo, o raio de luz pode ser refletido na primeira camada I ou na segunda II,
sendo dois caminhos possiveis portanto. Com duas reflexdes, o raio podera refletir de
trés modos distintos: [ e IV; II e IV; II e I11. Com trés, as cinco possibilidades serdo:
LIVell;I,IVel;II,I1Vell; 1, 1I1e1l; 11, IV eI (ver Figura[40).

N
N\

\> \\>
x/
N ~N ~N
K[k
\N \u |
N N N ~N ~N

'y

Figura 40: Possibilidades de reflexoes.

Analisando como se dao as possibilidades, nota-se a Sequéncia de Fibonacci (2.1))

iniciando com o seu segundo termo como sendo solucdo para o problema proposto.

De fato, seja R, o numero de possibilidades quando ha n reflexdes. Temos que

Rp =1 e Ry = 2. Suponha que, quando ha n reflexdes, o raio de luz saia a esquerda.
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Isso significa que a ultima reflexdo ocorreu na placa do meio ou na placa da direita.
Para ter ocorrido na placa da direita, ela deve ser uma extensio de alguma das R,, 1
possibilidades quando hd n — 1 reflexdes. Para ter ocorrido na placa do meio, ela
deve ser uma extensao de alguma das R,,_, possibilidades quando ha n — 2 reflexdes.

Portanto, R,, = R,,_1 + R,,_».

Como sugestdo, para o caso com # reflexdes, é importante o aluno ter investigado
as situacoes iniciais para avaliar como se dd a recorréncia, mas, em seguida, pode-se
apresentar a Formula de Binet para assim mostrar como através da Razio Aurea
pode-se obter o numero de possibilidades sem depender dos termos anteriores, sendo
neste caso necessario ajustar os expoentes devido termos alterado os termos iniciais,

entao
n+2

2
1 [ [(1+v5)\" 1-/5

Ry=—=
"5 2 2

para todo n € IN.

4.8.3 Subir uma escada

Vamos analisar de quantos modos diferentes, C,,, uma pessoa pode subir uma escada
com n degraus considerando o nimero maximo de degraus que ela consegue subir por

vez como sendo dois.

Caso haja:
* apenas um degrau (n = 1), existira uma unica forma de subir, ou seja, C; = 1;

* dois degraus (n = 2), pode-se subir um de cada vez ou os dois diretamente,

portanto, duas maneiras distintas, C, = 2;

* trés degraus (n = 3), ou sobe-se um de cada vez, ou salta-se dois e em seguida
um ou o contrario, primeiro um e depois dois de uma vez, ou seja, 1+ 1+ 1, ou
2+1,oul+2,C3=3;

* quatro degraus (n = 4), teremos como possibilidades 1+1+1+1,oul+1+2, ou

1+2+1,ou2+1+1,0u2+2,Cy4=5;

* cinco degraus (n = 5), teremos como possibilidades 1+1+1+1+1,oul+1+1+
2,oul+1+2+1,oul+2+1+1,ou2+1+1+1,oul+2+2,0u2+1+2, ou
2+2+1,C5=8.
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A continuacdo dessa verificacao de possibilidades remete a Sequéncia de Fibonacci
(2.1), sendo C,, = F,;1, com termos iniciais C; = 1 e C; = 2. O n-ésimo termo pode
ser obtido com a Férmula de Binet (2.5) feito o ajuste necessario no expoente, sendo

a solucao do problema dada, portanto, por

n+l

1
1| (1+v5\ [(1-V5

=7 2 2

para todon > 1.

Para facilitar o célculo, mas gerando reflexdo sobre o procedimento, é benéfico usar a
calculadora cientifica de maneira semelhante aos Exemplos[2.1]e[2.2|dados no Capitulo
2

4.9 DOBRADURAS

Um excelente recurso para o ensino de Geometria, pelo seu cardter ludico e propi-
cio a investigacoes, é o uso de dobraduras. O professor, em sua funcdo de mediador,
deve oferecer oportunidades para que os alunos ndo apenas repitam procedimentos
seguindo instrucOes, mas possibilitar situagdes-problema que gerem experimentacoes,
reflexdes e discussdes com o intuito de introduzir e/ou aprofundar conceitos que pos-

sam ser explorados em construcdes geométricas com suas justificativas.

Para favorecer tal cenario, apresentaremos duas alternativas de trabalho com dobra-
duras tendo como referéncia o material [|5] destinado aos alunos bolsistas da OBMEDP,
principalmente, dos Niveis I (alunos dos 6° e 7° anos do Ensino Fundamental) e II

(alunos dos 82 e 92 anos do Ensino Fundamental).

4.9.1 Ragzdo Aurea

O proposito desta atividade é encontrar o ponto P sobre o lado AB de modo que P

divida o segmento AB em Extrema e Média Razao.

Considere uma folha de papel retangular ABCD. Vamos extrair da folha um qua-
drado ABFB' realizando uma dobra de modo a sobrepor o segmento AB no lado AD,
obtendo os pontos B’ e F, respectivamente, sobre os segmentos iniciais AD e BC con-

forme pode ser visto na Figura
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D C D C
B' F
B
A B A

Figura 41: Dobradura para obter o quadrado ABFB'.

O retdngulo B’FCD pode ser desprezado e determinaremos o ponto P realizando

algumas dobras com o quadrado ABFB’, conforme os passos a seguir:

PASSO 1: Dobre a folha ao meio de modo a determinar os pontos médios N e M,

respectivamente, dos lados AB’ e BF.
PASSO 2: Desdobre a folha.

PASSO 3: Movimentando o vértice B, dobre a folha para marcar nela o segmento
AM.

PASSO 4: Desdobre a folha.

PASSO 5: Dobre a folha de modo a sobrepor o segmento BM a AM, marcando o

ponto B” no local onde o vértice B se sobrep0s.
PASSO 6: Desdobre a folha.

PASSO 7: Dobre a folha de modo a sobrepor o segmento AB a AM, sendo que o

ponto B” ird determinar o ponto P procurado.

PASSO 8 Ao desdobrar a folha terd o ponto P que divide o segmento AB em Extrema

e Média Razdo.
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o 0 B! F
N M Np------m - 1M
A B
(a) Passo 1. (d) Passo 4.
B, F
Ntomrg oM
A b B
(e) Passo 5. (f) Passo6. (g) Passo 7. (h) Passo 8.

Figura 42: Etapas das dobraduras até obter o ponto P.

Para justificar a construcédo note que

M=M= "2,
2
uma vez que B”M foi obtido com BM e M é o ponto médio do lado BF do quadrado

ABFB'.

Usando o teorema de “Pitdgoras”, temos

AM> = BM’+AB

_\2
AB —2
= — AB

5 ——
= —-AB".
4

Entao,

AB" = AM-B'M
_ V545 4B

2 2

I

- \@2 AB

ou seja, AB = AP,

1+v5
2
Como AP foi obtido com a mesma medida de AB”, temos

B - “2*/5Ap
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PB = AB-— AP
- ~1
= AB—\/EZ

==3_;@AB

AB

Podemos concluir entdo que o ponto P dividiu o segmento AB em Extrema e Média
Razéo, pois

AB AP 1++/5

_— = = = :q).
AP PB 2

4.9.2 Pentdgono regular

Usaremos uma folha de papel retangular ABCD para construir um pentdgono regu-
lar RUVTS.

Na subsegio anterior vimos como obter o quadrado ABFB’ dada uma folha retangu-
lar ABCD e, em seguida, determinar o ponto P que divide o segmento AB em Extrema
e Média Razdo (ver Figuras[41]e[42). Utilizaremos tal construgdo para obter RUVTS,
uma vez que a Razio Aurea possui ligacdo direta com o pentdgono regular, conforme
vimos na Subsecao Entdo, seguiremos os passos a seguir para obter o pentagono

regular RUVTS com dobraduras:

PASSO 1: Obter o ponto P que divide o segmento AB em Extrema e Média Razédo

(em caso de duvida consultar Subsecdo [4.9.1).
PASSO 2: Determinar o ponto médio R do segmento PB.
PASSO 3: Desdobrar a folha.

PASSO 4: Sobrepor o segmento BF ao segmento AB’ (dobrar a folha ao meio) e, com

o auxilio do ponto R, marcar o ponto S, tal que AS = BRJ]|
PASSO 5: Desdobrar a folha.

PASSO 6: Sendo S o ponto fixo de rotacdo, girar o segmento RS dobrando a folha até

o ponto R pousar sobre o lado AB’, determinando assim o vértice T.

PASSO 7: Desdobrar a folha.

3 Como RS sera o lado do pentagono, os préximos passos serao feitos para obter os demais vértices.
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PASSO 8: Sobrepor o segmento AB’ ao BF (dobrar a folha ao meio) e, assim o ponto

T ird determinar o vértice
PASSO 9: Desdobrar a folha.

PASSO 10: Dobrar a folha de modo a deixar o segmento RS com o extremo R sobre
U e S sobre a mediatriz do lado AB (a folha tera essa mediatriz como marca de

dobra devido a etapas anteriores), marcando assim o vértice VP|
PASSO 11: Desdobrar a folha.

PASSO 12: Como os vértices foram determinados, basta liga-los para obter o penta-

gono regular RUVTS
B, F B E B —F B/F |
B | B| R
A P B A P R A PR B A S
(a) Passo 1. (b) Passo 2. (c) Passo 3. (d) Passo 4.
B — / B’
1 il F
- no o
L S ~S A
AS PR B AS PR B R B
(e) Passo 5. (f) Passo6. (g) Passo 7. (h) Passo 8.
BY—————F BY—Y —F B
T U TH Ll T
A S PR B A S PR B A S
(i) Passo 9. (j) Passo10. (k) Passo 11. (1) Passo 12.

Figura 43: Etapas para obter o pentdgono regular RUVTS.

Devemos lembrar da relacéo entre a medida da diagonal d do pentdgono regular e
do seu lado I, conforme vimos no Capitulo [1| pelas igualdades (1.8) e (1.9), ou seja,

4 Note que seria possivel, de modo andlogo ao Passo 6, determinar o vértice U, usando o ponto R como

sendo fixo na rotacgéo e levar S sobre BF.
5 Também é possivel obter V, fazendo uma dobra da diagonal SU, de modo que, com S fixo, U sobreponha

a mediatriz do lado AB.
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= @. Com isso, podemos concluir da igualdade (??) que as diagonais do pentagono

—~|

egular de lado RS tém a mesma medida do segmento AB.

-

Para justificar a construcdo, inicialmente vamos reparar que o “Passo 4” da dobra-
dura garante que AS = BR e, pelo “Passo 2”, R é o ponto médio de PB (logo, PR = BR),
entdo como AP = AS+SP e RS = PR + SP, temos RS = AP.

O ponto T foi obtido justapondo R sobre AB’ de modo a ter ST = RS e, em seguida,
foi obtido o ponto U. Sendo U o simétrico de T em relacdo a mediatriz do segmento

AB, a diagonal TU ¢é congruente a AB e pela simetria temos também RU = ST.

Ja o ultimo vértice obtido, V, esta na mediatriz de AB e foi construido de modo que

UV = RS, e, portanto, também igual a VT.

E interessante notar que ao realizar a dobra obtendo a mediatriz do lado AB, além
da simetria verificada entre os vértices T com U e S com R, temos STV = RUV e
RST = SRU. De modo semelhante, é possivel com a mediatriz do lado UV, verificar
RUV =UVT e SRU = STV.

Temos, entdo, RUVTS sendo um pentdgono regular.
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O propésito deste capitulo é instigar um olhar um pouco mais cético em relacdo a
informacgdes amplamente divulgadas, seja através de livros, reportagens, sites e até
mesmo trabalhos académicos. Infelizmente, informacoes equivocadas sdo apresenta-
das e largamente aceitas por muitos sem verificagdo, mesmo em casos de tentativas
subjetivas de encontrar a Razio Aurea através de manipulacoes e malabarismos numé-

ricos.

Tomando como referéncia o livro [13]] e os artigos [16] e [22], mostraremos alguns
desses equivocos e cuidados que devemos ter ao tratar do assunto. Aproveitaremos
para destacar alguns pontos analisados em um dos livros didéticos incluido no Pro-
grama Nacional do Livro Did4ticd|- PNLD 2017.

5.1 CONSIDERAGOES INICIAIS

No artigo [22] é apresentada uma atividade (ver Figura [44) com o titulo, aqui tra-
duzido, “Encontrando o Ouro” na qual se pede para realizar algumas medicoes com
régua e, em seguida, calcular certas razdes com os valores obtidos. E importante des-
tacar a orientacdo na parte inferior esquerda onde sédo exigidas respostas préximas ao
Numero de Ouro com trés casas decimais, 1,618, e, caso o valor ndo esteja proximo,
pede-se para verificar novamente as medidas e refazer os calculos, sem dar margem
a discussdo. Veremos no decorrer deste capitulo os cuidados que devemos ter com

propostas aparentemente inofensivas como esta.

“O PNLD, consolidado pelo Decreto n° 7.084 de 27/01/2010, é um programa de Estado que distribui as
escolas publicas do Brasil livros didaticos, diciondrios e outros materiais de apoio a pratica educativa, de

forma sistemadtica, regular e gratuita.” Fonte: http://www.fnde.gov.br/pnld-2017/
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Finding the Gold

Now, find these ratics 1 thiee dedimal places
using your calculator:

Figura 44: & estd aqui, melhor acreditar nisso. Fonte: [22]]

Ainda no mesmo artigo sdo mostradas afirmacoes retiradas do livro Niimero de ouro
e secdo durea: Consideragoes e sugestoes para a sala de aula de Biembengut, M. S.
(1996), Editora da FURB, destinado a alunos do Ensino Médio, onde, sem justificativa

nenhuma, é dito:

* “Qualquer coisa que se rompe ao meio pode ser consertada, mas se ela quebrar

na razao o nenhum reparo serd possivel!”
[13 4 7. 7 . . . 1

* “Uma arvore frutifera terd a fruta mais suculenta quando atingir o de sua carga
total.”

1
* “O ciclo menstrual de uma mulher dura 28 dias, portanto, o de 28 serd 17, 5 dias,

quando a fertilizacdo é garantida.”

A primeira afirmacéo € finalizada com a pergunta, “vocé acredita nisso?”. Nenhum
argumento ou referéncia € dado para justificar as afirmacdes sobre a presenca da Razao
Aurea, restando ao leitor fé em acreditar ou nio, assim como nos exemplos da Figura
obtidos entre tantos outros.

Entre algumas das manobras realizadas para encontrar as medidas por entusiastas

da Propor¢ao Divina, devemos ficar atentos a:

* pontos, linhas, retangulos e espirais colocados arbitrariamente;

* pontos e linhas com espessuras arbitrarias;
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* uso de medidas ndo oficiais de monumentos, muitas das vezes corroidos pelo

tempo;

* medidas de objetos baseadas em fotografias distorcidas pela perspectiva.

@ ®

@] (D

(e) Catedral de Notre- (f) Partenon.
Dame em Paris.

Figura 45: Pontos escolhidos arbitrariamente e auséncia de dados oficiais determinam supos-

tamente a Razao Aurea.

O cuidado em observar itens como esses é necessario, pois sem critérios claros ou
metodologia padrdo, alguém interessado em comprovar a presenca da Razao Aurea,

mesmo que essa hipotese seja falsa, pode facilmente manipular o resultado com uma
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pequena modificacdo nas medidas. Afinal, suponha uma variacdo de +1% nas medidas

a e b. Com isso, as seguintes razdes podem ser obtidas:

0,994 a 1,01a a
tow -V ¢ g - V0%

ou seja, alterar “convenientemente” +1% os valores iniciais dos comprimentos afeta a

112

razao deles em 4-2%.

Como nao podemos ignorar o fato de que medicoes de objetos reais sdo aproxima-
cOes, devemos criar algumas diretrizes. Portanto, considerando medicoes feitas com
régua sem um erro grande dentro de +1%, teremos £2% como tolerdncia para a razao
a ser comparada com o valor de ®. Expandindo um pouco mais essa margem de erro,
vamos considerar como intervalo de aceitagdo, o intervalo fechado [1,58;1,66]. Caso
o valor de uma proporcao nao esteja dentro do intervalo de aceitagdo, ndo deve ser

considerada razoavel a alegacdo da presenca da Razdo Aurea.

Se o valor da proporcao estiver dentro do intervalo de aceitacdo significard tdo so-
mente que um requisito foi cumprido e que vale a pena investigar mais os motivos que

possam levar a considerar ® especialmente presente.

5.2 CONSTRUGOES

Diversas fontes alegam a presenca da Razio Aurea em monumentos e construcoes
em geral. Devemos lembrar que com um simples quadrado e uma circunferéncia sobre
o ponto médio de seu lado, como explicado para obter a Figura[7] (pagina[17)), pode-se
fazer com que a Razdo Aurea apareca sem que necessariamente tenha sido projetada

conscientemente pelo autor de uma obra.

5.2.1 Antigo Egito

Conforme vimos no Capitulo [1, a data da descoberta dos niimeros irracionais néo
¢ conhecida, assim como é questiondvel a forma como ocorreu, apesar do século V
a.E.C. ser considerado por alguns pesquisadores como o momento inicial. Apesar disso,
algumas pessoas defendem haver construcées com uso da Razdo Aurea anteriores a
isso, um grande exemplo é a Grande Piramide de Quéops no Egito, construida antes
de 2500 a.E.C.
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Assim como no livro [[13], iniciaremos expondo dois casos repletos de artificios. O
templo de Osirion, apontado como memorial do rei Seti I — responsavel pelo governo
do Egito na 197 dinastia, aproximadamente de 1300 a 1290 a.E.C. — e o tamulo de
Petosiris, construido por volta de 300 a.E.C.. Ou seja, apenas no segundo caso pode-
se dizer que a Razdo durea ja era conhecida (pelos gregos) e cogitar a construcio
consciente com base nela.

No livro Geometria sagrada: filosofia e prdtica, de 1982, Robert Lawlor, seu autor,
procura a todo custo relacionar tais construcbes com a Propor¢io Aurea, alegando ser
uma ‘ideia-forma’ divina e existente a priori e eternamente antes de qualquer progres-
sdo que evolua no tempo e espaco. Para justificar, apresenta uma série de analises
geométricas com excesso de linhas em pontos arbitrarios; pentdgonos imagindrios de-
senhados sobre uma planta onde o formato retangular se sobressai, conforme pode ser
visto na parte (a) da Figura e, similarmente na parte (b), linhas com extremos nada
obvios. Além disso, a andlise feita do timulo por Lawlor se deu num baixo-relevo pin-

tado no muro da capela do Petosiris e obteve razdes um tanto complexas para serem

2V1+ @2

plausiveis, como por exemplo 2

(a) Templo de Osirion. (b) Timulo de Petosiris.

Figura 46: Anélise forcada sobre a presenca da Razio Aurea. Fonte: [13]

7

E necessdrio destacar que, baseado apenas em algumas medi¢oes, sempre havera
possibilidade de obter uma razdo dentro do intervalo de aceitacdo, mas na falta de
documentacdo para sustentar a ideia, terifamos que ter dimensoes relacionadas com a

Razao Aurea extremamente claras no projeto arquitetonico.

Para ilustrar essa busca ndo sistemadtica por &, também presente quando entusias-
tas do assunto abordam a Grande Piramide — e nesse caso chamado pelo artigo [16]]

de Faldcia da Pirdmide — Martin Gardner, também citado em [13]], deriva “surpreen-
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dentes propriedades numéricas” do Monumento de Washington com base nos dados

obtidos a partir do Almanaque mundial.

O livro A grande pirdmide: por que foi construida e quem a construiu? de John
Taylor, publicado em 1859, é tido como responsavel por incentivar novos registros
em piramidologia defendendo a construcdo baseada em medidas com propriedades
matematicas com a presenca de ® e, entre outras, do famoso numero 7. Para ele,
o fato dos egipcios ndo conhecerem naquele momento tais propriedades avancadas
comprova uma intervencdo divina nas obras, inclusive passa a adotar como unidade
de medida o cubito biblico (correspondente a pouco mais de 25 polegadas britanicas),

supostamente também usada por Noé e o Rei Saloméo.

Entre os que se sentiram estimulados pelo livro de Taylor estd o astronomo real da
Escécia, Piazzi Smyth, que por volta de 1860 resolve publicar trés volumes sobre a
Grande Piramide. Essa motivacdo deve ter ganho forca pelo seu interesse em recusar a
implementacdo de um novo sistema métrico na Inglaterra, pois para ele era inspirado
numa revolucdo selvagem e ateista (referindo-se a Revolucdo Francesa) enquanto a
Grande Piramide sinalizava dimensdes com indicacoes divinas através da polegada e

deveria, portanto, ser preservada.

Como podemos ver até o momento, prevalecem justificativas baseadas em malabaris-
mos numéricos e invocacdo divina. Autores como Gardner, John Herschel (1792-1871)
e mais recentemente, Midhat J. Gazalé, entre outros, procuraram citar como referéncia
documental o que seria atribuido ao historiador grego Herédoto (viveu por volta de
485 a 425 a.E.C.), onde se afirma que a Piramide foi construida intencionalmente para
ter o quadrado da medida de sua altura igual a drea da sua face lateral. Se tais alega-
cOes estiverem corretas, podem indicar a intencionalidade através de um documento
histérico, e nfio simplesmente por manipulacio numérica, de obter a Razdo Aurea na
construcgdo através da razdo entre a altura da face triangular e a metade do lado da
base. Afinal, vamos considerar, como na Figura[47] a sendo a metade da medida lado
da base, s = AT a medida da altura da face triangular e h = OT a medida da altura
da pirdmide. Logo, OA = a e, pelo teorema de “Pitdgoras”, temos para o triAngulo

retangulo TOA a seguinte igualdade:

s =% +a?. 5.1

Considerando o quadrado da altura da pirdmide igual a area da face triangular,

temos
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Substituindo 42 em (5.1):

SZZS'LZ+LZ2.

o qs .. .S ~
Ao dividir ambos membros por a? e substituir — por x vamos obter a equacio (I.4),
a

pois

2
x2=<§> =§+1=x+1.
a a

5 ..
Portanto, — é igual a ®.
a

Figura 47: Esboco da pirdmide. Fonte: [13]

No entanto, segundo ao menos quatro pesquisadores, entre eles Herz-Fischler e Mar-
kowsky [|16], o texto original de Herédoto (Paragrafo 124 do Livro II), chamado Eu-
terpe, ndo condiz com as citacoes a ele atribuidas, pois na realidade a traducéo seria de
que a Pirdmide tem base quadrada com 244 m de cada lado e a mesma altura. Ou seja,
as medidas de fato usadas no registro histérico estdo longe de serem corretas, pois a
altura da Grande Piramide é de aproximadamente 147 m e os lados da base possuem
cerca de 230 m (a base ndo chega a ser um quadrado perfeito). Herz-Fischer consi-
dera o livro de John Taylor como a origem da propagac¢édo enganosa que, segundo ele,

levou a uma das mais engenhosas prestidigitacoes da histdria cientifica. Além disso,
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o documento de Herddoto foi escrito depois de aproximadamente dois milénios da

construcdo da Grande Pirdmide.

O fato é que existem diversas teorias, muitas delas inclusive defendendo a utilizacdo
de outro ntimero irracional, o 71, como sendo protagonista na construcdo da Piramide,
pois a razdo entre a circunferéncia da base e a altura da piramide resultaria no valor
27t. Apenas com os valores das dimensdes da Pirdmide é praticamente impossivel
determinar se @ ou 71, ou ambos, foram considerados pelos projetistas. O trecho do
artigo do coronel R. S. Beard, publicado na The Fibonacci Quarterly de 1968, sugere,

ironicamente, para rolar os dados e escolher sua prépria teoria.

Apesar do Papiro de Rhind (Ahmes) mostrar que os antigos egipcios conheciam um
valor aproximado para 7r, ndo ha nenhum indicio que o mesmo vale para . Roger
Herz-Fischler, verificou nove teorias sobre o projeto da Grande Piramide e concluiu
num artigo publicado no periddico Crux Mathematicorum em 1978, que provavelmente
nem & e nem 7t foram utilizados, nem mesmo de maneira inconsciente, para definir

os tracos da construcéo.

5.2.2 Partenon

O Partenon, situado na Acrdpole de Atenas, é um templo constantemente usado
como exemplo para tratar sobre Proporcio Aurea, em especial, o Retdngulo Aureo.
Teve sua construcio realizada no periodo entre 447 e 432 a.E.C., sendo Ictino e Cali-
crates os arquitetos e Fidias (490-430 a.E.C.), junto de seus assistentes, o responsavel

pelas esculturas.

Curiosamente, a letra grega T (1é-se “tau”), cujo significado é “corte” ou “se¢do”, era
usada frequentemente para se referir 2 Razio Aurea. Porém, no inicio do século XX, o
matematico americano Mark Barr passou a utilizar ® em seu lugar para fazer referén-
cia a primeira letra do nome de Fidias, que alguns historiadores da época atribuiam
fazer uso reiterado e meticuloso da Propor¢do de Ouro em suas esculturas, incluindo

as presentes no Partenon.

Geralmente os livros utilizam uma imagem semelhante a Figura [48| para indicar um
“encaixe perfeito” de um Reténgulo de Ouro com a parte frontal do Partenon ou de ou-
tras partes da constru¢do, como os espacos entre colunas e esculturas. Normalmente,
o tnico comentario feito é sobre a parte incompleta do topo devido ao ataque venezi-

ano contra os turcos otomanos que utilizavam o espago como um paiol em 1687 (isso
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quando nfo ignoram completamente o fato como na Figura [45]), mas nenhuma obser-
vacdo ¢é feita sobre as partes da construcdo que ultrapassam os limites do Retangulo

Aureo como podemos ver nas extremidades do pedestal.

(e = h

(a) Frontispicio em ruinas. (b) Frontispicio supostamente delimi-

tado por um Retingulo Aureo.

Figura 48: Partenon. Fonte: [[13]]

Mais falhas podem ser apontadas devido a falta de critérios padronizados e manipu-
lacoes feitas, o que causa uma variacdo enorme nos valores de uma fonte para outra.
Por exemplo, os valores obtidos no livro Arquitetura: da pré-historia ao pés-modernismo

(1985) de Marvin Trachtenberg e Isabelle Hyman sdo de 30,9 m para largura e 13,75
30,9

13,75
Mesmo considerando a altura dada por Stuart Rossiter no livro Grécia (1977) de 18 m,

m para altura, dando como razéo

= 2,25 (absurdamente longe do valor de ®).

30,9
a razdo ainda estara fora do intervalo de aceitacéo, pois 18 =~ 1,72.

O Partenon foi construido antes dos gregos formalizarem o conhecimento sobre Ex-
trema e Média Razdo em Os Elementos de Euclides (por volta de 300 a.E.C.), logo tam-
bém nio h4 registros da época que demonstrem intencéo de utilizar a Proporcio Aurea
em alguma parte da constru¢do, embora exista a possibilidade, segundo Christine Flon
em O atlas mundial de arquitetura (1984), deles terem se baseado empiricamente e
usado algum sistema estrito de razoes, mas ndo podendo generalizar. Porém, como vi-
mos, a teoria da presenca da Razido Aurea no Partenon nio se sustenta com os valores

das dimensoes reais.

5.2.3 Edificio da ONU

Entre as construcOes mais recentes, se destaca nas citacoes sobre exemplos de proje-
tos arquitetonicos supostamente baseados na Propor¢do Aurea o Edificio da Secretaria

da Organizacdo das Nacdes Unidas (ONU), situado em Nova Iorque e construido de
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1949 a 1952, com colaboracdo do arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer na parte final

do projeto, em fusdo com Le Corbusier.

Para verificar as dimensodes, Markowsky em seu artigo [[16]] apresenta as medidas
obtidas diretamente ao entrar em contato com a ONU como sendo 505 fIE] (153,924 m)
de altura, 287 ft (87,4776 m) de largura e 72 ft (21,9456 m) de espessura. Calculando

505

as razdes possiveis entre esses valores, o resultado mais préximo de & é 287 = 1,76,

porém longe do intervalo de aceitacdo definido no inicio deste capitulo.
Usando valores de altura apresentados por outros dois autores, 550 ft (167,64 m)
e 544 ft (165,8112 m), Markowsky mostra que a razdo encontrada fica ainda mais
550 544

istant int 1 itaca ti te, — = 1,92 e — = 1,90.
distante do intervalo de aceitagio, respectivamente, 87 ,92e 87 ,90

A possivel explicacdo para diferenca nos valores da altura foi dada pela Secéo de
Planejamento Arquitetonico da ONU, que alegou o valor de 505 ft (153,924 m) consi-
derando a medida do topo até o nivel de entrada do edificio (e no mesmo nivel da rua
do lado oeste), mas pode-se considerar os 41 ft (12,4968 m) abaixo desse nivel se a

medida for tomada pelo lado leste levando em conta o nivel do rio.

Independentemente disso, fica claro que o Edificio ndo foi construido com base na

Propor¢do Aurea, como repetidamente € dito.

5.3 OBRAS DE ARTES

Apesar de ser possivel encontrar fontes relacionando obras de artes com a Razao
Aurea, muitas das afirmacbes sio baseadas no senso comum, sem nenhuma compro-
vacao cientifica. Um exemplo do cuidado necessario ao lidar com uma informacgéo de
forma isolada pode ser dado pelo episddio tratado no livro [13]], em que alguns cubis-
tas, entre eles, Jacques Villon e seus irmdos Marcel e Raymond Duchamp-Villon, Albert
Gleizes e Francis Picabia realizaram uma exposi¢do em Paris, em 1912, com o titulo
“Section d’Or”. Uma pessoa leiga, mas curiosa sobre o assunto, terd qual interpretacao
ao imaginar e/ou observar as obras numa amostra intitulada “A Secio Aurea”? A ver-
dade é que, durante o evento, nio houve nenhuma pintura contendo a Razdo Aurea
e a intencao dos organizadores era apenas ressaltar o interesse geral sobre a arte com

ciéncia e filosofia.

2 A unidade de medida “pé” tem como abreviagao ft, sendo 1ft = 30, 48cm.



5.3 OBRAS DE ARTES

Mesmo que existam obras elaboradas com a presenca da Proporcdo Aurea, o intuito
aqui é gerar uma reflexdo acerca de alguns dos artistas tidos como adeptos de seu
uso, porém baseado pelo livro [13] e artigo [[16] veremos que com uma verificacdo

matematica ou do contexto documental tal afirmacao ndo se comprova.

5.3.1 Leonardo da Vinci

E amplamente divulgado que o artista renascentista Leonardo da Vinci (1452-1519)
utilizava a Razdo Aurea em seus trabalhos. Muito dessa fama é devido a ele ter feito
as ilustracoes do livro A Propor¢do Divina de Luca Pacioli, publicado em 1509. No
entanto, biografias feitas por Clark, Vallentin e Zammattio nao indicam que ele tenha
usado a Proporcio Aurea em seus trabalhos e, associado a isto, Roger Fischler garante
que mesmo o trabalho de Pacioli defendia o uso do sistema Vitruviano Cldssico, que é

baseado em proporc¢des simples (nimeros racionais).

Entre as varias obras de Leonardo da Vinci, normalmente os casos mais discutidos
em relacdo as proporc¢des se concentram em quatro delas: “Virgem dos Rochedos”
(1483-1486 e 1506), “Uma Cabeca de Ancido” (por volta de 1490), “Mona Lisa” (tam-
bém conhecida por “A Gioconda”, de 1503) e “Sédo Jerénimo”(1480).

Iniciaremos a analise com a “Virgem dos Rochedos”, que na realidade sdo duas obras
(ver Figura[49). Segundo especialistas, a primeira versdo da pintura, atualmente no
Musée du Louvre, em Paris, foi feita exclusivamente por Leonardo da Vinci entre 1483
e 1496, tendo sido, portanto, finalizada ao menos dez anos antes do primeiro encontro
de da Vinci com Pacioli. J& a segunda verséo, concluida por volta de 1506 e, hoje em
dia, em posse da National Gallery, em Londres, ainda é motivo de discussdo pois sua

realizagdo pode ter sido resultado de um esforco conjunto.

Ao verificar a razdo entre a altura e a largura das pinturas, se obtém cerca de 1,64 e
1,58, respectivamente, para a primeira e segunda versdo. Apesar dos valores estarem
dentro do intervalo de aceitacdo (mas também proximos a razao simples 1,6), ao se
verificar o contexto de suas elaboragdes e os estudos dos especialistas, ndo ha qualquer

evidéncia para corroborar com afirmacoes da presenca especial da Proporcdo Divina.
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(a) Virgem dos Rochedos (b) Virgem dos Rochedos
(no Musée du Louvre, (na National Gallery,
em Paris). em Londres).

Figura 49: Obras de Leonardo da Vinci supostamente com uso da Razdo Aurea. Fonte:

Entre as pinturas mais famosas destaca-se “Mona Lisa”, também conhecida como “A
Gioconda”, criada por volta de 1503. Tal obra, apesar de amplamente estudada, teve
muitos livros publicados com especulacoes contraditérias fazendo com que, segundo
Livio [13]], seja impossivel tirar alguma conclusio inequivoca. Levando em conta que
os entusiastas defendem a ideia devido a possibilidade de inserir Retdngulos de Ouro
em torno da “Mona Lisa”, como na Figura retirada do artigo [22], fica claro, mais
uma vez, a oportunidade para malabarismos numéricos devido a falta documentacao

e regras claras para impossibilitar pontos aleatdrios.

(a) Mona Lisa. (b) Uma Cabeca de An-

ciao.

Figura 50: Obras de Leonardo da Vinci supostamente com uso da Razdo Aurea. Fonte: ||

e [13]



5.3 OBRAS DE ARTES

Em relagdo ao desenho de “Uma Cabeca de Ancido” feito por volta de 1490 e, atual-
mente, exposto na Galleria del’Accademia, em Veneza, é possivel notar a preocupacdo
de Leonardo da Vinci com as proporcoes do rosto devido a grade pertencente a imagem
original, conforme pode ser visto na Figura retirada do livro [13]. No entanto,
mesmo nesse caso, ndo € possivel uma conclusdo positiva inquestiondvel, ja que as li-
nhas sdo um tanto irregulares e grosseiras e, apesar do retangulo localizado no meio, a
esquerda, ser aproximadamente igual a um Aureo, hd vérios outros retdngulos gerados

que nao sao.

Por ultimo, vamos analisar a pintura inacabada “Sao Jerénimo” (ver Figura [51a)),
presente atualmente no Museu do Vaticano e que, assim como a primeira imagem
verificada da “Virgem dos Rochedos”, foi feita antes de Leonardo da Vinci ter tido

contato com Paccioli, datando de 1483.

~

1y
L

(a) Sao Jer6nimo. (b) Esbogo do Retangulo Aureo e linhas do corpo.

Figura 51: Obra de Leonardo da Vinci supostamente com uso da Razdo Aurea. Fonte: [13]
e [116]

Alguns livros alegam a possibilidade de delimitar o corpo de Sao Jer6nimo com
um Retangulo de Ouro, de modo semelhante ao da Figura Analisando o esboco,
¢ nitido como € ignorado o fato de pontos importantes como a cabeca ndo tocar o
retangulo, boa parte do braco direito atravessar a linha esquerda e esta tocar apenas
a dobra do tecido na parte inferior mas ndo o corpo, além da linha utilizada para o

Retangulo Aureo ser grossa.
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5.3.2 Georges Seurat

O pintor francés Georges Seurat (1859-1891), conhecido por utilizar a técnica do
pontilhismo para dar a sensacdo cintilante, vibratdria, da luz, também tem obras con-

sideradas equivocadamente como tendo a Razdo Aurea.

A pintura “The Parade of a Circus” (ver Figura [52a), as vezes chamada de “The
Side Show”, atualmente no Metropolitan Museum of Art, em Nova lorque, tem sua
composicio baseada em ideias que Seurat tirou do livro La philosophie des Beaux-Arts
appliquée a la peinture (A filosofia das belas-artes aplicada a pintura, 1870) do tedrico
da arte David Sutter, no qual procura gerar sensacoes através de linha horizontal e

sucessado de objetos verticais.

Defensores da presenca de & nas obras de Seurat chegam a afirmar que todos os
quadros foram elaborados baseados na Secio Aurea. Tal mito foi gerado por dois
livros do prelado, escritor e “especialista em artes” romeno Matila Ghyka (1881-1965):
Esthétique des proportions dans la nature et dans les arts (Estética das propor¢des na
natureza e nas artes, 1927) e Le Nombre d’Or: Rites et rythmes pytagoriciens dans le
développment de la civilisation occidentale (O Ntmero Aureo: Ritos e ritmos pitagdricos
no desenvolvimento da civilizacdo ocidental, 1931). Tais livros apresentam uma visao
quase mistica da Matematica, contendo varios exemplos aneddticos imprecisos com a

intencdo de relacionar a Razdo Aurea com as artes, o Partenon e templos egipcios.

Retornando ao caso especifico da obra “A Parada”, apesar da linha horizontal ser
dividida préxima da Secdo Aurea, a razdo simples de oito quintos é a que deve ter sido
usada; além do mais, com a vertical ndo ocorre o mesmo. Reforcando essa andlise, até
mesmo o pintor e escritor Charles Bouleau, defensor da Proporg¢édo Divina, chegou a
confessar que sem forcar evidéncias ndo seria possivel encontrar ® nessa ou em outras

obras.

Em relacdo a pintura “Um banho em Asnieres”, extraida do artigo [22], é possivel
ver na Figura trés supostos Retdngulos Aureos conforme os defensores do assunto
costumam apresentar. Novamente, a falta de critérios claros, apenas reforca a possibi-

lidade de manipulacoes numéricas.

Em 1980, Roger Herz-Fischler, realizou uma investigacdo detalhada nos textos, esbo-

cos e pinturas de Georges Seurat, chegando a conclusdo da auséncia da Razdo Aurea.



5.3 OBRAS DE ARTES

(a) The Parade of a Circus (ou The Side Show). (b) Supostos Retangulos Aureos sobre a pintura
Um banho em Asniéres.

Figura 52: Obras de Georges Seurat supostamente com uso da Razdo Aurea. Fonte: e

5.3.3 Mondrian

Piet Mondrian (1872-1944) foi um pintor holandés conhecido principalmente por
suas pinturas geométricas, com cores primdrias contra um fundo branco, formadas
exclusivamente por linhas horizontais e verticais, estilo que ficou conhecido como “ne-

oplasticismo”.

O escritor americano David Bergamini diz que o trabalho de Mondrian “Place de la
Concorde” (ver Figura contém Retingulos Aureos superpostos. Ja o francés Char-
les Bouleau afirma, em The Painter’s Secret Geometry, que o pintor procurou fazer uso
preciso da Razdo Aurea, citando “Broadway Boogie-Woogie” (ver Figura como

exemplo de linhas se intersectando em Proporcao de Ouro.

Com uma quantidade enorme de linhas perpendiculares para serem escolhidas em
suas pinturas, nio é de se estranhar que os entusiastas da Razdo Aurea tenham perpe-
tuado afirmacdes falsas neste caso também. O especialista Yves-Alain Bois, coautor do
livro Mondrian, utilizado durante uma grande exposicdo sobre as obras do artista em
1999, afirma que Mondrian nunca utilizou um sistema de proporcdo em seu trabalho,
com excecdo das pinturas feitas em 1918-1919 que se dividem em unidades de 8 x 8.
Bois, inclusive, relata que Mondrian chegou a debochar das andlises de suas obras

através de computagdo numeérica.
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(a) Place de la Concorde. (b) Broadway Boogie-Woogie.

Figura 53: Obras de Piet Mondrian supostamente com uso da Razio Aurea.

5.4 NATUREZA

Diversas fontes alegam a presenca da Razdo Aurea na natureza, seja na forma como
se d& o crescimento de plantas, propor¢des em corpos de animais ou até mesmo na
formacdo de galdxias e tempestades, entre outros. Markowsky, em seu artigo [16],
comenta sobre a obra The Golden Relationship de Martha Boles e Rochelle Newman,
publicada em 1987, por apresentar animais como falcdo, libélula, esquilo voador e
peixe sol delimitados por Retingulos Aureos. Assim como em muitas das reivindica-
¢oes da presenca de ®, partes dos animais sdo desprezadas durante manipulacoes,
como asas, barbatanas e cauda que possibilitam uma ampla gama de posicoes e, assim
como aconteceu com a pintura analisada Sdo Jerénimo de Leonardo da Vinci (Figura

51), ora ultrapassam os limites do Retangulo de Ouro, ora ndo tocam um dos lados.

No artigo [22], Spira também apresenta, entre exemplos de imagens com possibi-
lidade de falsificacdo de dados, algumas relacionadas a natureza, conforme podemos
ver na Figura

b ©

Figura 54: Alegacdo da presenca da Razdo Aurea. Fonte: [22]



5.4 NATUREZA

Embora seja possivel encontrar determinadas plantas com uma tendéncia a apre-
sentarem relacdo com a Sequéncia de Fibonacci (2.1), seja na quantidade ou arranjo
de pétalas, disposicdo de galhos ou outra parte, é necessario tomar cuidado com afir-
macgdes generalistas. O livro [[13] aponta que ji na Antiguidade se observou certos
padroes existentes nos vegetais, em Investigacdo sobre plantas de Teofrasto (372 a.E.C.-
287 a.E.C.) e Histéria Natural de Plinio, o Velho (23-79 E.C.) e mais tarde quando
Leonardo da Vinci acrescentou um elemento quantitativo, as observacoes até entdo
iniciais e qualitativas, ao notar folhas em posi¢des espirais correspondendo a 5 por
volta. Mas teria sido Johannes Kepler o primeiro a descobrir intuitivamente a relagéo

da filotaxidP®] com os nimeros de Fibonacci.

Os estudos mais sérios sobre filotaxia iniciam com Charles Bonnet que, provavel-
mente junto do matemadtico Calandrini, indicou algumas plantas com linhas espirais,
conhecidas como parastichies, como a pinha e o abacaxi. Mas esses estudos passaram
a utilizar matemadtica verdadeiramente apenas no século XX com os botanicos Karl
Friedric Schimper, Alexander Braun e Louis Bravais e seu irmao cristalégrafo Auguste
Bravais. Os trabalhos desses pesquisadores estabeleciam regra geral para quocientes
de filotaxia como, por exemplo, % e g, além de sinalizar a relagdo em certas espirais
com numeros de Fibonacci consecutivos, como a Figura que indica trés linhas de
espirais nos abacaxis cujo niumero total para cada linha tende a ser geralmente 5, 8 e
13 0ou 8,13 e 21.

Figura 55: Linhas em espirais no abacaxi. Fonte: [[13]]

Entre os estudos dos irmaos Bravais, em 1837, estd a percepcao de que novas folhas
numa planta tendem a surgir definidas por um angulo conhecido como divergente,
cujo valor geralmente é préximo de 137,5° ou seja, se aproxima normalmente do
Angulo Aureo. Uma possivel explicacio é dada por trabalhos iniciais dos matematicos

Harold S. M. Coxeter e I. Adler e do cristalégrafo N. Rivier, que mostram o Angulo

3 A phyllotaxis, do grego “arranjo de folhas”, palavra incorporada pelo naturalista suico Charles Boneet
(1720-1793), também conhecida como filotaxia, ¢ um ramo da boténica que estuda como as folhas estio

dispostas numa planta, classificando-a em trés formatos bdsicos: oposta, verticilada e alternada.
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Aureo como sendo responsével por uma distribuicio mais eficiente, por ndo permitir
o alinhamento ao longo de qualquer dire¢éo radial e preencher portanto o espago de
modo a possibilitar a captagdo igualitdria da luz solar e umidade, fato que ndo ocorrera
caso o angulo seja um multiplo racional de 360° resultando em folhas sobrepostas (por

exemplo, ao longo de trés linhas radiais, no caso de 120°).

Outra explicacdo se d4 por experimentos fisicos feitos por L. S. Levitov (em 1991) e
por Stephane Douady e Yves Couder (de 1992 até 1996) que, ao serem relacionados
a filotaxia, indicam uma causa dindmica que minimiza a energia gasta por botoes de

flor que se repelem mutuamente.

E importante ressaltar que o crescimento de uma planta depende de diversos fatores
além do espacamento ideal e, entdo, mesmo dentro de uma mesma espécie é possivel
encontrar diferencas significativas, sendo portanto essas relagdes, como disse o ma-
tematico canadense Coxeter, “apenas uma tendéncia fascinantemente predominante”.
Além do mais, a possfvel justificativa dada que o Angulo Aureo otimizaria a disposicio
das folhas diferentemente de um “dngulo racional” pode ser questionada com o fato de

que proximo do valor do Angulo Aureo existem infinitos outros “4ngulos irracionais”.

Inclusive, como Spira cita em seu artigo [22], para os entusiastas da Razédo Aurea,
basta ver uma (nao necessariamente) espiral logaritmica na natureza, para alegarem a
presenca de &, seja na concha de nautilus, num girassol ou numa galdxia, por exemplo.
No entanto, ele comenta como as espirais logaritmicas podem ser indexadas por p e
obtidas com qualquer retdngulo ®, x 1, dando como exemplos para visualizacio as
espirais logaritmicas em seus retdngulos geradores com o valor correspondente de ®,

logo abaixo, como podemos conferir na Figura
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Figura 56: Espirais logaritmicas. Fonte: [22]]

Destaque-se, nesse momento, talvez um dos maiores exemplos de erros frequente-
mente repetidos, afirmar que a concha de nautilus possui suas camaras internas com

crescimento constante dado por ® e, assim, seria a concha uma Espiral Aurea. Mas ao
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se comparar, mesmo que com uma espiral manualmente feita, Spira obteve como taxa
de crescimento ®, = 1,332 conforme pode ser verificado na Figura ou seja, um

valor extremamente longe do Numero de Ouro.

Figura 57: Espiral logaritmica sobre uma concha de Nautilus. Fonte: [22]]

Segundo o livro [[15]], esse tipo de curva foi estudada por Jakob Bernoulli (1654-
1705) que a chamava de spira mirabilis (em latim, espiral maravilhosa). Ele introduziu
as coordenadas polares na Geometria Analitica, gerando facilidade para descrever tal

curva.

Considerando retangulos de lados a e b, com a > b, é possivel construir uma sequén-

. A . _ a c e
cia de retdngulos semelhantes reduzidos por um fator A~!, onde A = > ©8 quais irdo
convergir para um ponto O e o lugar geométrico que um de seus vértices ird descrever

serd uma espiral logaritmica de equacédo

20
r=CAm7

sendo, portanto, a Espiral Aurea apenas uma caso particular (quando A = ®) entre

infinitas espirais logaritmicas possiveis.

5.5 CORPO HUMANO E NAZISMO

Como sugere Spira em [22], a preocupagdo em questionar informacoes replicadas
ao longo do tempo e reconhecidas como tendo base na Matemadtica é necessdria para

combater o mau uso desta ciéncia como uma linguagem de poder.

Ao associar o conceito de beleza a Razdo Aurea, estipula-se um padrdo estético

questionavel e de possiveis consequéncias perigosas. Embora possam existir algumas
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propor¢oes do corpo humano dentro do intervalo de aceitacdo, muitas das razoes re-
queridas sdo baseadas no sistema vitruviano (ou seja, em razoes simples, racionais).
Além disso, hd muitos locais utilizados nas medicoes podem ser facilmente manipu-
lados (o umbigo, por exemplo, que por ter um didmetro, nao se trata de um ponto

exato).

Para os entusiastas, ao dividir a altura de uma pessoa pela altura de seu umbigo,
quanto mais préximo o resultado estiver do valor de ®, mais bela ela devera ser con-
siderada. Para compreender como afirmac¢des como essas podem ser nocivas, Spira
menciona que em Le nombre d’or: clé du monde vivant, escrito por D. Néroman em
1940, ha a defesa da ideologia de que a humanidade esta em constante evolucdo espi-
ritual e que o grau desse desenvolvimento pode ser obtido verificando o qudo préxima

da Propor¢éo Divina estd a altura do umbigo das mulheres de uma “raga”ﬂ

Séo apresentado desenhos a méo livre (ver Figura com uma linha horizontal
indicando a posicdo onde a mulher é dividida na Razdo Aurea, possibilitando a com-
paracdo visual de mulheres de “racas” distintas se encontra. Vale contextualizar o
periodo no qual a publicagdo original foi feita, durante a Segunda Guerra Mundial
(1939-1945), indicando a defesa de ideais nazistas pelo autor que, para nao deixar
duvidas, reforca o preconceito enfatizando que negros e judeus se encontram na parte

inferior da escala de evolucao.

FiG. 35 his. — Le Nombril kumain %
Al La Vinus de Médicis. — 8) Femme Hotteniok métisiée (tribu Fic. 13 ev.

— Le Nombril humain
Korana, Afrique Awstrale). — ) Femme Tamoule (Ceylan). GJ Jeume siamoise. — H) Femme Amahars (Abyssinieh. — JJ Femme
Dj Jeure femme arsbe de Tunis. — Ej Femme Wende (lave). —  malaise de Batavia. — &) Jeanc Negrille (Afrique équatariale). — L)
FJ Cinghalaise de Ceylan. Hollandaise de Scheveningue. — Af) Femme juive

Figura 58: Comparacao do “desenvolvimento espiritual”. Fonte: [22]]

4 O conceito de raca, na realidade, foi uma invencéo social e cultural, afinal existe apenas a espécie hu-

mana.
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Com tal exemplo, fica claro como pode ser nocivo tipificar as pessoas, utilizando
para isso argumentos supostamente baseados na Matematica. No inicio do século XX,
classificavam as pessoas por testes chamados de Quociente de Inteligéncia, o famoso
teste de Q.I., tendo como consequéncia a esterilizacdo forcada daqueles considerados
na faixa inferior, ditos idiotas, além do estabelecimento de restricbes na imigracdo
nos Estados Unidos da América e posteriormente a morte de pessoas em campos de
concentracdo durante a Segunda Guerra Mundial. Seja usando pontuacao atingida
num teste de Q.I. ou a propor¢do do corpo, a ideia é a mesma, a de uma suposta
ciéncia classificar e reivindicar o preconceito e divisoes sociais. Parafraseando [22]], a

Matematica pode ser mais poderosa que espadas.

5.6 LIVROS DO PNLD 2017

Durante o ano de 2016, professores do Ensino Fundamental 1’| da rede pblica do
pais tiveram acesso a livros do PNLD 2017 em suas escolas para avaliarem e indicarem

qual colecgao gostariam utilizar durante o triénio 2017-2019.

Dentre as opcOes, comentaremos alguns pontos da colecéo [7]@ por ter chamado
a atencdo positivamente ao procurar abordar a Razio Aurea e a Sequéncia de Fibo-
nacci ao longo dos anos finais do Ensino Fundamental II, porém reproduz diversos dos

pontos dubios ou equivocados como sendo irrefutaveis.

No livro do sétimo ano, no capitulo sobre proporcionalidade, é apresentado para
leitura o texto A propor¢do na arte - Antiguidade e Renascimento (ver Figura onde
logo abaixo a nota destinada ao professor orienta estimular os alunos a lerem ao final
da Unidade sobre a Razdo Aurea (ver Figura devido ao vinculo existente entre as
redagbes. Porém a divergéncia entre pesquisadores deixa claro néo ser possivel validar
o uso meticuloso da Proporcao Divina por Fidias, inclusive a época em que ele viveu
ndo ha comprovacio de que os gregos ja tivessem conhecimento sobre ela. O mesmo
ocorre com Policleto que viveu de 480 a.E.C. a 420 a.E.C., inclusive Markowsky em
seu artigo [16] questiona as medicOes realizadas por Boles e Newman na escultura
Doryphdros por ter pontos considerados possiveis de manipulagdes (como exemplo o
joelho), além da proporcao entre os lados esquerdo e direito ndo serem a mesma, mas

mesmo assim é dada uma razao com precisdo improvavel no valor de 1,61803. Outro

Do 62 ao 92 ano.
Optamos em expor as figuras referentes as paginas utilizadas para os comentarios em ordem de apareci-

mento nos livros ao final deste capitulo.
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ponto é sobre o sistema vitruviano que, apesar de entusiastas defenderem a presenca

da Razao Aurea, na realidade era baseado em razdes racionais.

Mas ao final da Unidade, na parte sugerida para leitura anteriormente, fica ainda
mais claro a linha de abordagem sobre o assunto que ocorre ao longo de praticamente
toda colecdo (ver Figura . Ao tratar de maneira explicita sobre a Razdo Aurea,
frequentemente busca relacionar o Retangulo de Ouro com obras de artes, constru-
cOes e natureza, além de uma constante afirmacdo que os gregos consideravam essa

proporc¢do mais esteticamente agradavel.

Sobre essa suposta relacdo com a beleza, Markowsky, em seu artigo [[16], indica que
muitas das alegacOes sobre a preferéncia das pessoas pelo Retdngulo de Ouro devem
ter como base as experiéncias de 1860 de Gustava Fechner, onde se pedia para as
pessoas escolherem o retangulo mais agradavel dentre dez retdngulos com proporcoes

variando de 1 (quadrado) para 0,4.

Porém a limitacdo do teste faz com que o resultado seja questionado e, entdo é
sugerida uma investigacdo com 48 retdngulos, ora distribuidos aleatoriamente, ora
organizados em ordem crescente como pode ser visto na Figuras e respecti-
vamente. A conclusdo obtida no artigo [[16] mostra ndo haver indicios que justifique a

importancia estética da Propor¢édo Aurea.

(10O D10 N A A I I N N | J

DO OCO 0O o s s s s
D OoOooorg oo
O 0 0 OO O Cd0Cd I I
OC0 O0CaO0 O g g 0o o o 0o o 0o
1T o9 g oo 000000 o o o o

(a) Organizados em ordem de razao aleatdria. (b) Organizados em ordem de razéo crescente.

Figura 59: Retdngulos com razdes que variam de 0,4 a 2,5. Fonte: [|16]]

Mas nos livros do 72 ao 92 ano da colecéo [|7]] a ideia de uma estética mais agradavel
em obras de artes e construcdes dada pela Razdo Aurea é defendida frequentemente

conforme mostram as Figuras 64 e Inclusive é garantida a
presenga do Retdngulo Aureo nas dimensdes do Partenon (ver Figuras e
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e no quadro da Monalisa (ver Figura |61)), fatos vistos respectivamente nas Subsecoes

5.2.2]e[5.3. 1] ndo serem corretos.

Ainda sobre as Figuras [61] e observe o erro ao fazer arredondamento da ra-

7
zao obtida respectivamente na atividade 2 e ao final do texto, 1380/2 i 1,6831140. ..

teve considerado como valor aproximado 1,6 ao invés de 1,7. Outro detalhe também

chama a atencfio nas Figuras[61]e[64} o aviso que as imagens nfo estdo em proporcio
serve de alerta aos interessados em conferirem as razdes usando régua restando para
esses acreditarem na informacdo ou procurarem outro meio para verificacdo (se é que

¢ possivel).

O famoso equivoco, comentado na Secédo de relacionar a concha de Nautilus
com a Espiral Aurea obtida com Retingulos de Ouro, muitas vezes com lados de me-
didas iguais aos termos da Sequéncia de Fibonacci, também configura entre os pontos
no minimo controversos porém apresentados como incontestaveis na colecao [|7]] con-

forme pode ser visualizado na Figura[66|.

Apesar de ser interessante a intencdo de abordar a Razio Aurea ao longo dos anos
finais, aprofundando e reforcando suas propriedades de um ano para o outro, se faz
necessario refletir sobre os cuidados ao tratar o assunto para nao reproduzir distor¢oes
no conhecimento. Para finalizar com mais uma amostra disso, na Figura |68| € possivel
ler que Fibonacci teria criado o problema dos coelhos durante sua visita a uma fazenda;
seria tal afirmacdo baseada em algum documento histérico, o que nao é provavel pelo
material pesquisado para esta dissertacdo, ou uma tentativa apenas de deixar o pro-

blema mais atrativo, porém, neste caso, sem dar o devido valor a historiografia?

119
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‘ Leitura
A proporcéo na arte — Antiguidade e Renascimento \

Na Grécia antiga, o periodo que vai-do século
V a.C. ao século IV a.C. é conhecido como Periodo
Classico. Nesse momento histérico, a arte grega
se caracteriza principalmente pela busca de equi-
librio, harmonia e beleza. Na escultura classica,
artistas como Fidias (c. 490 a.C.-432 a.C.) e Poli-
cleto (480 a.C.-420 a.C.) buscavam as proporcées
ideais do corpo humano.

Em meados do século V a.C, Policleto escre-
veu um tratado, o Cdnone (regra), no qual descreve
sua concepcao das proporcoes matemadticas ideais
do corpo humano. A escultura Doriforo (do grego
Doryphodros, ‘portador de lanca') ilustra essas teorias.
Para Policleto, um dos principios da proporcéo ideal
era que aaltura do corpo humano deveria correspon-
der a sete vezes a altura da cabeca.

A preocupacdo em representar as proporcoes
ideais do corpo humano aparece também no Renas-
cimento, periodo da historia da Europa (aproxima-
damente entre fins do século XIIl e meados do século
XVII) marcado por transformacées que assinalam o
final da Idade Média e o inicio da Idade Moderna e ca-
racterizado por grandes mudangcas nas artes, na filo-
sofia e nas ciéncias.

ORenascimento se destacou por uma retoma-
da do pensamento e da arte da Antiguidade classica
e pela valorizacao do ser humano como centro do
Universo. Artistas como Leonardo da Vinci (1452
-1519), Michelangelo Buonarotti (1475-1564) e Rafael
Sanzio (1483-1520) criaram obras de grande rigor na
proporcao das formas, buscando transmitir beleza e
harmonia.

O Homem Vitruviano (veja a reproducéo ao
lado) é um desenho de Leonardo da Vinci, realizado
por voltade1490, que representa uma figura mascu-
lina, em duas posicdes sobrepostas de bracos e per-
nas estendidos, desenhada dentro de uma circunfe-
réncia e de um quadrado. Trata-se de um estudo das
proporcoes do corpo humano, com base no tratado
De Architectura, do arquiteto romano Marcus Vitru-
vius Pollio (c. 90 a.C.-20 a.C.), para quem os edificios
deveriam se basear na simetria e proporcio da fi-
gura humana. Segundo Vitruvius, o corpo humano,
com os bracos e pernas estendidos, deveria se ajus-
tar perfeitamente a circunferéncia e ao quadrado.

" Akg-mages/Latinstock

Homem Vitruviano, desenho de Leonardo da Vindi, c. 1490.

@ Estimule os alunos a ler o texto do final desta Unidade, na secdo Ponto de chegada, que trata sobre a razdo aurea, assunto relacionado a este

(214 ) Capitulo 7 * Proporcionalidade

Figura 60: Retdngulo de Ouro. Fonte: I]ZI] (sétimo ano)
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Ffﬂ Ponto de chegada & |

As imagens desta pagina ndo estao

A Matematica no texto el e b

Retangulo aureo ou retangulo de ouro Os antigos gregos diziam que o retangulo de ouro
Se a razdo entre a medida do comprimento e a : € perfeito, equilibrado e harmonioso a nossos olhos.
medida da largura de um retangulo ¢ de aproximada- Por isso, muitas esculturas e obras de arquitetura gre-

mente 1,6, entdo ele ¢ chamado de retangulo dureoou : 8as foram construidas de acordo com a razdo aurea.
retangulo de ouro. :  Por exemplo, o Parthenon de Atenas, templo grego em

homenagem a deusa Atena, construido no século
5 a.C,, pode ter sua fachada inserida em um retangulo
de ouro, como representado a seguir.

Banco de imagens/
Arquivo da editora

Retangulo dureo

Arazdo % = a: b=16, chamada de razio aurea

ou razdo de ouro, aparece em diversos elementos da
natureza e objetos feitos pela humanidade, como obras
de arte e de construcdo civil.
Observe alguns exemplos nas figuras abaixo.
b

Victor Maschek/Shutterstock/Glow Images.

Parthenon, em Atenas (Grécia). Foto de 2014.

2
2
3
/3
b
<
3
g
£
2
s
=
2
2
&

Pinheiro Vaso grego

Paulo Manzi/Arquivo da editora

Representacdo do Partheq

O texto expl gtg brevemente o que sao@
g retangulo aureo e arazao aurea,
{1 descrevendo alguns lugares onde esse
retangulo pode ser encontrado.
1. Explique com suas palavras aideia principal do texto.

2. 0 Parthenon tem 30,70 m de largura e 18,24 m de
altura. Confira se essas medidas formam um retan-
gulo de ouro. Sim (30,70 : 18,24 =16).

Leonardo da Vinci/Museu do Louvs

3. Imagine que voce esta desenhando a fachada de um
prédio cujas medidas formam um retangulo de ouro.
Em seu caderno, a altura dessa fachada mede 10 cm.
Quanto deve medir a base, sabendo que ela € maior do

No quadro mais famoso do mundo, Mona Lisa (1503-1505), de
Leonardo da Vinci, 77 cm X 53 cm, 6leo sobre tela, podem ser :
observados diversos retangulos dureos. : que a altura? 16 cm (altura: 10 cmy; base: 1,6 - 10 = 16 cm)

Figura 61: Sobre proporc¢do na arte. Fonte: (sétimo ano)
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Casa de Tipos/Arquivo da editoca

i

£
@ Este assunto foi
abordado no 72 ano desta
colecdo.

Fi (®): o nimero de ouro dos gregos

Voceé ja deve ter estudado que arazao aurea (ou razao de ouro) € represen-
tada por 1,6. Esse numero corresponde a um valor racional aproximado do nime-
ro de ouro dos gregos, um numero irracional representado pela letra grega ® (fi
maitisculo). Seu valor é dado por:

o= ”Z‘E =16180339887...

Essa expressao era muito utilizada por Fidias (490 a.C.-432 a.C.), escultor
grego encarregado da construcdo do Parthenon, templo situado em Atenas e que
data de 440 a.C. Em homenagem a esse escultor, utilizamos o ® (fi) para repre-
sentar a razao de ouro.

Para os gregos antigos, esse numero
representava harmonia, equilibrio e beleza.
Ele aparece em diversos lugares, por
exemplo, no corpo humano, nas artes, na
arquitetura e na natureza.

Em algumas pessoas, ao dividirmos
a altura (a) pela distancia do umbigo até
o chao (b), obtemos aproximadamente
1,6 (numero de ouro aproximado).Veja a
representacao ao lado.

Lov Dolgachov/Shutterstock/Glow Images

3070m

e ——

O esquema ao lado representa o

824m  parthenon, com as medidas de sualargu-
ra e de suaaltura. Verifique que a medida

da largura dividida pela medida da altura
também vale aproximadamente 16

(30,70m : 18,24 m =1,).

i

30' Capituto 1 ® Conjuntos

Parthenon

Observeosvalores .
doinverso e do quadrado de ®.
“~__ Vejaqueinteressante! -

e e

Mauro Souza/Arquivo da editora

@ =1618034..
$'=0,618034..
P2 =2618034..

Figura 62: Retangulo de Ouro e o Partenon. Fonte: (oitavo ano)
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Proporcéo aurea e numero de ouro

retangulo aureo, ou de ouro, dos gregos éum  :
) especial em que valem as relacdes entre o :

$
H
3
(c) ealargura (€): §
H
g
3

Partenon, na acropole ateniense (Grécia). Foto de 2014.

Se considerarmos ¢ = 1, a propor¢éo sera:

' : A £ pap o
: § 7 1_e—)€+€ 1=0

Banco do Imagenw/Arquivo da ediiors

O valor % inverso da raiz positiva dessa equa-

e

c

| : cao, é chamado nimero de ouro.
: : Em seu caderno: @ Vejaasresolugges no @

: Manual do Professor.
proporcéo durea pode ser observada em : q) apartir dainformacdo dada acima, determine o
situacoes. O templo grego Partenon, por numero de ouro dos gregos. JeerT

tem suas medidas apoiadas na proporcao &) considerando Y5 = 2,2, calcule o valor aproxi-
: mado do numero de ouro. 16

Unidade 1 ® Numeros reais e equagoes @

Figura 63: Retdngulo de Ouro. Fonte: [7]] (nono ano)
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A divina proporcdo: o numero de ouro

Vocé acredita que pode existir um numero com propriedades magicas, g
represente beleza, perfeicao e harmonia? Que teria sido utilizado ao longo dos se
culos por matematicos, cientistas, artistas e, por incrivel que pareca, estaria prese
te na natureza? Pois esse numero existe e vocé ja o conhece dos anos anterior
Vamos retoma-lo.

Considere um segmento de reta AB cuja medida AB é de Tunidade de com-
primento.

Nele, podemos localizar um ponto C, de tal modo que C divide AB na seguinte
proporcao: a razdo entre o segmento de reta todo e a parte maior € igual a razdo entre
a parte maior e a parte menor. Assim:

[a}

L dm
imagens/
editora

Banco de
Arquivo da

X 1=

AB _ AC jar s o e X T inkia Spa T
Ac g OUSeja: o= = X T—x=%Frx 10
= oo NG =1 :
Resolvendo essa equacao, o valor positivo de x == Consideremos a

2 _ /Bl 3T
J5 -1 5—1 2

razao 1=
X

1+/5

2
por niimero de ouro ou razao de ouro, ou ainda, razdo aurea.

Este numero irracional , cujo valor aproximado € 1,618034, ¢ conhecido

Para os gregos, o numero de ouro representava harmonia, equilibrio e beleza.
Por esse motivo, muitas construcdes gregas tinham como base esse niimero. Mas foi
no século Xl que o matematico Leonardo de Pisa (11770-1240), cujo apelido era Fibo-
nacci, constatou que o niimero de ouro estava presente também na natureza. No Re-
nascimento, a revalorizacao dos conceitos estéticos gregos levou grandes artistas,
como Leonardo da Vinci, a utilizar o nimero de ouro em suas obras.

Veja os exemplos a seguir. Em ambos ha arazao bﬂ =16

As imagens desta
paginanao estao
representadas em
proporcao.

Miolo de um girassol.

@ numero de espirais
no sentido anti-horario
(aproximadamente 34);
b: numero de espirais
no sentido horario
(aproximadamente 21).

Dusan Jankovic/ShutterstockiGlow images

Estrela-do-mar

—

106) Capitulo 4 ¢ Proporcionalidade em Geometria
~—

Figura 64: Atividades envolvendo a Sequéncia de Fibonacci e o Retdngulo de Ouro. Fonte:

(nono ano)



Exercicios

17. Retéangulo de ouro ou retangulo dureo
Atividade em dupla
Examinem estes retangulos:

X

|

/ﬁm

e, em seu caderno,

facam o que

Sy

Mauro Souza/Arquivo da editora

o) Qual é arazdo aproximada entre as medidas do
comprimento e da largura de cada retangulo?
(Considerem apenas uma casa; dgecm?al )8

b) Escrevam no caderno as dimensées dos pro-
ximos trés retangulos dessa sequéncia.
21por 13; 34 por 21e 55 por 34

Figura 65: Atividades envolvendo a Sequéncia de Fibonacci e o Retdngulo de Ouro. Fonte:

(nono ano)

5.6 LIVROS DO PNLD 2017

€ a soma dos dois anteriores.)
) Qual é a razdo aproximada entre a medida do

[ﬁd) 89,144, 233'(A pértir do terceiro numero, cada termo @

| comprimento e amedida dalargura de cadaum

dos trés novos retangulos? 15

d) Descubram como comecou a sequéncia que
vem a seguir e completem-na no seu caderno
commais trés niimeros: 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21,34,
55,@& & &, ..

) Essa sequéncia é conhecida como sequeéncia
de Fibonacci(leiamais a respeito disso no tex-
to "A sequéncia de Fibonacci e a criacdo de
coelhos", da secdo Leitura, pagina 110). Com-
parem os nuimeros da sequéncia de Fibonacci
apartir do quarto termo com as dimensdes dos
seis retangulos anteriores. O que vocés des-
cobriram? Os numeros s&o os mesmos.

f) Usem a calculadora e dividam cada termo da

@ sequéncia de Fibonacci pelo seu precedente.

Por exemplo, 233 : 144; 144 : 89; etc. O que

vocés descobriram?
O resultado € sempre aproximadamente 1.6.

Todo retangulo que tem a razdo entre a medida
de seu comprimento e a medida de sua largura

igual ao numero de ouro _*/5%1 =16 écha-

mado de retangulo de ouro. O numero 1,6 ¢ uma

aproximacdo racional do numero irracional

NN

gty
Por isso, consideramos retangulo de ouro todo
retangulo no qual essa razdo é aproximada-
mente 1,6.

1,61803399..., valor de

retangulo
de ouro —

c

/51
==

=16

Segundo os gregos, esse retangulo € o mais
agradavel aos olhos humanos, & o mais perfeito,
0 mais equilibrado, o mais harmonioso.

llustragdes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Unidade 2 * Funcoes e Geometria @
i i

q
4
o
ool
ocs
K55
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18. Construco de um retangulo de ouro
A construcdo de um retangulo de ouro é bem sim-
ples. Veja como devemos proceder.
Iniciamos com um quadrado ABCD.
Determinamos os pontos médios Mde DC e N
de AB.
Com o compasso, tracamos dois arcos: um com
centro em Me raio MB e outro comcentroem Ne
raio E.Pmlongamos oslados AB e DC atéinter-
sectarem esses arcos em E e F. Tracamos o seg-
mento dereta EF.

5 A N B E
B I
H !
| i
| /
v
! X |
€ | AN
£ 3 ? \|
H /N i \
£ : |
!
2 D Vi €. F
/
/

lustragoes

"IN

[ Estd construido um \
{ g |
\ retdngulo dureo )

e

Mauro Souza/Arquivo da editora

o) Confira se a razdo entre as medidas do com-
PFifento e dalargura é de aproximadamente

b) Vocé também pode construir um retangulo de
ouro. Siga os passos acima e desenhe em seu

caderno um retangulo de ouro com largura de
2 Basta comecar construindo um
* quadrado com 2 cm de lado.

- Considere o valor aproximado 1,6 para o niimerg

@ Veja as resolucdes deste exercicio no Manual do Professe

de ouro, copie em seu caderno e substitua os B

pelos valores adequados.

@) Em um retangulo de ouro, se 0 comprimente
mede 5,6 cm, a largura mede apraoximada
mente B. 35cm

b) Se a largura de um retangulo de ouro é de
5,6 cm, amedida do comprimento é aproxima-
damente . 896cm

c) Se o perimetro de um retangulo de ouro é de
104 cm, esse retangulo tem dimensdes de
aproximadamente & por ®. 32cm:20cm

Figura 66: Retangulo Aureo e a concha de nautilus. Fonte: Iﬁ] (nono ano)
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e
",A TS
55

20. Examine com atencao cada um destes trés triangulos isosceles: i

Agora, faca o que se pede em seu caderno.

o) Qual deles Ihe parece mais equilibrado, mais harmonioso, mais bonito? Resposta pessoal.

S5cme40cm;30cme

: —_— —_— — — — 2
5} Use umareégua e meca os segmentos dereta AB e BC; MN e NO; PQ €QR. 15cm: 4.0 cme25cm,

@ <) Com uma calculadora, determine o valor dasrazoes A8 MN ¢ PQ co- (55 45 (30:15)116(4:15)

BC' NO " QR

21. Trigngulo de ouro ou tridngulo sublime A
Os gregos chamavam de triangulo de ouro ou tridngulo sublime todo triangulo isosce- / \
les, como o da figura ao lado, que tem a razdo % com valor aproximado de 1,6 (aproxi- / \‘\
macdo de 1,618033989...). Segundo eles, esse triangulo era o mais belo, o mais equili- x/ \\‘x
brado e o mais harmonioso aos nossos olhos. // \\
Responda. / \‘\
<) No exercicio anterior, qual dos tridngulos é um triangulo de ouro? 2P0R. pois % =16. // - \

) E voce, escolheu esse tridngulo como o mais bonito? Resposta pessoal.
22. Use16 para o numero de ouro e construa em seu caderno um triangulo de ouro com base de 2 cm.

23. Faca em seu caderno as medicdes necessarias e verifique, no pentagono regular desenhado abaixo, o valor
aproximado da razdo entre d (medida de uma diagonal) e ¢ (medida de um lado). —j,’- = % ~16

E

H = L ZFTRR s ARG o Al
< g S . - e e = L3
§ ~~ Temos aqui mais um caso B > e ?g
g interessante no qual aparece o nimero de ouro: = §§
2 é possivel provar que, em todo pentdgono regular, . 5
arazdo entre a medida de uma diagonal e = g
- .. V5 +1 ' ks
a medida de um lado éigual a 32 i 1. =g
L T H

. onimerodeouro.

S L — d _ V5 +1
¢ 2

Use essa propriedade e calcule a medida exata da diagonal de um pentagono regular cujo perimetro € de
30em. (345 +3em (30:5=60acok &= LEE1 5 5=345 +3]

N

™
[}

6= x=2-16=232) e =,
é Unidede 2 * FunceseG tria

Figura 67: Tridngulo Aureo e o pentigono regular. Fonte: IEI] (nono ano)
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@ Voce sabia?

Ha inumeras aplicacées do retangulo
de ouro na arte. Na obra O nascimento
de Vénus, o pintor italiano Sandro
Boticelli (1445-1510), um dos mais
importantes artistas do
Renascimento, procurou representar
o corpo de Vénus, deusa romana da
beleza.

A razdo entre as dimensoes do quadro
(172,5 cm X 278,5 cm) € umarazao
aurea. Verifique com uma calculadora.

0 nascimento de Vénus, 1485, témpera sobre
atela, obra de Sandro Boticelli.

Sandro Botticelli/Galeria Dagli Uffizi, Florenga, Italia

B

278,55 43
w5 '
<= ;
‘ Leitura
A sequéncia de Fibonacci e a criacdo de coelhos \

No século XIII, o matematico Leonardo de Pisa visitou uma fazenda onde
havia uma criacio de coelhos e pos-se a refletir sobre a reproducéo rapida
desses animais.

Supondo gue cada casal gere umnovo casal depois de dois meses e que, a partir
dai, gere um casal todo més, fica formada uma sequéncia especial com numeros na-
turais. Supondo que os coelhos tivessem vida eterna, a sequéncia seria infinita.

Esquematicamente, temos:

Stefano Bianchetti/Corbis/Latinstock

]

[ Mes| Casais | Numerodecasais = Casais que ddo cria

! f ; Fibonacci (Leonardo de Pisa)
' A 1
2° A 1 A g
i :
3 AB 2 A F
:
40 ABC 3 AeB z
50 AB,C,D,E 5 ABeC :
6° A.B,C,D,EF,GH 8 AB,C,DeE F
7¢ | AB,CDEFGHLLKLM 13 A B CD,EFGeH Casal de coelhos )
etc. |

Essa sequéncia, em que cada termo nos da o numero de casais de coelhos, € a sequéncia de Fibonacci,
que vocé viu na pagina 107.
(1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55, 89,144,233, ...)
Observe que obtemos um termo qualquer dessa sequéncia, a partir do 3¢, somando os dois termos imedia-
tamente anteriores a ele. Por exemplo:3 =2 +1;34 = 21 + 13; etc.
Além disso, a partir do 5° termo, a razdo entre cada termo e seu precedente esta sempre proxima de 1.6

(valor aproximado do numero de ouro): % =1666..; —g— =16; 183- = 1,625; e assim por diante.

@ Use uma calculadora e verifique com mais alguns termos.

1o

Figura 68: Obra de arte e a sequéncia de Fibonacci. Fonte: (nono ano)




CONSIDERACOES FINAIS

Vimos como o Numero de Ouro possui uma histdéria de pelo menos mais de dois mil
e trezentos anos, com o primeiro registro explicito na obra de Euclides, Os Elementos.
Mostramos como muitas das propriedades tidas por entusiastas da Razdo Aurea como
surpreendentes na realidade estio relacionadas ao polinémio x> — x — 1 = 0. Além da
sua presenca na geometria, em que se destaca o pentdgono regular e suas diagonais
que formam o pentagrama de onde temos seus segmentos se intersectando em Razdo
Aurea e o Retangulo Aureo do qual com movimento simultineo de rotacfio e contracio

obtemos uma espiral logaritmica.

Revelamos como a sequéncia de numeros 1,1,2,3,5,8,13,... ficou conhecida como
Sequéncia de Fibonacci, apesar de haver registros dela na India anteriores a publicacfio
do livro Liber Abaci de Leonardo de Pisa. Assim como, a razio entre seus termos
tendem a @ e diversas de suas propriedades aritméticas. Alids, com o uso de algumas
das vérias proposicoes de divisibilidade, conseguimos provar a existéncia de infinitos

numeros primos.

Mas o intuito do trabalho ndo era simplesmente expor relacoes e propriedades da
Razdo Aurea e da Sequéncia de Fibonacci, fatos esses frequentemente abordados. Di-
ferenciando, portanto, do que normalmente se encontra nas pesquisas, verificamos
como o Numero de Ouro € na realidade um caso particular de um conjunto de nime-
ros irracionais com propriedades semelhantes que podem ser obtidos através de uma
recorréncia linear de segunda ordem homogénea, sendo a Sequéncia de Fibonacci tam-

bém um caso especifico dela.

Além desse importante fato matemadtico geralmente ignorado ou simplesmente nao
mencionado quando se discute o assunto, desvendamos os equivocos cometidos quando

se tenta associar a Razdo Aurea a construcoes, obras de arte, natureza e o corpo hu-
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mano. Vale ressaltar que esses sdo pontos geralmente predominantes e com necessi-
dade de um arduo trabalho para desmistificd-los. Mas ndo se restringe a eles, como
exemplo, se alega a possibilidade de prever o comportamento do mercado de acoes

através do qudo proximo um indice se aproxima de & ou do seu inverso ¢.

Foram apresentadas possibilidades de atividades que contemplam o assunto, sem
subjetividades ou malabarismos numéricos, e oportunizam aos professores elaborarem
problemas para explorarem conceitos de geometria, desigualdade de médias, analise

combinatdria, eletricidade, reflagdo da luz, entre outros.

Mas esse trabalho nao esgota todas possibilidades de abordagens referentes a Razédo
Aurea e a Sequéncia de Fibonacci. Como exemplo, hd um interessante estudo sobre
ladrilhagem de simetria quintupla baseada nos estudos, em 1974, de Roger Penrose
(1931). Porém, espera-se contribuir para a desmistificacdo do tema levantado e gerar
reflexdo sobre informacoes quase consagradas que na realidade nio passam de repe-
ticoes de publicacdes ou discursos equivocados. Assim como Markowsky comenta em
seu artigo [16]], as propriedades matematicas geralmente sdo abordadas corretamente,
no entanto, quando relacionada a arte, arquitetura e estética, entre outras situacoes,
a aplicaciio da Razdo Aurea se torna questiondvel, apesar de ter ganhado status de

conhecimento comum e de conotacéo religiosa.

Em relacdo a parte histdrica, é importante ressaltar como as diferentes fontes podem
mostrar dados divergentes, provavelmente devido ao documento no qual um autor se
baseia ser diferente do outro. Mas o que mais chama atencéo é como em quase todas
ha uma supervalorizacdo da cultura ocidental em detrimento da oriental. Como se pra-
ticamente todo o conhecimento acumulado ao longo dos séculos fossem méritos dessa
civilizacdo e na outra ndo houvesse avancos significativos. Em especial, a consagracao
de nomes muitas vezes apenas por compilarem conhecimentos da época ou por sim-
ples citacoes (ndo que isso ndo possa ser significativo). Importante entdo, assim como
Tatiana Roque procura mostrar em sua livro [20], uma visdo mais critica em relagédo a

informacdes histdricas.

Por esse motivo, encerramos o capitulo anterior questionando a apresentacao de cer-
tas informacoes no livro didatico. Vivemos uma era em que a difusao de informacdes
foi extremamente facilitada com o desenvolvimento tecnolégico e o uso da internet.
Apesar dos varios pontos positivos ganhos com isso, faz-se necessdrio cada vez mais to-
mar cuidado com a veracidade dessas informacgbes a que se tem acesso e ndo propagar

dados enganosos.



CONSIDERAGOES FINAIS

A necessidade de desmistificagdo do tema desenvolvido ao longo deste trabalho, bem
como os equivocos a respeito da aplicacdo da Razdo Aurea apresentados corroboram
a afirmacdo acima, e representam uma oportunidade do professor gerar debates sobre

o assunto e conscientizar, por exemplo, sobre a importancia do método cientifico para

continuarmos avancando.

No entanto, vale salientar que os equivocos apontados neste trabalho ndo desmere-
cem ou anulam a abordagem com o Numero de Ouro em sala de aula. Ao contréario, o
devido debate e reflexdo acerca deste tema sdo fundamentais para que ocorra, de fato,
sua desmistificacdo. O uso do método cientifico, aliado a uma andlise critica do as-

sunto, sO tem a contribuir no que se refere ao estudo da Matematica, para professores
e alunos.
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Neste apéndice, apresentaremos uma deducdo dos resultados envolvendo recorrén-
cias lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes utilizados no

Capitulo |3| Nossa principal referéncia serd [17]].

Definicdo A.1. Uma recorréncia linear de segunda ordem tem a forma
Xn + f(m)xn—1+8(M)xy—2+h(n) =0
onde f, ¢ e h sdo funcdes a valores reais definidas no conjunto niimeros naturais e g(n)

é ndo-nuld| Se h(n) = 0 para todo n € N, a recorréncia serd chamada homogénea.

Trataremos de recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas com coeficien-

tes constantes, isto é, de recorréncias da forma
Xns2 + PXp1 +Gxn =0

onde p e g sdo nimeros reais e g # 0.

A recorréncia x,.2 + px,41 + qx, = 0 serd associada uma equacdo do segundo grau,

2 + pr +q = 0, chamada equagdo caracteristica.

Proposicio A.2. Se 1 e rp sdo raizes da equacdo caracteristica 1> + pr+q = 0, entdo
Xy = 11} + cory € solugdo da recorréncia Xp.p + pXpi1 + X, = 0, quaisquer que sejam ¢y e

Co constantes reais.

Demonstragdo. Sejam cq e c, nimeros reais. Substituindo x,, = ¢17] + cpr} na recorrén-
cia X,42 + pxns1 + X, = 0 e, em seguida, agrupando as parcelas de maneira conveni-

ente, obtemos:

1 Caso g(n) = 0 para todo n € IN, a recorréncia seria de primeira ordem.

133



134

RECORRENCIAS LINEARES

(c1rT+2 + czr§+z) + p(clr’fr1 + czrgﬂ) +q(c1ry] + cary)

Xn+2 + PXp+1 +4Xn
ne,2 ne,2
= cri(ri +pri+q)+cary(ry + pra +q)
= ¢1-04c-0

=0

O]

O resultado a seguir garante que se raizes da equagéo caracteristica sdo distintas,

entdo todas as solucdes da recorréncia x,.2 + pX,41 + X, = 0 tém a forma descrita na

Proposicdo

Proposicdo A.3. Se as raizes r1 e rp da equagdo caracteristica r* + pr +q = 0 sdo distintas,
entdo todas as solugdes da recorréncia X,,» + pXxp+1 +qx, = 0 sdo da forma x,, = cir] +

cory, onde ¢ e c3 sGo constantes reais.

Demonstragdo. Seja x, uma solucdo qualquer de x;.2 + px,41 + gx, = 0. Vamos deter-

minar constantes reais c; e ¢, que sejam solucao do sistema de equagdes

C171 + Ca1p = X1
clr% + CQV% =X
isto é
’ 2 2
r3X1 —12X2 r1X2 —11X1
(l=—F—"— €& (p=———.
rira(r2 —r1) rira(r2 — 1)

O sistema sera possivel e determinado, ja que r{ #r, er; #0ery #0.

Afirmamos que x, = cir] + cory para todo n € IN. A escolha de ¢; e ¢, mostra que
esta igualdade vale para n = 1 e n = 2. Assumindo que a igualdade em questdo vale
para n e n + 1, mostraremos que o mesmo ocorre para 7 + 2. Do PIF seguird a validade

para todo n natural.

Xn+2 = —PXn+1 — GXn
—plerr ™+ oty — g(eg 7 + corl)
= —orf(pr1+q) — cary(pra +9)
n+2 n+2

2 2
—c1r](r] + pri+q) — cory(rs + pra +q) + c1r]{ ™ + cory
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Note que tanto o primeiro parénteses quanto o segundo sdo iguais a 0, pois r €

sdo raizes da equacdo caracteristica. Logo,

—c17 -0 — oty - 0+ 1712 + o1l t?

Xn+2

it 4 corli 2,

o que conclui a demonstracao. O
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