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RESUMO

Este trabalho tém como objetivo demonstrar a utilizacdo da modelagem em logica
fuzzy na tomada de decisOes, em particular na escolha da taxa SELIC de modo an-
tecipado, utilizando alguns dos parametros que servem para a decisdo pelo COPOM
(Comité de politica monetéaria), ao final poderemos verificar que o resultado real €é
compativel com o resultado fuzzy, podendo portanto este tipo de modelagem ser utili-
zada em outras situacoes. Também veremos a utilizacdo da légica fuzzy para controle
de proximidades, quando temos uma incerteza de quanto um objeto estara perto de
um obstaculo, como resultado veremos através de algumas execucdes do programa
que sera mais adequado utilizar a légica fuzzy do que a légica classica. Para essas
aplicacdes utilizaremos as linguagens de programacéo R e Kturtle, sendo um diferen-
cial pois sdo gratuitas e possibilitam a criacdo de outras aplicacées. Teremos antes a
demostracdo da teoria da 1égica fuzzy necessdaria para as aplicagdes propostas.

Palavras-chave: modelagem, fuzzy, controle
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ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to demonstrate the use of fuzzy logic modeling
in decision making, particularly in the selection of the SELIC rate in advance, using
some of the parameters that serve for the decision by the COPOM (Monetary Policy
Committee). We verify that the actual result is compatible with the fuzzy result, so
that this type of modeling can be used in other situations. We will also see the use of
fuzzy logic for neighborhood control when we have an uncertainty about how much
an object will be close to an obstacle, as a result we will see through some program
executions that it will be more appropriate to use fuzzy logic than classical logic. For
these applications we will use the programming languages R and Kturtle, being an
advantage because they are free and allow the creation of other applications. We will
first develop of the fuzzy logic theory required for the proposed applications.

Keywords: fuzzy, modeling, control
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo utilizar a légica fuzzy através da modelagem para
tomada de decisdes em que temos situacdes onde as informacoes sdo incertas e tam-
bém para controle de um robé evitando obstaculos. Mas antes o que é ldgica?

Légica vem do termo grego logiké que esta relacionado com razao ou ciéncia do ra-
ciocinio, segundo o fildsofo grego Aristoteles a 16gica objetiva o estudo do pensamento
e as regras e leis que o controlam. Podemos considerar que a légica é o estudo de
processos de inferéncia que a partir de antecessoras validas seguindo regras levam a
consequéncias verdadeiras, exemplo: na frase "Se fizer Sol vou para a praia", significa
que se for verdade que o dia esta com Sol com certeza eu irei para a praia.

Euler com circulos representando conjuntos e Venn com seus diagramas tornaram
mais simples a légica com sua representacdo geométrica. As propriedades dos con-
juntos tem semelhangas com proposi¢oes logicas, de forma a constituir a algebra dos
conjuntos, uma em particular, utilizando os principios de Aristdteles é representada
por apenas dois numeros, foi desenvolvida pelo matematico inglés Boole, que estudou
e empregou ideias algébricas no dominio da légica, sendo denominada de algebra bo-
oleana ou légica bindria ou légica a dois estados, exemplos: "sim'e "ndo", "ligado"e
"desligado", este tipo de logica é utilizada neste trabalho como "ldgica classica".

A l6gica bindria é largamente utilizada em computadores, pois € muito mais simples
reconhecer apenas dois estados associados aos numeros 0 e 1, do que reconhecer
10 estados diferentes para representar nimeros decimais, para realizar as operagoes
matematicos existem os operadores e, ou e negacao que podem ser implementados

em circuitos légicos.

Na implementacgédo de certos tipos de problemas o uso da légica classica pode ser
suficiente, mas temos situacoes com valores verdade imprecisos, como por exemplo o
que pode significar "calor", para alguns acima de 25°C é quente, para outros pode ser
acima de 30°C, poderiamos utilizar valores analdgicos, que resultariam em equacgoes
matematicas complexas que nem sempre teriam o resultado esperado. As situacoes
incertas precisam de uma modelagem diferenciada, podemos afirmar com 100% que
50°C é quente, podendo atribuir 70% para 25°C, este tipo situacdo é considerado um
modelo de légica fuzzy. A 1égica fuzzy € utilizada em situacées em que temos um grau
de certeza entre 0 e 1.



INTRODUGAO

O conceito de l6gica fuzzy foi introduzido, em 1965, por Lotfi A. Zadeh, reconhecido
como grande colaborador da légica, do controle moderno e da inteligéncia artificial.
Zadeh observou que os recursos disponiveis ndo eram capazes de automatizar ativida-
des humanas relacionadas a problemas de natureza industrial, quimica ou bioldgica,
que compreendessem situagdes ambiguas. Publicou um artigo resumindo os concei-
tos dos conjuntos fuzzy, revolucionando com a criacao de sistemas fuzzy. Esta teoria
prop0s a extensdo da logica classica através de uma funcdo que operasse sobre o inter-
valo dos numeros reais [0, 1].

Uma das principais aplica¢des da logica fuzzy é em sistemas de controle, onde os ter-
mos linguisticos sdo transformados em implicacoes légicas, como regras "Se ... entdo
..", que sdo utilizadas em controladores fuzzy, sendo que as informacdes e as regras
sdo fornecidas por especialistas ou extraidas de dados numéricos, temos como exem-
plo de controladores: os controles fuzzy de plantas industriais, refinarias, processos
biolégicos e quimicos, trocador de calor, maquina diesel, tratamento de dgua e sistema
de operacdo automatica de trens.

Na atualidade a ldgica fuzzy é aplicada em sistemas de controle e de suporte a
decisdo, onde a descricdo do problema nao pode ser feita de forma precisa. Esta me-
todologia tem sido aplicada em andlise de dados, construcdo de sistemas especialistas,
controle e otimizac¢do, reconhecimento de padroes; portanto, desde controle de aero-
naves a maquinas de lavar roupa, de andlise de estoques de venda a modelos genéticos,
de reconhecimento de escrita a ajuste de foco de cameras de video [12].

A tese esta organizada do seguinte modo:

No capitulo 1 apresentamos a definicdo de légica fuzzy, a comparacdo com a logica
classica, operacdes com os subconjuntos fuzzy e definicdo de a-nivel, veremos como
transformar nimeros reais em subconjuntos fuzzy e construcdo de funcoes de perti-

néncia e seus diferentes formatos.

No capitulo 2 serd dada a nocdo da ldgica fuzzy, seus conectivos e tabelas verdades
e transformacdes de uma sentenca em légica fuzzy através do Modus Ponens, com esta
teoria poderemos construir um modelador que transforme entradas reais em valores
fuzzy que serdo manipulados segundo regras estabelecidas inferindo resultados na
saida que poderado voltar a serem reais através do processo chamado defuzzificagao.

Finalmente no capitulo 3 utilizaremos o método do capitulo 2 para desenvolver um
sistema de modelagem fuzzy para a determinacdo da taxa SELIC e uma aplicacdo para
uso didatico com os alunos do percurso de um robd evitando obstaculos utilizando a

16gica fuzzy.



INTRODUGAO

Para melhor compreensado do assunto abordado tenho como sugestao a leitura dos
manuais dos programas R e Kturtle, que podem ser acessados nos préprios programas,
a leitura da bibliografia ao final da tese, assim como um conhecimento bésico da 1égica
classica.






CONJUNTOS FUZZY

Veremos neste capitulo o que sdo os conjuntos fuzzy, suas operagdes e o que é um
numero fuzzy, os conceitos servirdo de base para efetuarmos as operagdes necessarias a
serem utilizadas em um controlador fuzzy, a teoria desse capitulo tém como referéncia
o livro [7].

1.1 INCERTEZA

O que é incerteza? Segundo alguns dicionarios € falta de certeza, estado do que €
incerto, hesitacédo, duvida. Na nossa vida temos algumas certezas como uma ladmpada
estd acesa ou apagada [1, um objeto esta dentro de uma caixa ou fora dela, numa
partida de ténis ou vocé vence ou perde, podemos associar em matematica esses dois
estados aos algarismos O e 1, esta associacdo facilita em muito o uso nos computadores,
pois os mesmos tém mais facilidade de distinguir melhor apenas esses dois estados,
sendo que para o controle dos computadores ¢ largamente utilizada a 1égica cléssica.

Mas e para os casos em que existem duvidas? Como altura de uma pessoa, pois
se uma pessoa de 1,70 metros vivendo numa aldeia de pigmeus pode ser considerada
alta, mas vivendo na Holanda pode ser considerada baixa; o que pode ser considerado
quente? 20°, 25°, 30°, 35°, 40°; uma pessoa pode ser rica morando em uma favela ou
pobre morando em um bairro de empresarios, na figura [2| quando podemos dizer que
o copo esta cheio?. Para esses casos a logica classica € dificil de ser usada, para essa
situacao foi introduzida a teoria da légica fuzzy em 1965 pelo matematico Lotfi Asker
Zadeh.
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Figura 2: Copos cheios, meio-cheios ou meio-vazios?

1.2 PERTINENCIA

Na légica classica (também chamada ldgica crisp) um elemento pertence ou nédo per-
tence a um conjunto, ndo podendo estar contido parcialmente, geralmente associamos
o 0 para "ndo pertence'e o 1 para "pertence".

Na logica classica um elemento pertence ou ndo pertence a um conjunto, em termos
matemadtico podemos representar com o algarismo 1 que um elemento estd (pertence
a um conjunto) e o algarismo 0 para um elemento que ndo estd em um conjunto. A
relacdo de pertinéncia temos associado a nocdo de func¢éo caracteristica.

Definicdo 1.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fungdo caracteristica
de A é dada por
1 se xeA

xXalx) = 0 se x¢ A



1.3 SUBCONJUNTOS FUZZY

Temos que x 4 é uma funcao cujo dominio é U e a imagem esta contida no conjunto
{0,1}, sendo x4 = 1 indica que x estd em A, e x4 = 0 indica que x ndo estd em A.
Assim a funcéo caracteristica descreve completamente o conjunto A ja que tal funcao
indica quais elementos de U sdo também elementos de A. Porém, existem casos em
que a pertinéncia entre elementos e conjuntos nédo € precisa, isto €, ndo sabemos dizer
se um elemento pertence efetivamente a um conjunto ou néo.

1.3 SUBCONJUNTOS FUZZY

Existem situacoes em que um elemento ndo estd totalmente em um conjunto, por
exemplo, a cor verde estd no conjunto amarelo? estd em parte, pois a cor verde é a
combinacdo da cor azul com a cor amarelo, portanto podemos dizer que a cor verde
pertence parcialmente ao conjunto amarelo ou tém um grau de pertinéncia ao conjunto
amarelo.

Comecaremos por um exemplo:

Exemplo 1.1. (Numeros préximos de 3) Imagine um aluno do PROFMAT que faca o
curso em Santo André e que more em Santos, sendo que o curso comeca as 3:00hs da
tarde, ele ird de carro para ndo atrasar, mas ele nunca chegara exatamente as 3:00hs
da tarde, devido a uma particularidade do tempo. Supondo dar tudo certo, ele podera
chegar mais préximo do hordrio previsto, mas a vida é cheia de imprevistos, podera
chover e o transito ficar lento (lento quanto?), a concessionaria podera fechar uma
das vias para manutencao, consequentemente tera acumulo de carros que atrapalhara
o transito (em quanto?), portanto neste caso temos informacoes incertas que podem
auxiliar a uma tomada de decisdo para sair antes e ndo atrasar, a logica fuzzy auxi-
lia em situagbes como essa, onde temos informagdes incertas. Podemos ver em (3| o
conjunto F dos numeros reais proximos de 3:

F={x € R: x é préximo de 3}.

Figura 3: Exemplo funcdo de pertinéncia f(x) = (- (=37
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Se definirmos a fun¢do ¢r : R — [0, 1], que associa cada x real ao valor de proxi-
midade ao ponto 3 pela expressdo

1—]x—3]) se 2<x<4

Prv =1 se x¢[2,4]

entdo o subconjunto fuzzy F dos pontos préximos de 3, caracterizado por ¢r, é tal que
¢r(3,01) = 0,99 e ¢r(5) = 0. Neste caso, dizemos que x = 3,01 € um ponto préximo
de 3 com grau de proximidade 0,99, e x = 5 néo é proximo de 3. Poderiamos também
definir outra funcdo de proximidade a 3. Conforme descrito abaixo:

vE(x) = exp[—(x — 3)%],
com x € R, entdo os elementos do conjunto fuzzy F, caracterizado pela funcéo vr,
teriam outros graus de pertinéncia: vr(3,01) = 0,9999 e ve(5) = 0,018315. Vemos que
a caracterizacdo de proximidade é subjetiva e depende da func¢do de pertinéncia que
pode ser dada por uma infinidade de maneiras diferentes, dependendo de como se

quer avaliar o termo "préximo".
Isso motiva a seguinte definicao:

Definicdo 1.2. Seja U um conjunto (cldssico); um subconjunto fuzzy F de U é caracte-
rizado por uma funcao
QDF : u — [OI 1]/

pré-fixada, chamada fun¢do de pertinéncia do subconjunto fuzzy F. O indice F na
funcdo de pertinéncia é usado em analogia a funcdo caracteristica de subconjunto
cléssico, conforme definicio

1.4 OPERACOES COM CONJUNTOS FUZZY

Considere para exemplificagéo a figura [4]

A: Nimeros préximos ao niimero 4 B: Nimeros préximos ao niimero 8

(8;1)

(1;0,25) (9;0,75)

(2;0,5)

(10;0,5)
(3;0,75)

(4;1)

(11;0,25)

Figura 4: Conjuntos Fuzzy

Considerando que na ldgica cldssica a unido de dois conjuntos tem como resultado
um conjunto com todos os elementos desses conjuntos, e valores maiores(maximos)



1.4 OPERAGOES COM CONJUNTOS FUZZY

englobam os valores menores e o conjunto resultado somente serd vazio se ndo houver

nenhum elemento nesses conjuntos, ver figura[5, podemos dizer que a operacéo unido
fuzzy é uma extensao da légica cldssica.

11;0,25) (5:0,75) (8:;1)

AUB .

(2;0,5) (6;0,5) {9:0,75)

(3;0,75) (10;0,5)
i (7;075)

(4:1) (11;0,25)

Figura 5: Unido Fuzzy

Definicdo 1.3. (Unido) A unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja funcao
de pertinéncia é dada por

Paup)(x) = max{a(x), pp(x)}, x € U,

Observamos que esta defini¢do é uma extensdo do caso classico. De fato, quando A e
B sdo subconjuntos cldssicos de U temos:

1 se x€e A ou x€B
max{x4(x), xs(x)} = 0 se x¢A e «x¢B

1 se x€ AUB
0 se x¢ AUB

Xaup(x), xeU.

Considerando que na ldgica classica a interseccao de dois conjuntos tem como resul-
tado um conjunto com todos os elementos em comum desses conjuntos, e os valores
menores(minimos) estdo contidos em valores maiores e o conjunto resultado somente
serd maximo se os elementos desses conjuntos forem também méximos, ver figura [6

podemos dizer que a operacdo interseccao fuzzy é uma extensdo da logica classica.

(5;0,25)
ANB
(6;0,5)

(7:0,25)

Figura 6: Interseccdo Fuzzy
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Definicdo 1.4. (Interseccdo) A Intersecgdo entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja
funcdo de pertinéncia é dada por

pasnZmntont orto) X S8

Considerando que na ldgica cldssica a unido de um conjunto com seu complementar
produz o conjunto universo, 0 mesmo acontece com a operacdo complementar fuzzy,
portanto pode ser considerada também uma extensao da légica cléssica.

Definicdao 1.5. (Complementar de subconjuntos fuzzy) O Complementar de A é o sub-
conjunto fuzzy A’ de U cuja func¢io de pertinéncia é dada por

pan(x) =1—g@a(x),x € U.

Podemos verificar graficamente as operacoes na figura

Sy
c

AUB

@ 0 ® g

Figura 7: Operac6es com subconjuntos fuzzy: (a) unido; (b) interseccdo; (¢) complemento. [7]]

Exemplo 1.2. Vamos fazer uma comparacio do IMC (Indice de Massa Corpérea), cal-
peso
(altura)?’

tos altura(ser baixo) e peso(ser gordo) utilizando as funcoes de pertinéncia das figuras
e

culado usando a férmula IMC = utilizando as operacoes fuzzy com os conjun-

Verificamos na tabela [10| que o uso de operacoes dos subconjuntos fuzzy pode ser
um método alternativo, no exemplo, a pessoa 1 diverge do IMC devido a estar nos
extremos, observamos também que a operagdo A N A’ é diferente da légica cléssica,
onde ANA'=g.
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1.4 OPERAGOES COM CONJUNTOS FUZZY

0.8 T

0.6 T

04+

0.2 1

o0 02 04 06 08 1. 12 14 16 18

Figura 8: Altura baixa

0.8

0.6 T

04 +

0.2 +

‘() 26. 46. 66. 86. 160. g
Figura 9: Peso gordo
Pessoa | Peso Altura IMC GrauPeso (A) GrauAltura(B) AUB A’ ANnA" ANB

1 120 1.93 32.21 1 0 1 0 0 0
2 90 1.80 27.77 0.6 0.33 0.6 0.4 0.4 0.33
3 75 1.75 24.49 0.3 0.5 0.5 0.7 0.3 0.3
4 80 1.68 28.34 0.4 0.73 0.73 0.6 0.4 04

Figura 10: Tabela exemplo operacoes fuzzy

Definicdo 1.6. Os subconjuntos A e B de U sdo iguais se suas funcdes de pertinéncia

coincidem, isto €, se ¢ 4(x) = @p(x) para todo x € U.

Proposicao 1.7. As operagoes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as seguintes proprie-

dades:
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e AUB=BUA

e ANB=BNA

e« AU(BUC)=(AUB)UC

« AN(BNC)=(ANB)NC

e AUA=A

e ANA=A

e« AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
e« AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
e AN =0eAUZ=A

e ANU=AeAUU=U

e (AUBY=A'NB' e(ANB) = A" UB’ (leis de DeMorgan).

Demonstragdo. A demonstracdo de cada propriedade é uma aplicacdo imediata das
propriedades de maximo e minimo entre funcdes, isto é,

max[¢(x), P(x)] = %[qo(x) +P(x) + |p(x) — P(x)|]

min[¢(x), P(x)] = %[fP(X) +(x) — |@(x) — p()]]

onde, ¢ e ¢ sdo fungdes com imagens em R. Demonstraremos apenas as duas
primeiras operacoes, as outras podem ser feitas de modo andlogo.

AUB =max[pa(®), p(0] = 190 + @50 + pa(x) — P,
195+ 94() + [95(0) — p4(0[] = maxlpa(x), pa)] = BU A
AN B = min ga(x), 9] = 5[p400) + 95(3) — [9a() — @501

S198(0)+ 9400 — 95(x) — 94001 = min g(x), (W] = BN A

1.5 ALPHA-NIVEL

Os elementos de um subconjunto fuzzy A de U possuem uma certa ordem que podemos
classificar por graus. Um elemento x de U estd em uma classe se seu grau de pertinéncia
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¢ maior que um determinado valor limiar ou nivel « € [0, 1] que define aquela classe. O
conjunto cldssico de tais elementos é um a-nivel de A, denotado por [A]*.

Definicao 1.8. (a-nivel). Seja A um subconjunto fuzzy de Ue a € [0, 1].
O wa-nivel de A é o subconjunto classico de U definido por
[AF={x e U: pa(X) > a}para0 <a <1.

O nivel 0 de um subconjunto fuzzy A é definido como sendo o menor subconjunto
(classico) fechado de U que contém o conjunto suporte de A. Numa linguagem mate-
mdtica, [A]° é o fecho do suporte de A e é indicado por sSuppA.

Teorema 1.9. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Uma condi¢do necessdria e suficiente
para que A = B é que [A]* = [B]*, para todo « € [0, 1].

Demonstragdo. E claro que A = B = [A]* = [B]* para todo « € [0,1]. Suponhamos
agora que [A]* = [B]* para todo « € [0,1]. Se A # B entdo existe x € U tal que
@a(x) # @p(x). Logo, temos ¢4(x) < ¢p(x) ou pa(x) > @p(x). Supondo @a(x) >
@5(x), podemos concluir que x € [A]?4™ e x ¢ [B]?4( e, portanto, [A]#4®) # [B]P4(),
o que contradiz a hipdtese [A]* = [B]* para todo & € [0,1]. De maneira analoga
chegamos a uma contradicdo se admitirmos que @ (x) < @p(x). O

Uma consequéncia deste teorema € a relacdo existente entre a funcao de pertinéncia
de um subconjunto fuzzy e as funcoes caracteristicas de seus a-niveis.

Corolario 1.10. A fungdo de pertinéncia ¢ o de um conjunto fuzzy A pode ser expressa
em termos de funcdes caracteristicas de seus a-niveis, isto €,

i (x) 1 sexe[A]"
pa(x) = sup min[a, x[A]*™], onde x[A]*™ =
«<[01] 0 sex¢[A]*

O teorema a seguir é de extrema importancia no estudo da teoria dos conjuntos
fuzzy e indica uma condigdo suficiente para que uma familia de subconjuntos classicos
de U seja formada por a-niveis de um subconjunto fuzzy de U.

Teorema 1.11. (Teorema de Representacdo de Negoita e Ralescu) Seja A,,a € [0,1],
uma familia de subconjuntos cldssicos de U de modo que se verifiquem

(i) UA, C Agcomw € [0,1];
(ii) A, C Aﬁ se B <a

(iii) A, = ﬂ Ay, se ay convergir para a com ay < a.
k>0

13
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Nestas condigdes existe um unico subconjunto fuzzy A de U cujos a-niveis sdo exatamente
os subconjuntos cldssicos A,, isto €,

Demonstragdo. Para cada x € U, o valor da funcéo de pertinéncia de A como sendo

pa(x) =sup{a €[0,1] : x € A}

Usando a definicdo de a-nivel podemos elencar as seguintes propriedades:
[AUB]* = [A]* U[BI",
[ANB]* = [A]* N [B]*.
Por outro lado, como em geral [A]* U[A']* # U, entdo [A']* # ([A]*)'.

Definicdo 1.12. Um subconjunto fuzzy é dito normal se todos seus a-niveis forem néo
vazios, ou seja, se [A]' # @.

Lembrando que o suporte do subconjunto fuzzy A é o conjunto classico
suppA={x € U: pa(x) >0},

¢ comum descrever A com a seguinte notagao
A=@a(x))/x1+@a(x)/x2+ - =) @alxi)/xi,
i=1
quando o subconjunto fuzzy A tem suporte enumeravel, e
n
A=@a(x)/x1+@a(x2)/x2+ -+ @a(xn)/xn = Y @alxi)/xi,
i=1

se A tem suporte finito, isto é, suppA = {x1,x2,...,Xn}.

Vale observar que a notagdo @ 4(x;)/x; ndo indica "divisdo". E apenas uma forma de
visualizar um elemento x; e seu respectivo grau de pertinéncia ¢ 4(x;). Também, aqui,
o simbolo "+"na notacfio nio significa "adicio", bem como ¥ néo significa somatério. E
apenas uma forma de conectar os elementos de U que estdo em A com seus respectivos
graus.
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1.6 O PRINCIPIO DE EXTENSAO DE ZADEH

Podemos estender a teoria de conjuntos classica para a teoria fuzzy, utilizaremos
para isso o método de extensdo proposto por Zadeh, também conhecido como Principio
de Extensdo.

O Principio da Extensdo de Zadeh para uma func¢do f : X — Z tem por objetivo
indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de f. E de
se esperar que esta imagem seja um subconjunto fuzzy de Z.

Definicdo 1.13. (Principio de Extensdo de Zadeh) Sejam f uma funcdo tal que f :
X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f é a funcio f
que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f (A) de Z, cuja funcdo de pertinéncia

¢é dada por
sup ga(x) se fl(z) #@
(Pf(A)(Z) =4 /7@ (1.D
0 se fHz)=2

onde f~1(z) = {x; f(x) = z} denomina-se a pré-imagem de z. Podemos observar que se
f for uma funcéo bijetora, entéo

{x:f) =2} ={f"@},
em que f~! é a funco inversa de f.

Observamos que se A é um subconjunto fuzzy de X, com funcéo de pertinéncia ¢4,

e se f é bijetora, entdo, a funcdo de pertinéncia de f(A) é dada por

Pia(@D = sup @a(x)= sup @ax)=@a(f (). (1.2)
{x:f(x)=2} {xef~1(2)}

O processo grafico para o obtencdo de extensdo f de f estd ilustrada na figura
no caso em que f for bijetora.

Note que se f for injetora entdo z = f(x) pertence ao subconjunto fuzzy f (A), com o
mesmo grau « com que x pertence a A. Isto pode néo ocorrer se f ndo for injetora.

Seja f : X — Z uma funcéo injetora e A um subconjunto fuzzy de X, enumeravel
(ou finito), e dado por

A=) galx)/xi.
i-1

Entdo, o Principio de Extensdo garante que f (A) é um subconjunto fuzzy de Z, dado
por

[ee]

FA) = FQ patx/xi) =Y @a(xi)/f(x)).
P}

i=1

15
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Portanto, a imagem de A por f pode ser deduzida do conhecimento das imagens de x;
por f. O grau de pertinéncia de z; = f(x;) em f(A) é o mesmo de x; em A.

N Z A
OF ) J

o ' 0,

P

Figura 11: Imagem de um subconjunto fuzzy a partir do principio de extensdo para uma fungéo

f 171

Teorema 1.14. Sejam f : X — Z uma fungdo continua e A um subconjunto fuzzy de X.
Entdo, para todo « € [0,1] vale

(A1 = f1AD). (1.3)
Este resultado implica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio de
Extensdo de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela fungéo crisp.

Definicdo 1.15. Sejam f : X x Y — Z e, A e B subconjunto fuzzy de X e Y, respecti-
vamente. A extensdo f de f, aplicada a A e B, é o subconjunto fuzzy f(A, B) de Z, cuja
funcdo de pertinéncia é dada por:
sup min[g4(x), pa(y)] se f~1(z) # @
qof(A/B)(z) =< @) , 1.4
0 se fl(z) =2

onde f~! = {(x,y): f(x,y) = z}.
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1.7 NUMEROS FUZZY

Na nossa vida, quando efetuamos alguns tipos de medi¢des como por exemplo o
Nnosso peso, conseguimos um valor que é impreciso, pois depende de muitos fatores
como tipo de balanca, ajustes, como € feita a medicdo, etc; na verdade o que temos
¢ um valor "em torno de", e optamos por usar um valor preciso (um numero real)
p para o peso. Matematicamente podemos indicar a expressdo em torno de p por
um subconjunto fuzzy A cujo dominio da funcdo de pertinéncia ¢4 € o conjunto dos
numeros reais, podemos esperar que @(p) = 1, sendo que escolhemos os nimeros
reais como dominio pois os valores para peso sdo numeros reais.

Definicdo 1.16. (Numeros Reais) Um subconjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy
quando o conjunto universo no qual ¢4 estd definida, é o conjunto dos niimeros reais
R e satisfaz as condicoes:

(i) todos os a-niveis de A sdo nao vazios, com 0 < a < 1;
(ii) todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados de R;
(iii) suppA={x € R: pa(x) > 0} é limitado.
Vamos denotar os a-niveis do namero fuzzy A por
[A]* = [a7, a3].

Observamos que todo ntimero real r é um numero fuzzy particular cuja funcao de
pertinéncia € a sua funcdo caracteristica:

1 sex=r

xr(x) = .
0 sex#r
Denotaremos yx,(x) apenas por 7.

A familia dos nimeros fuzzy serd indicada por F(IR) e, de acordo com o observado
acima, o conjunto de numeros reais R € um subconjunto (classico ou crisp) de F(IR).

Os numeros fuzzy mais comuns sdo os triangulares, trapezoidais e os em forma de

sino.

Definicdo 1.17. Um numero fuzzy A é dito triangular se sua funcéo de pertinéncia é

da forma
0 sex <a
= osea<x<u
Ppa(x) = 5 . (1.5)
=p seu<x<b
0 sex>b

17
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O grafico da funcéo de pertinéncia de um numero fuzzy triangular tem a forma de um
triangulo, tendo como base o intervalo [a, b] e, como tnico vértice fora desta base, o

ponto (u, 1).

Deste modo, os niimeros reais 4, u e b definem o nimero fuzzy triangular A que sera

denotado pela terna ordenada (a; u; b) ou por a/u/b.
Os a-niveis desses numeros fuzzy tém a seguinte forma simplificada
[ay,a5] = [(u —a)a+a, (u — b)a + b] (1.6)
para todo a € [0, 1].

Note que o grafico [12|de um numero fuzzy triangular ndo € necessariamente simé-
trico jd que b — u pode ser diferente u — a, porém, ¢4(u) = 1. Podemos dizer que o
numero fuzzy A é um modelo matemadtico razoavel para a expressao linguistica "perto
de u". Para a expressdo "em torno de u'espera-se uma simetria. A imposicdo de sime-
tria acarreta uma simplificacdo na definicdo de numero fuzzy triangular. De fato, seja
u simétrico em relacdo aa e b, isto é, u —a = b — u = 4. Neste caso,

seu—90<x<u+d
palx) = .

caso contrario

Figura 12: Numero Fuzzy Triangular

Defini¢do 1.18. Um numero fuzzy A é dito trapezoidal[13]se sua funcdo de pertinéncia
tem a forma de um trapézio e é dada por

e sea<x<b

_ 1 seb<x<c
pal) = ‘jl%’c‘ sec<x<d
0 caso contrario

Os a-niveis de um conjunto fuzzy trapezoidal sdo os intervalos
[a},a5] = [(b—a)a +a, (c — d)a +d] (1.7)

para todo a € [0, 1].
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Figura 13: Numero Fuzzy Trapezoidal

Definicdo 1.19. Um numero fuzzy tem forma de sino se a funcdo de pertinéncia for
suave e simétrica em relacdo a um ntmero real. A seguinte funcdo de pertinéncia tem
estas propriedades para u, a e 6 dados (veja a figura [14)).

exp(—(%)z) seu—0<x<u+é
pax) = :

caso contrario

Os «-niveis dos nimeros fuzzy em forma de sino sdo os intervalos:

u—9 u u+d R

Figura 14: Numero fuzzy em forma de sino [7]]

—,/In u+,/In seq >a=e (O
[a, a8] = ) () (1.8)

[u—(5u+5 sea <a=e P

19



20

CONJUNTOS FUZZY
1.7.1 Operagdes aritméticas com numeros fuzzy

As operacoes aritméticas envolvendo niimeros fuzzy estao estreitamente ligadas as
operacOes aritméticas intervalares. Abordaremos alguns intervalos fechados da reta
real R.

Operacoes aritméticas intervalares

Considere A um numero real e, A e B dois intervalos fechados da reta dados por
A =la1,az] e B =[by, bo].
Veremos a seguir as operacdes intervalares com ntimeros fuzzy, que podem servir na
definicdo das operacdes aritméticas com numeros fuzzy.

Definicdo 1.20. (Operacoes Intervalares) As operacOes aritméticas entre intervalos
pode ser definidas como:

(a) A soma entre A e B é o intervalo
A+B=[ay+by,a,+bo].
(b) A diferenca entre A e B é o intervalo
A—B=la; —by,a, — b1].
(c) A multiplicagdo de A por um escalar A é o intervalo

[Aai, Aa] seA >0

ANA = )
[Aaz, Aa1] se A <O

(d) A multiplicagdo de A por B é o intervalo
A.B = [min P, max P], onde P = {a1by, a1by, axby, axby }.

(e) A divisdo de A por B,se 0 ¢ B, é o intervalo

1 1

A/B = [ﬂlfaz]-[bfz, b

I

Teorema 1.21. (Principio de extensdo para intervalos da reta). Sejam A e B dois inter-
valos fechados de R, e ® uma das operacdes aritméticas entre nimeros reais. Entdo

Xagp(x) = sup  min[xa(y), x5(2)]
{y2)y@z=x}
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Demonstragdo. E muito simples verificar que

1 seycAezeB

min(x 4(y), x5(z)) = sey¢ Aouz ¢ B

Assim, para o caso da soma (® = +), temos

) 1 sexe A+B
sup  min(xa(y), xa(z)) = :
{2)y+z=x} 0 sex¢ A+B

Os demais casos podem ser obtidos de maneira analoga. O

Uma consequéncia importante do Teorema para as operagbes com niimeros fuzzy,
€ o seguinte coroldrio:

Corolario 1.22. Os a-niveis do conjunto crisp A + B, com fungdo caracteristica x(a+),
sdo dados por
[A+B]*=A+B

para todo « € [0,1].

Demonstragcdo. Lembrando que os intervalos A e B sdo particulares subconjuntos fuzzy
da reta real, o resultado é uma consequéncia imediata da definicdo de funcdo caracte-
ristica de um conjunto cldssico. O

As operagbes aritméticas para numeros fuzzy serdo definidas a partir do Principio de
Extensdo para conjuntos fuzzy. Na verdade, sdo casos particulares do Principio de Ex-
tensdo em que as fungdes a serem estendidas sdo as operagoes tradicionais para nimeros
reais.

Operagoes aritméticas com niimeros fuzzy

As defini¢oes que seguem podem ser vistas como casos particulares do principio de ex-
tensdo, tanto para fungdes de uma como de duas varidveis.

Definicdo 1.23. Sejam A e B dois ntimeros fuzzy e A um numero real.

(a) A soma dos numeros fuzzy A e B é o numero fuzzy, A + B,cuja funcdo de perti-

néncia é
supminf[@a(x), ¢p(y)] se (z) #0
Pa+B)(2) = § 92 ,
0 se J(z) =0

onde @(z) = {(x,y) : x+y = z}.

21
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(4, 1) 8,1
Para z=10:
min{ (1,0.25) e (9,0.75) } = 0.25
min{ (2,0.5) e (8,1) } = 0.5
0.8 3,0.75) \ (5, 0.75) 7,0.75) \ (9, 0.780, 0.75) min{ (3,0.75) e (7,0.75) } = 0.75
min{ (4,1) € (6,0.5) } = 0.5
min{ (56,0.75) e (5,0.25) } = 0.26

061
05 o sup{0.25;0.5;0.75}=0.75
10:9) 1 09) => (10, 0.75)
041
1, 0.25) 5 0.
0.2 1
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2

(b) A multiplicagdo de A por A é o numero fuzzy AA, cuja fungéo de pertinéncia é

sup [pa(x)] seA #0 A 12) se A <0
¢AA(Z) = { {x:Ax=z} _ ¢A( ) 75/ /
X0y (2) ser=0 |X{0(®) seA=0
onde x (0} ¢ a funcdo caracteristica de {0}.

(c) A diferenca A — B é o numero cuja funcdo de pertinéncia é dada por:

supmin(p(x), pp()) se B(z) #0
Pa-p)(z) = { 26 ,
0 se J(z) =0
onde &(z) = {(x,y) : x —y =z}.

(d) A multiplicagdo de A por B é o numero fuzzy A - B, cuja fungdo de pertinéncia é

dada por:
sup min(g4(x), 5(2)) se D(z) #0
Pap)(z) = § 2@ ,
0 se J(z) =0

onde &(z) = {(x,y) : x -y =z}.

(e) A divisdo é o numero fuzzy A/B cuja funcéo de pertinéncia é

sup min(@a(x), ¢p(z)) se I(z) #0
Pa/B)(2) = 2@ ,
0 se J(z) =0

onde @(z) = {(x,y) : x/y = z}.
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O préximo teorema garante que o resultado das operacdes aritméticas entre nu-
meros fuzzy ¢ um numero fuzzy. Mais ainda, generaliza o Corolario relacio-
nando,por meio dos a-niveis, as operacOes aritméticas para nimeros fuzzy com as
respectivas operacdes aritméticas para intervalos.

Teorema 1.24. Os a-niveis do conjunto fuzzy A ® B sdo dados por
[A® B]* = [A]* ® [B]*

para todo « € [0, 1],sendo ® qualquer uma das operagdes aritméticas mencionadas ante-
riormente.

Podemos observar que os a-niveis de um numero fuzzgy é sempre um intervalo de R,
dado por:

[A]* = [a},a], com af = min{¢, ()} e a} = max{¢p,'(®)},
sendo ¢, (#) = {x € R: ¢a(x) = a} a pré-imagem de a.

Proposicao 1.25. Sejam A e B numeros fuzzy com wa-niveis dados, respectivamente, por
[A]* = [af,a5] e [B]* = [b}, b5]. Entdo valem as seguintes propriedades:

(a) A soma entre A e B é o numero fuzzy A + B cujos a-niveis sdo

[A+ B]* = [A]* +[B]* = [af + b}, a5 + b5].

(b) A diferenga entre A e B é o numero fuzzy A — B cujos a-niveis sdo

[A — B]* = [A]" — [B]" = [a] — b3, a5 — b{].

(c) A multiplicagdo de A por A € o numero fuzzy AA cujos a-niveis sdo

[Aaf, Aa5] seA >0

[AA]* = A[A]* = .
[Aa5, Aaf] seA <O

(d) A multiplicagcdo de A por B é o niimero fuzzy A - B cujos a-niveis sdo
[A - B]* = [A]*[B]* = [min P, max P],
onde P = {a{b{, a{b5, a5b}, a5t }.
(e) A divisdo de A por B, se 0 ¢ suppB, é o niimero fuzzy cujos a-niveis sdo

Azx_[A]“_ N ll
[E] _W_[ul'%][bg'bi‘]'
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Definicao 1.26. (Diferenca de Hukuhara: A —p B).

Sejam A e B dois numeros fuzzy. Se existir um numero fuzzy C tal que A = B+C,
entdo C é chamado de Diferenca de Hukuhara de A e B e a denotamos por A —y B.

Em a-niveis, isto equivale a dizer que

[A—pB)*=[af —bf,a5 —b5] Vac]|0,1].

Como

[A — B]* = [a] — by,a5 — VY],
segue que

A—B=A—-ygB&bi =03,
ou seja,

A—B=A-ygB& BeR.
Note que

A—B=A+(-1)B#A—yB

em geral.



LOGICA FUZZY

Neste capitulo trataremos da teoria necessdria para o desenvolvimento de um con-
trolador fuzzy, a ser utilizado no capitulo de aplicacbes para a tomada de decisdo da
taxa selic. Foi utilizado como referéncia o livro [7]], para outras aplicagcdes temos [[11].

2.1 CONECTIVOS BASICOS DA LOGICA CLASSICA

nn n n

Os conectivos "e", "ou", "ndo"e "implicacdo"sdo os mais utilizados na modelagem

matematica em sentencas como:

Exemplo 2.1. "Se a estd em A ou b estd em B entédo c nédo estd em C e d estd em D"

Os conectivos sdo dispostos em tabelas verdades onde obtém-se o valor 16gico da
sentenca, considerando como conjuntos A, B, C e D, na sentenca acima para que ¢ ndo
pertenca a C e d pertenca a D, terd que ser verdadeiro uma das proposicdes: que a
pertenca a A ou b pertenca a B.

Sentencas verdadeiras na ldgica cldssica tem valor légico igual a 1, enquanto as
falsas tem valor légico igual a 0. Como extensdo para a logica fuzzy, utilizaremos os
seguintes simbolos para os conectivos: A (minimo) para a conjunc¢édo e, V (maximo)
para ou, ~ para negacado e = para implicacdo. Sendo p e q proposicoes, as tabelas
verdades para cada conectivo estdo nas tabelas abaixo:

P 9| pPAQ P q|pVq

0 O 0 0 O 0

0 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1
Tabela 1: Conectivo e Tabela 2: Conectivo ou
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26 LOGICA FUZZY

P|~P
0] 1
1] 0

Tabela 3: Conectivo negacao

q

= = O O|T
= O V= OB

=
1
1
0
1

Tabela 4: Conectivo implicacédo

Verificamos que os valores nas tabelas verdades sdo apenas o 0 e o 1, por isso a

l6gica classica, as vezes é chamada "légica a dois valores", temos também as seguintes

operacdes bindrias:

e Conectivo A:

A:{0,1}x{0,1} — {0,1}

(p.q) ' — Np,q)=pANq=min{p,q}.

Entéo,
A0, 0)

A, 1)

A(1,0)
A1, 1)

e Conectivo V:

0ANO0=0;
0N1=0;
1AN0=0;
1AN1=1.

v:{0,1}x{0,1} — {0,1}

(p,q) ' — V(p,q) =pVq=max{p,q}.

Entao,
VvV(0,0) =

V(0,1) =
V(1,0) =
V(1,1) =

e A negacdo considerada operagdo undria:

0vo=0;
ovli=1;
1v0o=1;
1v1i=1.

~:{0,1} — {0,1}

pr—>~p

onde,~1=0e~ 0=1. Verificamos que ~ p=1—p
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e Implicacao:

=:{0,1}x{0,1} — {0,1}
(p,9) —>=(p,q9) =(p = 9.

Através das operagbes anteriores conseguimos produzir a tabela verdade da impli-
cacdo usando as féormulas:

Dp=q9=~pVvey
@ (p=n=CpViprg;
3 (p=¢q)=max{x € {0,1} : pAx < gq}.

Verificamos que "ndo p ou 4"é a implicacdo "p implica q", isto &, (~ p) Vg =(p = q)
¢ de fato uma implicacéo:

=0,0=0=0=(~0V0=1;
=0,1D=0=1)=(~0V1=1;
= (1,00=1=0)=(~1)V0=0;
= 11)=1=>1)=(~1)Vvi=1

Usando a sentenca [2.1]na p4gina[25] temos que os conjuntos séo classicos, portanto
podemos avaliar a sentenca utilizando os operadores vistos anteriormente com os va-

lores O e 1.
p Q
"Se a estd em Aoub estd em B entao ¢ nfo estd em Ced estd em D"
p q r S

Os valores das expressoes p, q, r e s podem ser apenas O para ndo pertencer a um
conjunto ou 1 para pertencer, exemplo: p=1sea € Aep=0sea ¢ A, do mesmo
modo parag, res.

Avaliando a sentenca [2.1| nas situacdes:

a¢ A(p=0;;b e Bg=1);c ¢ Cr=1)ed ¢ D(s = 0),

entdo o valor 16gica da sentenca[2.1] é:
OV1)=@1A0=01=0)=0.

Em termos de légica fuzzy o valor légico da sentenca "a esta em A", coincide com o
obtido com a funcéo caracteristica do conjunto A em a, isto é, o valor de p é dado por
xa(a), do mesmo modo, quando "a ndo estd A", é dada por 1 — x 4(a).
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28 LOGICA FUZZY

2.2 CONECTIVOS BASICOS DA LOGICA FUZZY

Avaliamos a sentenca apenas usando os valores 0 e 1, isto é valido para a logica
classica; para analisarmos na légica fuzzy devemos indicar quanto a proposicdo "a esta
em A" é verdadeira, sendo A fuzzy, sabendo que a pode pertencer a A com valores no
intervalo [0, 1]. A avaliagdo légica dos conectivos usando fuzzy é feita estendendo por
meio de normas e conormas triangulares.

2.2.1 Operagbes t-norma e t-conorma

A operacdo t — norma estende o operador A que modela o conectivo "e".

Definicdo 2.1. (t-norma). O operador A: [0,1] x [0,1] — [0,1], A (x,y) =x Ay, é
uma t — norma, se satisfizer as seguintes condigdes:

t1) elemento neutro: A (1,x)=1A x = x;
tp) comutativa: A (x,y)=x Ay=y A x=A(y,x);
t3) associativa: x A (y A z)=(x Ay) A z;

t4) monotonicidade: se x <uey <v,entdiox Ay <u A v.

Exemplo 2.2. Considerando o operador
A1 (x,y) =min{x,y} =x Ay.

Somente resultard o valor 1 se x = 1 e y = 1, qualquer outro valor serd o menor
entre X e y (na logica classica o 0). Temos abaixo outros exemplos:

Ny (x,y) = xy;
A3 (x,y) =max{0,x+y—1};

x sey=1
Ay (x,y) =1qy sex=1

0 caso contrario

O operador t — conorma estende o operador V do conectivo "ou".

Definicdo 2.2. (t-conorma). O operador V(x,y) = xVy, é uma t — conorma, se satisfi-
zer as seguintes condicoes:

c1) elemento neutro: V(0,x) = 0Vx = x;
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c2) comutativa: V(x,y) = xVy = yVx = V(y, x);
c3) associativa: xV(yVz) = (xVy)Vz;
c4) monotonicidade: se x < u ey < v, entdo xVy < uvo.

Exemplo 2.3. O operador

Vi(x,y) = max{x,y} =x V.

é uma t-conorma que reproduz a tabela verdade do conectivo V. Outros exemplos
abaixo:

Va(x,y) = min{1,x +y};

Va(x,y) =x+y — xy.
A operagao abaixo estende a tabela verdade da negacdo:

Definicdo 2.3. (negacdo). Uma aplicacdo 7 : [0,1] — [0, 1] é uma negacéo se satisfi-
zer as seguintes condicdes:

ny) fronteiras: n(0) =1 e (1) =0;
ny) involugdo: 1(n(x)) = x;

ny) monotonicidade: 1 é decrescente.
As aplicagoes

1—x
1+x

mx)=1—-x e m=

reproduzem a tabela verdade da negacdo ~.

Observamos que as operagdes A= A,V =V e = 1 — x, satisfazem as leis de Morgan,
isto é, para todo par (x,y) de [0,1]x]0, 1] valem

nx Ay) =nx)Vyy)

n(xVy)=nx)Vny)

Dizemos que a t-norma A e a t-conorma V sdo duais em relacdo a uma negacéo
se satisfazem a uma das duas leis de Morgan.
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30 LOGICA FUZZY

Definicdo 2.4. (Implicacdo fuzzy). Um operador =-: [0,1] — [0, 1] é uma implicacao
fuzzy se satisfizer as seguintes condicoes:

1. reproduzir a tabela da implicacdo classica;

2. for decrescente na primeira varidvel, ou seja, para cada x € [0, 1] tem-se

(@a=x)<(b=x) se a>b

3. for crescente na segunda varidvel, ou seja, para cada x € [0, 1] tem-se

(x=a)<(x=0Db) se a>b.

Assim, a classe das implicacoes fuzzy consiste de todas as aplicacdes do quadrado
[0,1]x]0,1] em [0, 1] cuja restricao aos vértices coincide com os valores da implicacdo
classica; que sejam decrescentes com relacdo as abscissas e crescentes em relacdo as
ordenadas.

As féormulas das implicacoes classicas ndo produzem as mesmas implicagoes fuzzy.
Temos a seguir outras implicagoes:

(4) uma S-implicacdo tem a forma (x = y) = y(x)Vy;

(5) uma Q-implicac¢do tem a forma (x = y) = 7(x)V(x A y);

(6) uma R-implicacdo tem a forma (x = y) =sup{z € [0,1] : xVz < y}.
Exemplo 2.4. (Implicacoes fuzzy).

Além dessas aplicacOes, para aprofundar nesse assunto temos o livro [[4], as seguin-
tes operacdes sdo implicacoes fuzzy:

a) Implicacdo de Godel:

1 sex<y
(x=y) =g y) = -
y sex >y
b) Implicacdo de Goguen:
1 sex<y
(=Y =gy =9, :
2 osex>y

¢) Implicacao de Lukasiewicz:

(x =y)=1l(x,y) =min{(1 —x+y),1}.
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d) Implicagdo de Kleene-Dienes:

(x = y) = ka(x, y) = max{(1 — x), y}.

e) Implicacdo de Reichenbach:

(x=vy)=r(x,y) =1 —x+xy).

f) Implicacdo de Zadeh:

(x = y) = z(x, y) = max{(1 — x), min(x, y) }.

g) Implicacdo de Gaines-Rescher:

1 sex<y
(x=y)=gx,y) = :
0 sex>y

h) Implicacdo de Wu:

sex <y

1
(x=y)=wlxy) = { ,
min{l —x,y} sex >y

Observe que a implicacdo de Zadeh é uma Q-implicacéo

x=y)=0-x)V(xAy) =nXx)V(xAY).

Exemplo 2.5. Voltemos a expressao para obter o valor 16gico quando temos A=
A,V =V,n(x)=1—x e aimplicagdo de Zadeh.

Consideremos como exemplo o grau de pertinéncia de cada célula p, q, r e s ao

conjunto relacionado como: ¢a(a) =0,3; ¢p()=0,7, ¢c(c) =0,4, ¢p(d)=0,8.

Entdo, temos: Portanto, o valor 16gico de ¢ o resultado da aplicacdo

pvqg = max(0,3;0,7) = 0,7;
T = 1—¢c(c) = 1-04 = 0,6
rAs = min(0,6;0,8) = 0,6.

(pvq) = (r &s).
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Usando a implicagdo de Zadeh, temos:

(pvq) = (r & s) = max{(1 — (pvq)), min((pVq), (r & 5))} =0,6.

Entdo, para as pertinéncias acima, a expressdo [2.1]é verdade com grau 0,6.

2.3 RACIOCINIO APROXIMADO E VARIAVEIS LINGUISTICAS

O raciocinio aproximado refere-se ao processo onde se pode obter conclusoes a partir
de premissas incertas. Quando esta incerteza é considerada fuzzy, é frequente o uso
do termo raciocinio fuzzy.

Como exemplo temos:

Exemplo 2.6. "Se o aluno estudou, entao ele ird bem na prova"

De modo geral temos:

Exemplo 2.7. "Se X é {) entdo Y é [."

Portanto, sabendo-se que X é <), concluimos que Y é (.

Isto é uma generalizacdo do método conhecido como modus ponens, a diferenca
estd na subjetividade dos predicados envolvidos. Nas sentencas acima ¢ utilizada a
linguagem "natural" sem o formalismo da linguagem matematica.

Na sentenca[2.7|ndo hé qualquer conjunto envolvido, apenas qualificacdes a respeito
das variaveis X e Y, para termos uma avaliacdo ldgica de representando na forma
da sentenca [2.1] veremos o conceito de varidvel linguistica.

Definicao 2.5. (Varidvel linguistica).) Uma varidvel linguistica X no universo U é uma
variavel cujos valores assumidos sdo subconjuntos fuzzy de U.

Intuitivamente, uma variavel linguistica € um substantivo, enquanto seus valores
sdo adjetivos, representados por conjuntos fuzzy. Por exemplo, "gripe" € uma varidvel
linguistica que pode assumir os atributos "forte" ou "fraca".

Sentencas em que aparecem variaveis linguisticas junto com seus atributos sdo ge-
ralmente chamadas de proposi¢des fuzzy, o que interessard serdo as varidveis cujos
valores sdo numeros fuzzy onde o universo de discurso € o conjunto dos nimeros
reais, dizemos que o suporte da varidvel é o conjunto dos numeros reais e X é uma

variavel linguistica real.
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Esclarecemos que X é A (ou X estd em A) significa "X = x é A" (ou "X = x estd em
A"). O valor logico de "X = x ¢ A" é o numero ¢ 4(x) que indica quanto X = x estd em
concordancia com o termo linguistico modelado pelo conjunto fuzzy A, para facilitar

a notacdo, usaremos "x € A" (ou "x estd em A"), no lugar de "X=x é A" (ou "X=x esta
em A").

2.4 MODUS PONENS E MODUS PONENS GENERALIZADO

Modelemos matematicamente o modus ponens fuzzy:

p=q:"SexéAentdoy éB"
Fato: "x é¢ A"

Concluséo: "y é B"

Note que (p = g) € uma proposicdo fuzzy condicional que é modelada por uma
relagdo fuzzy R de U x V, cuja funcdo de pertinéncia é

pr(x,Y) = [9a(x) = ¢y,
onde x e y sdo valores de varidveis linguisticas de U e V, respectivamente.

Assim, o valor da sentenca "Se x é A entdo y é B" depende da implicacdo a ser
escolhida.

A implicacéo cldssica, isto é, pa(x) € {0,1} e ¢p(y) € {0,1}, produz a relacdo fuzzy
cuja funcdo de pertinéncia é dada por:

er(x,y) = xr(x,¥) = (xa(x) = xB(Y)) =

1 se(x ¢ Aeyaqualquer) ou(x € Aey € B)
0 sexcAey¢B

De modo que
1 seyeB

sup[xr(x, ) A xa(x)] = = x8(Y),
xel 0 sey¢B

ou seja, para o caso classico, o modus ponens pode ser escrito matematicamente por
meio da férmula:
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xs(y) = sug[m(x, ) A xax)].
xXe

O modus ponens classico pode ser dado pela regra de composicdo de inferéncia
B = AoR, em que a relacio R é obtida por meio de uma implicacdo fuzzy que
modela a sentenca condicional

"Sex € Aentdoy € B”.

Com o propésito de inferir conjuntos fuzzy, esta formula sera estendida para situa-
¢oes fuzzy mais gerais tais como o modus ponens fuzzy e o modus ponens fuzzy
generalizado.

O modus ponens fuzzy modela o seguinte silogismo:

Regra: "Se a aluno estudou, entéo ele ird bem na prova"
Fato: "O aluno estudou"

Conclusdo: "O aluno ird bem na prova"

A logica fuzzy revela seu grande potencial na modelagem de cada uma das senten-
cas acima. Os substantivos e seus atributos sdo modelados por conjuntos fuzzy (por
funcoes de pertinéncia) enquanto que os conectivos por operadores como t-normas e
t-conormas, implicacdes e/ou negagdes. A conclusdo, que deve ser um conjunto fuzzy,
¢ obtida pela extensdo da regra de composicao de inferéncia

xB(Y) = sup[xr(x,y) A xa(x)], (2.1)

xel
substituindo as funcdes caracteristicas por fun¢des de pertinéncia e o operador A por
alguma t-norma, ou seja,

¢B(Y) = Sug[(PR(x/ VAP A(X)]. (2.2)
xe

Em resumo, a férmula [2.2] é a regra de inferéncia que modela o modus ponens
fuzzy

O lado direito da Equacao exige que a t-norma e a implicagdo fuzzy 14 adotadas
sejam escolhidas de modo que a saida coincida com ¢p(y) para todo y. Esse € um pro-
blema de equacao relacional que pode trazer dificuldades, para facilitar estenderemos
a Equacao admitindo uma entrada A* no lugar de A e a flexibilizaremos deixando
de exigir que a saida B* seja B, para a entrada A = A*. Neste caso, denominaremos o
silogismo por modus ponens generalizado, que tem a forma geral:
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Regra: "Se x é A, entdoy é B"
Fato: "x é A*"

Concluséao: "y é B*"

A saida do modus ponens generalizado é o conjunto fuzzy B*, cuja funcdo de
pertinéncia é

X8+ (y) = sup[er(x, Y) Apa(x)], (2.3)

xeld

que, por analogia a regra de composicdo de inferéncia, tem a forma

R(A*) = A* ®' R = B,
onde ®' é uma operacio anéloga a "o", trocando-se a t-norma do minimo por A\.

Observagdo: no caso classico sempre R(A) = B, porém, no caso fuzzy, dependendo
da t-norma e da implicagdo, nem sempre teremos R(A) = B.

E bastante comum se obter um funcional tedrico, sem que esse funcional reproduza
os dados que o originaram. Esse é o caso do famoso método dos minimos quadrados,
cuja principal propriedade é obter o funcional com menor erro quadratico possivel
para o conjunto de dados. Métodos para obter funcionais que reproduzam exatamente
os dados que o originaram costumam ser chamados interpolacdo.

Exemplo 2.8. Suponha a t-norma do produto, xAy = xy, e a implicacdo

sex=0

IAY sex#0

X

(x=y)=

Dados os numeros fuzzy A e B, temos

(@a(x) = @(Y)).9a(x) = pa(x) A @B(Y).

Assim,

sup[pr(x, ) A@a(x)] = sup[pa(x) = @a(Y)).¢a(x)]

xel xel

= sup[ea(x) A ¢s(v)] = ¢5(Y).

xeld

ou seja, R(A) = B.
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Exemplo 2.9. Consideramos os subconjuntos fuzzy:

A=0,4/x1+1,0/x,+0,6/x3 e B=0,8/y1+0,4/ys,

a implicacdo de Lukasiewicz:

(x =y)=min{(1 —x+y), 1}

e at-norma A\ = A.

temos

R = ]-/ 0/(x1/ yl) + 1/ 0/(.76'1, yZ) + 0/ 8/(X2, yl) + O/ 4/(x2/ yZ) + ]-/ 0(x3/ yl) + OI 8/(x3l ]/2)

Desta forma, para a entrada

A=0,4/x1+1,0/XQ+0,6/X3,

temos a saida B com funcéo de pertinéncia
g (1) = max[or (xi, y1) A pa(xi)] =

= max[min(1, 0;0,4); min(0, 8; 1, 0); min(1,0;0,6)] = 0, §;
g (y2) = max[pr (xi, y2) A pa(xi)] =

= max[min(1, 0;0,4); min(0, 4; 1, 0); min(0, 8;0, 6)] = 0, 6.

e, para a entrada

A* = O,6/xi+0,9/x2+0,7/x3,

temos a saida B* com funcao de pertinéncia
P v1) = maxlor(xi, y1) A pa(xi)] =

= max|[min(1, 0; 0, 6); min(0, 8; 0, 9); min(1,0;0,7)] =0, §;
g (v2) = max[or(xi, y2) A pa(xi)] =

= max|[min(1, 0; 0, 6); min(0, 4; 0, 9); min(0, 8;0,7)] =0, 7.

Desta forma, para este exemplo, as saidas obtidas pelo modus ponens fuzzy genera-
lizado sao
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R(A)=B=0,8/y1+0,6/y, e R(A*)=B=0,8/y1+0,7/y>.

E interessante notar que B C B. Este fato é de interesse em raciocinio aproximado,
pois indica que B poderia ser uma saida 6tima em algum sentido.

Método Pratico

A partir da observacio feita apds a férmula temos

B*=A*®'R,

em que, para o caso de dominios finitos, A* e B* sdo escritos em linha e

[R] = [or(xi, y)]ixj

onde "®!"é a composi¢io sup-t. No exemplo anterior temos

1,0 1,0
R =[or(xi,yj)lax2=| 0,8 0,4 ,

1,0 0,8 30

A=104 1,0 0,6

e a composicao é a max-min, uma vez que A = A. Logo,

1,0 1,0
B=AoR=[04 1,0 06 |0| 08 0,4 =[0,8 0,6},
1,0 0,8
ou seja,
508 06
n Y2

2.5 CONTROLE FUZZY

Ao longo de sua vida, o ser humano recebe ordens que nem sempre sdo precisas, en-
tdo deve tomar uma decisdo. Podemos considerar isso um processo em que a execucao
das tarefas devem seguir uma sequéncia de "ordens" linguisticas, traduzidas por um
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conjunto de regras, capazes de serem decodificadas pelo controlador. Um Controlador
Fuzzy pode ser considerado como uma maneira de reproduzir um controlador humano,
sendo um caso tipico de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), isto é, um
sistema que se utiliza da légica fuzzy para produzir saidas para cada entrada fuzzy.

Nas aplicacdes dos SBRF cada saida representa a "acdo" correspondente a "condicao”
ou entrada do SBRF. Quando as entradas e saidas tém esta conotacdo os SRBF sdo
denominados Controladores Fuzzy.

Utilizando os métodos que vimos anteriormente podemos traduzir termos linguisti-
cos, utilizados por especialistas para controlar suas tarefas, no formato matematico, de
forma a automatizar essas tarefas.

Em controladores fuzzy as tarefas sdo comandadas por meio de termos da lingua-
gem usual, relacionando com uma varidvel de interesse. Estes termos, traduzidos por
conjuntos fuzzy, sdo utilizados para transcrever a base de conhecimentos através de
uma colecgdo de regras fuzzy, denominada base de regras fuzzy. A partir dessa base
de regras obtém-se a relacao fuzzy, a qual produzird a saida (resposta, acdo) para cada
entrada (estado, condicdo).

2.6 BASE DE REGRAS FUZZY

Uma base de regras fuzzy tem o seguinte formato

Ry: '"Proposicao fuzzy 1"
ou
Ry:  "Proposicao fuzzy 2"

ou

R,: '"Proposicao fuzzy r"

Tabela 5: Forma Geral de uma base de regras fuzzy.

Nos sistemas baseados em regras fuzzy cada proposicdo tem a forma
Se "estado" Entdo "resposta"

Tanto "estado" como "resposta’ sdo valores assumidos por variaveis linguisticas que
sdo modelados por conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy que compdem o "estado" sdo
chamados antecedentes e os que compdem a "resposta" sdo chamados consequentes,
tendo como particularidade cada regra a forma
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Se "condicao" Entao "acao"

Cada uma das classificacoes das varidveis que constam na base de regras ¢ modelada
por um conjunto fuzzy. A 1égica fuzzy é a outra parte utilizada na obtencao da relacao
fuzzy que sintetiza as informacGes matematicas contidas na base de regras.

A base de regras cumpre o papel de "traduzir" matematicamente as informacodes
que formam a base de conhecimentos do sistema fuzzy. Num certo sentido, pode-se
afirmar que quanto mais precisas forem tais informacdes, menos fuzzy (mais crisp)
serd a relacdo fuzzy que representa a base de conhecimentos. Numa situacéo ideal, tal
relacdo pode mesmo ser uma funcao no sentido classico.

2.7 CONTROLADOR FUZZY

Em um sistema fuzzy a cada entrada corresponde uma saida fuzzy, um controlador
fuzzy tem essa caracteristica também, mas se a entrada for crisp espera-se uma saida
crisp, neste caso um sistema fuzzy é uma funcao de IR” em R™ construida de alguma
maneira especifica. A seguir veremos modulos que indicam um roteiro para construcao
desta funcéo.

Mddulo de fuzzificacao

Neste estagio as entradas do sistema sdo modeladas por conjuntos fuzzy com seus
dominios respectivos. E muito importante a atuacio de especialistas na modelagem
das funcoes de pertinéncia. Mesmo que os conjuntos sejam crisp, eles sdo transforma-
dos em conjuntos fuzzy por meio de sua funcdo caracteristica.

Modulo de base de regras

Este modulo é composto por proposicoes fuzzy que sao descritas na forma linguistica
SexléAlexzéA2e... exnéAn

Entdou; é Bieur,éBre...euy, € By,

de acordo com as informacoes de um especialista. As varidveis e suas classifica-
¢oes linguisticas sdo catalogadas e, em seguida, modeladas por conjuntos fuzzy, isto €,
funcdes de pertinéncia.

Existem varios métodos para obter as funcbes de pertinéncia, tais como: apelos
intuitivos, ajustes de curvas, interpolagdes e até mesmo redes neurais.

Modulo de inferéncia fuzzy
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Neste modulo as proposicoes sdo "traduzidas" matematicamente por meio das téc-
nicas da légica fuzzy, definindo-se quais t-normas, t-conormas e regras de inferéncia
(podendo ser implicagdes fuzzy) serdo utilizadas para se obter a relacdo fuzzy que

modela a base de regras.

O sucesso do controlador depende muito desse médulo, pois ele fornecerd a saida
fuzzy a partir de cada entrada fuzzy.

Mddulo de defuzzificacao

A defuzzificacdo é um processo que permite representar um conjunto fuzzy por um
valor crisp (ntimero real). Na figura 15| vemos um esquema geral de um controlador

fuzzy.

Base de
Regras

Modulo de Madulo de
> u [—-

Fuzzificagdo Defuzzificagio

Maodulo de
Inferéncia
Fuzzy

Figura 15: Esquema geral de um controlador fuzzy. [7]
A base de regras é modelada matematicamente por uma relagdo fuzzy R, a partir
dos conjuntos fuzzy que a compdem e da légica fuzzy adotada.

A func@o de pertinéncia de R é dada por

pr(x,u) = V(pg,(x,u)), com1 <i<r, 2.4)

onde V é uma t-conorma e R; é uma relacdo fuzzy obtida da regra i, cuja funcao de
pertinéncia ¢g, € obtida de alguma forma - por exemplo, por meio de um modus ponens
generalizado. Os valores x e u representam o estado e o controle, respectivamente.

A inferéncia, que representa o controle B para um estado A, é dada por uma regra
de composicao de inferéncia: B = R(A) cuja funcdo de pertinéncia é dada por
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¢p(u) = sup(pr(x, u) Apa(x)), (2.5)

onde A é uma t-norma.

Conforme a tabela [6] podemos ilustrar a obten¢do da relagdo R de modo andlogo a

um modus ponens generalizado.

Ri: "Sex; é Ajle..ex, é Aynentdou; é Bjle ... e u, é Bym"
ou

R: "Sex; é A)le...ex, é Aynentdou; é Bople... e u, é Bom"
ou
ou

R;: "Sex;éAle...ex,é A,nentdou; éB,1e... e u, é B,m"

Fato: A=x1é6A1exyéAre..ex, éA,.
Concluséo: ué B ="TR(A).

Tabela 6: Ilustragdo da obtencéo da relacao R.

2.8 O METODO DE INFERENCIA DE MAMDANI

Mamdani propde uma relagéao fuzzy binaria M entre x e u para modelar matemati-

camente a base de regras.

O método de Mamdani é baseado na regra de composicao de inferéncia max-min

conforme o procedimento:

e Em cada regra R;, da base de regras fuzzy, a condicional "se x é A; entéo u é B;"
¢ modelada pela aplicacdo A (minimo) que, erroneamente, costuma ser denominada
por implicacdo de Mamdani (A ndo é uma implicacdo fuzzy pois néo preserva a tabela
de uma implicacao classica);

e Adota-se a t-norma A (minimo) para o conectivo logico "e";

e Para o conectivo ldgico "ou" adota-se a t-conorma V (mdximo) que conecta as
regras fuzzy das bases de regras.
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Formalmente, a relacdo fuzzy M é o subconjunto fuzzy de X x U cuja funcdo de
pertinéncia é dada por

pmlx,u) = {g%(fpzzj(x,u)) = ax [9a;(x) A @B, ()], (2.6)

onde r é o numero de regras que compdem a base de regras e, A; e B; sdo os
subconjuntos fuzzy da regra j. Cada um dos valores ¢ 4;(x) e @p;(u) séo interpretados
como 0s graus com que x e u estdo nos subconjuntos A; e B;, respectivamente, de
maneira que M nada mais é que a unido dos produtos cartesianos fuzzy entre os
antecedentes e os consequentes de cada regra.

Observagéo: Os subconjuntos fuzzy A; e B; que aparecem na férmula (2.6), podem
representar o produto cartesiano fuzzy de subconjuntos fuzzy Aj; e Bj. Por exemplo,

pode ocorrer

Pa;(x) = @a,(x1) N pa,(x2) e ¢p, (1) = ¢, (u1) A @B, (12),

Exemplo 2.10. Considere um controlador fuzzy com duas entradas e uma saida, cuja
base de regras é dada pela tabela abaixo

Ri: "Sex; é Aj1expé Appentdou é By"
ou
Ry: "Se xq é Arx e xp é Ay entdo u é By"

Tabela 7: Base de regras controlador fuzzy com duas entradas e uma saida.

Assim, para cada terna t = (x1, X2, 1) temos

@M(t) = {q)An (xl) A (PAlz(XZ) A 4)31(”)} V {(PAH (xl) A q)Azz(xz) A 9032(1’[)}

=max{@a,, (x1) A @a,,(x2) A @B, (1), P4, (X1) N @, (x2) A @p, (1) }

representando a relacdo fuzzy obtida da base de regras pelo método de Mamdani.

Agora, para um dado conjunto fuzzy de entrada A = A; X Ay, com A; e A, dois
numeros fuzzy, o conjunto de saida, que representa o controle a ser adotado para A
pelo método de Mamdani, é dado por B = M o A, cuja funcdo de pertinéncia é

¢B() = (Pmon) () = sup{@e(x, 1) A pa(x)}.
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Como A = Ay X A, entdo @A(x1,x2) = @4,(x1) A @ 4,(x2).
Desta forma
@p(u) = sup{@m(x, u) A @a(x)}

= sup {@r(x1, x2,u) A[@a, (x1) A @a,(x2)1}

(x1,%2)

= sup {[@a, (¥1) A @a,(x2) A @B, (1) V (@, (1) A @y (x2) A @B, (W) Al@a, (x1) A

(x1,x2)

Pa,(x2)]}
= sup {[@a,(x1) A @a, (X)IA[@a,(x2) A @a,,(x2)] A @p, (1)} V sup {[@a,(x1) A

(xl,xz) (X] /x2)

@ 4, (D] A [@2,(x2) AP ay, (x2)] A @B, (1)}
= @B, (1) V @By, (11).
onde Bg, e Bg, sdo as saidas parciais devido as regras R; e Ry, respectivamente.

Da férmula acima, podemos observar que a saida do método de Mamdani resulta da
unido entre as saidas parciais de cada regra. Para obter cada saida parcial, procede-se
da seguinte forma: faz-se a interseccdo das entradas com cada antecedente da regra
e em seguida, faz-se o produto cartesiano (universos distintos) dessas intersecdes com
os consequentes da regra. A projecdo desse produto cartesiano no espaco U € a saida
parcial para o conjunto fuzzy de entrada A. Vemos na figura

Figura 16: Saidas parciais no método de Mamdani. [7]]

e a saida geral é dada pela unido das saidas parciais, conforme a figura

Notemos que a figura |17| representa a fun¢do de pertinéncia ¢p do controle B que
foi obtido pelo conectivo V, que é a t-conorma do maximo.
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<1

Figura 17: Saida final do controlador fuzzy de Mamdani. [7]

2.9 O METODO DE INFERENCIA DE TAKAGI-SUGENO-KANG

As diferencas deste método(TSK) para o de Mamdani estdo na forma de escrever o
conseguente de cada regra e no procedimento de defuzzificacdo para se obter a saida
geral do sistema. O consequente de cada regra é dado explicitamente por uma funcio
dos valores de entrada desta regra.

Este método esta ilustrado na tabela [8) tendo uma base com r regras fuzzy, onde
cada uma delas tem n entradas (x1,x2,...,%,) € R", e uma saida u € R, sendo A;;
subconjuntos fuzzy de R.

Ri: SexiéAp1exyéApe...ex, é Ay, entdo uy = gl(xl, X2,...,Xn)
ou

Ry: Sexi éAnexyéAxpe..ex,é Ay entdo uy = ga(xy, X2, ..., Xxy)
ou
ou

Ry: SexiéAnexyéApe..ex,€A,entdou, = g(x1,x2,...,Xn)

Tabela 8: Base de regras do método TSK.

A saida geral do método é dada por

u zfi’(xlf-XZ/---/xi’l)

r r

Zw]-.g]-(xl,xz,...,xn) Za)]-.u]-

i=1 i=1

=! =! , 2.7)

r r
ij ij
j=1 j=1
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onde os pesos w; sdo dados por w; = Pa, (xl)Aq)A].z(xz) . A(pA].”(xn), e A\ é uma
t-norma. O peso w; corresponde a contribui¢do da regra R; para a saida geral. Os

casos mais comuns de t-normas sdo o produto e o minimo.

Para o caso de duas regras, cada uma com duas variaveis de entrada e uma saida, o
método TSK ¢ ilustrado no quadro a seguir.

Ri: "Sex; € Ajg e x; € Ay entdo u € uy = g1(x1, x2)"
ou

Ry: "Sexy € Ay e xp € Ay entéo u € up = ¢a(x1, x2)"

Tabela 9: Base de duas regras do método TSK.

Supondo que A seja a t-norma minimo, temos como saida geral, representando o
controle para as acoes x1 e xp, o valor de u dado pela equacéo:

o Wi Wy w181(X1, X2) + Waga(x1, X2
w1 + Wy w1 + Wy

) :fr(xll xZ)/ (28)

onde w; = min[@4,,(x1), pa,(x2)] corresponde ao peso da regra R; na saida geral do
processo.

O caso mais frequente é o que os consequentes de cada regra sio fungoes lineares
afins, tendo as funcoes g; a forma

gi(x1, x2) = a;x; + bixa + ;.
sendo conhecido como método Takagi-Sugeno (TS).

Exemplo 2.11. Considere um controlador fuzzy com duas entradas e uma saida, onde
os conjuntos fuzzy envolvidos, A;;, sdo nimeros fuzzy triangulares e as saidas de cada
regra sdo dadas por fungdes g;, lineares afins. Para cada par de entrada xy e vy, a figura
[e uma representacdo grafica para obtencdo da saida, a qual representa o controle a
ser adotado para tais entradas. Para este exemplo temos a base de regras dadas na

tabela

Ri: "Sexé Ajpeyé Apentdou é up = g1(x,y) = a1x; + byxp +c1"
ou
Rp: "Sex é Ay ey é Ay entdo u é up = go(x,y) = axx; + baxp + 2"

Tabela 10: Base de regras para o exemplo.
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Neste caso o controle fuzzy, cuja obtencéo gréfica estd ilustrada na figura[18] é dado

por

Y- Wil + Wty _ w181(x0, Yo) + waga(Xo, 3/0). (2.9)

w1 + Wy w1 + Wy

11

.
"t

1

U = g,(%.¥p)

w,u, + W2U2

Figura 18: Saida do controlador fuzzy TSK para o exemplo [7]]

Os controladores fuzzy tém a propriedade de modelar fenomenos (processos) por

meio de um funcional com informagoes incertas dadas por variaveis linguisticas.

Supondo que certo fendmeno estudado possa ser modelado por um funcional, ao
se admitir que a saida de cada regra é dada por uma funcéo linear afim, podemos
pensar que o funcional pode ser aproximado localmente por uma reta. Por exemplo,
se soubermos a priori que o funcional tem alguma propriedade de suavidade, podemos
eleger retas tangentes ao funcional para serem as fun¢des consequentes de cada regra.

E interessante observar que se as funcdes g; dos consequentes forem constantes, en-
tdo os dois métodos, de Mamdani e Takagi-Sugeno, produzem as mesmas saidas, se
a defuzzificacio usada no método de Mamdani for o centro de gravidade. E impor-
tante ressaltar que os controladores fuzzy tém propriedades matematicas importantes
como, por exemplo, a capacidade de aproximar funcoes continuas. Observamos que
os controladores TSK podem ser bem mais gerais, pois as funcoes de cada consequente
podem ter argumentos fuzzy, e os valores das entradas podem ser subconjuntos fuzzy.
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Em um controlador fuzzy para cada entrada fuzzy o moédulo de inferéncia produz
uma saida fuzzy, mesmo que a entrada seja crisp, assim € necessario indicar um mé-
todo para defuzzificar a saida e obtermos um numero real que servird para o controle,
apresentaremos a seguir, esses métodos mais utilizados.

2.10.1 Centro de gravidade, Centroide ou Centro de Area

Este método é semelhante a média aritmética para uma distribuicao de frequéncias
de uma dada varidvel, com a diferenca que os pesos aqui sdo os valores ¢p(u;), que
indicam o grau de compatibilidade do valor ©; com o conceito modelado pelo conjunto
fuzzy B.

O centro de gravidade d4 a média das areas de todas as figuras que representam os
graus de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. As equagdes e referem-se ao
dominio discreto e dominio continuo, respectivamente.

_ Yoo uipp(u;)
GB) = S5 (2.10)

[r u@p(u)du
GB)=F——1—"— 2.11
(B) [ s(u)du (2.11)

Exemplo 2.12. Vamos usar o método de defuzzicacdo centro de gravidade para deter-
minar qual a sensacdo de calor de uma pessoa onde temos as saidas do sistema fuzzy
dos conjuntos fuzzy quente e frio com suas pertinéncias, conforme a figura[19] Iremos
seguir os passos:

e Determinar o x centroide para cada saida ativada na inferéncia;

e Calcular a area entre o grau de pertinéncia e o eixo x para cada saida ativada;
e Calcular a média ponderada dos pontos centroides pelas respectivas areas.

O célculo para a obtencdo do centroide ?? é descrito a seguir:

Saida Frio:

e 1o €eixo x o centroide é 15;

e para calcular a drea do trapézio é necessdrio encontrar a base menor. Entdo para
o grau de pertinéncia 0,8 encontram-se os pontos (12;0,8) e (18;0,8) nas respectivas
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funcoes de pertinéncia. Logo a base menor tem tamanho igual a 6 e a base maior é
igual a 30. Dessa forma a area resulta em:

0,8(6 +30
Ao = 220730 14 4

Saida Quente:
e N0 eixo x o centroide é 35;

e para calcular a area do trapézio é necessario encontrar a base menor. Entdo para
o grau de pertinéncia 0,2 encontram-se os pontos (23;0,2) e (47;0,2) nas respectivas
fungbes de pertinéncia. Logo a base menor tem tamanho igual a 24 e a base maior é
igual a 30. Dessa forma a drea resulta em:

0,2(24 + 30
Aquente = ¥ =5,4
2
/1 (15.14,4+35.5,4) o
M = = 20,4
édia ponderada (4,4+5,4) 0,45°C
A
11 /=R\Io N\ITE
68 5
0.6 T
04+
) / \ ) \
5 0o 5 10 15 20 25  30. 3. 40 45 50.
—-0.2 + v — anmanaSa Aa aalas

Figura 19: Exemplo defuzzificacdo centroide

2.10.2 Centro dos Mdximos

Neste método sdo levados em conta apenas as regioes de maior possibilidade entre
os possiveis valores da variavel que modela o conceito fuzzy em questdo. temos entdo:

G(B) = HTS (2.12)
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onde
i=inf{u € R: @p(u) = max (1)}

e

s=sup{u € R: ¢p(u) = max pp(u)} (2.13)

Temos representado este método na figura [20]

Pg A

i G(B) s u

Figura 20: Defuzzificador centro de maximo.

2.10.3 Média dos Mdximos

O defuzzificador média dos maximos é comum ser utilizado quando tem-se um do-
minio discreto, temos a definicao a seguir:
n
Uj
M(B)=) —, (2.14)
~ 1
i=1
onde n é dado e u;, com 1 < i < n sdo os elementos de maior pertinéncia ao conjunto
fuzzy B.

Exemplo 2.13. No exemplo [19|seriam considerados os valores x = 15 e x = 35

entao @ =25°C
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Abordaremos nesse capitulo o uso de um controlador fuzzy na tomada de decisdo da
taxa SELIC, incluindo a taxa de desemprego também como variavel de entrada, com
as informacgodes atualizadas e utilizando o programa R [10] em relagdo ao artigo [6]],
assim como o uso da ldgica fuzzy no controle de um robd para desviar de obstaculos,
a ideia foi criada de modo a demonstrar de maneira lidica aos alunos o conceito de

proximidade utilizando a légica fuzzy.

3.1 TAXA SELIC

Uma das aplicacoes da légica fuzzy é na tomada de decisbes, existem situagdes em
que um preco esta baixo, razoavel ou alto, se um produto € feio, bonito ou adequado,
entre outras situagdes em que ndo podemos afirmar com certeza, quando temos certeza
podemos usar a légica classica.

Abordaremos nessa aplicacdo a decisdo da taxa SELIC, baseado no artigo [6]. A taxa
SELIC € a taxa bdsica de juros pelo qual o governo remunera os bancos quando sédo
tomados empréstimos, sendo portanto usada como referéncia para outras taxas.

A taxa SELIC é muito utilizada como ferramenta de controle de inflacdo, pois a
principal guia da economia € a lei da oferta/procura, por exemplo: quando temos
uma safra recorde a quantidade é maior do que as pessoas precisam, entdo para poder
vender o produto é necessdrio ter um atrativo, o principal utilizado é a diminuicao do
preco; quando se tém uma quebra de safra, as pessoas ficam dispostas a pagar mais
pelo produto que lhes é necessario, portanto acaba forcando o aumento do preco.

A logica fuzzy sera utilizada num processo que consiste em etapas:

e Escolha das variaveis de entrada;

e Funcoes de pertinéncia para cada entrada;
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e Criar as regras fuzzy adequadas por um especialista;
e Escolher o método de inferéncia do sistema fuzzy.

e Fazer a defuzzyficacao;

No caso da taxa SELIC temos varias entradas possiveis: risco pais, desvio da expec-
tativa da inflacdo, cambio, divida liquida, superavit priméario, desemprego, capacidade
de producdo da industria, indice de confianca do consumidor (ICC), SELIC-Meta defa-
sada. Utilizaremos apenas trés nesse trabalho o IPCA (indice de Precos ao Consumidor
Amplo) como referéncia para inflacdo, o preco do délar como referéncia da situacao
econdmica, e o indice de desemprego (quando a SELIC esta alta existe a preferéncia
das pessoas aplicarem seu dinheiro no mercado financeiro do que na atividade produ-

tiva).

Conforme os dados coletados nos sites do IPEA [3]] e IBGE [2]] colocados na tabela
temos uma correlacdo (conforme cdlculo abaixo) entre a entrada IPCA e saida SE-
LIC de 0,79, da entrada Dolar e saida SELIC de 0,9 e da entrada desemprego e saida
SELIC de 0,67. Este indice de correlacdo varia de -1 (alta relagdo inversamente pro-
porcional) a 1 (alta relacao diretamente proporcional), sendo 0 ndo existe relacdo das
varidveis, portanto essas variaveis sdo adequadas para serem utilizadas nesse processo.

_ (i — X)(yi — ) _ Cov(X,Y)
VI — 202/ i — 5 V/Var(X).Var(Y)

0

onde x1,X2,...,X, € Y1,Y2,-..,Yn, Sd0 0s valores medidos das varidveis.

_ 1 &
x:E.;xi
e
1 n
?zg-zyi

sdo as médias aritméticas das variaveis.

3.1.1 Programa para modelagem Fuzzy

Existem diversos programas para efetuar a modelagem Fuzzy, entre eles estdo o
Matlab bastante utilizado, mas é um programa pago, e o R [[10] que utilizaremos
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por ser gratuito e que pode realizar a modelagem através do inclusdo da biblioteca
sets [9]].

No programa R foi utilizado para a modelagem o script abaixo:

# Carrega a biblioteca de funcées de légica

library (sets)

# Lé os dados da tabela selic

selic <read.table("selic.txt" ,header = T,dec = ",")

# Define o universo de valores das varidveis do menor até o maior e do incremento
sets_options("universe", seq(from = 1, to = 15, by = 0.01))
# Valor inicial da saida fuzzy

nebula < numeric (0)

# Fungoes de pertinéncia para as varidveis de entrada e saida fuzzy

variaveis < set(

ipca=fuzzy_variable (

B=fuzzy_trapezoid (corners = ¢(4,5,6,7)),

M=fuzzy_trapezoid (corners = ¢(6,7,8,9)),

R=fuzzy_trapezoid (corners = ¢(8,9,10,11))),
dolar=fuzzy_variable (

B=fuzzy_cone(l.7,radius = 0.8),

1
o

M=fuzzy_cone(2.7,radius .5),

I
—

R=fuzzy_cone(3.1,radius = 1.4)),
desemprego=fuzzy_variable (
B=fuzzy_normal (mean=8,sd = 2),

R=fuzzy_normal (mean=10,sd = 2)),

selic=fuzzy_variable (
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baixar=fuzzy_normal (mean=6.5,sd =1.0),

manter=fuzzy_normal (mean=11.3,sd=0.6),

aumentar=fuzzy_normal (mean=16,sd =2.3)))

# Regras do médulo fuzzy

regras < set(

fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca
fuzzy_rule (ipca

fuzzy_rule (ipca

%is% B &

%is% M &&

%is% R &%

%is% B &&

%is% M &&

%is% R &

%is% B &&

%is% M &

%is% R &&

%is% B &&

%is% M &&

%is% R &&

%is% B &%

%is% M &&

%is% R &%

%is% B &

%is% M &&

%is% R &%

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

dolar

%is% B

%is% B

%is% B

%is% B

E B B B B

%is% B

%is% B

&&

%is% M &&
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# Criagdo do sistema fuzzy

sistema < fuzzy_system(variaveis ,regras)

# Inferencia e defuzzificacao do sistema fuzzy

for(i in 1:48){

fi < fuzzy_inference (sistema, list (ipca=selic[i,2],dolar=selic[i,3],desemprego=selic[i,4]))

nebula[i] < gset_defuzzify (fi,"centroid")

# Verificacdo dos valores da saida fuzzy

nebula

# Mostra como estd montado o sistema fuzzy

print(sistema)

# Grdfico de pertinéncia das varidveis fuzzy

plot(sistema)

# variagdo do eixo x do grdfico de comparagdo das selic fuzzy e real
meses < 1:48

# grdfico de comparagdo das selic fuzzy e real

plot(meses, selic$selic ,type="1" ,main="Comparacdo_SELIC_Fuzzy_e_Real",
xlab="Jan13_a_Dez16",ylab="Selic",col="red")

legend (40,10,c("Fuzzy","Real"),col =c("blue","red"), pch=rep(20,2))
lines (meses, nebula, col="blue")

# correlagdo entre selic real e fuzzy

x=cbind (selic$selic ,nebula)

x=data . frame(x)

cor (x, method="pearson’)
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3.1.2 Varidveis de entrada e saida

Nas varidveis de entrada foram utilizadas: B para cendrio bom, M para cendrio
moderado e R para cendrio ruim, os dados foram obtidos na internet nos sites do
IBGE [2] e Banco Central [[1]], para a saida SELIC temos as decisdes de baixar, manter

ou aumentar. Os gréficos para cada varidvel podem ser vistos nas figuras [21], 22],
e24
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Figura 24: Saida variavel SELIC

3.1.3 Fungoes de Pertinéncia

Depois de escolhidas as variaveis de entrada que tém relacdo e interferem na varia-

vel de saida em um sistema fuzzy, serd necessario construir as funcoes de pertinéncia,

essas funcgoes sdo geralmente construidas por especialistas, no nosso caso, as variaveis

escolhidas sdo constantemente citadas nas atas do COPOM (Comité de Politica Mone-
taria), com a informacdo destas atas mais as colhidas na internet e adequando com a
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Figura 25: Funcoes de pertinéncia

saida do sistema utilizando o coeficiente de correlacdo de Pearson entre a SELIC real
e a SELIC fuzzy, chegamos aos graficos

3.1.4 Regras

Assim como as func¢des de pertinéncia, as regras também devem ser feitas por es-
pecialistas, as regras sdo as tomadas de decisdo conforme os valores das variaveis de
entrada, produzindo uma saida fuzzy, as regras adotadas nessa aplicacdo podem ser
vistas na tabela

3.1.5 Inferéncia e defuzzificagdo

Os valores das variaveis de entrada conforme as regras produzem uma saida fuzzy
(temos um exemplo na figura [26]), que no nosso caso pode ser ttil para a tomada de
decisdo, mas se quisermos ter um valor para comparar com a SELIC real, teremos que
inferir e defuzzificar as saidas fuzzy, utilizamos o centroide (centro de area) para isso.



3.1 TAXA SELIC

o
1] [1a]
® S 7
0
2 o 7
G
8 z-
£
o o
= o
o
< | | T | | | |
2 4 6 8 10 12 14
Universe
Figura 26: Saida sistema fuzzy com valores de janeiro 2013
Comparacgédo SELIC Fuzzy e Real
=
(S
e 4
D
N o |
o - * Fuzzy
* Real
© -
-

1 | | | |
0 10 20 30 40

Jan13 a Dez16

Figura 27: Comparacédo SELIC real e fuzzy

3.1.6 Conclusdo

A modelagem fuzzy pode ser um método bastante 1til para tomada de decisdo, con-
forme podemos ver no grafico onde a saida fuzzy tém um grau de correlacdo de
0,95 comparada com a SELIC real.
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3.2 USO DA LOGICA FUZZY EM PROXIMIDADES

Quando encontramos situacOes de estar proximo ou perto de algo, qual valor po-
demos adotar para dizer que é perto ou préximo? Nesta aplicacdo mostraremos de
forma pratica que podemos adotar a légica fuzzy como forma de determinar valores

préximos de um valor fornecido.

Iremos utilizar a seguinte situacdo, um robo aproxima-se de uma fonte de calor,
sendo que ele suporta uma temperatura em torno de 50°C, portanto devendo parar
quando aproximar-se deste valor. Por qué ndo utilizar a légica classica para isso, fa-
zendo o rob6 parar com valores acima de 50°C? porque o rob6 trabalha com sensores
que podem ter erros de leitura, fazendo o robo ficar exposto a temperaturas maiores,
consequentemente o danificando.

3.2.1 Programa para simulagdo de robé

Utilizaremos LOGO [8] que é uma linguagem de programacao interpretada (pode-
mos ver passo a passo a execucdo dos comandos), muito utilizada para educacéo foi
criada por Wally Feurzeig e Seymour Papert como uma forma construcionista onde
os alunos aprendem com seus erros através da visualizacdo dos comandos. A forma
classica da linguagem LOGO ¢é o controle de uma tartaruga que movendo-se na tela

desenha por onde passa.

Existem varios compiladores diferentes, podendo ser utilizados para controle de
robds através da saida fisica da porta paralela dos computadores ou até para IA (inteli-
géncia artificial), na nossa aplicacdo utilizaremos o Kturtle [5] que é uma linguagem
de programacéo gratuita no sistema operacional LINUX.

Vemos abaixo os comandos para o Kturtle:

#reinicia o programa
apague

#tamanho da tela
tt 200,200

#cor do fundo da tela
cf 0,0,0

#calor suportado
$calor = 50

#fonte calor aleatorio
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$fonte = al 200,510

#cor da fonte
$cor = arredonda($fonte/4)

#desenha a fonte
11 8
vapara 96,0
pd 90

cl 0,0,%$cor
pf 8

pd 90

pf 8

pd 90

pf 8

pd 90

pf 8

#volta inicio
centralize

#desativa o risco
un

$cal =0
$calfuzzy =0

#repete ate checar perto
enquanto $calfuzzy < 1 {

#distancia com erro
$dist = pegayx(al 0.95,1.05)

#calor dependente da distancia
$cal =$fonte/(raizquadrada $dist)

#calor aproximado por fuzzy

se $cal < ($calor 0.1x$calor){$calfuzzy = 0}

se ($calor 0.1x$calor) <= $cal e $cal <= $calor

{ $calfuzzy = ($cal ($calor 0.1x%$calor))/(0.1%$calor)}
se $cal > $calor {$calfuzzy =1}

#movimenta tartaruga
pf 1}
vapara 0,100

#some tartaruga
da
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#cor do texto
cl 255,255,255

#valor final do calor
mostre "calor final:"
vapara 100,100
mostre $cal

3.2.2 Comentdrios

e A fonte de calor varia de 200°C a 510°C variando também a cor da representacao

na tela do kturtle;

e Conforme a distancia o calor diminui seguindo a funcéo calor =

e Foi utilizada como func¢do de aproximacéo f(x) =

28;

x—(50—0,1.50)

0,1.50

calor da fonte.
v distancia ?

conforme figura

e Aplicou-se um erro de +5% na distancia em funcéo do erro de leitura do sensor

do robd.

0.8 1

0 cx < 45
x — 45
f(x) = 3 . 45 < x < 50

06 =
1 : €caso contrario

0.4 9

0.2 9

0 T Ll
0 10 20 20 40 50 6

Figura 28: Fungéo de aproximacgao
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3.2.3 Uso da aplicagdo

Imaginemos um robd no centro de uma sala escura, onde somente existe uma saida
onde advém uma luz, o rob6 possui 3 sensores: um sensor de luminosidade que indi-
cara a saida, outro sensor de proximidade que verifica se o robo esta perto da parede,
para nao haver colisdo, e um sensor de calor usando a aplicacdo anterior como forma
de obstdculo, determinando pela l6gica fuzzy o valor suportado pelo rob6. O robo se
movimenta para frente e somente vira para a esquerda ou direita se estiver perto da
fonte de calor ou estiver perto da parede, vemos na figura[29|um exemplo da execucéo
do programa.

¥47.0149

Figura 29: Percurso da tartaruga com desvio e calor final

Usando essas premissas chegamos ao codigo abaixo:

#desenha as paredes com cores aleatorias
apague

tt 200,200

cf 0,0,0
$perto = 20
vapara 0,0

11 5

repita 4 {

pd 90

$r al 0,255
$g al 0,255
$b = al 0,255
cl $r,$g,%$b
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pf 200 }

#define a posicdo da porta

$x = arredonda (al 1,4)

cl 255,255,255
se $x==1 { $px
vapara $px,0
pd 90

pf 10}

sendo se $x ==
vapara 200,$py
pd 180

pf 10}

sendo se $x ==
vapara $px,200
pd 90

pf 10}

senao

{$py = al 0,190
vapara 0,$py
pd 180

pf 10}

al 0,190

{ $py

{ $px

al 0,190

al 0,190

$dir = arredonda((lerdirecédo / 90) + 1)
se $x==1 {$portax = $px

$portay = 0 }
sendo se $x ==
$portay = $py }

sendo se $x == 3 {$portax

$portay = 200 }

2 {$portax

sendo {$portax = 0

$portay = $py}

$distatual = raizquadrada ((pegax

$distpf = 90

#define posicdo da fonte de calor

200

$px

$portax)”™2 + (pegay $portay)”2)

enquanto $distpf>70 ou $distpf < 30 {
$fontex = al 10,190
$fontey = al 10,190
$distpf = raizquadrada (($fontex

b
$final=0

#calor suportad
$calor = 50

o

#fonte calor aleatorio
$fonte = al 400,1020

$portax)”™2 + ($fontey $portay)”2)
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#cor da fonte
$cor = arredonda($fonte/4)

#desenha a fonte
11 4

vapara $fontex,$fontey
pd 90

cl $cor,0,0

pf 4

pd 90

pf 4

pd 90

pf 4

pd 90

pf 4

#volta inicio
centralize

¢l 255,255,255
11 2

$cal =0
$calfuzzy =0

#verifica sw chegou na porta

enquanto $perto != 0 {
$distant = $distatual
pf 1

$distatual = raizquadrada ((pegax  $portax)”™2 + (pegay $portay)”2)

#distancia com erro

$distf = raizquadrada ((pegax $fontex) ™2 + (pegay $fontey)”~2)x(al 0.95,1.05)
#calor dependente da distancia

$cal =$fonte/( $distf)

#calor aproximado por fuzzy

se $cal < ($calor 0.1%$calor){$calfuzzy = 0}

se ($calor 0.1%$calor) <= $cal e $cal <= $calor

{ $calfuzzy = ($cal ($calor 0.1x$calor))/(0.1%x$calor)}
se $cal > $calor {$calfuzzy =1}

se $dir == 1 {$distparede = pegay}

sendo {se $dir == 2 {$distparede = 200 pegax}
sendo {se $dir == 3 {$distparede = 200 pegay}
sendo {$distparede = pegax}}}

#verifica se esta perto da fonte de calor ou da parede
se ($calfuzzy > 0) ou (($calfuzzy < 1) e ($distatual > $distant)) ou (($calfuzzy < 1)
e ($distparede < $perto)) {
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#vira para esquerda ou direita depende da distancia para a saida mais perto
se $dir == 1 {

$c11 =$fonte/( (raizquadrada (((pegax 1) $fontex)~2 + (pegay $fontey)”™2)))
$c12 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)~2 + (pegay $fontey)”™2)))

$dll=raizquadrada (((pegax 1) $portax)”™2 + (pegay $portay)”2)
$d12=raizquadrada ((pegax $portax)”™2 + (pegay $portay)”2)
se $calfuzzy > 0 {se $cll < $c12 { pe 90

pf 1

$perto = $perto + 1} sendo {pd 90

pf 1

$perto = $perto + 1} } sendo {se $d11 < $d12 { pe 90
$perto = $perto 1} sendo {pd 90

$perto = $perto 1} }}

se $dir == 2 {

$c21 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)™2 + ((pegay 1) $fontey) ™ 2)))
$c22 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)~2 + (pegay $fontey)”™2)))
$d21=raizquadrada ((pegax $portax)”™2 + ((pegay 1) $portay) ™ 2)
$d22=raizquadrada ((pegax $portax)”™2 + (pegay  $portay)”"2)

se $calfuzzy>0 {se $c21 < $c22 { pe 90

pf 1

$perto = $perto + 1} sendo {pd 90

pf 1

$perto = $perto + 1} } sendo {se $d21 < $d22 { pe 90
$perto = $perto 1} sendo {pd 90

$perto = $perto 1} }}

se $dir == 3 {

$c31 =$fonte/( (raizquadrada (((pegax 1) $fontex)”™2 + (pegay $fontey)”™2)))
$c32 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)™2 + (pegay $fontey)”™2)))
$d31=raizquadrada (((pegax 1) $portax)”~2 + (pegay $portay)”2)
$d32=raizquadrada ((pegax $portax)”™2 + (pegay $portay)”2)

se $calfuzzy > 0 {se $c31 < $c32 { pd 90
pf 1
$perto
pf 1
$perto = $perto + 1} } sendo {se $d31 < $d32 { pd 90

$perto = $perto 1} sendo {pe 90

$perto = $perto 1} }}

se $dir == 4 {

$c41 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)~2 + ((pegay 1) $fontey)”™2)))
$c42 =$fonte/( (raizquadrada ((pegax $fontex)~2 + (pegay $fontey)”™2)))
$d41=raizquadrada ((pegax $portax)™2 + ((pegay 1) $portay) ~2)
$d42=raizquadrada ((pegax $portax)”™2 + (pegay  $portay)”2)

$perto + 1} sendo {pe 90
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se $calfuzzy > 0 {se $c41 < $c42 { pd 90
pf 1

$perto = $perto + 1} sendo {pe 90

pf 1

$perto = $perto + 1} } sendo {se $d41 < $d42 { pd 90
$perto $perto 1} sendo {pe 90

$perto = $perto 1} }}

$dir = arredonda((lerdirecédo / 90) + 1)
se $dir>4 ou $dir<=0 {$dir=1}

se $final<$cal {$final=$cal}

1}

#mostra o calor final
vapara 90,100
diregédo 0

mostre $final

3.2.4 Conclusdo

Embora a decisdo do desvio de um obstaculo possa ser feita pela l6gica classica,
usando a légica fuzzy podemos ter a vantagem de poder desviar da fonte de calor pela
proximidade, isto é, quanto mais préximo maior poderd ser esse desvio, embora nao
tenha sido utilizado isto na aplicacdo pois o codigo seria muito extenso e a finalidade
da aplicacdo é ser a mais diddtica possivel, podemos também utilizar a pertinéncia para
o caso do robd ter um extintor de incéndio e variando a quantidade de liquido expelido
de acordo com a proximidade, decidir desviar quando tiver mais de um obstaculo para
longe do mais préximo, além de outras que possam utilizar a 1égica fuzzy. Este método
também podera ser utilizado para qualquer tipo de obstaculo no percurso de um robo.
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Data IPCA | Dolar | Desemprego | SELIC
jan/13 6,15 2,04 7,2 7,25
fev/13 6,31 1,99 7,7 7,25
mar/13 | 6,59 1,98 8 7,25
abr/13 6,49 1,99 7,8 7,5
mai/13 6,5 2,01 7,6 8
jun/13 6,7 2,11 7,4 8
jul/13 6,27 2,22 7,3 8,5
ago/13 | 6,09 2,29 7,1 9
set/13 5,86 2,33 6,9 9
out/13 5,84 2,24 6,7 9,5
nov/13 | 5,77 2,25 6,5 10
dez/13 5,91 2,32 6,2 10
jan/14 5,59 2,36 6,4 10,5
fev/14 5,68 2,4 6,8 10,75
mar/14 | 6,15 2,37 7,2 10,75
abr/14 6,28 2,3 7,1 11
mai/14 | 6,37 2,26 7 11
jun/14 6,52 2,26 6,8 11
jul/14 6,5 2,25 6,9 11
ago/14 | 6,51 2,27 6,9 11
set/14 6,75 2,3 6,8 11
out/14 6,59 2,4 6,6 11,25
nov/14 6,56 2,5 6,5 11,25
dez/14 | 6,41 2,59 6,5 11,75
jan/15 7,14 2,65 6,8 12,25
fev/15 7,7 2,73 7,4 12,25
mar/15 | 8,13 3,02 7,9 12,75
abr/15 8,17 3,14 8 13,25
mai/15 | 8,47 3,07 8,1 13,25
jun/15 8,89 3,12 8,3 13,75
jul/15 9,56 3,16 8,6 14,25
ago/15 | 9,53 3,39 8,7 14,25
set/15 9,49 3,73 8,9 14,25
out/15 9,93 3,94 9 14,25
nov/15 | 10,48 3,9 9 14,25
dez/15 | 10,67 | 3,91 9 14,25
jan/16 | 10,71 | 4,01 9,5 14,25
fev/16 | 10,36 | 4,05 10,2 14,25
mar/16 | 9,39 3,92 10,9 14,25
abr/16 9,28 3,64 11,2 14,25
mai/16 | 9,32 3,51 11,2 14,25
jun/16 8,84 3,51 11,3 14,25
jul/16 8,74 3,3 11,6 14,25
ago/16 | 8,97 3,22 11,8 14,25
set/16 8,48 3,23 11,8 14,25
out/16 7,87 3,21 11,8 14
nov/16 | 6,99 3,26 11,9 13,75
dez/16 | 6,29 3,37 12 13,75

Tabela 11: Tabela de valores das entradas fuzzy.
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Tabela 12: Regras de Inferéncia
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