A
o A

Universidade Federal do ABC P RO F M AT

ANDRE LUIS SILVERIO MARCHESINI

PROBABILIDADE E CADEIAS DE MARKOV: UMA PROPOSTA PARA
0S ENSINOS FUNDAMENTAL E MEDIO

Santo André, 2017






A
o A

Universidade Federal do ABC P RO F M AT

UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

CENTRO DE MATEMATICA, COMPUTAGAO E COGNICAO
ANDRE LUIS SILVERIO MARCHESINI

PROBABILIDADE E CADEIAS DE MARKOV: UMA PROPOSTA PARA
0S ENSINOS FUNDAMENTAL E MEDIO

Orientador: Prof. Dr. André Ricardo Oliveira da Fonseca

Dissertacao de mestrado apresentada ao Centro de
Matemadtica, Computacdo e Cognicdo para

obtencao do titulo de Mestre

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DISSERTACAO
DEFENDIDA PELO ALUNO ANDRE LUIS SILVERIO MARCHESINI,

E ORIENTADA PELO PROF. DR. ANDRE RICARDO OLIVEIRA DA FONSECA.

SANTO ANDRE, 2017



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do ABC
Elaborada pelo Sistema de Geragdo de Ficha Catalografica da UFABC
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Silvério Marchesini, André Luis

PROBABILIDADE E CADEIAS D[E MARKOV : UMA PROPOSTA PARA
OS ENSINOS FUNDAMENTAL E MEDIO/ André Luis Silvério Marchesini. —
2017.

78 fls.
Orientador: André Ricardo Oliveira da Fonseca

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do ABC, Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional - PROFMAT, Santo André, 2017.

1. Probabilidade. 2. Cadeias de Markov. 3. Matrizes. 4. Modelagem
Matemética. |. Oliveirada Fonseca, André Ricardo. I1. Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Naciona - PROFMAT, 2017. I11. Titulo.




Este exemplar foi revisado e alterado em relagdo a versao original,
de acordo com as observacbes levantadas pela banca no dia da |
defesa, sob responsabilidade Gnica do autor e com a anuéncia de
seu orientador.

Santo André, & _de RO de 204 .

Assinatura do autor: =




MINISTERIO DA EDUCACAO
Fundacéo Universidade Federal do ABC
Programa de P6s-Graduacio em Mestrado Profissional em Matematica

em Rede Nacional

Avenida dos Estados, 5001 — Bairro Santa Terezinha — Santo André — SP
CEP 09210-580 - Fone: (11) 4996-0017

profimat@ufabc.edu.br

FOLHA DE ASSINATURAS

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertagfo
de Mestrado do candidato André Luis Silvério Marchesini, realizada em 24 de agosto de 2017:

4/’1/(% Lepmson

Prof.(a) Dr.(a) André Ricardo Ollv ira da Fonse‘ca (Universidade Federal do ABC) —

Presidente
/j7/L adevice

Prof.(a) Dr.(a) Sixme/ DayanBs okadey @{niversidade Federal do ABC) — Membro

e

\Prentin (Fundagdo Educacional Inaciana Padre Sabdia de

s K
Prof.(a) Dr.(a) Paulo H ‘ arIqueE
-~ _Wledeiros) — Membro Titular

Prof.(a) Dr.(a) Antonio Cindido Faleiros (Universidade Federal do ABC) — Membro Suplente

Prof.(a) Dr.(a) Birajara Soares Machado (Hospital Israclita Albert Einstein) — Membro
Suplente

&) Universidade Federal do ABC






Dedico este trabalho a minha esposa Vanessa,
que me apoiou em cada etapa, sempre compre-
ensiva e me ajudando nos momentos mais difi-
ceis e aos meus pais Valdecir e Eunice, por tudo

que fizeram por mim ao longo da minha vida.






AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha esposa Vanessa, que abdicou de tanta coisa nos ultimos dois anos

e meio para me apoiar nessa jornada.

Ao meu orientador Prof. Dr. André Ricardo de Oliveira Fonseca, que me apoiou e

incentivou até mesmo nos momentos que eu estava completamente perdido.
A todos os professores do curso.

Aos meus colegas de curso, por estarem sempre dispostos a ajudar quando necessa-

rio.
A Universidade Federal do ABC.
A Sociedade Brasileira de Matemaética - SBM.

Enfim, agradeco a todos que colaboraram de alguma forma para que eu pudesse

ultrapassar mais essa etapa em minha vida.

vii






RESUMO

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo de probabilidade e cadeias de Markov
com enfoque da modelagem matemadtica. Inicialmente, colocamos de maneira sucinta
algumas defini¢des e teoremas de probabilidade. Em seguida, abordamos alguns exem-
plos de situagdes-problema que envolvem cadeias de Markov, a partir desses exemplos
definimos seus elementos basicos (diagrama de transicdo, matriz de transicdo, vetor
de estado), demonstramos alguns teoremas e fizemos um breve estudo sobre cadeias
absorventes. Por ultimo, apresentamos algumas atividades aplicadas no ensino funda-

mental e outras no ensino médio.

Palavras-chave: Probabilidade, Cadeias de Markov, Matrizes, Modelagem Matema-

tica
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ABSTRACT

In this master thesis we present a study of Probability theory and Markov chains
focused on mathematical modeling. First, we briefly describe some Probability
definitions and theorems. Then, we discuss some problem-solving examples involving
Markov chains and from them we define the theory basic elements (transition diagram,
transition matrix, state vector), demonstrate some theorems and perform a brief
analysis of absorbing chains. Finally, we report some classroom activities implemented

in elementary and high schools.

Keywords: Probability, Markov Chains, Matrices, Mathematical Modeling
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INTRODUCAO

O ensino da matematica tem estado em foco de maneira negativa nos tltimos anos,
noticias como estas: "Desempenho do ensino médio em matemadtica é o pior desde
2005" (Folha de Sao Paulo, 08/09/2016), ”Pisﬂ sabemos menos de matematica do
que em 2009" (Revista Epoca, 06/12/2016) tém se tornado frequentes, devido ao
baixo desempenho dos alunos em avaliagbes como a Prova Brasil, que tém o objetivo
de avaliar a qualidade do ensino oferecido pelo sistema educacional brasileiro e tam-
bém é usada no calculo do IDEBEL indice usado como base para a primeira reportagem

citada.

Sou formado em licenciatura em Matematica pelo Instituto Municipal de Ensino Su-
perior de Catanduva desde 2005. No inicio de 2006 passei num concurso e me mudei
para a cidade de Itanhaém, e a partir de entdo leciono no municipio. Em 2008, in-
gressei também na rede estadual. Trabalho princialmente com ensino fundamental,
em uma regido carente, e em todos esses anos como professor percebi que o baixo de-
sempenho dos alunos deve-se, em parte, a falta de motivacgéo e ao desinteresse que os
alunos tém pela matematica. E muito comum ouvirmos de alunos que eles néio gostam
desse componente curricular, que é muito dificil, ou ainda que a matematica ensinada
na escola ndo serve em nada para a sua vida, também percebi que aulas mais intera-
tivas, mais "mao na massa" chamam mais a atencdo e tem maior participacdo. Nesse
trabalho buscamos fomentar o gosto pela matematica nos alunos, para isso nossa pro-
posta é que as atividades sejam mais praticas, que possam motivar o aluno a perceber

a importancia da teoria que estd sendo estudada.

A respeito do ensino da probabilidade temos nos Parametros Curriculares Nacionais:

Matematica do Ensino Fundamental [|5]:

Programme for International Student Assessment, é uma avaliacdo aplicada de forma amostral a estudan-

tes de mais de 70 paises, para saber mais acesse: www.oecd.org/pisa
{ndice de Desenvolvimento da Educacéo Basica, criado em 2007, pelo Instituto Nacional de Estudos e Pes-

quisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), formulado para medir a qualidade do aprendizado nacional e

estabelecer metas para a melhoria do ensino
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”Com relacao a probabilidade, a principal finalidade é a de que o aluno
compreenda que grande parte dos acontecimentos do cotidiano sdo de na-
tureza aleatdria e é possivel identificar provdveis resultados desses acon-
tecimentos. As nocdes de acaso e incerteza, que se manifestam intuitiva-
mente, podem ser exploradas na escola, em situagdes nas quais o aluno

realiza experimentos e observa eventos”(p. 52)

Os Paridmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio [4] destacam ainda mais a
relevancia do ensino da probabilidade colocando também sua importancia em outras

areas além da matematica:

”As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados, rea-
lizar inferéncias e fazer predi¢des com base numa amostra de populagéo,
aplicar as ideias de probabilidade e combinatdria a fenOmenos naturais e
do cotidiano sdo aplicagbes da Matematica em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.
Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem dtvida, ins-
trumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas.
Isto mostra como serd importante uma cuidadosa abordagem dos contet-
dos de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio, ampliando
a interface entre o aprendizado da Matemadtica e das demais ciéncias e
areas.”(p.44,45)

Mesmo com a sua valia e com muitas aplicacOes, vdrias delas em situacoes do dia
a dia, a probabilidade acaba sendo trabalhada pelos docentes de maneira superficial
e pouco interessante, em 11 anos lecionando na rede publica, percebi, analisando
minhas proprias praticas e também em conversas com colegas da area, que existe um
certo descaso no ensino de probabilidade, pois os professores passam rapidamente
pelo assunto, preferindo dar énfase a contetidos "mais importantes" por serem mais

basicos.

Em questiondrio disponibilizado para ser respondido por professores que atuam no
ensino fundamental e no ensino médio, dos professores que trabalham na rede ptblica,
aproximadamente 57% dos que lecionam no ensino fundamental dizem trabalhar pro-
babilidade de maneira rdpida, dando prioridade a outros contetidos, considerados mais
importantes, e menos de 32% tem o hdbito de usar atividades préticas, que julgamos

serem muito mais atraentes, principalmente para alunos do Ensino Fundamental.
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Buscamos contribuir com atividades de probabilidade que visam criar no aluno do
Ensino Fundamental uma empatia com a matemadtica, tentando diminuir a rejeicdo
que existe atualmente. No Ensino Médio a proposta é usar as Cadeias de Markov
para mostrar a importancia da probabilidade (trabalhando em conjunto com matrizes
e sistemas lineares, conteudos considerados sem ligacdo alguma por eles), usando
alguns exemplos de aplicacOes praticas que podem ir desde uma analise de migracao
de uma populagéo até a probabilidade de vitdria ou derrota em um jogo, mostrando
assim aos alunos, que estao prestes a escolher uma carreira, que a matemadtica pode

ser usada como ferramenta nas mais diversas areas.






PROBABILIDADE

1.1 INTRODUCAO

Segundo Alencar [|1]] a Teoria de Probabilidades teve inicio na Franca com estudos
sobre jogos de azar. Antoine Gombaud (1607-1684), que era aficionado por jogos de
cartas, discutia com Blaise Pascal (1623-1662) sobre as possibilidades de sucesso no
jogo. Em 1654 Pascal, que havia se interessado pelo assunto, comecou a se correspon-

der com Pierre de Fermat (1601-1665) dando origem a probabilidade finita.

Ainda segundo Alencar [1] a primeira obra sobre probabilidade é De ludo Aleae
(Sobre Jogos de Azar), que era mais um manual para jogadores com alguma discussdo
de probabilidade, escrita por Girolamo Cardano (1501-1576) e publicada quase 90
anos apos sua morte. Ja o primeiro tratado sobre Teoria de Probabilidades foi um
folheto intitulado De Ratiociniis in ludo Aleae (Sobre o Raciocinio em Jogos de Azar),
escrito pelo holandés Christian Huygens (1629-1695) e data de 1657.

Outros nomes que contribuiram com o desenvolvimento inicial da probabilidade fo-
ram: Galilei Galilei (1564-1642) que em um fragmento escrito provavelmente entre
1613 e 1623, Sopra le Scorpete dei Dadi (Sobre os Jogos de Dados), resolve um pro-
blema relacionado com as probabilidades no lancamento de trés dados; Abraham de
Moivre (1667-1754) com seu livro chamado Doctrine of Chances (Doutrina do Acaso),
de grande influéncia na época; e Jacques Bernoulli (1654-1705), que em sua obra Ars

Conjectandi (A Arte de Conjecturar) abordou a lei dos grandes nimeros.

Apos essas contribuicdes iniciais o estudo das probabilidades foi aprofundado nos
séculos 18 e 19 com destaque para as obras de Pierre-Simon de Laplace (1749-1827),
Siméon Poisson (1781-1840) e Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
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1.2 ALGUMAS DEFINICOES IMPORTANTES

Nesta se¢do faremos, de maneira breve, algumas definicdes que julgamos importan-
tes para podermos definir probabilidade, utilizaremos como referéncias as obras de
Hazzan [|11], Bussab e Morettin [|6]], Alencar [1]], Ross [[16] e Dantas [8]].

Vamos chamar de experimentos aleatérios aqueles que quando repetidos sob uma
mesma condicdo apresentam um resultado impossivel de prever com certeza. Mesmo
sem saber exatamente qual resultado que ird ocorrer no experimento, podemos definir

um conjunto de todos os resultados possiveis de ocorrer.

7

Definicdo 1.1 (Experimentos aleatérios). Um experimento aleatério € aquele que

quando realizado tem resultado que nédo pode ser previsto.

Mesmo nao podendo prever o resultado de um experimento aleatdério, em geral
conseguimos descrever um conjunto com todos os resultados possiveis, chamaremos

esse conjunto de espaco amostral do experimento e usaremos () para representd-lo.

Definicdo 1.2 (Espaco amostral). Dado um experimento aleatdrio, o conjunto de todos

resultados possiveis nesse experimento é chamado espaco amostral Q).

Dado um experimento aleatdrio, com espaco amostral (), a cada subconjunto de
() damos o nome de evento, geralmente usamos uma letra maiuscula do alfabeto
(A,B,---,Y,7Z) para indicar um evento. Dizemos que um evento A ocorre, se ao

realizarmos um experimento e o resultado obtido pertencer a A.
Definicao 1.3. (Evento) Dado o espaco amostral () de um experimento aleatdrio, todo
subconjunto de () é um evento

Alguns casos importantes que devemos salientar sao:

e Eventos que possuem um unico elemento (#A = 1) sdo chamados de eventos

elementares.

Se um espaco amostral () tem n elementos (#() = n), entao () terd 2" subconjun-

tos, logo, 2" eventos, designaremos por F a familia de subconjuntos de Q).

Um evento que € o préoprio () é chamado de evento certo.

O conjunto @ é chamado de evento impossivel.

Usamos as operagdes de unido, interseccdo e complementacéo, usadas em conjuntos,

para operar entre eventos, podendo assim combind-los para formar novos eventos. Es-
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sas operagoes também possuem propriedades andlogas aquelas vdlidas para operacoes
de conjuntos, segundo Morettin e Bussab [6].

Por exemplo:
a. (ANB)¢ = ACUB®
b. (AUB)¢ = A®NBC
c. AN=0,ANO=A
d o¢=0,0=0
e. ANAC =0
f. AUAC=Q
g AUD=A,AUuQ=0
h. AN(BUC)=(ANB)UANC)

Se necessario ilustrar graficamente eventos, utilizamos diagramas de Venn, de forma
andloga a teoria dos conjuntos. Na figura |1, temos um retdngulo representando um
espaco amostral (), circulos representando eventos A e B, e os pontos representando

eventos elementares.

Figura 1: Espaco amostral e eventos aleatérios.

Definicdo 1.4 (Eventos mutuamente exclusivos). Dados dois eventos A e B, esses

eventos sdo mutuamente exclusivos ou mutuamente excludentes se, AN B = @.

Definicao 1.5 (Frequéncia relativa). Considerando um experimento aleatdério com es-
paco amostral (), finito, isto é, Q) = {w1, wy, - - -, wy }. Vamos supor que o experimento

serd repetido N vezes, nas mesmas condi¢des. Seja n;, 0 nimero de vezes que ocorre o
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evento elementar w;. Definimos como frequéncia relativa do evento {w;} como sendo
o numero f;, tal que:
n;

fi= N Vie{1,2,---,k}

Podemos destacar as seguintes propriedades da frequéncia relativa:
e 0<fi<1 Vipois0< 3 <1

o fi+fa+ -+ fr=1, pois
Ny+np+---+1p — 1

moy My g M
+ R N

NTN
1.3 PROBABILIDADE

Sobre a definicdo de probabilidade Alencar [1] diz:

”A Teoria de Probabilidades é geralmente apresentada a partir de trés enfo-
ques: a abordagem classica, o enfoque por frequéncia relativa e a aborda-

gem axiomatica. ”(p.40)

A abordagem cléssica baseia-se na simetria do experimento, é definida para eventos
equiprovaveis e usa o conceito de probabilidade de forma ciclica; a abordagem por
frequéncia relativa se justifica na experimentacao; e a abordagem axiomaética se desen-

volve a partir de trés axiomas estabelecidos por Andrei N. Kolmogorov (1903-1987).

Definicdo 1.6 (Definicéo classica). A probabilidade de um acontecimento E, que é um
subconjunto finito de um espaco amostral (), de resultados igualmente provaveis, é

dada por:

E
p(E) = Z((Q))

Onde n(E) e n(QQ) sdo as quantidades de elementos de E e de (), respectivamente.

Definicdo 1.7 (Definicdo frequentista de probabilidade). Seja E um experimento e A
um evento de um espaco amostral (). Suponhamos que E € repetido n vezes e seja fr4
a frequéncia relativa do evento. Entdo a probabilidade de A é definida como sendo o

limite de fr4 quando n tende ao infinito.

P(A) = lim fry
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Para Alencar [1] tanto a defini¢do cldssica quanto a por frequéncia relativa apresen-
tam problemas, a primeira devido a definicdo ciclica de probabilidade e a segunda a

convergéncia na série de experimentos.

Definicdo 1.8 (Definicdo axiomatica de probabilidade). Seja E um experimento alea-
tério com um espaco amostral (). A cada evento A de () associa-se um numero real,

representado por P(A) e denominado "probabilidade de A", que satisfaca os seguintes

axiomas:
i0<PAL]
ii P()) =1

iii. P(AUB) = P(A)+ P(B), se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos.

Como consequéncia dados A e A€ temos entdo: P(A)+ P(A€) = 1 ou P(AC) =1 — P(A)

Usaremos aqui a definicdo axiomadtica, por ser a mais completa das trés.

Exemplo 1.1. Vamos supor que queremos estudar as frequéncias de ocorréncias dos
naipes de um baralho de 52 cartas (13 de cada naipe). Uma maneira de fazer isso seria
embaralhar o baralho e retirar uma carta, observar o naipe da mesma e coloca-1a de
volta no baralho, repetindo o processo um certo nimero n de vezes, depois contar o nu-
mero n; de vezes que ocorreu cada naipe 7, i = copas(Q), epadas(#), ouros(<p), paus(é).
A distribuicao de frequéncia do experimento realizado é determinada pelas proporcoes
% Repetindo novamente esse processo, s que agora n'(n’ # n) vezes, vamos ter outra
distribuicdo de frequéncias, mas espera-se com padrao muito préximo do anterior.

Um modelo dessa situagdo pode ser criado da seguinte forma: primeiro observamos
que s6 podem ocorrer quatro naipes, depois, devemos considerar que se trata de um
baralho completo (52 cartas-13 de cada naipe) e sem marcagdes nas cartas, dessa
forma ndo favorecendo nenhum naipe em particular. Fazendo essas suposi¢cdes cada
naipe deve ocorrer o mesmo ntimero de vezes quando sorteamos n vezes, portanto, a
proporcao de ocorréncia de cada naipe é %, , %,

um modelo probabilistico para nosso experimento.

ou seja, 7, sendo assim, na tabela temos

Tabela 1: Modelo para sorteio de uma carta de um baralho.

Naipe Copas(Q) | Espadas(#) | Ouros({») | Paus(é) | Total

A . 7. 1 1 1 1
Frequéncia teorica 1 1 1 1 1
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Exemplo 1.2. De um grupo de trés mulheres(M) e dois homens(H), sera sorteada uma

pessoa. Queremos saber a probabilidade da pessoa sorteada ser do sexo masculino ou

feminino. Da mesma forma que fizemos no exemplo anterior podemos criar um mo-

delo. Primeiro observamos que sé existem duas possibilidades: ou a pessoa sorteada é

do sexo feminino(M) ou € do sexo masculino(H), depois devemos supor que o sorteio

¢ honesto e dessa forma cada pessoa tem igual chance de ser sorteada, teremos assim

o modelo probabilistico da tabela para o experimento.

Tabela 2: Modelo probabilistico para o exemplo

Sexo

M

H

Total

Frequéncia tedrica

3
5

2
5

1

Segundo Morettin e Bussab [6] todo experimento ou fenémeno que envolva um ele-

mento casual, como nos exemplos[1.1]e[1.2] terd seu modelo probabilistico especificado

quando for estabelecido:

a. um espago amostral, (), no caso discreto, da enumeracao finita ou infinita, de

todos os resultados possiveis do experimento em questao:

Q= {(U1,(,L]2,"‘,Cl]k}

Onde cada elemento de () é um ponto amostral ou evento elementar.

b. uma probabilidade, P(w) para cada ponto amostral de tal forma que seja possivel

encontrar a probabilidade P(A) de qualquer evento A de Q).

1.3.1 Propriedades da probabilidade em espago amostral finito

Propriedade 1.1. A probabilidade do evento certo € 1.

De fato, o evento certo é Q) = {ay,ay, - -

PO)=p1+pr+---+pr=1

Propriedade 1.2. Se A C B, entdo P(A) < P(B).

-, ay} e por definicdo:

1. Se A = B, por definicdo P(A) = P(B) e portanto P(A) < P(B).
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2. SeA#¥BeACB.
Seja A ={ay,az,---,a,} e B={ay,az,---, 0,81+, 0r44}

Entio:

P(A)
P(B)

PrepateF+prdprat+ Py (1.2)

Como em [1.2] temos todos niimeros néo negativos, decorre que: P(A) < P(B).
No caso particular de A = @ temos P(A) = 0 e P(B) > 0, e portanto
P(A) < P(B).

Propriedade 1.3. Se A é evento, entdo 0 < P(A) < 1.
@ C A C Q, logo, pela propriedade [1.2] P(®) < P(A) < P(Q)) e portanto 0 <
P(A) <1

Propriedade 1.4. Se A e B sdo eventos, entdo P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

P(AUB) = Y p

IleAUB
P(A)= ) p

ﬂ]’GA
P(B)= ) p;

IZ]'EB

Quando somamos P(A) + P(B) a probabilidades dos eventos elementares contidos em
A N B sao somados duas vezes, pois estdo em A e em B simultaneamente. Portanto
P(A)+ P(B) — P(A N B) é a soma das probabilidades dos eventos elementares contidos
em A U B, logo:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

No caso particular onde temos A e B mutuamente exclusivos, isto é, AN B = @ temos,

P(AUB)

P(A) + P(B) — P(A N B)
P(A) + P(B) — P(®)
P(A) + P(B)

11
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Propriedade 1.5. Se A é um evento, entdo P(A) =1 — P(A).

O evento A® ocorre se A ndo ocorrer, logo:

ANAC=0Q (1.3)
AUAC=Q (1.4)
E pela propriedade [1.4] temos:
P(AU AS) = P(A) + P(A®) (1.5)
Substituindo em/[1.5]
P(Q) = P(A)+P(A%) (1.6)

Pela propriedade [I.1] temos que P(Q)) = 1, substituindo em [1.6}

1
P(A®)

P(A) + P(A®)
1—P(A)

Definicdo 1.9. (Probabilidade Condicional) Seja () um espago amostral e considere-
mos os eventos, A e B. A probabilidade do evento A , dado que o evento B ja ocorreu
é representada pelo simbolo P(A | B). Calculando P(A | B), temos o espaco amostral

reduzido a B dentro do qual queremos calcular a probabilidade de A, assim temos:

P(ANB)

P(A|B) = )

Podendo também ser escrita da seguinte forma:

P(ANB)=P(B)-P(A| B)

Exemplo 1.3. Um dado é lancado e é observado o niimero da face de cima. Admitindo
que trata-se de um dado equilibrado e que dessa forma temos probabilidades iguais a

% para todos os eventos elementares, qual € a probabilidade de:
a. observarmos um numero multiplo de 2 e primo simultaneamente?
b. observarmos um nimero multiplo de 2 ou primo?

c. observarmos um numero que ndo seja multiplo de 2?
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d. observarmos um nimero multiplo de 2 dado que o ntimero sorteado é primo?

Temos:
Q= {1,2,3,4,5,6}

a. O unico nuimero primo par é o 2, logo temos um evento elementar, A = {2}.
1
P(A) = -
(4) =

b. Sejam os eventos:

B: ser multiplo de 2.

B=1{24,6}
C: ser nimero primo.
C=1{2,3,5}
Calculando as probabilidades dos eventos B e C:
3 1
PB=5=3
3 1
PO=5=2

Como o que nos interessa € B U C, podemos usar a propriedade ja que no

item a temos BN C:
P(BUC) = P(B)+P(C)—PBNCQC)

Substituindo os valores de P(B), P(C) e P(B N C) temos:

R
2

P(BUC) :

NG N =

P(BUC)

c. A probabilidade a ser calculada aqui é a do evento B®, usando a propriedade

temos:
P(B) = 1-P(B)

Substituindo o valor ja calculado de P(B)

13
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d. Aqui devemos calcular probabilidade de B dado que ja ocorreu C, usando a defi-

ni¢o [1.9] temos:

P(BNC)

P(B|C):w

Substituindo o valor ja calculado de P(B)

P(B| C)

W[ R alw|o=

P(B| C)



CADEIAS DE MARKOV

2.1 UM BREVE HISTORICO

Andrei Andreyevich Markov nasceu em 14 de junho de 1856 em Ryazan, Russia e
morreu em 20 de julho de 1922 em Sao Petersburgo, Russia. Markov matriculou-se
na Universidade de Sdo Petersburgo, onde foi professor e também obteve seu mes-
trado e doutorado. Além disso também era membro da Academia Russa de Ciéncias.

Aposentou-se em 1905, mas continuou ensinando na universidade até sua morte.

Figura 2: Andrei Andreyevich Markov (1856-1922)

Segundo Silva [[17]:

“Em linhas gerais os primeiros trabalhos matematicos desenvolvidos por
Markov ocorreram nas areas de teoria dos nimeros e analise, influenciado

diretamente por seu professor e orientador, o matemadtico russo Pafnuty

15
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Lvovich Chebyshev (1821-1894). Chebyshev desenvolveu inimeros teo-
remas e resultados matematicos envolvendo fracdes continuas, porém foi
Markov que conseguiu estabelecer relacdes entre fracoes continuas e a teo-
ria das probabilidades”(p.62)

Cadeias de Markov foi o nome dado a um certo tipo de processo aleatério cuja
principal caracteristica é a de ndo manter nenhuma dependéncia com fatos ocorridos
anteriormente, isto é, apenas o estado atual do processo pode influenciar onde ele vai
em seguida, tal processo recebe esse nome devido ao fato de terem sido estudados
pela primeira vez por Markov que publicou seus primeiros resultados sobre o tema em
1906. Ainda segundo Silva [17]], os estudos iniciais envolvendo cadeias surgiram em
um trabalho onde Markov estudava a probabilidade de ocorrer uma consoante em uma
determinada posicao de uma palavra qualquer, para ele tal probabilidade dependeria
apenas da letra anterior ser uma vogal ou outra consoante, com essa ideia ele con-
seguiu relacionar a teoria das probabilidades com as "cadeias" por ele desenvolvidas,

através de variaveis cujos valores mudam com o passar do tempo.

2.2 AS CADEIAS DE MARKOV OU PROCESSOS DE MARKOV

Como ja foi dito anteriormente, uma cadeia de Markov ou processo de Markov
€ um processo aleatério que evolui com o tempo e que para prever onde ele vai em
seguida dependemos apenas da sua posicdo atual, sem nenhuma dependéncia de onde

ele esteve anteriormente.
Segundo Anton e Rorres [12]]

”Se o estado do sistema em qualquer observacdo ndo pode ser predito com
certeza, mas se a probabilidade de um certo estado ocorrer puder ser pre-
dita unicamente a partir do conhecimento do estado do sistema na obser-
vacdo imediatamente anterior, entdo o processo de mudanca de um estado

para o outro é chamado uma cadeia ou um processo de Markov.”(p.390)

Vamos iniciar com dois exemplos de situacoes enquadradas no que foi citado anteri-

ormente como cadeia de Markov.

Exemplo 2.1. Em um pais dividido em trés regides, fazendo uma analise de dados de

censos demograficos, verificou-se que a cada censo:
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e uma pessoa que mora na regido 1 tem 0,7 de probabilidade de permanecer na
mesma regido, pode migrar para a regido 2 com probabilidade de 0,2 e para

regido 3 com probabilidade de 0, 1;

e uma pessoa que mora na regido 2 tem 0,6 de probabilidade de permanecer na
mesma regido, probabilidade de 0,3 de migrar para a regido 1 e probabilidade

de 0,1 de migrar para regido 3;

e uma pessoa que mora na regido 3 tem 0,7 de probabilidade de permanecer na
mesma regido, pode migrar para a regido 2 com probabilidade de 0,2 e para

regido 1 com probabilidade de 0, 1.

Exemplo 2.2. Um agente de transito é responsavel por fiscalizar seis cruzamentos
indicados na figura. Suponha que a cada 30 minutos ele pode ficar no cruzamento
em que se encontra ou se deslocar para um dos cruzamentos adjacentes, sempre com
probabilidade igual entre as escolhas possiveis. De A, por exemplo, ele pode ir até F,
B ou ficar em A com probabilidades iguais a %; de C pode ir até B, F, D ou ficar em C

com probabilidades de % para cada mudanca.

O () (=)

HO © (o)

Figura 3: Exemplo [2.2]

Nos dois exemplos apresentados o estado futuro depende apenas do seu estado atual,
exemplos de situacdes onde podemos aplicar as cadeias de Markov sdo inimeros pois
elas modelam muitos fenomenos cotidianos como: processos de ramificacdo, epide-
mias, filas e enfileiramento de redes, processos de migracdo, gerenciamento de recur-
sos e muitos outros, para mais detalhes ver Norris [[14]]. Ainda sobre as aplicacoes das

cadeias de Markov Norris [14] diz:

”"What makes them important is that not only do Markov chain model many

phenomena of interest, but also the lack of memory property makes it pos-

17
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sible to predict how a Markov chain may behave, and to compute probabi-

lities and expected values which quantify that behavior”(p.xiv)

”0 que as torna importantes é que cadeias de Markov ndo s6 modelam
muitos fendmenos interessantes, mas também a falta de propriedade de
memoria possibilita prever como uma cadeia de Markov pode se comportar
e calcular probabilidades e valores esperados que quantificam esse compor-

tamento”(p.xiv traducdo nossa)

No exemplo cada uma das regides é considerada um estado do sistema, sendo
entdo 3 os estados possiveis, jd no exemplo os cruzamentos que devem ser fiscali-
zados pelo agente, sdo os estados possiveis, temos entdo 6 estados possiveis. Nos dois
exemplos o sistema pode mudar de estado, no caso do exemplo uma pessoa que
mora na regido 1 pode mudar-se para a regido 2, a regido 3 ou até mesmo escolher

permanecer na regiéo em que se encontra.

Definicao 2.1 (Cadeia de Markov). Consideremos uma cadeia de Markov com estados
1,2,---,k. A probabilidade de o sistema que estava no estado i em qualquer observa-
¢do estar no estado j na observacio imediatamente posterior é denotada por p;; e €
chamada de probabilidade de transi¢do do estado i ao estado j. A matriz P = [p;;] é

chamada de matriz de transi¢cdo da cadeia de Markov.

Em uma cadeia de Markov de k estados, sua matriz de transicdo tem o seguinte

formato:

P11 P12 - Pik
P21 P2 - P
Pr1 P2 - Pkk

Cada uma das quatro linhas representa os estados anteriores e cada uma das quatro
colunas o novo estado, dessa forma p;, € a probabilidade que o sistema vai mudar do
estado 1 para o estado 2, pp; € a probabilidade que o sistema vai mudar do estado
2 para o estado 1, py» € a probabilidade que o sistema vai permanecer no estado 2
logo apds ter sido observado no estado 2, e assim por diante. Na montagem das
matrizes de transicdo podemos também inverter a ordem das linhas e colunas, usando
a matriz transposta, Anton [2], por exemplo, nos apresenta a matriz de transicdo com

as colunas representando os estados anteriores e as linhas o novo estado, usaremos
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aqui a representacdo usada por Norris [|[14] e Taha [20], com as linhas representando

os estados anteriores e as colunas o novo estado.

Uma alternativa para representar as probabilidades de transicdo entre estados e que
também pode ajudar na construc¢do da matriz de transicdo, é utilizar uma representa-
cao por diagrama, onde as setas indicam a probabilidade de mudanca de um estado

para outro. Veja como fica o diagrama do exemplo na figura[4]

0,2
0,7 regido 1 regido 2 0,6
0,3
O,l 0 1
0,1 0,2
regido 3
0,7

Figura 4: diagrama de transi¢do exemplo

Na figura [4 a probabilidade de passar do estado regido 1 para o estado regido 2 é
0,2, de passar do estado regido 3 para o regido 1 € 0,1, de regido 1 permanecer em

regido 1 € 0,7, e assim por diante.

Vejamos agora a matriz de transicio do exemplo

0,7 0,2 0,1
0,3 0,6 0,1
0,1 0,2 0,7

Na primeira linha temos as probabilidades de transicao da regido 1 para a regido 1,
regido 2 e regido 3 respectivamente.

Na segunda linha temos as probabilidades de transicdo da regido 2 para a regido 1,

regido 2 e regido 3 respectivamente.
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Na terceira linha temos as probabilidades de transicao da regido 3 para a regido 1,

regido 2 e regido 3 respectivamente.

Agora a matriz de transi¢do do exemplo 2.2}

O W W Rk O O

wB— O (a») O W W=
S O O B Wk W
B O Wi R= W= O
= W= W= O O O
B Wk O Rk, O Wi

Nos exemplos e as matrizes de transicio das cadeias de Markov tém a pro-
priedade que a soma das entradas de cada linha resultam em 1, e isso ndo ocorre por
acaso. Em uma matriz de transigdo P = [p;;] de uma cadeia de Markov de k estados

temos que:

T | 2.1

Segundo Anton [2] uma matriz que obedeca a propriedade ¢ chamada de matriz
de probabilidade, matriz estocastica ou matriz de Markov, como cada linha de uma
matriz de transi¢do tem a propriedade [2.1] podemos concluir que a matriz de transicéo

de uma cadeia de Markov sempre é uma matriz estocastica.

Usando a propriedade podemos simplificar o diagrama de transicdo da figura 4]
como a probabilidade de mudanca de um estado é 1, Norris [14] nos diz que podemos
deixar de colocar as setas que ligam um estado a ele mesmo, visto que, elas néo trans-
mitem informag&o extra. Entdo o mesmo diagrama da figura 4] pode ser representado

assim:

Na figura [5| podemos observar que saindo do estado regido 1 temos duas setas to-
talizando 0,3 de probabilidade, como o total de probabilidade de mudangas do es-
tado regido 1 deve ser 1, concluimos que a probabilidade restante, de 0,7, se refere a
probabilidade de permanecer no estado regido 1, de maneira andloga concluimos as

probabilidades de permanéncia em cada um dos outros estados.

Segundo Taha [20] os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados

com base nas probabilidades de transi¢éo p;; de P, da seguinte forma:
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0,2
regido 1 regido 2
0,3
O,l 0'1
0,1 0,2
regido 3

Figura 5: diagrama de transicdo simplificado do exemplo

a. Um estado j € absorvente se retornar para ele mesmo, com certeza, em uma

transicdo isto € pj; = 1.

b. Um estado j é transiente se puder alcancar outro estado mas néo puder voltar

ao estado em que estava com base em outro estado.

c. Um estado j é recorrente se a probabilidade de voltar ao estado em que estava
com base em outros estados for 1. Isso pode acontecer se , e somente se, o estado

nao for transiente.

d. Um estado j é periédico com periodo t > 1 se um retorno s6 for possivel em

t,2t,3t, - - - etapas.

Geralmente nao é possivel determinar o estado de uma cadeia de Markov em uma
observagéo aleatdria, o que podemos € determinar as probabilidades de cada um dos
estados possiveis, por exemplo, em uma cadeia de Markov de trés estados, podemos
descrever o estado possivel em uma certa observacao pelo vetor-linha abaixo, onde x;
€ a probabilidade de estar no estado 1, x; é a probabilidade de estar no estado 2 e x3

¢ a probabilidade de estar no estado 3.

x=<x1 X2 X3)

Temos entdo a seguinte defini¢éo:
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Definicao 2.2 (Vetor-estado). O vetor-estado de uma observacdo de uma cadeia de
Markov com k estados é um vetor linha x cujo i — ésimo componente x; é a probabili-

dade do sistema estar, naquela observacao, no i — ésimo estado.

Segundo Anton [_2], as entradas de qualquer vetor-estado de uma cadeia de Markov
sdo ndo-negativas e tem soma 1 e um vetor-linha com essa propriedade é chamado de

vetor probabilidade.
Sabendo o vetor-estado x(© de uma cadeia de Markov, podemos determinar os

vetores-estado x(1), x@ ... x(" ...nasobservacdes seguintes, usando o teorema abaixo.

Teorema 2.3. se P é a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov e x™ é o vetor

estado da n — ésima observagdo entdo

L) — ) p

Demonstracdo. Seja P uma matriz de transicdo de uma cadeia de Markov de k estados,
onde cada p;; € a probabilidade de, estando em i, passar para o estado j ap6s uma

unidade de tempo.

P11 P12 - Pik
P21 P22 - Pok
Pr1 P2 - Pkk

E seja x" o vetor estado, da mesma cadeia de Markov, em uma observacio qualquer

t=n

x<">:(x§”> MU x,((”))

Onde
x&”) ¢ a probabilidade de o sistema estar no estado 1 no instante t = n

xgn) ¢ a probabilidade de o sistema estar no estado 2 no instante t = n

x]((”) ¢ a probabilidade de o sistema estar no estado k no instante { = n

Sendo o vetor x"*1 o vetor estado no instante t = 1 + 1, temos

(D) (xgnu) xgm) x]({n+1)>
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Onde
(””) = p(ir de 1 para 1N estar no estado 1 no instante ¢ = n) +p(ir de 2 para 1N estar
no estado 2 no instante t = n) +--- + p(ir de k para 1N estar no estado k no instante
t=n)

("+1) = p(ir de 1 para 2N estar no estado 1 no instante ¢ = n) +p(ir de 2 para 2N estar
no estado 2 no instante t = n) +--- + p(ir de k para 2N estar no estado k no instante
t=n)

(HH) = p(ir de 1 para kN estar no estado 1 no instante ¢ = n) +p(ir de 2 para kN estar
no estado 2 no instante t = n) +--- + p(ir de k para kN estar no estado k no instante

t=mn)

Pela deﬁm(;ao podemos reescrever as sentencas da seguinte forma:

A = pyad +p21x§) + Pr x()
x5 = py zx( tpog) 4 pkle(c )
A = pred” + poxd” + -+ prx”

Agora partindo de x("*1) e desenvolvendo a expressdo, temos:

L) (xg’“l x(n+1) x(n+1)>
- (pnxﬁ) i px ™ +Pkkx1(<))
pu P12 - Pik
_ (xgn) xén) x}({@) P.21 P.zz P.Zk
Pxi Pr2 - Pkk
= xp

Logo, x*1) = (WP como queriamos demonstrar.

Ent&o pelo teorema[2.3] temos:
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@~ LO0p (2.2)
x@ = xOp (2.3)
x® = x@p (2.4)
Substituindo [2.2]em temos:
x@ = xOpp
@ = 1 Op® (2.5)

Substituindo [2.5/em x® = x@P, temos:

@ = yOp2p
@ = 4O pBd)

Continuando da mesma maneira obtemos a expressio ™ = xO P comn = 1,2, - - -,

que é equivalente a expressio x"*1) = x(" P do teorema

Voltando agora ao exemplo 2.1} vamos construir um futuro provével de uma pessoa

que na observacao atual reside na regido 2, dessa forma temos o vetor-estado inicial

x© = (0 1 O)

e a matriz de transicdo

0,7 0,2 0,1
0,3 0,6 0,1
0,1 0,2 0,7
Pelo teorema [2.3] temos entéo:
0,7 0,2 0,1

x<1>=x(°>P=(o 1 0) 0,3 0,6 0,1 =(0,3 0,6 0,1)
0,1 0,2 0,7
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0,7 0,2 0,1
x<2>=x<1>P:(0,3 0,6 0,1) 0,3 0,6 0,1 =(0,40 0,44 0,16)
0,1 0,2 0,7

0,7 0,2 0,1
x‘3)=x<2>P=(0,40 0,44 0,16) 0,3 0,6 0,1 =(0,428 0,376 0,196)
0,1 0,2 0,7

Dessa forma espera-se que, apds a realizacao de trés censos, uma pessoa que mora
inicialmente na regido 2 pode mudar-se para a regido 1 com probabilidade de 0,428,
pode ficar na regido 2 com probabilidade de 0,376 e pode mudar-se para regido 3 com
a probabilidade de 0, 196.

Na tabela (3| temos as probabilidades até 20 mudancas de estado, com arredonda-
mento em trés casas decimais, é possivel observar que com o passar do tempo o vetor-
estado converge para um vetor fixo, apds 13 censos temos valores fixos, probabilidade
de 0,417 de estar na regido 1, probabilidade de 0,333 de estar na regido 2 e 0,250 de

probabilidade de estar na regido 3.

Tabela 3: Vetores-estado exemplo [2.7]

no| ox ™ | x| xy®
0 0 1 0
1 0,300 | 0,600 | 0,100
2 10,400 | 0,440 | 0,160
3 10,428 | 0,376 | 0,196
4 10,432 | 0,350 | 0,218
5 10,429 | 0,340 | 0,231
6 | 0,426 | 0,336 | 0,238
7 10,423 | 0,334 | 0,243
8 10,420 | 0,334 | 0,246
9 10,419 | 0,334 | 0,247
10 | 0,418 | 0,333 | 0,248
15 10,417 | 0,333 | 0,250
20 | 0,417 | 0,333 | 0,250
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Vamos analisar o exemplo[2.2] supondo que o agente inicie seu turno no cruzamento

1, dessa forma temos o vetor-estado inicial

x<0>=(1 0000 0)

e a matriz de transicao

1 1 1
3 3 000 3
1 1 1
3 3 3 0 0 O
1 1 1 1
0z 3 7 0 3
1 1 1
00 3 3 30
1 1 1
0 0 O 3 3 3
1 1 1 1
103 03 3
Pelo teorema [2.3] temos ento:
1 1 1
3 3 000 3
1 1 1
3 3 3 0 0 0
o 1 1 1 o 1
W=x%P=(1000 00 et =3 foood
oo L 1 1 9 3 3 3
3 3 3
1 1 1
000 3 35 3
1 1 1 1
i1 03 037 g
1 1 1
3 3 000 3
1 1 1
3 3 3 0 0 O
@ _ ) 0 5 1103
— — (1 1 1 — (11 2 7 1 7
x—xp‘<§§000§)001110‘(%536()@%)
3 3 3
1 1 1
000 35 35 3
1 1 1 1
103 03 3
L oo0o0 }
121000
o1 1 1 g 1
x<3>:x(2>p:<u 2 7 9 L 1) 4 4 1 1 :(ﬂ 97 37 11 11 ﬁ)
36 9 36 12 36 0 0 1 1 1 0 432 432 216 144 144 216
3 3 3
1 1 1
000 35 35 3
1 1 1 1
103 03 3
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Tabela 4: Vetores-estado exemplo

no| q® | @™ | g™ x ] x|y ()
0 1 0 0 0 0 0

1 10,333 | 0,333 0 0 0 0,333
2 10,306 | 0,222 | 0,194 0 0,083 | 0,194
3 10,225]0,225| 0,171 | 0,076 | 0,076 | 0,227
4 10,206 | 0,193 | 0,200 | 0,094 | 0,108 | 0,200
5 10,183 0,183 | 0,195 | 0,117 | 0,117 | 0,205
6 [0,173 0,171 | 0,200 | 0,127 | 0,129 | 0,200
7 10,165 | 0,165 | 0,199 | 0,135 | 0,135 | 0,201
8 | 0,160 | 0,160 | 0,200 | 0,140 | 0,140 | 0,200
9 | 0,157 | 0.157 | 0,200 | 0,143 | 0,143 | 0,200
10 | 0,154 | 0,154 | 0,200 | 0,147 | 0,146 | 0,200
150,151 | 0,151 | 0,200 | 0,150 | 0,149 | 0,200
20 | 0,150 | 0,150 | 0,200 | 0,150 | 0,150 | 0,200
250,150 | 0,150 | 0,200 | 0,150 | 0,150 | 0,200

Assim como no exemplo a tabela [ mostra que, conforme é aumentado o nu-

mero de mudancas de estado, as probabilidades tendem para um valor fixo, que cha-

mamos de vetor estado de estaciondrio e veremos mais adiante.

Definicdo 2.4 (Matriz regular). Uma matriz de transicdo é regular se uma poténcia

positiva da matriz tem todas as entradas positivas.

Para demonstracéo do teorema [2.6 precisaremos do lema [2.5]

Lema 2.5. Seja M uma matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov, e x = (x;) € R".

Sey =xM, entdo Y 1 y; < Y1, x;. Seamatriz M tiver todas as entradas positivas e

duas coordenadas x; # 0 e x; # 0 tais que % ¢ R*, entdo a desigualdade ¢ estrita.

Demonstragdo. Observemos que

n n n n n
Y lyjl= Y |xaanj+xoagj+ - -+ x0anj| < Y x|agi+ [ xalagi+ - -+ [ lang = x| axn) + -+ x| () axn)
A k=l =

=

Considerando que cada (2,’{1:]- axj)=1paraj=1,2,---,n temos

n
Yyl <
=1

n

Y il

i=1
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Além disso, a desigualdade sera estrita quando houver sinais trocados entre os ter-

mos x; distintos e ndo nulos como afirma a hipétese.

O]

Teorema 2.6 (Teorema de Perron-Frobenius, caso Markoviano). Seja M uma matriz

de transi¢do de uma cadeia de Markov, entdo

() Se A é autovalor de M, entdo |A|< 1;

(ii)) A =1 € autovalor de M.

Demonstragdo. (i) Seja u = (uy,up,---,u,) # 0 um autovetor qualquer de M, com
autovalor associado A, isto é uM = Au, assim, pelo lema 2.5, |A|X|u;|< Y|ui], o
que implica que A < 1.

(ii) Lembrando que a soma de cada uma das linhas da matriz de transicdo é igual a
1, segue-se que (1 1 - 1) M=1 (1 1 --- 1), que mostra que A =1 ¢é

autovalor.

O]

Teorema 2.7. Se P ¢ uma matriz de transi¢cdo de uma cadeia de Markov regular, entdo:
(D) Existe um tnico vetor-probabilidade q tal que q.P = g;

(ii) Para qualquer vetor-probabilidade inicial x(, a sequéncia de vetores de estado xg, xoP,
xoP?,- - -, xoP" tende a g como um limite, ou seja, xoP" — g quando n — oo. O

vetor q é chamado de vetor de estado estaciondrio.

Demonstragdo. A existéncia de g estd garantida pelo teorema |2.6, mostraremos a uni-

cidade posteriormente, vamos iniciar mostrando que xoP" — g quando n — oo.

Como se trata de uma cadeia de Markov regular, existe r natural tal que P" tem todas

as entradas positivas, ou seja, pfj > 0, para todo i, J.

Existe 0 < 6 < 1, dai temos que PZ.’]- > §q. Agora, sejae = 1 — ¢ e IT a matriz quadrada

cujas linhas sejam iguais a g e considere a matriz Q tal que P" = (1 — ¢)IT+ Q.

Note que I'1P =1, assim, aplicando o principio de inducéo sobre 1, temos que

P =(1—-€eNII+"Q"

Multiplicando a igualdade por P/ para j € IN, temos



2.2 AS CADEIAS DE MARKOV OU PROCESSOS DE MARKOV

P = (1 — eMIIP) +¢"Q" P

Mas ITP = I1 e portanto ITP/ = IT, logo

Pt = (1 —¢MII+e"QMP
Pt = I1— "I+ €"Q"P
Pnr+j —II = En(QnP] o H)

Lembrando que ||A||= supyer:||Ax|; ||x]|= 1, temos que

[P —11]|= " || Q"P — 11|

Fazendo n — co obtemos || P""*/ — IT||— 0, logo xoP""*/ — g quando n — co.

Para mostrar que g € o inico vetor de probabilidade que satisfaz esta equacdo, vamos
supor que r é um outro vetor probabilidade tal que rP = r, entdo paran = 1,2,---

temos:

rP"=r
Como xoP — g, quando n — coresultaem g =r ]

Desenvolvendo um pouco a expressdo qP = q do teorema [2.7] temos

P = q
0 = g—qgP
0 = g(I-P)
(I-Pyg =0 (2.6)

Portanto podemos também expressar qP = g pelo sistema linear homogéneo que

tem um Unico vetor-solucdo g com entradas ndo-negativas que satisfazem a condicdo
qgi+qa+---+qr=1.

Voltando aos exemplos[2.1]e[2.2] agora podemos calcular o vetor estado estaciondrio

de cada um deles.

No exemplo 2.1 a matriz de transicdo é
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0,7 0,2 0,1
0,3 0,6 0,1
0,1 0,2 0,7
Dessa forma (I — P)
100 0,7 0,2 0,1 0,3 —-0,2 —-0,1
0o10f—-0306 01|=|-03 04 -0,1
0 01 0,1 0,2 0,7 -0,1 —-0,2 0,3

Usando temos

0,3 —0,2 —0,1
(n o o)|-03 04 —01|=(0 0 o0 @2.7)
~0,1 -0,2 0,3

Resolvendo o sistema obtemos os valores de g; e g» em funcéo de g3

5
q1 = 5‘73

4
q2 = 543

Colocando g3 = s, sendo s € uma constante qualquer, a solugdo de tem a forma

logo

- (5 4 3
q= <ﬁ 12 ﬁ)
Escrevendo esses valores na forma decimal, podemos observar que até a terceira

casa decimal os valores sio os mesmos obtidos na tabela[3l
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q=(0,41666... 0,33333... 0,25)

2.3 CADEIA DE MARKOV ABSORVENTE

Existe um tipo especifico de cadeias de Markov que nao tem a propriedade de o vetor
estado tender para valor fixo, o vetor estado estacionario, essas cadeias sdo chamadas
de cadeias absorventes, nelas temos pelo menos um estado absorvente, aqueles que

uma vez atingidos é impossivel sair dele.

Em cadeias de Markov absorventes podemos determinar o nimero esperado de pas-
sos antes de o processo ser absorvido e a probabilidade de absorcdo por qualquer

estado absorvente.

Definicao 2.8 (Cadeia de Markov absorvente). Um estado i é chamado de estado ab-
sorvente se p;; = 1, um estado que ndo é absorvente é chamado de estado de transicdo.
Dizemos que uma cadeia de Markov é absorvente se nela existe ao menos um estado
absorvente, além disso deve ser possivel, partindo de qualquer estado, atingir um es-

tado absorvente, independente do nimero de passos necessario para isso.

Segundo Taha [20]], trabalhando com cadeias absorventes devemos reorganizar a

matriz de transi¢do em quatro submatrizes, da seguinte forma:

N A
P = (2.8)
0 I

Onde:

e N é uma matriz que contém as probabilidades de se ir de um estado ndo absor-

vente para qualquer outro estado nao absorvente.

e A é uma matriz que contém as probabilidades de se ir de qualquer estado néo

absorvente para um estado absorvente.

e 0 é uma matriz zero que reflete as probabilidades de ir de um estado absorvente

para um estado ndo absorvente.

e | é uma matriz identidade que representa as probabilidades de se permanecer

dentro de um estado absorvente.
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Ainda segundo Taha [20], o tempo esperado no estado j comecando no estado i é o
elemento (i, j) da matriz (I — N)~!, o tempo esperado para a absorc#o, a partir de de
cada estado, é dado pela matriz coluna (I — N)~!1 onde 1 é o vetor coluna unitario de
todos os elementos 1 e a probabilidade de absor¢éo, a partir de cada estado, é dada
pela matriz (I — N) ' A.

Para tornar mais facil a compreensio vamos analisar o exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Em um jogo o jogador comeca com 3 pontos, a cada rodada ele tem
0,4 de probabilidade de ganhar 1 ponto e 0,6 de probabilidade de perder 1 ponto. O
jogador vence se atingir 6 pontos e se chegar a 0 pontos ¢ derrotado. Essa situacdo

pode ser expressa como uma cadeia de Markov absorvente.

Nessa situacdo os estados possiveis sdo: O ponto, 1 ponto, 2 pontos, 3 pontos, 4
pontos, 5 pontos, 6 pontos. Por exemplo, do estado 2 pontos ele pode ir ao estado 1
ponto com 0, 6 de probabilidade ou para o estado 3 pontos com 0,4 de probabilidade,
chegando ao estado 0 ponto ou 6 pontos nao é mais possivel sair deles. Veja a matriz

de transicdo e o diagrama de transicéo.

0,4 0,4 0,4 0,4 0,4
@ w
0,6 0, ,6 0.6 0,6

Figura 6: diagrama de transicéo

1 0 0 0
0,6 0,4 0 0
0 06 0 04 O 0 0
0 0 06 0 04 O 0
0 0 0 06 0 04 O
0 0 0 0 06 0 04
0 0 0 0 0 0 1

Reorganizando a matriz como em [2.8]
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0 04 O 0,6 0
006 0 04 O 0 0
o 06 0 04 0 0 O
o o0 o6 0 04 0 O
0 0 0,6 0 04
o o0 o0 o0 0 1 0
o o0 o o0 o0 0 1

Dai temos

Podemos nesse exemplo calcular o niimero médio de jogadas até o jogo acabar
usando (I — N)"11

211 130 4 40 16\ /1 473
133 133 7 133 133 133
195 35 10 100 40 | |4 850
133 133 7 133 133 133
_ 149 _ 9 15 19 10 4 57
I-N)"1=|7 2 5 7 3 1 7
15025 15 325 10| |4 1100
133 133 7 133 133 133
81135 9 195 21 ) \q 793
133 133 7 133 133 133

Como o jogo comeca com 3 pontos o numero médio de jogadas até a absorc¢éo (vito-

ria ou derrota) é 5—77 ou seja aproximadamente 8 rodadas.

J4 a probabilidade de absorcdo (vitéria ou derrota) é obtida calculando (I — N)~1A.
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211 130 4 40 16 06 0 633 32

133 133 7 133 133 4 665 665

195 325 10 100 40 0 0 uz 16

133 133 7 133 133 133 133

_N)Y 1A= 9 15 19 10 4 =12z 3
(I N) A= 7 7 7 7 7 0 0 - 35 35
135 225 15 325 130 0 0 81 52

133 133 7 133 133 133 133

81 135 9 195 211 0 04 243 422

133 133 7 133 133 4 665 665

Novamente, considerando o inicio do jogo com 3 pontos, a probabilidade de vitdria

27

35, aproximada-

é de %, aproximadamente 22,9% e a probabilidade de derrota é de

mente 77, 1%.

Para mais exemplos de situa¢des-problema que envolvem cadeias de Markov absor-

ventes ver Taha [20].



MODELAGEM MATEMATICA

Vale ressaltar que, nossa intencdo nesse trabalho ndo é nos aprofundarmos no es-
tudo da modelagem matematica, faremos uma breve explanacdo sobre o assunto que
serd usado apenas como ferramenta de aprendizagem, buscando tornar as aulas de
matematica mais atrativas aos alunos e também mostrando como ela esta presente na
resolucdo de problemas do cotidiano. Para informacdes mais aprofundadas consultar

Bassanezi [|3].

3.1 UM POUCO SOBRE A MODELAGEM MATEMATICA

Ao tentarmos entender, explicar ou agir sobre uma situacdo real, na maior parte
das vezes precisamos simplificar tal situacdo, para diminuir os custos ou até mesmo
por ser impossivel estudd-la da maneira como se apresenta, nessas situacoes deve-
mos selecionar argumentos e parametros que consideramos essenciais, para podermos

formaliza-los em um sistema artificial que chamamos de modelo.

Bassanezi [|3] nos diz que a definicdo de modelo matemadtico é dada de diferentes
formas por diversos autores, a sua definicdo é a seguinte: modelo matemadtico é um
conjunto de simbolos e relacdes matemadticas que representam de alguma forma o
objeto estudado. Além disso nos diz que a formula¢do dos modelos matematicos se da
de acordo com a natureza dos fend6menos ou situacoes estudadas, sendo classificados

como:

e Linear ou néo linear, dependendo das caracteristicas de suas equacoOes basicas.

e Estdtico ou dinamico, quando representa a forma do objeto ou quando simula

variagoOes de estagios de um fenémeno.
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e Educacional, quando é simplificado apresentando um numero pequeno ou sim-

ples de suposicOes, quase sempre com solugdes analiticas.

e Estocastico ou analitico, de acordo com o uso ou nfo de fatores aleatdrios.

A modelagem matematica é um processo utilizado para obtencao de um modelo, e
também para sua validacdo, é uma forma de abstrair e generalizar com a finalidade de

prever tendéncias, Bassanezi [3]] diz que:

”A modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas da
realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solu-

¢Oes na linguagem do mundo real.” (p.16)

A modelagem matematica € muito abrangente e pode ser vista tanto como um mé-
todo cientifico de pesquisa, sendo usada em varias areas como a Biologia, a Fisica, a
Quimica, a Astrofisica entre outras, quanto também como uma estratégia de ensino-

aprendizagem.

Para modelarmos um problema ou situacao real devemos seguir uma sequéncia de

etapas, simplificadas no esquema da figura[7|elaborada por Bassanezi [3]].

| - Problema nao N " N
Matematico i 2 - Abstragéo ——>| |l - Modelo Matematico
& : 4 T
' v v ’? ". l é
1 - Experimentagéo AR A Resquqéoz Estudo
. : ifrer \\\a‘ ;,' Analitico e Numérico
] j
L 1 »
' [ K
: :
i : F
13 ] ’
: :
: : 5 - Modificagao
: ;
s s
i A4 v e
. . - — _
Ii:Dados Experimentais :?: 4 - Validagéo DI > IV - Solugéo

l

6 - Aplicagao

Figura 7: Esquema de uma modelagem matemadtica (fonte: Bassanezi, 2002, p. 27)



3.2 MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO FUNDAMENTAL E NO ENSINO MEDIO

No esquema da figura [/| as setas continuas representam a primeira aproximacao,
ja as setas pontilhadas, a busca de um modelo matematico que melhor descreva o
problema estudado, tornando dessa forma a Modelagem Matemdtica um processo di-

namico.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO FUNDAMENTAL E NO ENSINO ME-
DIO

Ao analisarmos os questionamentos dos nossos alunos a respeito da matemadtica,
sobre sua utilidade, o porqué de estar aprendendo aquilo, devemos também questio-
nar nossas praticas como professores em sala de aula, serd que realmente faz algum
sentido ensinarmos féormulas, métodos prontos, usando a matematica apenas para de-
senvolver determinadas habilidades intelectuais? Ou deveriamos usar instrumentos
aplicaveis aos usos cotidianos? Fazendo esses questionamentos Bassanezi [3]] destaca
a importancia de nés professores, valorizarmos o que ensinamos de modo que o conhe-
cimento seja interessante, por ser util, e estimulante por ser prazeroso, e nos propoe a
busca de uma pratica de ensino-aprendizagem que possa unir o ensino dos contetdos
necessdrios a resultados praticos, mostrando aos alunos a importancia da matematica
pelo fato dela poder ser tdo agradavel quanto interessante, tratando a matematica

dessa forma a modelagem tem se mostrado muito eficaz.

O fato da modelagem tratar de problemas reais e traduzi-los para uma linguagem
matemadtica e também poder ser trabalhada em diversos niveis de complexidade, vai de
encontro com nossa proposta de mostrar ao aluno uma matematica mais presente em
problemas do cotidiano. Sobre o uso de modelagem matematica no ensino Bassanezi

[3]] nos diz que:

”A modelagem no ensino é apenas uma estratégia de aprendizagem, onde
o mais importante ndo é chegar imediatamente a um modelo bem su-
cedido mas, caminhar seguindo etapas onde o conteido matematico vai
sendo sistematizado e aplicado. Com a modelagem o processo de ensino-
aprendizagem nao mais se da no sentido Unico do professor para o aluno,

mas como resultado da interacdo do aluno com seu ambiente natural.”(p.38)

Ainda pensando na modelagem como método de ensino, segundo Campos [7] po-
demos empregd-la em vdrios niveis escolares, desde a matematica elementar até a

pos-graduacao, pois ela pode sofrer alteragdes para podermos adequa-la, levando sem-
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pre em consideracdo o nivel de ensino, o tempo disponivel e etc. Ainda segundo

Campos [|7]] temos:

”Os principais objetivos da modelagem matemadtica como estratégia peda-
gbgica sdo:
e aproximar a Matemadtica de outras areas do conhecimento;

e salientar principios inerentes a Educacdo Critica presentes na Mate-

matica e que sdo importantes para a formacao do aluno;

e relacionar situacdes do cotidiano com a Matemadtica curricular e, as-

sim, fomentar o interesse pela disciplina;
e estimular a criatividade e incentivar investigacoes e reflexoes;
e melhorar a compreensao e a apreensio de conceitos matematicos;

e desenvolver a habilidade para resolver problemas.”(p.47,48)

O uso da modelagem matemadtica como método de ensino é um importante instru-

mento da aplicacdo da matemadtica na solucdo de problemas reais, além disso, cria um

ambiente no qual os alunos podem realizar simulagdes e perceber que um mesmo mo-

delo pode ser usado em diferentes situagcdes. Ainda sobre o uso da modelagem como

método de ensino Silva [[17]] destaca:

”...a modelagem matematica consiste em um gradual processo, no qual o
sujeito desenvolve suas estratégias e formas de a¢des para analisar e inves-
tigar determinada situagdo-problema. Consiste em um importante método
para a aprendizagem da matemadtica, pois envolve o desenvolvimento de
um comportamento investigativo e reflexivo durante sua acdo no estudo
de um problema matematico. Pode-se dizer que este processo nao se res-
tringe apenas a apropriacdo dos conceitos e ideias limitados pela situacao-
problema investigada. Em determinada investigacdo surge também a pos-
sibilidade de abordar outros conceitos e ideias que estdo na periferia do
problema...”(p.23,24)



SUGESTAO DE ATIVIDADES

Para a elaboracao das atividades consultamos Rodrigues [[15]], Ferreira [10]], Dela-
torre [9], Soares Junior [[19], Lamberti [13]], Silva, Barone e Basso [[18]], que trazem
situacdes-problema, aplicacdes para cadeias de Markov, sugestdes de aulas, atividades

com o uso de softwares e jogos educacionais.

Apresentamos aqui duas propostas, uma para o ensino fundamental e outra para o
ensino médio. Na atividade destinada ao ensino fundamental buscamos que o aluno
seja capaz de construir por si s6 um conceito de probabilidade e criar um modelo
probabilistico que resolva as situagdes ali apresentadas. Ja na atividade do ensino
médio o intuito de apresentar a modelagem matematica através de um modelo pronto,
as cadeias de Markov, fazendo a analise de situa¢des-problema que se enquadrem no
modelo apresentado. Todas as atividades e planos de aulas se encontram em anexo no

apéndice.

4.1 ENSINO FUNDAMENTAL

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica [5]] a finalidade do
estudo de probabilidade é fazer com que os alunos percebam que usando experimenta-
coes e simulando situacoes podem indicar a possibilidade de ocorréncia de um deter-
minado evento e fazer a comparacao dos seus resultados com a probabilidade prevista
por um modelo matematico. Para tanto, precisam de construir o espaco amostral como

referéncia para estimar a probabilidade de sucesso, utilizando-se de uma razao.

Para Bussab e Morettin [|6] trabalhar com probabilidade se trata de criar modelos

probabilisticos:
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"Com suposicoes adequadas, e sem observarmos diretamente o fenémeno
aleatério de interesse, podemos criar um modelo tedrico que reproduza
de maneira razoavel a distribuicdo de frequéncias, quando o fenémeno
é observado diretamente. Tais modelos sdo chamados modelos probabilisti-
cos..."(p.103)

A presente atividade buscava justamente que os alunos, do 8° ano e 7° ano, que
ainda néo tiveram nenhum contato com defini¢coes formais de probabilidade, formu-
lassem seus proprios conceitos de probabilidade e criassem um modelo para resolver
situacoes simples de probabilidade, isso através da realizacdo de experimentos prati-

COS.

A atividade foi realizada com 50 alunos, 27 alunos do 7° ano A e 23 alunos do 8°
ano A da Escola Municipal Eugénia Pitta Rangel Veloso, na cidade de Itanhaém, S&o

Paulo.

Comecamos com um questiondrio que buscava entender como o aluno se relacio-
nava com a matemadtica, a questdo que mais chamou a atenc¢do foi "A matemadtica
desperta em vocé algum sentimento?", 28 alunos responderam essa pergunta com um
sentimento negativo, o sentimento mais recorrente foi "medo". Apenas com esses ques-
tiondrios ja foi possivel perceber que a matematica ndo é bem vista pela maior parte
dos alunos, o que mostra a necessidade de uma mudanca na forma de ensinarmos
matematica, tentando torna-la mais atrativa, principalmente para os alunos do ensino
fundamental, para que os alunos possam encarar a matematica de maneira mais natu-

ral, entendendo que ela estd presente no seu cotidiano.

Ap0ds o questiondrio iniciamos um breve debate em torno da palavra probabilidade,
como é uma palavra muito comum, que aparece na midia constantemente, muitos
alunos disseram ja terem ouvido nos noticiarios, em programas esportivos, previsiao
do tempo, entre outros exemplos citados. Alguns alunos tinham uma boa ideia do
que se tratava, uma aluna do 7° ano chegou a dizer "probabilidade é a chance de
alguma coisa acontecer", com essa ideia de "chance de algo acontecer"demos inicio ao

experimento pratico.

Foram formados seis grupos, cada um recebeu uma moeda e um dado. Todos foram
convidados a analisar qual era a chance de obtermos "cara"e "coroa" no lancamento
de uma moeda, também sobre a chance de obtermos qualquer um dos nimeros de um
dado de seis lados, facilmente concluiram que a chance de "cara" no lancamento da

moeda era de "uma em duas'"e a chance de obtermos 2 no lancamento de um dado era
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"uma em seis", aproveitando essas colocacdes pedi que escrevessem o que estavam me
falando usando uma fracdo. Conseguimos estabelecer entdo que, a chance de tirarmos

"cara", assim como a de "coroa"era de % e no dado a chance de cada numero era %.

Fiz a proposta de realizarmos dois experimentos, com o objetivo de testarmos os
valores encontrados. Primeiro cada grupo devia lancar uma moeda 10 vezes, observar
a face voltada para cima e anotar em uma tabela, as informacdes coletadas foram
colocadas na lousa e comparamos os resultados obtidos com os resultados previstos
inicialmente; foi observado que os resultados ndo eram exatamente os previstos, com
a excecao de um grupo que obteve 5 "caras'e 5 "coroas", com a unido dos resultados
ficamos com % para "cara'e % para "coroa", fazendo a conversdo para porcentagem
puderam observar que o esperado era 50% para cada e o valor obtido foi 62,5% "cara"e
37,5% "coroa", um pouco longe do valor esperado, pedi para repetirem o experimento,
agora com 40 lancamentos por grupo. Novamente os resultados foram reunidos no
quadro, % para "cara'e %, em porcentagem 45% "cara"e 55% "coroa", pedi que eles
analisassem os novos valores e concluiram que seria dificil chegar no valor esperado,

mas que o valor atual era mais préximo.

Figura 8: Alunos do 7° ano realizando experimento com moeda.

De maneira andloga realizamos um experimento com um dado, os alunos observa-
ram que novamente os resultados ndo eram exatamente os previstos, na primeira parte
com 20 lancamentos por grupo, os resultados agrupados nos deram os seguintes va-
lores, 23,8% "face 1", 11,3% "face 2", 15% "face 3", 16,3% "face 4", 16,3% "face 5"e
21,3% "face 6"sendo que o esperado era de aproximadamente 16,7% para cada face.

Aumentamos o nimero de lancamentos para fazer uma nova analise, com 60 lanca-
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mentos por grupo, tivemos os seguintes valores aproximados, 20,4% "face 1", 13, 8%
"face 2", 15% "face 3", 15,4% "face 4", 16, 3% "face 5"e 19,1% "face 6". Eles perceberam
que novamente com um maior numero de lancamentos chegamos mais préximo do

resultado esperado.

Figura 9: Alunos do 8° ano realizando experimento com dado.

Com uma ideia inicial de como calcular uma probabilidade, definida pelos alunos
como uma fracdo onde no numerador era colocado o valor esperado e no denomina-
dor todos os valores possiveis, fizemos uma atividade para mostrar aos alunos que a
definicdo de um espaco amostral correto é primordial, e que deve-se ter cuidado ao

determina-lo.

Foi proposto um jogo, onde eram arremessados 2 dados, os resultados possiveis fo-
ram repartidos entre trés grupos da seguinte maneira: o grupo A ficou com os nimeros
2, 3,4 e5; o grupo B com os numeros 6, 7 e 8; e o grupo C com os nimeros 9, 10, 11
e 12. A cada arremesso dos dados foi verificada a soma das faces voltadas para cima,
recebeu um ponto o grupo que possuia o nimero da soma, consideramos vencedor o
grupo que obtivesse mais pontos depois de 50 lancamentos. Cada aluno teve o direito
de escolher de qual grupo faria parte, antes da escolha foram questionados sobre as
chances de vitéria de cada grupo, se existia algum grupo em vantagem ou desvanta-

gem, a maior parte dos alunos escolheu o grupo C, para a maior parte deles o grupo B
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tinha menos chances por possuir um nimero a menos, e muitos disseram escolher o

grupo C, pois achavam que era mais f4cil sairem niameros grandes nos dados.

Figura 11: Alunos do 8° ano fazendo a escolha do grupo no jogo.

Antes de iniciarmos os lancamentos informei a eles que o provavel vencedor era o
grupo B, e que no final fariamos o calculo das probabilidades. Durante a realizacdo
do jogo alguns alunos reclamaram, dizendo que tinha algum problema no dado, pois
estava saindo muito 7, no final o grupo B ficou com 22 pontos, grupo A com 16 pontos
e grupo C com 14 pontos.

Apos a realizacdo do experimento convidei-os a entender o que havia acontecido.
Pedi que me dissessem quando tinhamos soma 6 dos dados, anotando os resultados
vimos que pode ser obtida tendo (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1), da mesma forma
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fizemos a soma 2, que é obtida apenas com (1, 1), completamos todos os valores no
quadro e a partir dai eles perceberam que realmente o grupo B levava vantagem, dai
alertei a eles sobre a importancia de uma boa definicdo de um espaco amostral, visto

que se nao for observado corretamente, torna nosso calculo da probabilidade invalido.

Para concluir foi entregue a cada aluno um mapa como da figura[12]e disse para eles
que cada um agora era um guarda de transito e que aquele mapa era do local onde
eles trabalhavam, comecariam seu dia de trabalho no cruzamento A e a cada 30 mi-
nutos eles deveriam mudar de esquina, poderiam escolher qualquer esquina adjacente
aquela em que estivessem, cada um faria dez mudancas de esquina e antes mesmo de
comecarem eu ja sabia trés cruzamentos que nao teria nenhum guarda fiscalizando
apo6s essas dez mudancas, ficaram intrigados, eu anotei os cruzamentos em um ca-
derno dizendo que mostraria a eles apds as dez mudancas. No final, depois de organi-
zar os resultados no quadro, mostrei o caderno e realmente nao havia nenhum aluno
nos cruzamentos anotados, todos queriam saber como dava pra saber isso, aproveitei
para falar um pouco mais sobre as aplicagdes da probabilidade e que essa previsao foi
possivel através do uso de Cadeias de Markov, que usava probabilidade para prever
acontecimentos a partir de uma situacao inicial ja sabida, no nosso caso era o fato de
todos comecarem no cruzamento A, alguns alunos chegaram a repetir o experimento
iniciando de outros cruzamentos para verificar se o que eu falava era verdade, alguns
alunos do 8° ano fizeram muitos questionamentos, discutimos sobre outras situacoes

nas quais poderiamos aplicar cadeias de Markow.

O () (=)

HO © (o)

Figura 12: Mapa entregue aos alunos



4.2 ENSINO MEDIO

4.2 ENSINO MEDIO

A atividade aplicada no ensino médio, foi escolhida buscando mostrar aos alunos do
3° ano, que estdo prestes a escolher uma carreira, a importancia e a presenca da mate-
matica nas mais diversas areas, relacionando matrizes e probabilidades, contetidos que
para eles sdo tdo distantes, e também apresentando um pouco da modelagem matema-
tica, util na resolucdo de problemas das mais diversas dreas, segundo os Parametros

Curriculares do Ensino Médio [4]:

”No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Mé-
dio, ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estra-
tégias para serem aplicadas a outras dreas do conhecimento, assim como

para a atividade profissional.”(p.40)

A atividade foi realizada com 20 alunos de 3° ano D, periodo noturno da Escola

Estadual Professora Silvia Jorge Pollastrini, em Itanhaém, Sdo Paulo.

Antes de comecarem a atividade propriamente dita, os alunos responderam um ques-
tionario no qual buscamos entender como eles veem a matemadtica e se conseguem Vi-
sualizar a aplicacdo da probabilidade e de matrizes no cotidiano. Dos alunos presentes,
trés deles ndo responderam as questdes, quinze alunos tiveram praticamente a mesma
resposta, dizem que a matematica é importante pois esta presente em muitas coisas
do cotidiano, os outros dois disseram que nao sabem, pois ndo gostam de matema-
tica. Mesmo a maior parte da classe considerando importante a matematica, os alunos
nem sequer lembravam de ter estudado matrizes e probabilidade, o que dificultou um

pouco a realizacdo da atividade.

Depois de conversar um pouco com a sala, iniciamos os exercicios, como os alunos
apresentaram bastantes dificuldades, os exercicios propostos foram resolvidos com in-
tervencao, na atividade 1 foi pedido para eles resolverem usando um diagrama de
arvore, iniciei a resolucdo e os alunos conseguiram concluir, o objetivo era calcular a
probabilidade de estar no posto A apds trés mudangas de posto, entdo pedi que cal-
culassem agora a probabilidade apds dez mudancas. Imediatamente alguns alunos
disseram que seria complicado continuar pois o diagrama ja estava muito grande, co-
mecei a falar para eles sobre a modelagem matematica, citando algumas areas onde
podemos usa-las e sua ajuda na resolucdo de problemas do cotidiano, muitos alunos

demonstraram interesse fazendo alguns questionamentos, como, por exemplo, se em
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psicologia poderia usar a modelagem e também em outras profissdes que para eles

nunca teriam nada relacionado com matematica.

Figura 13: Alunos do 3° ano durante a realizacdo das atividades.

Apresentei a eles um modelo ja existente para resolver esse problema e qualquer
outro que tivesse as mesmas caracteristicas, disse que se tratava de uma situacao que
chamavamos de cadeias de Markov, analisamos quais eram essas caracteristicas e fi-
zemos a nova resolucdo, infelizmente os alunos ndo lembravam como trabalhar com
matrizes, e alguns disseram que nem estudaram o conteudo, a partir daqui as resolu-
coes foram apresentadas a eles, mas eles ndo conseguiram realizar os cdlculos, mesmo

assim ficaram bastante atentos e participativos.

O segundo exercicio pedi para construirem o diagrama de transicdo e também a
matriz de transicdo a partir dos casos apresentados, muitos alunos participaram e con-
seguiram montar o objetivo, novamente na parte de cdlculos apenas acompanharam a

resolucdo.

No ultimo problema fiz a proposta de eles montarem a matriz e o diagrama como no
segundo problema, de inicio eles ndo acreditaram que o problema poderia ser resolvido
com o modelo proposto, analisamos juntos o problema e fizemos a montagem de um
diagrama de transicdo na lousa, propus que montassem a matriz de transicdo, dois
alunos conseguiram, apresentei os calculos e finalizei com uma conversa com os alunos
sobre como a matemadtica estava presente até mesmo onde a gente ndo esperava, a
participacdo foi muito boa e até mesmo os alunos que no inicio dos trabalhos estavam

indiferentes participaram bastante.
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De maneira geral a atividade foi bastante produtiva, apesar das grandes dificuldades
dos alunos que apresentavam muita defasagem de contetidos, os alunos participaram e
se mostraram curiosos com os problemas e a forma como foram solucionados. Muitos
questionamentos foram feitos sobre outras situacoes onde poderiamos usar o mesmo
modelo para soluc¢do, lembramos que buscamos justamente uma matematica mais atra-
tiva, mostrando alguma aplicacdo aos contetidos estudados por eles e por ser muito
abrangente as cadeias de Markov se mostram uma excelente ferramenta para ser usada

tanto no 2° ano quanto no 3° ano do ensino médio.
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Mesmo sendo a probabilidade, uma area da matematica com diversas aplicacoes e
com a possibilidade de ser ensinada com atividades praticas, vemos que ela é pouco
trabalhada, principalmente no ensino fundamental, momento que acreditamos ser es-
sencial para fazer com que o aluno passe a enxergar a matematica de maneira diferente

da que se apresenta atualmente.

A atividade realizada pelo 7° ano e 8°ano surtiu resultado muito bom, por se tratar
de duas salas que leciono, pude observar que durante a realizacdo das atividades os
alunos participaram muito mais da aula, até mesmo alunos que normalmente ndo
realizam as atividades ou que apresentam muita defasagem de contetidos. E obvio
que uma atividade diferenciada demanda um pouco mais de trabalho por parte do
professor, que deve estar com tudo muito bem planejado, pois deve guiar o aluno no

caminho que propés.

Seguem abaixo relatos de alguns alunos sobre terem ou ndo gostado desta nova
proposta de aula, principalmente comparando com aulas convencionais. De maneira

geral todos gostaram e participaram ativamente.

Figura 14: Resposta aluno 1
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Figura 15: Resposta aluno 2

Figura 16: Resposta aluno 3
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Figura 17: Resposta aluno 4
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Figura 18: Resposta aluno 5

A tabela |5 traz os resultados gerais (em porcentagem de acertos por questdo) da
avaliacdo feita apos as atividades, vale frisar que foi o primeiro contato dos alunos com
a probabilidade. Os resultados foram muito bons, pois cotidianamente nédo atingimos,
nas salas participantes, 50% de acertos por questdo. Destacamos aqui o aluno 2 e o
aluno 5 , alunos que apresentam muitas dificuldades de aprendizagem, e mesmo assim

acertaram 6 de 9 e 8 de 9, respectivamente, na avaliac¢do.

Tabela 5: Resultados da atividade avaliativa 7° ano e 8° ano.
Numero da questdo 112 /|3|4|5|6|7|8]09

Porcentagem de acertos | 61 | 84 | 73 | 45 | 66 | 66 | 73 | 41 | 52
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No Ensino Médio, mesmo ndo conseguindo trabalhar da maneira desejada, visto que
os alunos apresentavam grande defasagem de contetidos, além do desinteresse inicial,
no final da atividade a maior parte dos alunos estava interagindo, fazendo perguntas,
querendo saber mais, principalmente sobre as aplicacoes das cadeias de Markov, o
que nos mostra que, mesmo com as dificuldades apresentadas, os alunos ainda podem
demonstrar interesse quando o assunto estudado trata de situagdes reais, que eles

conseguem visualizar.

Sobre cadeias de Markov, mesmo sendo algo bastante complexo, notamos que pode
ser trabalhada no ensino médio, adaptando-se ao nivel dos alunos, como um tépico de
probabilidade, uma vez que tém como pré-requisitos apenas matrizes e probabilidade,
e permitem resolver problemas de situacoes cotidianas bastante complexos que teriam
solucdo invidvel com as técnicas normalmente ensinadas. Uma opgdo para facilitar
os célculos que sdo extensos é o uso de softwares como o Maximdl] ou até mesmo

Microsoft Excel.

Esperamos que este trabalho seja usado por professores para o enriquecimento de

suas aulas e levado aos alunos dos ensinos fundamental e médio.

1 Disponivel gratuitamente em http://maxima.sourceforge.net/pt/download.html

51






APENDICE A

Questionario aplicado a professores, sobre o ensino de probabilidade no ensino

fundamental e ensino médio.

1. Em qual rede vocé leciona?(Se lecionar nas duas, escolha uma e responda o ques-
tionario todo baseando-se no trabalho realizado nessa rede)
( )Publica
( )Privada

2. Em qual estado vocé leciona?

3. Em qual nivel de ensino vocé leciona?
( )Ensino Fundamental
( )Ensino Médio

( )Ensino Fundamental e Ensino Médio

4. Sobre o ensino de probabilidade no Ensino Fundamental.
( )Vocé o faz de maneira rapida, priorizando outros contetidos, muitas vezes con-
siderados mais importantes.
( )Nao prioriza nenhum contetildo, dando a mesma importancia a todo contetido

ensinado.

5. Ainda sobre o ensino de probabilidade no Ensino Fundamental.
()Tem o hdbito de usar atividades praticas, fazendo com que os alunos realizem

experimentos para construir o conceito de probabilidade.
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( )J4 ensinou probabilidade através de atividades préticas mas nao faz isso fre-
quentemente.

()Nao costuma utilizar atividades praticas, ou usa muito raramente.

. Sobre o ensino de probabilidade no Ensino Médio.

()Vocé o faz de maneira rapida, priorizando outros contetidos, muitas vezes con-
siderados mais importantes.
( )N&o prioriza nenhum contetido, dando a mesma importancia a todo contetdo

ensinado.

7. Ainda sobre o ensino de probabilidade no Ensino Médio.

()Tem o habito de usar atividades praticas, fazendo com que os alunos realizem
experimentos para construir o conceito de probabilidade.

( )Ja ensinou probabilidade através de atividades praticas, mas nao faz isso fre-
quentemente.

( )Nao costuma utilizar atividades praticas, ou usa muito raramente.

8. Para vocé, qual é a principal dificuldade no ensino da matematica?



APENDICE B

Plano de aula para o ensino fundamental.

Objetivo

Fazer com que o aluno crie uma definicdo de probabilidade através de atividades

praticas.

Conteudo

Probabilidades.

Publico alvo

Alunos do 7° e 8° anos do ensino fundamental.

Tempo estimado

4 aulas (50 minutos cada)

Material necessario

Moedas e dados.
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Desenvolvimento

Atividade 1

Os Alunos serdo separados em grupos, cada grupo receberd uma moeda e um dado,

podendo utiliza-los, se necessario, para responder os seguintes questionamentos:
Se lancarmos uma moeda quais sao os resultados possiveis?
Se lancarmos um dado quais sdo os resultados possiveis?

Espera-se que o aluno perceba que ao realizar os experimentos, mesmo sem saber
exatamente qual resultado vai acontecer, podemos definir os resultados possiveis, por
exemplo, ao lancar um dado de seis faces o resultado certamente serd um numero do

conjunto (1,2, 3,4,5,6), obter o resultado 7, por exemplo, é impossivel.
Mais algumas questdes sdo colocadas:
Qual é a chance de dar cara?
Qual é a chance de dar coroa?
Vocé acha que essas chances sdo iguais?

Deve-se trabalhar com o aluno para que ele perceba que, sozinho, quando langamos
uma moeda sdo dois resultados possiveis, portanto se estamos usando uma moeda
honesta as chances sdo iguais, no caso, uma chance em duas possiveis, chegando nesse

ponto, mais uma questdo é colocada:
E possivel escrever essas chances usando fracdes?

E importante ressaltar que em todo processo as conclusées devem partir dos alunos,

cabendo ao professor apenas conduzir a atividade para que eles cheguem aos objetivos.
De maneira anéloga realizamos a atividade usando o dado.

Ao final da atividade o aluno deve perceber que a probabilidade é uma razao entre

o numero de casos favoraveis e o numero de total de casos possiveis.
Atividade 2

Os alunos agora, ainda em grupo, devem verificar os resultados obtidos na atividade

1, através do lancamento da moeda e do dado.

Cada grupo deve lancar a moeda 10 vezes e anotando o resultado obtido, apds os 10

lancamentos cada grupo vai verificar o resultado obtido, anotando-os no quadro para a
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comparacdo com os resultados previstos inicialmente. Dificilmente em 10 langcamentos
teremos 5 caras e 5 coroas, devemos questiond-los sobre a validade da previsdo inicial,
usando como exemplo o valor mais discrepante obtido entre aos grupos, e também
fazendo um cdlculo geral, com os resultados de todos os grupos, fazendo-os perce-
ber que quando temos uma probabilidade ndo quer dizer que o valor obtido vai ser
exatamente aquele, mas com um numero maior de lancamentos as diferencas tendem
a diminuir. Para evidenciar ainda mais isso, os grupos devem realizar novamente os
lancamentos, agora com 50 lancamentos cada grupo, esse nimero de langamentos ja
deve ser suficiente para chegarmos a um numero mais préximo dos 50% esperados,
confirmando a ideia de que a repeticdo dos lancamentos exaustivamente nos traz um

numero mais préximo da probabilidade calculada.

De maneira andloga devemos refazer a atividade usando um dado, como temos
mais possibilidades envolvidas, o uso do dado é ainda mais efetivo para o objetivo
dessa atividade, que é mostrar que dificilmente a probabilidade esperada é obtida, e
que conforme aumentamos o nimero de lancamentos esse resultado se aproxima da

probabilidade calculada inicialmente.
Atividade 3

Com uma boa ideia inicial de probabilidade faremos uma atividade para mostrar
que uma boa definicdo do espaco amostral (total casos possiveis) € muito importante e

que nossa ideia inicial nem sempre é a mais correta.

Dividimos o quadro em trés partes, destinando cada uma delas a um grupo que sera
formado por livre escolha dos alunos, o grupo A fica com os numeros 2, 3, 4 e 5; o

grupo B com os numeros 6, 7 e 8; e o grupo C com os numeros 9, 10, 11 e 12.

Um jogo é proposto: lancamos 2 dados, verificamos a soma dos niumeros obtidos
nas faces superiores, e recebe um ponto o grupo que tiver o resultado obtido, vence a

partida o grupo com o maior nimero de pontos depois de 50 langamentos.

Os alunos sdo convidados a analisar a situacdo, para isso podemos colocar algumas

questbes como:
Os grupos tem a mesma chance de vitdria?
Qual grupo esta em vantagem ou desvantagem?

Casa um fazendo a sua analise da situagdo deve escolher um grupo, indo até a lousa

e escrevendo seu nome no espaco correspondente ao grupo escolhido.
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O que se espera aqui é a conclusdo intuitiva de que o grupo B tem chance menor de

vitoria, visto que tem uma quantidade menor de numeros.

Realizamos os lancamentos e anotamos os pontos um a um no quadro, 50 lanca-
mentos devem ser suficientes para que o grupo B venca, se necessario estabeleca um
numero de lancamentos maior para garantir isso. Apods a realizacdo do experimento
analisamos como cada uma das soma pode ser obtida, o soma 6, por exemplo, pode
ser obtida com (1,5);(2,4);(3,3);(4,2);(5,1), j4 a soma 2 é obtido apenas com (1, 1),
dessa forma o grupo B que aparentemente tinha desvantagem, na verdade tinha vanta-
gem em relacdo aos demais, mostrando a importancia de uma analise cuidadosa para

determinar o espaco amostral.

Para finalizar os alunos devem resolver as atividades em anexo (apéndice C).



APENDICE C

Atividade para verificacdo de aprendizagem ensino fundamental.

Para cada um dos experimentos abaixo vocé deve considerar dados honestos, moe-

das honestas, etc.

1. No lancamento de um dado temos mais chances em obter a face 2 do que a face
4?

() Sim
() Néo
() Nao sei
2. No lan¢amento de uma moeda a probabilidade de sair cara € igual a %?
() Sim
() Nao
() Nao sei

3. E mais provavel obter cara, no lancamento de uma moeda, do que a face 1, no

lancamento de um dado?
() Sim

() Néo

() Nao sei

4. Retirando-se ao acaso uma carta de um baralho com 52 cartas, é mais provavel
retirar um rei do que um 4s? Obs: um baralho contém 4 cartas de cada, 4 cartas

"as", 4 cartas "dois", 4 cartas "trés", e assim por diante.
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() Sim
() Nao

() Nao sei

. Temos duas urnas, a primeira com oito bolas, sendo quatro pretas e quatro bran-

cas, a segunda com seis bolas, sendo quatro pretas e duas brancas. Um jogo
consiste em retirar ao acaso uma unica bola de uma das duas urnas. Vence o
jogo quem retirar uma bola preta. Vocé teria mais chance de vencer o jogo se

escolhesse a:

() primeira urna;

() segunda urna;

() qualquer uma das duas;

() Nao sei.

. Se lancarmos uma moeda temos probabilidade de % tanto para "cara" quanto

para "coroa", entdo se lancarmos uma moeda 50 vezes, a chance de 25 caras é:
() muito provavel de ocorrer;

() pouco provavel de ocorrer;

() impossivel de ocorrer;

() Nao sei.

. Numa caixa ha nove bolinhas numeradas de 1 a 9. A chance de o numero 5 sair

na primeira retirada € :

() Nao sei.

. Em um saco foram colocadas 10 bolinhas, 4 sdo azuis, 4 sdo verdes e 2 sdo

brancas. Retirando ao acaso uma bolinha qual é a probabilidade dela ser azul?

. Na escola Eugénia Pitta foram vendidos 250 nimeros de uma rifa, sabendo que

eu comprei 5 nimeros dessa rifa calcule a probabilidade de um niimero meu ser

sorteado.
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Plano de aula para o ensino médio.

Objetivo

Apresentar um pouco do conceito de Modelagem Matemadtica, analisar e resolver

situacoes-problema usando modelagem com cadeias de Markov.

Conteudo

Probabilidades, matrizes.

Publico alvo

Alunos do 3° ano do ensino médio.

Tempo estimado

4 aulas (50 minutos cada)

Material necessario

Lousa e giz.

Desenvolvimento

Antes de comecarem a atividade os alunos devem responder um questiondrio que

busca entender como eles veem a matemadtica e qual sua relacdo com ela, as cinco
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primeiras questoes serdo respondidas antes da atividade e a sexta questdo depois de

terminar as trés situacdes problema.

Situagdo-problema 1

A primeira situacido-problema é apresentada com o objetivo de que os alunos re-
solvam usando os conhecimentos ja adquiridos de probabilidade, se necessario serdo
orientados a resolverem o problema utilizando um diagrama de arvore, dependendo

do nivel da turma talvez seja necessdrio iniciar a resolucdo com eles.

Ap6s a resolucdo, discutir como cada um chegou ao resultado e propor uma ampli-
acdo do problema, pedindo que calculem qual é a probabilidade do guarda estar no
posto A no final de seu turno de trabalho de 8 horas, que corresponde a 16 mudancas
de posto, espera-se que os alunos percebam que a cada mudancga de posto o diagrama

de arvore aumenta exponencialmente, tornando invidvel a resolucdo dessa forma.

Nesse momento devemos falar um pouco sobre como ¢ possivel criarmos modelos
matematicos para resolvermos alguns problemas, apresentando de uma maneira nao
tdo formal a modelagem Matemadtica e suas aplicacbes, citando alguns exemplos e
mostrando que estd presente nas mais diversas dreas. Finalizamos mostrando que no
caso do nosso problema, jd existe um modelo criado para resolvé-lo, que serve para

resolver qualquer outro problema que se enquadre naquele tipo de situacao.

Analisaremos a situacao-problema 1, agora ja mostrando que se trata de uma situ-
acdo que se encaixa perfeitamente no que chamamos de cadeia de Markov, devemos
apresentar o diagrama de transicdo, a matriz de transicdo e o vetor estado, construindo
cada um deles com a ajuda dos alunos, para resolucdo do problema € necessario usar
multiplicacdo de matrizes, no caso do cdlculo de um estado muito avancado € aconse-
lhavel usar algum software como o Maxima, visto que, a multiplicacdo com matrizes é
bastante trabalhosa e ndo € nosso foco na atividade. Na resolugédo dos trés primeiros
estados devemos fazer a comparacdo com os resultados obtidos no diagrama de arvore,

validando assim o modelo para os alunos.

Situagdo-problema 2

Na situacao-problema 2, tendo como exemplo a situacdo-problema 1, os alunos de-
vem montar o diagrama de transi¢do, a matriz de transicdo e o vetor estado inicial,

para facilitar o trabalho é oferecido um modelo para que eles apenas completem.
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O objetivo da situagdo-problema 2 é calcular as probabilidades apds 4 periodos (4
mudancas de estado), por se tratar de uma matriz 3x3 e apenas 4 estados é possivel

fazer os calculos sem utilizar nenhum software.

Situacdo-problema 3

A situacdo-problema 3 é um pouco diferente das duas anteriores, ndo fica tdo ex-
plicita a solucdo utilizando cadeias de Markov, portanto devemos dar o respaldo ne-
cessario, ajudando na interpretacdo do problema, para que o aluno consiga perceber
que se trata de uma cadeia de Markov, a partir dessa ajuda inicial montar a matriz de

transicdo e o vetor estado inicial para assim efetuar os cdlculos.

Nos trés casos devemos mostrar os calculos para um numero elevado de estados,
podendo assim mostrar aos alunos uma outra caracteristica presente nas cadeias de
Markov, que é tendencia do vetor estado para um determinado valor fixo, que chama-

mos de vetor de estado estaciondrio.

Vale ressaltar que o objetivo da atividade é mostrar que conteidos como matrizes
e probabilidades podem ser usados de forma conjunta e também mostrar a utilidade
da matematica para resolver diversas dareas, através da modelagem, ajudando esses
alunos que estdo prestes a escolher uma carreira a entender melhor a presenca da

matematica em muitas situagao cotidianas.
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Situacoes-problema e solucdes (ensino médio).

Situagdo-problema 1

Um guarda patrimonial deve patrulhar a praca representada pela figura abaixo. Ele
deve ficar em postos de vigia por exatamente 30 minutos, passado esse tempo ele deve
se deslocar a um posto de vigia adjacente, por exemplo, se ele estd no posto A pode ir
para o posto B ou para o posto C com igual probabilidade. Qual é a probabilidade do
guarda estar no posto A ap6s trés mudancas de posto, tendo iniciado a guarda no posto
D?

Situagdo-problema 2

Uma operadora de celular oferece trés planos de dados aos seus clientes, plano A,
plano B e plano C, a cada periodo de trés meses o cliente pode mudar de plano ou sim-
plesmente permanecer no plano que se encontra. Observando o histérico de mudancgas

percebeu-se que:
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e um cliente que tem o plano A tem probabilidade de 0,2 de mudar para o plano
B, tem probabilidade de 0,1 de mudar para o plano C e probabilidade de 0,7 de

permanecer no plano A.

e um cliente que tem o plano B tem probabilidade de 0,2 de mudar para o plano
A, tem probabilidade de 0,2 de mudar para o plano C e probabilidade de 0, 6 de

permanecer no plano B.

e um cliente que tem o plano C tem probabilidade de 0,1 de mudar para o plano
A, tem probabilidade de 0,1 de mudar para o plano B e probabilidade de 0,8 de

permanecer no plano C.

Estando um cliente no plano C atualmente, qual é a probabilidade desse cliente estar

utilizando cada um dos planos no final de 1 anos(4 periodos)?

Para ajudar na resolucdo do problema complete o diagrama de transi¢do e a matriz

de transicao abaixo.

Estado futuro

A
- Y

plano A plano B plano C

S I R

Estado atual plano B | | | | | |

parcc || | [ ][]

Situagdo-problema 3

Certamente vocé deve conhecer ou ja deve ter tido contato em algum momento com
o jogo "escadas e serpentes", nesse jogo se cair em uma casa onde se encontra uma
escada, vocé avanca até a casa do topo da escada, se cair em uma casa onde esta uma

serpente, vocé deve voltar a casa do fim da serpente.

Para essa atividade vamos usar um tabuleiro reduzido, de 9 casas representado pela
figura abaixo, para caminhar entre as casas o jogador lanca uma moeda, se der cara

avanc¢ameos uma casa, se der coroa avanc¢amos duas.

Qual é a probabilidade de um jogador estar em cada uma das casas apos 3 lanca-

mentos da moeda?
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A partir de quantos lancamentos a probabilidade de vitdria é maior que 0,5?

7 8 9
A\ \
6 5 4

W

/%2‘@

Resolucdo Situagdo-problema 1 usando arvore de probabilidades.
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Resolucdo Situagdo-problema 1 usando cadeias de Markov.

Temos o vetor estado inicial

x<0>=(0 00 1 0)

e a matriz de transicdo

0 05 05 0 0
0,50 0 0,5 0 0
0,25 0,25 0 0,25 0,25

0 0 05 0 0,50

0 0 050 0,5 0

Entao:

0 05 0,5 0 0
0,50 0 0,50 O 0

x“):x(O)P:(o 00 1 0) 0,25 0,25 0 0,25 0,25 =(o 0 0,50 0 0,50)

0 0 05 0 0,50
0 0 05 05 0

0 05 0,5 0 0
0,5 0 0,50 0 0

x(2):x(1)P=(0 0 0,50 0 0,50) 0,25 0,25 0 0,25 0,25 =(0,125 0,125 0,25 0,375 0,125)

0 0 05 0 0,50
0 0 05 05 0

0 0,50 0,50
0,50 0 0,50

x® = x@p = (0,125 0,125 0,25 0,375 0,125) 0,25 0,25 0
0 0 0,50
0 0 0,50

- (0,125 0,125 0,375 0,125 0,25)

0

0
0,25

0
0,50

0

0
0,25
0,50

0



Tabela 6: Vetores-estado exemplo Situagdo-problema 1.

n xl<”) xZ(”) x3(”) x4(”) x5(”)
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0,50 0 0,50
2 10,125 0,125 | 0,250 | 0,375 | 0,125
3 10,125 0,125 | 0,375 | 0,125 | 0,250
4 10,156 | 0,156 | 0,313 | 0,219 | 0,156
5 10,156 | 0,156 | 0,344 | 0,156 | 0,188
6 /0,164 | 0,164 | 0,328 | 0,180 | 0,164
7 10,164 | 0,164 | 0,337 | 0,164 | 0,172
8 |0,166 | 0,166 | 0,332 | 0,170 | 0,166
9 | 0,166 | 0,166 | 0,334 | 0,166 | 0,168
10 | 0,167 | 0,167 | 0,333 | 0,167 | 0,167
11| 0,167 | 0,167 | 0,333 | 0,167 | 0,167
12| 0,167 | 0,167 | 0,333 | 0,167 | 0,167
Resolucgéo Situacdo-problema 2.
Temos o vetor estado inicial
2 = (0 0 1)
e a matriz de transicdo
0,7 0,2 0,1
0,2 0,6 0,2
0,1 0,1 0,8
Entio:
0,7 0,2 0,1
*® = xOp = (o 0 1) 0,2 0,6 0,2 = (0,1 0,1 0,8>
0,1 0,1 0,8
0,7 0,2 0,1

x(2)=x<1>P:(0,1 0,1 0,8) 0,3 0,6 0,1 :(0,17 0,16 0,67)
0,1 0,2 0,7

APENDICE E
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0,7 0,2 0,1
x<3)=x(2>P=(0,17 0,16 0,67) 0,2 0,6 0,2 =(0,218 0,197 0,585)
0,1 0,1 0,8

0,7 0,2 0,1
x<4>=x<3>P=(0,218 0,197 0,585) 0,2 0,6 0,2 =(0,251 0,220 0,529)
0,1 0,1 0,8

Tabela 7: Vetores-estado Situagdo-problema 2.

n | aq® | xnm | x®
0 0 0 1
1 | 0,100 | 0,100 | 0,800
2 10,170 | 0,160 | 0,670
3 10,218 | 0,197 | 0,585
4 | 0,251 {0,220 | 0,529
5 (0,272 | 0,235 | 0,492
6 | 0,287 | 0,245 | 0,468
7 10,297 | 0,251 | 0,452
8 | 0,303 | 0,255 | 0,442
9 10,307 | 0,258 | 0,435
10 | 0,310 | 0,260 | 0,430
15 | 0,315 | 0,263 | 0,422
20 | 0,316 | 0,263 | 0,421
25| 0,316 | 0,263 | 0,421

Resolucdo Situagdo-problema 3.

Temos o vetor estado inicial

x®=(10 0 0 0

e a matriz de transicdo
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o 0 0505 0
05 0 05 0 O
05 0 0 05 0

o 05 0 0 05

o 0 o0 O 1

Entao:

0 0 0505 0
0,5 0 0,5 0 0

x(1>=x<°)P=(1 000 0) 0,5 0 0 05 0 =(o 0 0,5 0,5 0)
0 05 0 0 0,5
0 0 0 0 1

0 0 0,5 05 0
05 0 05 0 0

x@=xP=(0 0 05 05 0)[0o5 0 0 05 0 |=(025 025 0 0,25 0,25)
0 05 0 0 0,5
0 0 0 0 1

0 0 05 0,5
0,5 0 05 0

@ =x@P= (0,25 0,25 0 0,25 0,25) {05 0 0 05 0 |=(0125 0,125 0,250 0,125 0,375)
0 05 0 0 0,5
0o 0 0 0 1

o

0 0 0,505

05 0 0,5 0
x® = xO®p = (0,125 0,125 0,250 0,125 0,375) 005 0 0 05 0 |=

0 05 0 0 0,5

0o 0 0 0 1

o

- (0,188 0,063 0,125 0,188 0,438)
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Tabela 8: Vetores-estado Situagdo-problema 3.

™

2,

x3(”)

2,

x5(n)

1

0

0

0

0

0

0

0,5

0,5

0

0,25

0,25

0

0,25

0,25

0,125

0,125

0,250

0,125

0,375

0,188

0,063

0,125

0,188

0,438

0,094

0,094

0,125

0,156

0,531

0,054

0,036

0,053

0,062

0,796

0,023

0,016

0,023

0,027

0,911

0,010

0,007

0,010

0,012

0,961

0,004

0,003

0,004

0,005

0,983

0,002

0,001

0,002

0,002

0,992

0,001

0,001

0,001

0,001

0,996
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Questionario ensino fundamental.

1. Vocé considera a matematica importante? Explique.

2. Vocé consegue visualizar a aplicacdo da matemadtica em outras areas do conheci-

mento, ou até mesmo em situacdes cotidianas? Explique

3. Os conteudos matematicos estudados em sala apresentam uma utilidade para o

nosso dia a dia? Explique.

4. Os contetudos estudados na matematica, na sua opinido, sio interessantes? Por

qué?

5. Vocé tem dificuldades em entender a matemadtica da forma como os professores

apresentam os conteuidos? Explique.
6. Vocé ja ouviu falar de probabilidade? Para vocé o que € probabilidade?

7. A matemadtica desperta em vocé algum tipo de sentimento? Justifique.

Responder a questdo 8 apds a realizagdo da atividade.

8. Apos a realizacdo das atividades, analisando suas respostas nas questdes de 1 até
7, vocé mudou a sua opinido em relacdo a alguma questdo respondida? O que

vocé achou da atividade?
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Questionario ensino médio.

1. Vocé considera a matematica importante? Explique.
2. A matemadtica desperta em vocé algum tipo de sentimento? Justifique.

3. Os conteudos estudados na matemadtica, na sua opinido, sio interessantes? Por

qué?

4. No 2° ano voceés estudaram probabilidade e matrizes, vocé consegue visualizar
alguma situacdo onde esses contetidos sdo aplicados de forma conjunta? Expli-

que

5. Sobre matrizes e probabilidades vocé tém alguma ideia de como esses dois topi-

cos estdo presentes em nosso cotidiano? Explique.

Responda a dltima questdo apds a apresentacio.

6. Considerando suas respostas nas questdes anteriores, apos a apresentacdo das
situagbes-problema, vocé mudou de alguma forma sua maneira de ver a mate-

matica ou os contetidos apresentados.
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