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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar como a Geometria e o Infinito estdo rela-

cionados, tomando como ponto de partida e referéncia a Histéria da Matematica.

Apresentamos como os pitagdricos tiveram contato com este tema, 0 que na sequén-
cia culminou na conhecida "Crise dos Incomensuraveis", resultando no declinio e fim
da escola pitagdrica. Apos esse periodo, na "Academia de Platdo", com o matema-
tico Eudoxo, a "Crise dos Incomensuraveis" foi solucionada. Eudoxo também forneceu
apoio tedrico, com o Método da Exaustdo, para as descobertas de Arquimedes em

relacdo ao calculo da area do circulo.

Primeiramente, apresentamos e discutimos o que € o Infinito, tratando de temas
como o Infinito Real e o Infinito Potencial. Analisamos, com exemplos, os diferentes

tipos de infinitos que existem, a partir de conjuntos infinitos e suas propriedades.

Em seguida, passamos a explorar como Arquimedes conseguiu encontrar um algo-
ritmo capaz de calcular, com uma excelente aproximacao, a area do circulo, gerando,
como consequéncia, um método eficiente para o calculo do nimero 7r. Também mos-
tramos como as médias geométricas e as médias harmonicas foram utilizadas na des-
coberta das relacOes entre as areas e os perimetros dos poligonos regulares inscritos e

circunscritos no circulo.

Ao final, propomos atividades didéticas relacionadas com o tema dessa dissertacao

para professores e estudantes de Matematica do ensino basico.

Palavras-chave: Infinito e a Geometria, Método de Arquimedes, Area do circulo.
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ABSTRACT

This work aims to present how Geometry and Infinity are related. Taking as a
its starting point and reference the History of Mathematics. We present how the
Pythagoreans came into contact with this theme. What then has culminated in the
era known as "The Crisis of the incommensurable”. Resulting in the decline and end
of the Pythagorean School. After this period, at the "Academy of Plato", with the
mathematician Eudoxus, the "Crisis of the Incommensurable”was solved. Eudoxus, in
addition, provided theoretical support, with the Exhaustion Method, for Archimedes’

discoveries in relation to the calculation of the area of the circle.

First, we introduce and discuss what the Infinite is. Dealing with themes such as the
Real Infinity and the Infinite Potential. We analyze, with examples, the different types

of infinities that exist, from infinite sets and their properties.

Then we come to understand how Archimedes was able to find an algorithm capa-
ble of calculating, with an excellent approximation, the area of the circle. Generating,
therefore, an efficient method for calculating the 71 number. We also show how the
geometric averages and the harmonic averages were used in the discovery of the re-
lations between the areas and the perimeters of the regular polygons inscribed and

circumscribed in the circle.

At the end, we propose didactic activities related to the theme of this dissertation

for teachers and students of Mathematics.

Keywords: Infinity and Geometry, Archimedes’ Method, Space of the circle
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R: conjunto dos nimeros reais.
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e Mg: média geométrica.
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INTRODUCAO

Essa dissertacdo tem por motivac¢do principal desenvolver uma pesquisa, € a0 mesmo
tempo, uma experiéncia com o desenvolvimento de conceitos e ideias que relacionam a
Geometria e o Infinito. Tomando como ponto de partida a Histéria da Matematica, pre-
tendemos apresentar as descobertas, as crises e as ideias relacionadas ao conceito de
infinito, ndo apenas por um ponto de vista histérico, mas por uma dtica investigativa
e aplicada. Nao ha evidéncias conclusivas a respeito da origem da Matematica, mas
de acordo com Garbi [15]], Contador [7] e Caraga [11]], o homem precisou aprimorar
suas nocoes de contagem e medicdo a partir da invencao da agricultura. Nesse periodo
(por volta de 9.000 a.C.)E[, o0 homem deixou de ser némade e comecou a produzir o seu
proprio alimento. Com isso, o comércio se intensificou, as cidades surgiram. Por con-
sequéncia, surgiram também os governos e as cobrancas de impostos. A Matematica é
fruto da revolucao agricola que disparou um longo processo de urbaniza¢cdo da huma-
nidade e intensificou o comércio. E importante citar a analise feita por Caraca [11] a

esse respeito:

"... amedida que a vida social vai aumentando de intensidade, isto é, que
se tornam mais desenvolvidas as relagbes dos homens uns com os outros,
a contagem impde-se como uma necessidade cada vez mais importante e
mais urgente." (CARACA, 1951, p.4)

De acordo com Contador [7]], por volta de 5.000 a.C. surgiu a pecudria e a agricultura
no vale do rio Nilo e na Mesopotamia. Por volta de 3.000 a.C. ocorreu a invencdo da
roda. E por volta de 3.500 a.C. a criagdo da escrita cuneiforme, criada pelos sumérios.
Por volta de 2.700 a.C. ocorreram as construcoes das piramides, tornando evidente
os conhecimentos praticos de Geometria dos egipcios. A Matematica no Egito e na

Mesopotamia, nessa época, tinha um carater indutivo. Garbi [15]] escreve:

"Tratava-se, pois, de um aprendizado indutivo (ou empirico), em pro-

cesso de observacao de padrdes que se repetiam e que, por inducao, leva-

1 Esse periodo é chamado pelos historiadores de Revolucdo Agricola.
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vam 0s pioneiros a crer que se estava diante de verdades gerais." (GARBI,
2006, p.10)

Ou seja, essa Matemadtica era feita sem uma demonstragcdo com justificativa légica.
Essa abordagem durou 15 séculos, quando, no século VI a.C., os gregos, a partir do
matematico e filésofo Tales de MiletoZldeu inicio a era da Matemética dedutiva. Sobre

esse periodo, D’ Ambrosio [9] escreve:

"Eles praticaram uma matematica utilitdria, semelhante aquela dos egip-
cios, mas ao mesmo tempo desenvolveram um pensamento abstrato, com
objetivos religiosos e rituais. Comeca assim um modelo de explicacdes que
vai dar origem as ciéncias, a filosofia e 4 matematica abstrata." (D’ AMBRO-
SIO, 2010, p.35)

De acordo com a referéncia [3]], Tales foi a primeira pessoa a tentar provar algum
teorema geométrico. Apds Tales, por volta de 586 a.C. a 500 a.C., viveu Pitagoras. Em
540 a.C., Pitdgoras fundou uma escolaE] voltada para o estudo da Filosofia, das Ciéncia

Naturais e da Matematica. Sobre esse periodo, Garbi escreve:

"Embora Tales tenha sido o primeiro a declarar que as verdades mate-
maticas devem ser provadas pelo raciocinio, acredita-se que foram os pita-
goricos os primeiros a produzir demonstracdes razoavelmente rigorosas."
(GARBI, 2006, p.26)

Hipasus de Metaponto (470 a.C.), membro da escola pitagdrica, foi responsavel pela
descoberta das grandezas incomensuraveis, e por consequéncia, a descoberta da exis-
téncia dos numeros irracionais. Essa descoberta deu inicio ao periodo conhecido como
"Crise dos Incomensuraveis". Também, nessa mesma época, surgiu o filésofo Zenao de
Eleia (450 a.C.), autor de importantes paradoxos, dentre esses, foi o criador do para-
doxo de Aquiles e a tartaruga. A "Crise dos Incomensuraveis" e os paradoxos de Zendo

deram impulso para o fim da escola pitagorica.

Ap0ds o fim da escola pitagdrica foi fundada por volta de 386 a.C. pelo filésofo Platéoﬂ
a Academia de Platdo. Nessa Academia surgiu um matematico que foi capaz de acabar
com a crise dos incomensuraveis, Eudoxo de Cnidos |’ este foi responsavel pela de-
monstracdo do Teorema de Tales para segmentos incomensuraveis. Eudoxo, também

foi o responsavel pela demonstracdo do Método da Exaustdo. Vé-se aqui a partir desse

2 Tales viveu por volta de 640 a.C. a 564 a.C.
3 Escola pitagorica.

4 Platdo viveu entre 427 a.C. até 347 a.C.

5 viveu no século I a.C.
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periodo, com as demonstracoes de Eudoxo, uma relacdo estreita entre a Geometria e

o Infinito.

Ap0s a era platonica, foi fundada a biblioteca de Alexandria. Nessa biblioteca traba-
lhara Euclides (por volta de 300 a.C.), autor dos 13 livrof] que reuniam todo o conhe-
cimento matemadtico grego, desde a época de Tales até os ultimos trabalhos realizados

pela escola platdnica.

No século II1 a.C. surge um grande matematico, Arquimedes de Siracusa (por volta
de 287 até 212 a.C.). De acordo com Garbi:

"Hoje sabemos que o coeficiente de proporcionalidade da drea do circulo
em relacdo ao quadrado do raio € o célebre numero 7t mas, até Arquimedes
entrar em cena, nenhum matematico havia encontrado uma forma rigorosa
de calcula-lo." (GARBI, 2006, p.81)

Foi na publicacdo denominada A Medida de um Circulo que Arquimedes demonstra
que a area do circulo € igual a area de um tridngulo retangulo com base e altura iguais
ao perimetro e ao raio do circulo, respectivamente. Utilizando o Método da Exaustéao,
introduzido por Eudoxo, Arquimedes desenvolveu um algoritmo eficiente para o cal-
culo do nimero 7t. E esse é o ponto chave dessa dissertacdo. Pois é nesse trabalho
de Arquimedes que o Infinito e a Geometria aparecem, mais uma vez, estreitamente

relacionados.

Levando em consideracdo que os assuntos apresentados nos paragrafos anteriores
sdo de alta relevancia para o curriculo bdsico de Matematica, pretendemos explorar
esse periodo e o tema Geometria e o Infinito nos capitulos dessa dissertagcdo. Outro
motivo para essa escolha esta relacionado com o grau de dificuldade que os estudan-
tes tém em relacdo aos numeros irracionais. Atualmente, apenas a aplicacdo de uma
férmula como, por exemplo, 7r7? para calcular a 4rea de um circulo ndo tem moti-
vado os estudantes a aprenderem com prazer a Matemadtica. Principalmente porque o
nimero 7T e outros nimeros irracionais como, por exemplo, o /2 sdo vazios de signifi-
cado para eles. Por isso, acreditamos que a Histéria da Matematica e as demonstracoes
sdo de fundamental importancia para o resgate do interesse desse estudante. Pensando

nesses aspectos, essa dissertacdo esta organizada da seguinte maneira:

e Capitulo 1: é o capitulo que apresenta os principios, postulados, defini¢des, pro-
posicoes, teoremas e coroldrios que fundamentam os conceitos apresentados nos

capitulos posteriores.

6 Os Elementos, de Euclides.
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e Capitulo 2: nesse capitulo, come¢amos tratando do Infinito Potencial e Infinito

Real. Mostramos que a parte e o todo, no Infinito, podem ser equivalentes, con-
trariando a intuicdo de um leigo, por exemplo. Apds, tratamos de apresentar
as demonstracdes geométricas e o Infinito na visdo dos pitagdricos através do
estudo de séries. E finalizamos esse capitulo abordando o tema relacionado ao

paradoxo de Aquiles e a tartaruga.

Capitulo 3: nesse capitulo, apresentamos os resultados obtidos por Arquimedes
em A Medida do Circulo. Comecamos o capitulo tratando do tema relacionado
ao Método da Exaustdo. Na sequéncia, apresentamos como Arquimedes utilizava
o método de dupla reducéo ao absurdo em suas demonstracoes, chegando no re-
sultado de que a drea de um circulo de raio r e perimetro P tem drea igual a
de um tridngulo retangulo de base P e altura r. Apds, apresentamos o método
de Arquimedes de duplicacdo de poligonos inscritos e circunscritos, para obter,
por meio do Método da Exaustdo, a area do circulo. E, no final, usamos as mé-
dias geométricas e harmonicas para relacionar as dreas dos poligonos inscritos
e circunscritos. Concluimos o capitulo relacionando os perimetros dos poligonos

inscritos e circunscritos.

Capitulo 4: nesse capitulo indicamos atividades de construcdo com régua e com-
passo, resolucdo de problemas e projetos, aplicando os conhecimentos que foram

apresentados nos Capitulos 2 e 3.
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Neste capitulo sdo apresentados principios, postulados, defini¢cdes, proposicoes, teo-
remas e coroldrios que fundamentam os conceitos apresentados nos capitulos posteri-

ores.

1.1 DEFINICOES E PROPOSIGOES

1.1.1 Conjuntos

No inicio do capitulo 2 e ao longo dessa dissertacdo aparecem alguns termos, con-
ceitos e defini¢Oes relacionados a conjuntos. Pretendemos nessa subsecdo identificar e

apresentar esses conceitos.

Conjuntos Numéricos

Abordaremos os conjuntos numeéricos da seguinte maneira:

Conjunto dos ntimeros naturais: N = {1,2,3,... };

Conjunto dos numeros inteiros: Z ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3,... };

Conjunto dos niimeros racionais:

Q:{g,aEZebGZ*} (1.1)

Conjunto dos ntimeros irracionais:

Q° ={x e R|x ¢ Q} (1.2)
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Supremo e Infimo de um Conjunto

A compreensio de Supremo e Infimo de um conjunto é de fundamental importancia
no estudo de séries e sequéncias convergentes. De acordo com Avila [12] um conjunto
A de ntimeros reais é limitado superiormente se existe um numero real k tal que
a < kparatodo a € A. Do mesmo modo, A é um conjunto limitado inferiormente se
existe um numero real k' tal que k’ < a para todo a € A. O nuimero real k é chamado
de cota superior do conjunto A. E o ndmero real k' é chamado de cota inferior do

conjunto A.
Definicdo 1.1. Chama-se supremo (ou supA) de um conjunto de nimeros reais A a
menor de suas cotas superiores.

Para que um numero real seja s seja considerado o supremo do conjunto A é neces-
sdrio satisfazer as duas seguintes condicgdes:

i) a < sparatodoa € A.

ii) dado qualquer ntiimero real € > 0, existe um elemento a € A tal que s — € < a.
Definicdo 1.2. Chama-se infimo (ou infA) de um conjunto de nimeros reais A a
maior de suas cotas inferiores.

Um numero real i serd infimo de um conjunto A quando satisfazer as duas seguintes
condigdes:

i) i <aparatodoa € A.
ii) dado qualquer numero real € > 0, existe um elemento a € A tal que a < i +e.

No capitulo 2 verificamos, a partir das relagdes entre conjuntos com uma quantidade
infinita de elementos, que a parte e o todo podem ser equivalentes. Dessa forma,
entender o que sdo conjuntos equivalentes e bijecao reforca e dd clareza as ideias e

conceitos que sdo apresentados nesse capitulo.

A seguir, damos algumas definicoes e proposi¢cdes que serdo utilizados como base

em algumas demonstracoes apresentadas no capitulo 2.

Conjuntos Equivalentes e Conjuntos Infinitos

Considere o seguinte conjunto finito com n elementos I, = {1,2,3,...,n}.

No livro de Lima [|18]] os Conjuntos Infinitos sdo definidos da seguinte maneira:
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Definicao 1.3 (Conjuntos Infinitos). Diz-se que um conjunto € infinito quando nao
é finito. Assim, X € infinito quando nao € vazio nem existe, seja qual for n € IN, uma

bijecdo f : I, — X.

A seguir apresentaremos o que é uma bijecdo entre dois conjuntos.

De acordo com Avilernos a seguinte definicdo para conjuntos equivalentes:

"Segundo Cantor, dois conjuntos sdo equivalentes, ou tém a mesma car-
dinalidade, ou a mesma poténcia, quando é possivel estabelecer uma cor-
respondéncia que leve elementos distintos de um conjunto em elementos
distintos do outro, todos os elementos de um e do outro conjunto sendo
objeto dessa correspondéncia. Em termos precisos, a correspondéncia de

que estamos falando chama-se bijecdo." (AVILA, 2001, p.33)

Com essa citacdo, podemos definir o que é um conjunto enumeravel.

Definicdo 1.4 (Conjunto Enumeravel). Chama-se conjunto enumerdvel a todo con-

junto equivalente a IN.

Ainda tomando como referéncia o livro do Avila, na citagdo apresentada anterior-
mente, sdo apresentados dois conceitos sem uma definicdo prévia: cardinalidade e
bijecao.

"Diz-se que dois conjuntos quaisquer A e B tém a mesma cardinalidade,

ou mesmo nimero de elementos, se eles forem equipotentes"(AVILA,2001,p.33).

Assim, no livro de Limzﬂ a definicdo de dois conjuntos com a mesma cardinalidade

¢ apresentada da seguinte maneira:

Definicao 1.5. Diz-se que dois conjuntos A e B tém o mesmo ntimero cardinal quando

se pode definir uma correspondéncia biunivoca f : X — Y

Ainda no mesmo livro, temos as defini¢des sobre funcdo injetora e sobrejetora, o que

nos da condi¢des de conceituar o que é um bije¢do entre dois conjuntos.

Definicdo 1.6 (Func¢do Injetora). Uma fungdo f : X — Y chama-se injetora quando
elementos diferentes em X sdo transformados por f em elementos diferentes em Y.

Ou seja, f € injetiva quando

x1 # x2 = f(x1) # f(x2), Vx1,x2 € X

1 Ver a referéncia [|12]] da bibliografia.
2 Ver a referéncia [|16] da bibliografia.
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Definicdo 1.7 (Funcdo Sobrejetora). Uma funcédo f : X — Y € sobrejetora quando,

para qualquer elemento y € Y, existe um elemento x € X tal que f(x) = y.

Definicdo 1.8 (Funcéo Bijetora). Um funcéo f : X — Y chama-se uma bije¢éo, ou
uma correspondéncia biunivoca (ou funcéo bijetora) entre X e Y quando ¢é injetora e

sobrejetora.

Entender como se estabelece uma bijecdo entre dois conjuntos infinitos possibilitou
uma compreensdo melhor em relacdo aos diferentes tipos de infinitos estudados na

Matematica.

Ainda no capitulo 2, usamos o "Principio de Inducéo Matemética' que pode ser

anunciado da seguinte maneira:

Principio 1.1 (Principio da Inducdo Matemadtica). Suponhamos que P(n) seja uma

propriedade relativa aos numeros naturais, com n > ng. Suponhamos que
i. P(ng) é vdlida.
ii. Para todon € N, n > ng, a validade de P(n) implica na validade de P(n + 1).

Entdo, P(n) é vdlida para todo n € IN, n > n,.

Esse principio é um recurso importante em demonstragoes, principalmente na Arit-
mética. No capitulo 2, utilizamos esta técnica para demonstrar a validade de uma
conjectura feita pelos pitagéricos a respeito do termo geral da série dos numeros natu-

rais.

1.1.2 Sequéncia e Séries

No capitulo 2 tratamos de algumas sequéncias e séries. Alguns conceitos relaciona-
dos a progressoes e séries convergentes foram apresentados como argumentos sobre
dizimas periddicas e, principalmente, para o tratamento que os pitagdricos davam para
as séries, assim como uma solucdo compativel para o paradoxo de "Aquiles e a tarta-
ruga", paradoxo este nao solucionado pelos pitagéricos, devido a falta de uma teoria

mais consistente a respeito de séries.

3 O "Principio de Indugdo Matemadtica" é retirado do terceiro axioma de Peano.
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Assim, apresentaremos algumas proposi¢oes e definicdes sobre sequéncias e séries,
visto que o conhecimento desses conceitos fornecera uma excelente base para a melhor

compreensdo dos temas tratados no capitulo 2.

Sequéncia

De acordo com as referéncias bibliograficas [|12] e [[21]] chama-se sequéncia infinita

uma funcdo f definida no conjunto dos nimeros naturais. Ou seja
f:N—R

dada por
f(n)=a,, n e N.

E usual indicar a sequéncia por (a,) ou
a,a2,a3,...,0,,...

que sdo chamados de termos da sequéncia. Quando tomamos como dominio de f um

conjunto finito I C IN, dizemos que a sequéncia é finita.

Progressdo Aritmética (P.A.)

Definicdo 1.9. Uma progressdo aritmética (P.A.) é uma sequéncia (a,) em que
Apyl —an =7

para todo n € IN, onde r é uma constante real, chamada de razdo da P.A. A sequéncia
(ay,az,...,a,) para a qual a,,1 — a, = r é chamada de progressdo aritmética (finita)

com razdo r, primeiro termo 4; e n termos.

No capitulo 2 sera apresentado como os pitagdricos conseguiram encontrar um pa-
drdo para a soma dos termos de uma P.A., tomando como caso particular a sequéncia

dos numeros naturais.

Observacao 1.1.1. Com a Defini¢do € razodvel esperar que o termo geral de uma

P.A. de razdo r, primeiro termo a, e n termos € a,, = a; + (n — 1) - r, pois

ap =4a

Ay =a;+7
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az=ay+r=a1+r+r=a;+2r

Ay 1=ayo+r=m+n—=3)-r+r=am+mn—2)-r
ap=ay, 1+r=m+m—-2)-r+r=a1+(m—-1)-r

A prova se dd por inducdo matemdtica em n.

1°Passo: para n =1 temos que a1 + (n — 1) - r = a1, de modo que a propriedade

Pn):ap=a1+mn—-1)-r

é vdlida para n = 1.

2°Passo: suponha que P(n) seja vdlida para n > 1.

3°Passo: mostremos que é vdlida P(n + 1).

De fato,

Apui=ap+r=m+m—1)-r+r=a1+n-r

Portanto, P(n) vale, Vn € IN.

Progressdo Geométrica (P.G.)

Definicdo 1.10. Uma progressao aritmética (P.G.) é uma sequéncia (a,) de termos nao

nulos em que

Ansl
an

7

para todo n € IN, onde g € uma constante real, chamada de razdo da P.G. A sequéncia
An+1

(a1,az,...,a,) para a qual = g é chamada de progressdo geométrica (finita) de

n
razao g, primeiro termo a, € n termos.

Observacdo 1.1.2. Com a Defini¢do ¢ razgodvel esperar que o termo geral de uma

P.G. de razdo q, primeiro termo a; e n termos € a, = ay - q”_l, pois

a; =
a =4ai-q

a3:a2.q=g1.q.q:a1.q2
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-3 -2
Ap1=0p2-g=ar-q" °-qg=a1-q"

n—2 n—1
ap =0ap-1-q=4ai1-4q qg=4ai-q

A prova se dd por indugdo matemdtica em n.
1°Passo: para n =1 temos que a; - "' = a; , de modo que a propriedade
P(n):a,=a;-g"!
é vdlida para n = 1.
2°Passo: suponha que P(n) seja vdlida para n > 1.

3°Passo: mostremos que € vdlida P(n + 1).

De fato,
Apa=ap-q=ar-q" ' -q=ar-q"
Portanto, P(n) vale, Vn € IN.

Proposicao 1.11 (Soma dos n termos de uma P.A.). Dada uma P.A. com n termos,

sendo S, a soma dos n termos, entdo

_ (a1 +an)-n

Sn = 5 (1.3)

onde aq € o primeiro termo e a, é o n—ésimo termo da P.A.

Demonstragdo. A prova se da por inducdo matemadtica em n € IN. Consideremos a

propriedade
P(n):Snzw,VneN.
. 1
1°Passo: para n = 1, temos @ +§") " @ +;1) = a1 , de modo que P(n) é véalida

paran =1.
2°Passo: suponha que P(n) seja valida para n > 1.

3°Passo: mostremos que € valida para P(n + 1).

De fato,

Sps1 = Su+ap

(a1 +ay)-n

Sn+1 = >

+a1+n-r

11
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ap-n+a,-n+2a+2n-r

S, .=
n+1 2
am-n+fla+(m—1)-r]-n+2a1+2n-r
Sps1 = >
M -n+a-n+n®-r—mn-r+2a+2n-r
Sp1 = >
200 - n+n%-r+2a1+n-r
Sn+1: >
2a1-(m+1)+n-r-(n+1)
Sn+1: >
a1 +n-r(n+1)
Sn+1: >
o _(@+an)meD)
n+l = 2

Portanto, P(n) vale, Vn € IN.
]

Proposicdo 1.12 (Soma dos »n termos de uma P.G.). Dada uma P.G. com n termos,

sendo S, a soma dos n termos, entdo
A
I—9q

onde aj é o primeiro termo, q é a razdo (q # 1) e n é o niimero de termos da P.G.

Sn = (1.4)

Demonstragdo. A prova se dd por inducdo matemadtica em n € IN. Consideremos a

propriedade
_n
Py Sy =ay- =T ypeN.
1—q
_qh _ 41
1°Passo: para n = 1, temos ay - (11_qq) =aq- (11_(2) = a1 , de modo que P(n) é valida

paran =1.
2°Passo: suponha que P(n) seja valida paran > 1.

3°Passo: mostremos que € valida para P(n + 1).
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De fato,
Sps1=Sn+ap
1—g"
o _m(=g)+@-g) 10
n+l — 1—
q
ap—ay-q"+ay-q" —ap - g+
Sn+1 = 1_ q
ai - (1 _ qn+1)
Sp+1 = B
—q
Portanto, P(n) vale, Vn € IN. O

De acordo com Avila [12]], uma sequéncia (a,) € convergente se, a medida que o
indice n cresce, o elemento a, vai-se tornando arbitrariamente préximo de um certo

numero real L, chamado limite da sequéncia.

Definicdo 1.13. (Sequéncia Convergente) Diz-se que uma sequéncia (a,) converge
para o numero real L, ou tem limite L se, dado qualquer ntimero real € > 0, é sempre

possivel encontrar um nimero N € IN tal que
n>N=l|a,—L|<e.

Escreve-se lim a, = Lﬂ
n—oo

De acordo com Lima [18] uma sequéncia (a,,) chama-se mondétona quando a, < 4,41
para todo n € IN ou entdo a,,1 < a4, para todo n € IN. De maneira mais especifica,

temos:
e (a,) é uma sequéncia monodtona decrescente quando a,,1 < 4, para todo n € IN.

e (a,) é uma sequéncia mondtona crescente quando a, < a,,1 para todo n € IN.

Proposicao 1.14. Toda sequéncia mondtona decrescente e limitada é convergente.

4 Uma sequéncia que ndo converge € dita divergente.

13
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Demonstragdo. Seja (a,) uma sequéncia monotona decrescente e limitada. Considere
o conjunto A = {ay,ap,a;3,...,ay,ay41,-.. . Como (a,) é uma sequéncia mondtona

decrescente, temos
ai >ay >az3 > -+ >04p_1 > Ay > Qusl > -
Como a sequéncia € limitada, temos que

infX < (a) <supX.

Considere o niimero real a tal que a = infX. Logo, usando a defini¢do [1.13] temos

lima,=a.
n—oo

De fato, dado um numero real € > 0, o numero real a + € ndo é cota inferior de X.

Portanto, existe ng € IN tal que a < a,, < a+e€. Assim,

n>ny=a+€>a,, >0a,>a>a0—¢€.

Assim,
a—e<a,<a+e.

Logo,

la, —al<e,
o que resulta em

lima, =a.

n—oo
Portanto, a sequéncia (a,) é convergente. O

1 n
Observacao 1.1.3. Considere a sequéncia (a,) dada por a, = (b) ,comb €]l,00[, n €

IN. Ou seja,
1 3 1 1
al—glaz—bQ,ﬂ3—b3/~--;ﬂn—bn;"'

Como b > 1, temos que b" < b™*1. Assim, de modo que, a, > ay,,1. Logo,

b > pn+l ?
(a,) € uma sequéncia mondtona decrescente. Além disso,

0<b<b*<b™.

Por consequéncia, temos

1 1
—<o<1
0<m<y<L
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e entdo a sequéncia (a,) € limitada, com 0 < a, < 1. Assim, pelas Defini¢des e

nota-se que a sequéncia (a,) possui infimo igual a 0 e supremo igual a 1.

Como a sequéncia (a,) é mondtona e limitada, de acordo com a proposi¢do esta
sequéncia converge para um numero real L. Em acordo com a Defini¢do mostrare-

mos que a sequéncia (a,) converge para 0.

) , 1
De fato, considere um ntimero real € > 0. Como 0 < a, < 1, logo — > 1 < b" > 1.
an
Entdo, existe ny € IN tal que n > ny, dessa forma temos

b”>b"0>1
€

1
bt > =

Assim, de acordo com a Definigdo concluimos que

lima, =0
n—o00

Nosso proximo objetivo é estudar a convergéncia de uma Série Geométrica.

De acordo com Lima{ﬂ, uma série é uma somas =ay+dy+az+---+d, +... COM um

numero infinito de parcelas.

Definicdo 1.15. (Série) Dada uma sequéncia (a,) de numeros reais, a partir dela for-

mamos uma nova sequéncia (s,), tal que

S1 =4d1
Sy =4a1+4dp

Sz =4a1+dax+as

Sy =a1+dx+az+---+dy

5 Ver referéncia [|18] na bibliografia.

15
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(o]
Definicdo 1.16. O termo s, chama termo geral da série Z a,.
n=1

(e )
Se existir o limite s = lim s,, diremos que a série Z a, é convergente. Caso contra-

n—oo
n=1

rio, a série sera divergente.

Definicdo 1.17 (Série Geométrica). Consideremos uma P.G. com uma quantidade

o0

infinita de termos (a1, a2, a3, ..., ay,...). Asoma Y _a, = aj+az+az+... é denominada
n=1

série geométrica.

Proposicdo 1.18 (Série Geométrica Convergente). Dada uma P.G. infinita de termos

(a1,az,a3,...,4,,...), comrazdo 0 < q < 1, temos que esta série converge para um valor

ai
1—9q

S =

Demonstracdo. Sabemos pela Proposicao que a soma dos n termos de uma P.G. é
dada por:

Como g €]0, 1], por consequéncia do resultado obtido na Observagdo(1.1.3 temos que,

lim g" =0

n—o0

Logo,

lim S, = lim a; -
n—oo n—o0

1-g)_ o

1.1.3 Congruéncia de Tridngulos

Em algumas das demonstracdes geométricas apresentadas nos capitulos 2 e 3 sdo
utilizadas justificativas tomando como recurso a congruéncia entre tridngulos. Desse

forma, é conveniente conhecer os principais critérios de congruéncia entre triéngulosﬁ

As definicOes e demonstracdes a seguir sdo apresentadas pelo livro de Barbosa [2], e também pela refe-

réncia [14] .
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Definicdo 1.19 (Definicdo de Congruéncia). Diremos que dois segmentos AB e CD
sdo congruentes quando AB = CD; diremos que dois 4ngulos BAC e EDF sdo congru-
entes quando med(BgC) = med(Ef)F).

Definicdo 1.20. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Critérios de Congruéncia

Nesta dissertacdo apresentamos um dos critérios de congruéncia como postulado.
Escolhemos o critério Lado, Angulo, Lado - LAL como postulado. Com este, provamos
0s critérios Angulo, Lado, Angulo - ALA e Lado, Lado, Lado - LLL.

Postulado 1.1 (Critério Lado, Angulo, Lado - LAL). Dados dois tridngulos NABC
e ANA'B'C’' e uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices ABC <+ A’B'C’ , com
AB = A'B, BAC = B'A/C' e AC = A'C/, entdo os tridngulos AABC e AA'B'C’ s@o

congruentes e indicamos da seguinte maneira

AABC = AA'B'C’

Figura 1: Critério de Congruéncia LAL.

17
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Teorema 1.21 (Critério Angulo, Lado, Angulo - ALA). Dados dois tridngulos /A ABC
e ANA'B'C’ e uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices ABC <+ A’B'C/, tais que
ABC = A'B'C/, BC = B'C’' e ACB = A'C'B/, entdo, os tridngulos NABC e AA'B'C’

sdo congruentes.

Figura 2: Critério de Congruéncia ALA.

Demonstracdo. Considere as condicGes apresentadas no enunciado do teorema [1.21
(ver figural2)).
Seja D um ponto da semirreta BT‘i, tal que BD = B’A’.

Al

Figura 3: Demonstragdo do Critério de Congruéncia ALA.

Assim, os triangulos ADBC e AA’B'C’ sdo congruentes pelo critério LALl} pois
BD = B’A/, DBC = ABC = A’B'C’ e BC = B'C..

7 postulado
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Por consequéncia dessa congruéncia, temos que
BCD = B'C'A'.
Mas, BCA = B'C’'A’, de onde obtemos que BCD = BCA. Como A € ﬁ), conclui-
mos que D=Ae AABC = AA'B'C'. O

Teorema 1.22 (Critério Lado, Lado, Lado - LLL). Dados dois tridngulos AABC e
NA'B'C’ e uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices ABC «» A’B'C’, tais que

AB = A'B/, BC = B'C' e AC = A'C/ entdo, os tridngulos NABC e NA'B'C’ sdo

congruentes.

Figura 4: Critério de Congruéncia LLL.

Demonstragdo. No plano que contém o tridngulo A ABC, considere o ponto D no se-

miplano oposto ao ponto A em relacdo a reta %, de tal forma que BD = B'A’ e

A'B'C' = DBC.

Figura 5: Demonstracgéo - Critério de Congruéncia LLL.
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Como B'C’ = BC, A'B'C’ = DBC e BD = B’A/, pelo critério LAL (postulado ,
concluimos que
ANA'B'C' = ADBC (1.5)

Dessa forma temos que
A'B' = AB = DB,

e entdo, o triangulo ADBA € isésceles (ver ﬁgura. Assim BDA = BAD. Observe,

também, que o tridngulo AACD ¢é isésceles porque
AC = A'C' =DC

Logo,
CDA =CAD

Como BDA = BAD e CDA = CAD, obtemos

BAC = BDC

Figura 6: Continuacdo da Demonstracéo.

Como BD = BA, BAC = BDC e AC = DC, pelo critério LAL obtemos que

ABAC = ABDC (1.6)

Por[l.5]e concluimos que

ABAC = AB'A'C'.
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Tendo como referéncia a construcdo apresentada na Figura |5, a demonstracdo foi
apresentada para o caso em que o tridngulo AABC é acutangulo. Caso o tridngulo
A ABC fosse retangulo ou obtusangulo, bastaria repetir o processo anterior construindo-

se o ponto D a partir do vértice do tridngulo A ABC em que o angulo é reto ou obtuso.

O

1.1.4 Teorema de Tales e Semelhanga de Tridngulos

Segmentos Comensurdveis e Incomensurdveis

No capitulo 2 sdo apresentados exemplos e situacoes onde as grandezas comensura-
veis e incomensurdveis sdo destaques na Historia da Matematica. Assim, é de funda-
mental importancia compreender o que sdo essas grandezas e como elas se relacionam

com o surgimento dos nimeros irracionais.

e Primeiro, considere um segmento de reta AB.

e Para medir AB precisamos fixar um segmento padrdo de medida u, chamado de

segmento unitdrio.

e Se dividirmos o segmento AB em n segmentos unitarios, teremos que
AB =n.u comn € IN.
e Considere outro segmento de reta CD, dividido em m segmentos unitdrios, tal

que
CD =m.u comm € IN.

n.u
——
A B
“ut
C . D
—~N
m.u

Figura 7: Esboco dos segmentos de reta AB e CD e o segmento unitario u.
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AB n
Observ — = —

e Observe que cD
e Como u é uma medida comum tanto para AB quanto para CD, dizemos que AB

€ Q.

e CD sao medidas comensuraveis com a unidade u.

Ha casos em que néo é possivel obter uma mesma unidade u comum aos dois seg-
mentos. Nesse caso, um dos segmentos é considerado incomensuravel com a uni-
dade.

Exemplo 1.1. Considere um quadrado ABCD de lado unitdrio u, tal que AB = BC =
CD = AD = u. Queremos saber se a diagonal AC deste quadrado é comensurdvel com

a unidade u.

Figura 8: Quadrado ABCD.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridangulo A ABC, teremos:

AC? = BC?+ AB?
AC? = 2/
AC = u-V2 (1.7)

Assim, observe que a razdo

AC
E_\/E.

Como v/2 ndio é um nimero racional, concluimos que o segmento AC nio é co-

mensurével com a unidade u dada pela medida do segmento AB.

Observacdo 1.1.4. /2 é um niimero irracional. Para mostrar isso, suponha, por ab-
surdo, que /2 seja um niimero racional. Assim,

V2 = % (sendo g uma fragdo irredutl'vel) ) (1.8)
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Elevando ambos os fatores ao quadrado, obtemos:

W - ()

a> = 202 (1.9

Com isso, a? é par. Logo, a também é parﬁ Assim, podemos escrever a = 2k, com k € Z.

Por consequéncia, podemos reescrever a equagdo da seguinte maneira:

(2k)? 202
> = 2Kk (1.10)

Com isso, b* é par. Logo, b também é par. Assim, por e|1.10} temos que a fragdo g

ndo é irredutivel, o que é um absurdo, portanto, v/2 ndo pode ser um niimero racional.

Teorema de Tales

Proposicao 1.23. Se um feixe de retas paralelas determina sobre uma transversal comum
segmentos congruentes entdo determinard, sobre qualquer outra transversal, segmentos

congruentes.

—— 7 =
Demonstragdo. Considere quatro retas paralelas AA’ || BB’ || CC' || DD’, com A, B, C

e D sobre uma retar, A’, B', C', D' sobre umaretas, Bentre AeC,Centre Be D e

B=B C (1.11)

- /c D.
\

Figura 9: Transversais divididas em segmentos congruentes.

8 Se o numero é impar entdo o seu quadrado é impar. Usando a contrapositiva: se o quadrado de um
numero ndo é impar entdo o niimero ndo é impar. O que equivale a seguinte proposicdo: se o quadrado

de um numero € par entdo o nimero é par.
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>
e Considere uma reta t que passa por A’ e tal que t || r. Seja {E} =t N BB'.

e Considere uma reta u que passa por B’ e tal que u || r. Seja {F} = u N CC'.

e Considere uma reta v que passa por C’' e tal que v || r. Seja {G} =v N DD'.

Bl

G D'

LTI
7

Figura 10: Retas t,u e v.

Como AB || A’E e AA’ || BE, temos o paralelogramo ABEA’. Logo, AB = A’E, ou

seja, AB = A’E. Analogamente, mostramos que

BC=BFeCD=CG.

Assim, por|1.11} concluimos que

AE=BF=CG.

s
Comor ||te AA" || BB’ temos
ABE = A'EB’.

E como f || u || v temos:
A'EB' = B'FC' =C'GD’

EA'B' = FB'C' = GC'D’ .
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Assim, pelo critério de congruéncia angulo, lado, angulo (ALA)E] concluimos que
AA'EB' = AB'FC' = AC'GD’

por consequéncia, obtemos que

A'B=BC =C'D".

O]

Observacéao 1.1.5. A demonstragdo da Proposigdo ol feita para a situagdo ilustrada
na figura[10| Podem ocorrer outras situagées, como a ilustrada na figura

/ / /

/

/ /
r \" // u // 1://

Figura 11: Retas t,u e v.

Neste caso, a demonstracdo seguiria do paralelismo entre as retas v, t, u e v que 0s
suplementares dos dngulos A’'EB, B'FC' e C'GD' sdo congruentes e, portanto, os tridn-
gulos NA’EB’, AB'FC" e AC'GD’ sdo congruentes pelo critério dngulo, lado, dngulo -
ALA. Assim, também obtemos que

A'B=BC =C'D".

De acordo com Garbi [|15] para demonstrar o Teorema de Tales para segmentos
incomensurdveis, Eudoxo utilizou o seguinte postulado.

9 Teorema
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Postulado 1.2. Dados quatro segmentos de retas AB, CD, EF e GH, temos que

AB _ EF
CD GH

sempre que, dados m,n € IN entdo
m-AB>n-CD & m-EF >n-GH

m-AB=n-CD < m-EF=n-GH

m-AB<n-CD< m-EF <n-GH.

Teorema 1.24 (Teorema de Tales). Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas
paralelas, entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo

entre os respectivos segmentos COTTCSpOT‘ldGTlteS da outra.

0. Consi VAT R
Demonstragdo. Considere quatro retas paralelas AA",BB',CC" e DD’ e duas retas trans-
versaisr e s, demodoque A, B, C, D €r, A/, B, C',D’ €s,Bestdentre AeC,C

esti entre B e D.

o \e
o/ \
:

;

Figura 12: Paralelas e Transversais.

O que queremos mostrar € que

AB _ A'B

cD- D (1.12)

Assim, precisamos considerar dois casos.
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1° caso: AB e CD sdo comensuraveis.

Neste caso, existe um segmento unitario de medida u, tal que
AB=p-ueCD=q-ucomp, g € N.

Logo, AB
o=y @

Tracamos um feixe de retas paralelas aos segmentos AA’ e BB/, de tal forma que
essas paralelas do feixe dividam o segmento AB em p partes congruentes, cada parte
formando um segmento de tamanho u. Assim, o segmento A’B’ serd dividido também
em p partes congruentes. Pela proposicadl.23] estas partes serdo congruentes com

tamanho unitario u’, de tal forma que
A'B' =pu

Analogamente para o segmento C’'D’, concluimos que

C'D' =q4/
Logo,
A'B" p
oD - g 9

Assim, sendo AB e CD comensuraveis, temos que:

AB _A'B
CD (C'D/

2° caso: AB e CD sdo incomensuraveis/!]

Novamente, considere

CD=gqucomg, u €N .

Considere por hipdtese um ponto E sobre a reta r, com A — E — B, tal que o segmento

de reta BE seja comensurdvel com a unidade u, sendo BE = m.u com m, € N . Logo,

BE m

g °©

10 Essa parte da demonstracio foi inspirada pelo artigo de Avila [1].
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r S
A A

i
of

m.u B

C c'

o \,
>

Figura 13: Esboco dos segmentos BE e CD.

Como temos A — E — B e o ponto E pertence a reta r, temos
BE < AB

q.BE < q.BA

m.CD < q.BA .

Agora, pelo ponto E, tracamos um feixe de retas paralelas aos segmentos AA’ e
BB/, de tal forma que essas paralelas do feixe dividam o segmento BE em m par-
tes congruentes, cada parte formando um segmento de tamanho u. Assim, sendo

/ i p O qeias .

{E'} = sNEE" com EE" || AA’, o segmento B'E’ sera dividido também em m par-

tes congruentes. Pela proposicdo [1.23] estas partes serdo congruentes com tamanho

unitario ’/, com #’ € IN. De tal forma que

B'E =mu'.

Analogamente para o segmento C’D’, concluimos que

C'D' =q.4/

Figura 14: Esbogo da construcdo dos segmentos B'E’ e C'D’.
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Logo,
B'El m
oo =g €%
i
Como EE’ || AA" e A — E — B temos que A’ — E' — B'. Assim,
B'E' < A'B

q.B'E' < q.A’'B’
m.C'D’' < q.A’B’

Logo,

m.CD < g.AB = m.C'D' < q.A’B. (1.13)

Repetindo o processo anterior a partir da reta s conseguimos provar a reciproca da
implicagdo (1.13). Ou seja,

m.CD < q.AB <& m.C'D' < q.A’B’. (1.14)

De modo andlogo demonstra-se que
m.CD > q.AB < m.C'D' > q.A’'B". (1.15)

Nesse caso, basta supor que o ponto E esta sobre a reta r de tal forma que temos,

E — A— B com BE > AB. E ainda, conseguimos demonstrar que
m.CD =q.AB < m.C'D' =4q.A’B’. (1.16)

Nesse caso, basta supor E = A sobre a reta r.

Por (1.14), (T.15), (1.16) e, ainda, pelo Postulado de Eudéxio[1.2} temos que:

AB _A'B
CD (C'D/

O

Conhecendo assim o Teorema de Tales[1.24], um conceito fundamental que precisa

ser definido é a proporcionalidade. No livro de Lime{ﬂ temos a seguinte definicao:

11 Ver referéncia [16]] na bibliografia.
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Definicdo 1.25 (Proporcionalidade). "Diz-se que duas grandezas sdo
proporcionais quando elas se correspondem de tal modo que, multiplicando-
se uma quantidade de uma delas por um numero, a quantidade da outra
fica multiplicada ou dividida pelo mesmo ntimero. No primeiro caso, a pro-
porcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa; as grandezas se
dizem diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais." (LIMA,
2002, p.107 — 108.)

Semelhanga de Tridngulos

De acordo com a referéncia [2]], diremos que dois tridngulos sdo semelhantes se for
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que

angulos correspondentes sejam congruentes e lados correspondentes sejam proporcio-

F
| A
A‘AB D E

Figura 15: Triangulos ABC e DEF.

nais.

ANABC ~ ADEF, isto é, sdo semelhantes os tridangulos AABC e ADEF quando

BAC = EDF
ABC = DEF
ACB = DFE
AB _ AC _ BC
DE DF EF

Critérios de Semelhanca

Seguem as demonstra(;(”)es{iz] de cada um dos casos de semelhanca de triangulos.

12 Todas as demonstracdes dos critérios de semelhanca foram inspiradas pelas demonstracdes apresentadas

no livro [2]] da bibliografia.
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Teorema 1.26 (Critério Angulo, Angulo - AA). Dados dois tridngulos ANABC e ADEF
e uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices ABC <> DEF , se BAC = EDF e
ABC = DEF, entdo AABC ~ ADEF.

Demonstragdo. No triangulo A ABC considere:
med(BA\C) =u, med(AEC) =fe med(A@B) =7.

Como BAC = EDF entfio med(EﬁF) =a.
Como ABC = DEF entéo med(DEF) = B.

Figura 16: Caso de Semelhanca AA.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180° entéo, no triangulo
A ABC, temos:
y=180"—a—B

No tridngulo ADEF, ji sabemos que med(EDF) = a e med(DEF) = B, assim, obte-
mos:
med(DFE) =180° —a — 8 .

Logo,
med(DEE) = v e DFE = ACB.

Agora, resta-nos provar que os lados correspondentes sdo proporcionais. Isto é, pre-

cisamos mostrar que
AB _AC _BC (1.17)
DE DF EF’ '

Sem perda de generalidade, suponha que AB < DE (ver figura [16). Assim, existe
um ponto H, com H € DE e D — H — E (ver a figura[17), de tal forma que DH = AB.
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Marque o ponto H no segmento DE.

e Trace uma reta r que passa pelo ponto H e que é paralela a EF.

Seja I o ponto de intersecéio de r com DF.

Obtemos HI, com HI € r e HI || EF.

Figura 17: Transportando o AB para o segmento DE.

Como HI || EF entdo DEF = DHI, ou seja, DHI = ABC. Assim, pelo critério de
congruéncia angulo, lado, dngulo (ALA)[T_gl, AABC = ADHI.

Consequentemente, AB = DH, AC=DIe BC = HI.

DH DI
No ADEF podemos aplicar o Teorema de Tales [1.24 e obter que HE - IF° Como
D—-—H—-EeD—1-—Fentao
DH DI
Substituindo AB = DH e AC = DI na equacao (1.18]), obtemos:
AB _ AC
DE DF’
De maneira andloga, mostramos que
AB _BC
DE EF’
Portanto, vale a equacdo (1.17). O

Teorema 1.27 (Critério Lado, Angulo, Lado - LAL . Se em dois tridngulos
AABC e ANEFG com BAC = FEG tem-se

AB _ AC

FF - EC’ (1.19)

entdo os tridngulos sdo semelhantes.
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G
) /\
AAB ) )

Figura 18: Caso de semelhanca LAL ~.

Demonstracdo. Considere um tridngulo AHIJ, tal que HI = EF, IH] = BAC e HI] =

ABC.
G J
| A /\
°B E F H™

Figura 19: Triangulos: AABC,AEFG e AHIJ.

Observe que os triangulos AHIJ] e AABC sao semelhantes pelo critério de seme-
lhanca angulo, angulo (AA)E Logo:

AB AC

m = m . (1.20)

13 Teorema

14 Para diferenciarmos os critérios lado, angulo, lado de congruéncia e semelhanga, denotamos este tltimo
por LAL ~.

15 Teorema(1.26
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Como HI = EF, obtemos em que

AB _ AC

EF  HJ
Segue de (1.19) que

AC _ Ac

H] EG°

Dessa forma, H] = EG e o triangulo AJHI é congruente ao tridngulo AGEF pelo
critério Lado, Angulo, Lado (LALY'| pois JH = GE, med(JHI) = med(GEF) e HI = EF.

Como AJHI = AGEF e A JHI ~ ACAB, temos que

AGEF ~ ACAB.

1.1.5 Poligonos

Especificamente no capitulo 3 tratamos de poligonos inscritos e circunscritos para
ilustrar o método da exaustdo. Nesta subsecdo, apresentamos algumas definicoes e

proposicoes que fornecem base para alguns argumentos utilizados no capitulo 3.

Definicdo 1.28 (Poligonos). Dados n pontos distintos de um plano A, Ay, ..., Ay,
com n > 3, trés a trés ndo colineare tais que dois segmentos quaisquer com extre-
midades nos pontos dados quando se cruzam sua interseccdo é uma das extremidades

dos dois segmentos, chamamos de poligono a reunido

A1AgUAA3U...UA 1A, UALA .

Definicdo 1.29 (Poligono Convexo). Um poligono é convexo quando a reta que passa
por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n — 2) vértices num

mesmo semiplano determinada por ela.

16 Postulado
17 Consideramos pontos consecutivos os pontos A, 1, Ay, A1, assim como A, Ay, A;.
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Exemplo 1.2. A figura |20|ilustra um exemplo de poligono convexo, enquanto que a

figura [21]ilustra um poligono no convexo.

Figura 21: Poligono ndo Convexo.

Observe na figura[21] que o vértice A4 estd no semiplano oposto aos pontos As e Az

N —
em relacéo a reta A As.

Definicdo 1.30 (Poligono Regular). Um poligono convexo é regular se seus lados

forem congruentes e seus éngulos internos forem congruentes.

As préximas duas defini¢des foram retiradas diretamente do livro IV "Os Elemen-
tos"de Euclides [4] e sdo a base para o estudo desenvolvido por Arquimedes no desen-
volvimento do seu método para o calculo da area do circulo. Esse assunto serd mais
aprofundado no capitulo 3.

No livro IV de "Os Elementos", a definicdo 3 é apresentada da seguinte maneira:

"Uma figura retilinea é dita estar inscrita em um circulo, quando cada

angulo da inscrita toque a circunferéncia do circulo."(BICUDOQ, 2009, p.187)
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Assim, podemos adaptar essa defini¢do para poligonos inscritos em circulos.

Definicao 1.31 (Poligono Inscrito). Um poligono estd inscrito em um circulo, quando

cada vértice do poligono pertence a circunferéncia que delimita o circulo.

A definigdo 4 dada por Euclides é apresentada da seguinte maneira:

"E uma figura retilinea € dita circunscrita a um circulo, quando cada lado
da circunscrita seja tangente a circunferéncia do circulo."(BICUDO, 2009,
p.187)

Adaptando essa defini¢do para poligonos circunscritos em circulos, temos:

Definicao 1.32 (Poligono Circunscrito). Um poligono esta circunscrito a um circulo,

quando cada lado do poligono € tangente a circunferéncia que delimita o circulo.

Definicdo 1.33 (Mediatriz). Dados dois pontos distintos A e B num plano 7, a medi-

atriz de AB é o lugar geométrico dos pontos P de 7t que equidistam de A e B.

Observacdo 1.1.6. A partir da definigdo mostra-se que a mediatriz é uma reta

perpendicular a AB e que passa pelo ponto médio de AB.

Proposicao 1.34 (Circuncentro). As mediatrizes dos lados de um tridngulo interceptam-

se num mesmo ponto.

Demonstracdo. Considere um tridangulo qualquer AABC. Seja r a mediatriz do lado

AB e seja s a mediatriz do lado BC. Seja {D} = r N's, que existe pois, caso contrario,

terfamos AB I ac.

Figura 22: Tridngulo A ABC.

Como r é mediatriz de AB, logo, DA = DB. Como s é mediatriz de BC, logo, DB =
DC. Assim, DA = DC, donde temos que D pertence a mediatriz do lado AC. Logo,
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as trés mediatrizes do triangulo A ABC se interceptam no ponto D, que é conhecido

como circuncentro. O

Corolario 1.35. Todo tridngulo estd inscrito em um circulo.

Demonstragdo. De fato, basta encontrarmos o circuncentro do triéngulo@o qual é o
centro do circulo que circunscreve o tridngulo, pois o circuncentro, por construcao,
¢ equidistante dos trés vértices do tridngulo. Assim, o raio do circulo tera medida
igual a medida do segmento que une o circuncentro a qualquer um dos vértices do

triangulo. [

Proposicao 1.36 (Poligono Regular Inscrito). Todo poligono regular estd inscrito a

uma circunferéncia.

Demonstragdo. Considere um poligono regular A1 A, ... A, com n lados. Pelo Corola-
rio sabemos que existe uma circunferéncia A que passa pelos vértices A1, A, e As,

cujo centro é o ponto O, circuncentro do tridngulo AA1ApAs3.

Figura 23: Demonstracdo da existéncia do poligono inscrito.
Como OA; = OA; temos que o tridngulo AA10A; € isdsceles, logo,

OA Ay = OA,A; .

18 vejaa proposigéom
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O triangulo A A,OA3; também ¢é isdsceles, logo,

OA,As = OA3A, .

Como o poligono A1A;... A, é regular, pela Definicao sabemos que

A1A2 = A2A3 = A3A4 =...= AnflAn = AnAl .

Além disso, pela mesma definicdo de poligono regular, sabemos que
A1A A3 = AyAsA, .

Assim,

A1A0 = Ay A30

Figura 24: Continuac¢do da demonstracdo da existéncia do poligono inscrito.

Como A1A; = A3zAy, A11/4\QO = A41/4\3,O e OA; = OAj; (pois O € circuncentro) ,

concluimos, pelo critério de congruéncia LAL, que
AOA A1 = ANOA3A,,

donde segue que
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Assim, provamos que o ponto A4 pertence a circunferéncia A.

O mesmo processo de demonstracdo pode ser utilizado para provar que os pontos

As, Ag, ..., Ay do poligono regular A1A; ... A, pertencem a A.

Portanto, o poligono regular A;A,... A, esta inscrito ao circulo delimitado por A.

O

Defini¢do 1.37. Dado um 4ngulo BAC, dizemos que um ponto P pertence ao interior
do 4ngulo BAC se P, B estiverem do mesmo lado em relacio  reta jﬁ ese P, C

estiverem do mesmo lado em relagéo a reta Ag.

Defini¢io 1.38 (Bissetriz). Dado um 4ngulo BAC, a bissetriz do angulo BAC é a
semirreta ﬁ tal que P esta no interior do dngulo BAC e BAP = PAC .

A partir da congruéncia de triangulos (caso angulo - lado - 4ngulo) mostra-se que
a bissetriz de um angulo € o lugar geométrico dos pontos (do interior do dngulo) que
equidistam dos lados do angulo.

Figura 25: Bissetriz.

Definicao 1.39 (Projecdo Ortogonal). Considere uma reta r, um ponto P e uma reta
s perpendicular a reta r, com P € s. Seja {P'} = s Nr. Assim, o ponto P’ é a projecédo

ortogonal do ponto P sobre a reta r.
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Figura 26: Projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta r.

Definicdo 1.40 (Distancia de um ponto a uma reta). A distdncia de um ponto P a
uma reta r serd indicada por d(P, r). Sendo P’ a projec¢io ortogonal do ponto P sobre a

reta r, temos entao que

d(P,r) = PP’ .
s
P
®
d(P,r) = PP
,
Pl

Figura 27: Distancia do ponto P areta r.

Proposicdo 1.41 (Incentro). As trés bissetrizes de um tridngulo intercectam-se num

mesmo ponto.

Demonstragcdo. Nessa demonstracio seguiremos os seguintes passos:
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Considere um tridngulo qualquer AABC.

Seja AD a bissetriz do 4ngulo BAC, tal que D = AD N BC.

Seja BE a bissetriz do 4ngulo ABC, tal que E = BE NAC.

Seja I o ponto de intersecdo das bissetrizes zﬁ e ﬁ .

|
|
|

B -

Figura 28: Encontro das bissetrizes de um tridngulo.

Como I € zﬁ, temos
d(I, AB) =d(I, AC) .

Como I € ﬁ, temos
d(I, AB) =d(I,BC) .

Com isso obtemos que
d(I, AC) =d(I,BC),

de modo que o ponto I também pertence 3 bissetriz do Angulo ACB. Isso prova que o

ponto I, chamado de incentro, pertence a intersecdo das trés bissetrizes do triangulo

AABC.

Corolario 1.42. Todo tridngulo possui uma circunferéncia inscrita.

Demonstragdo. Para encontrar uma circunferéncia inscrita a um triangulo qualquer,

seguimos 0s seguintes passos:

e Considere um triangulo qualquer AABC.
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e Encontre o incentro I (ponto de encontro das bissetrizes).
e Trace uma reta r perpendicular ao lado AB.
e Seja {D} =rN AB.

e Trace a circunferéncia com centro em I passando em D.

Figura 29: Triangulo circunscrito.

Justificativa:

Sendo s e t as retas perpendiculares aos lados BC e AC, respectivamente, {E} =
tN AC, {F} =snBC e I o incentro do tridngulo AABC, temos que

I I I.

Assim, a circunferéncia com centro em I que passa pelos pontos D, E e F é a circun-

feréncia inscrita no tridangulo A ABC.
[
Definicdo 1.43 (Centro do poligono regular). O centro de um poligono regular é o

centro comum (incentro e circuncentro) das circunferéncias circunscrita e inscrita ao

poligono.

Definicdo 1.44 (Apdétema). Apotema de um poligono regular é o segmento de reta

com uma extremidade no centro do poligono e a outra no ponto médio de um lado.

Da regularidade do poligono segue que o apétema de um poligono regular é perpen-

dicular ao lado do poligono.
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Proposicao 1.45 (Poligono Regular Circunscrito). Todo poligono regular admite uma

circunferéncia inscrita.

Demonstragdo. Considere o poligono regular A1A; ... A, com n lados. Pela Proposicdo

existe uma circunferéncia de centro O que é circunscrita ao poligono. Assim,

AA]OAQ = AAzoAg, = AA3OA4 =...= AAn_lOAn = AAHOAl ’ (1.21)

pois todos esses tridangulos sdo isdsceles e todos os lados do poligono sdo congruentes.

Figura 30: Construcdo do Poligono Regular Circunscrito.

Assim, o apdtema em relacdo a cada um dos lados do poligono A1A; ... A, sera al-
tura dos tridingulos indicados em (1.21]). Como todos esses tridngulos sdo congruentes,
todos os seus apotemas também serdo congruentes. Logo, a circunferéncia com cen-
tro em O e raio igual a medida do apdtema serd a circunferéncia inscrita ao poligono
A1Ay .. Ay

Figura 31: Poligono Regular Circunscrito.
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Portanto, todo poligono regular admite uma circunferéncia inscrita a ele.
[
Definicdo 1.46 (Poligonos Semelhantes). Dois poligonos sdo semelhantes se for pos-
sivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que

angulos correspondentes sejam congruentes e lados correspondentes sejam proporcio-

nais.

A seguinte proposicdo serd utilizada no Capitulo 3.

Proposicdo 1.47. Dados dois poligonos regulares semelhantes P; e P, com n lados, sejam

C1 e Cy as circunferéncias de raios r1 e 1y, respectivamente, tais que P; estd inscrito em Cy

zMH)_(ﬁ)z
AP) \n) '

onde A(P;) e A(P,) sdo as dreas dos poligonos P; e P,, respectivamente.

e P, estd inscrito em C,. Temos que

Demonstragdo. Sejam By, By, ..., B,_1, B, a sequéncia de vérticesde Py, D1,D;,...,D,,—1, Dy,

a sequéncia de vértices de P,, A e C os centros de C; e Cy, respectivamente.

Figura 32: Poligonos P; e P,.

Como o poligono P; é semelhante ao poligono P,, temos:
BiB,  ByB3 _ BuBy1

DD, D,D3 D,D,_i°
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Como ambos os poligonos P; e P, sdo regulares e possuem o mesmo numero de
lados, sabemos que os angulos B, AB, e D1CD, sdo angulos congruentes. Assim, sendo
med(BlﬁBz) = «, obtemos que med(DléDz) = .

Como o triangulo AByAB, é isésceles, pois ABy = AB, = rq, e AD1CD, também é

isdsceles, pois CD1 = CD;, = rp, temos que

med(AB;B,) = med(AB,B;) = med(CD1D,) = med(CD;D;) .

Logo os triangulos A AB1B; e ACD;D, sdo semelhantes pelo critério angulo, angulo

(de acordo com a proposicéo [1.26).

Observe que o poligono regular P; é formado por # tridngulos congruentes ao trian-
gulo AAB1B,. Sendo A(AAB1B,) a drea do tridangulo A AB;B,, temos

n.(ABy).(ABy).sen(a) _ n.(r1)%.sen (x)
2 - 2 ‘

A(P) = n.A(ANABB,) =

Analogamente, sendo A(ACD;D;) a area do triangulo ACD;D,, temos

2
A(Py) = n.A(ACD; Dy) = n.CD1.CDy.sen («) _ n.(ry)=.sen(x) .

2 2
Portanto,
APy _ 2 _ ()
A(Py) (”W%n(“)) (r2?
2

1.1.6 Proposicoes sobre a tangente e a reta tangente a circunferéncia

Definicdo 1.48 (Reta Tangente). Uma reta tangente a uma circunferéncia é uma
reta que intersecta a circunferéncia num tnico ponto, que é chamado de ponto de

tangéncia.

Proposicdo 1.49. Se uma reta é tangente a uma circunferéncia entdo ela € perpendicular

ao raio no ponto de tangéncia.

Demonstragdo. Considere um circulo A com centro em O e t a reta tangente a A no
ponto T. Seja P o pé da perpendicular baixado do ponto O sobre a reta . Suponha
que P #T.
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Figura 33: Circulo A e reta ¢.

Dessa forma, temos que med(OPT) = 90°. Assim, o tridngulo AOPT é retdngulo em
P e OT ¢ a hipotenusa do tridAngulo AOPT. Logo OT > OP.

Como OT é o raio do circulo A, e como OP < OT, concluimos que o ponto P estd

no interior do circulo A delimitado por A.

Neste caso, a reta t intersectaria a circunferéncia em T e em mais um ponto, tor-
nando a reta f uma secante, o que € absurdo. Portanto P = T. Isto é, a reta t é

perpendicular ao segmento de reta OT em T.

O]

No capitulo 3, na subsec¢éo sobre poligonos circunscritos, usaremos alguns recursos

da trigonometria. Esses recursos serdo apresentados a seguir:

Proposicao 1.50. Para «, B € R temos:

tana +tan

t =
an(a + ) 1 —tana.tan

sempre que tan «, tan 3 e tan(a + B) estiverem definidos.

Demonstragdo. Sabemos que

sen (« + fB)

tan(a + ) = cos(x + )

(1.22)

E conhecido que

sen (« + ) = sena cos B+ sen B cos « (1.23)
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cos(x + ) = cosa cos B — senasen f . (1.24)

Assim, podemos reescrever [1.22| como

sena cos B+ sen B cos «

tan(a + p) =
(@ +F) cosx cos B — senasen
—————(sena cos B+ sen  cos «
COS & COS ﬁ( P P )
tan(ax + B) =
——————(cos & cos B — sen xsen
COS & COS ,B( p 2
sena sen f3
cosa  Cos
(s = S5 €058
_ senasenf
cosa cos 3
tana +tan
tan(@ +p) = —— 1.25
@+p) 1 —tanatanp ( )
O

1.1.7 Meédias

No final do capitulo 3 apresentamos os resultados obtidos por Arquimedes a partir
de equagdes que relacionam os poligonos inscritos e circunscritos. Esses resultados

representam dois tipos de médias: a geométrica e a harmonica, definidas a seguirPE]

Definicdo 1.51 (Média Geométrica). A média geométrica dos n ntimeros reais posi-

tivos x1, X2, ..., X, € definida por

Mg = /xX1X2X3 ... Xy

Definicao 1.52 (Média Harmonica). A média harmoénica dos n nimeros reais positi-
VoS X1, X2, ..., X, € definida por

n
1 1 1
X1 X2 Xn

My =

19 Essas definicoes foram retiradas do livro [20] - ver bibliografia.
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UM POUCO SOBRE A IDEIA DE INFINITO

2.1 O QUE E O INFINITO?

De acordo com o dicionario [6] infinito é algo que ndo tem fim ou que ndo tem

limite, ilimitado.

A ideia de infinito é facilmente compreendida por todos nés. Porém, verificar conjec-

turas matematicas nem sempre € uma tarefa facil.

Quando pensamos e nos perguntamos "quantos niimeros naturais existem?", a res-
posta é certa: infinitos. Porém, sabemos que o conjunto dos ntiimeros pares € um
subconjunto dos numeros naturais e intuitivamente acreditamos que, por ser um sub-
conjunto, deve ter menos elementos do que o conjunto ao qual pertence, e assim,
finalmente, podemos fazer a mesma pergunta "quantos nimeros pares existem?". A
resposta é curiosa: infinitos. Ou seja, o todo (conjunto dos nimeros naturais) e a parte
(conjunto dos ntimeros pares) sdo equivalentesE] Isso ndo ocorreria se esses dois con-

juntos tivessem uma quantidade finita de elementos.

Exemplo 2.1. Um exemplo interessante € a representacdo geométrica do conjunto dos
numeros reais. Essa representacao € conhecida como reta real. Isto é, cada elemento

do conjunto IR € representado por um Unico ponto nessa reta real e vice-versa.

Seja P o conjunto dos pontos da reta real. Tanto R como P possuem infinitos elemen-
tos. Como ha uma bijecdo E] entre os elementos de R e P, temos assim que esses dois
conjuntos siao equivalentes. Assim, a reta real representa geometricamente o conjunto

R.

1 Veja a apresentacéo desse conceito no capitulo 1 emm
2 Ver no capitulo 1 a deﬁnigéo
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Exemplo 2.2. Agora, considere o conjunto

A={xeR0<x<1}.

Este conjunto é um conjunto limitado pelos nimeros 0 e 1, mas, mesmo sendo

limitado, é um conjunto com infinitos elementos, assim como IN e R. A bijecao
f:10,1[— R dada por

mostra que A e R sdo equivalentes.

1 1
—<x-1)—2 se 0<x<§
2
f() =
1 1
2 = < 1
S t2/5e; x <
N

1.5

0.5

oD

-1.5

=0.5

-1.5

1.5

Figura 34: Grafico de f.

Ua
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Nota-se em A que ndo conseguimos determinar qual é o sucessor do nimero 0 nem
qual é antecessor do ntimero 1. Este conjunto é representado geometricamente através
de um segmento de reta da reta real. Ou seja, € um infinito que conseguimos represen-

tar geometricamente.

A={zeR0<z <1}

| 3

A

Figura 35: Segmento da reta real representando o conjunto A.

Assim, é natural que apareca uma certa indagacdo: sera que existem infinitos dife-
rentes? E a resposta é incrivel: sim, hd infinitos diferentes. E, portanto, a explicacdo
dada no diciondrio [6] € insuficiente e incompleta diante dos conceitos matematicos

que surgiram no decorrer do desenvolvimento da Ciéncia.

Temos assim duas ideias implicitas de infinitos discutidas até aqui. Uma destas,
conhecida como Infinito Potencial (ver exemplo [2.1)), seria a reta real que contém
todos os numeros reais. E a outra (ver exemplo [2.2), conhecida como Infinito Atual

ou Real, apresentado pelo segmento de reta que representa o conjunto A.

2.1.1 Infinito Potencial

De acordo com o artigo escrito por Martinez [19], um andarilho na sucessdo de
seus passos, um apods outro, sabe que sua caminhada pode se repetir indefinidamente.
Ou seja, ha a possibilidade do andarilho dar infinitos passos em sua caminhada, no
entanto, sabemos que ele nunca conseguira alcancar este objetivo, pois esta caminhada

nunca chegard ao fim. Assim, Martinez define:

"O infinito potencial, a faculdade de ir "um pouco adiante", esta ligado,
assim, a nocdo de sucessor de um ntmero natural. A cada nimero sem-
pre sucede um outro, e ndo ha um ultimo, pois também este possuira um
sucessor."(MARTINEZ, Scientific American Brasil, n.15, 2000, p.7)

Exemplo 2.3. Quando efetuamos a divisdo real de 1 por 3, obtemos como resultado

cuja representacao decimal tem infinitos digitos:

1+3=0,3333333...
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Observamos que o digito 3 se repete periddica e infinitamente. Chegamos a essa

conclusdo a partir da concepcao de infinito potencial.

Por outro lado, podemos entender o numero com infinitos digitos 0,3333333...
como uma série de fracGes que obedecem as leis de uma progressao geométrica (P.G.)ﬂ

De tal forma que podemos ter a igualdade:

0,3333333 - = > 4 >4 O 3 3

=10 " 100 T 1000 " 10.000 T 100.000 " 2.1

A partir desta perspectiva, deixamos de lado o "Infinito Potencial" para analisar a

possibilidade do "Infinito Real".

2.1.2 Infinito Real

O Infinito Real aparece com a idéia de um limite que converge. Veja, no exemplo a

seguir, como o infinito real pode ser representado.

£ 1 ~ . e ..
Exemplo 2.4. Embora a fracdo 3 tenha uma representacdo decimal com infinitos digi-
tos, podemos construir esta fracdo com régua e compasso, representado-a como uma

grandeza finita e comensuravel. [§

e Considere um segmento de reta AB, tal que AB = 1.

T
we

Figura 36: Segmento de reta AB.

Trace a semirreta R, de tal forma que 0° < med(BAC) < 180°.

Trace a circunferéncia C; com centro em A, passando em C e raio r = AC.

e Trace a circunferéncia C; com centro em C, passando em A e raio r = AC.

Marque o ponto D, tal que {D} = R NCy, D#A.

e Trace a circunferéncia C3 com centro em D, passando em C e raio CD = AC =r.

3 Ver no capitulo 1 a definicdo
4 Tratamos desse assunto com maior profundidade no capitulo 1 na subsegéom
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e Marque o ponto E, tal que {E} = ACA C;, E#C.
A figura|37|ilustra a construcao dada

Figura 37: Sequéncia de Construcdes .

e Trace o segmento de reta BE.
e Trace asretasr e s, de tal formaque D erer || BEeC €ses || BE.

e Marque os pontos F e G, de tal forma que {F} =rN ABe {G} =sN AB.

. ~ . ~ .1
Figura 38: Construcéo, com régua e compasso, da fracdo geométrica —.

Pelo teorema de Tales, temos que:

AG AC
AB - AE (2.2)
a6 _ 1
1 3r
1
A = —
G 3
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e 1 . - (o .~ 1
A soma infinita (2.I) converge para 3 Pois € a série geométrica de razdo 0 ©

primeiro termo igual a %

1 3 3 3 3 3
5 =0:333335 = 95% 960 * 7000 * 10.000 * 100.000 "

(2.3)

Assim, a fracdo % € a mais auténtica representante do conceito de Infinito Real,
quando a olhamos do ponto de vista da construcdo geométrica, pois trata-se de uma
medida comensuravel com a unidade. No entanto, do ponto de vista da aritmética, a
mesma fragdo é representante do conceito de Infinito Potencial, por admitir em sua

expansdo decimal infinitos digitos.

De acordo com Martinez [19]]:

"O infinito, em poténcia ou em ato, regula e estrutura a atividade mate-
matica. Fazer Matematica, dizia Poincaré, € falar alguma coisa sobre o infi-
nito, mesmo que nenhum matematico tenha feito, ou jamais venha a fazer,
uma demonstragao ou calculo infinito..." (MARTINEZ, Scientific American
Brasil, n.15, 2000, p.13).

2.1.3 A Parte e o Todo no Infinito

De acordo com a referéncia [|5]], Georg Cantor mostrou que a quantidade infinita de
numeros naturais, embora seja a mesma quantidade dos nimeros racionais, € distinta
da quantidade infinita de nimeros reais. Ou seja, Georg Cantor provou que o conjunto
dos numeros racionais Q é enumeréveﬂ pois é possivel estabelecer uma correspondén-
cia biunivoca EI entre os conjuntos Q e IN. Cantor também provou que o conjunto dos
numeros reais R é um conjunto ndo enumeravel, isto €, nao € possivel estabelecer uma

relacdo biunivoca entre os conjuntos IN e R.

Exemplo 2.5. A prdéxima construcdo que faremos aparece no livro de Caraca [[11].
Com ela, determinamos geometricamente uma relacdo biunivoca entre dois conjuntos

distintos de numeros reais.

5 ver no capitulo 1 a definicio
6 ver no capitulo 1 a defini¢do
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e Considere o triangulo retangulo ACAB, retangulo em A.

e Considere D o ponto médio do lado AC e E ponto médio do lado BC.

C

Figura 39: Tridngulo retdngulo CAB.

Assim, obtemos que os triangulos ADCE e AACB sdo semelhantes, pelo critério

lado, angulo, lado (LALN) pois os angulos ACB e DCE sdo congruentes.
AC _BC _
DC  EC
Por consequéncia, obtemos que:
AC _BC _AB _
DC EC DE ~’
isto é,
AB=2DE.

Também, por consequéncia da semelhanca entre os dois triangulos, temos:

CDE = CAB.

Logo, o segmento DE ¢é paralelo ao segmento AB.

7 Proposicao
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Queremos mostrar que o conjunto formado com os infinitos pontos que formam o
segmento de reta DE é equivalente ao conjunto dos infinitos pontos que formam o

segmento de reta AB. Para isso, siga os seguintes passos:
e Considere um ponto F € AB, F# AeF #B.
e Seja {G} = CFNDE.

Observe que, com esta construcdo, é possivel estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca entre os pontos do segmento de reta DE com os pontos do segmento AB. Isto é,

para cada ponto F € AB ha um tnico ponto G € DE e vice-versa.

Portanto, o conjunto dos pontos que formam o segmento DE é equivalente ao con-

junto dos pontos que formam o segmento AB.

Podemos tomar um segmento XY C AB que seja congruente a DE. Concluimos

assim que XY é equivalente AB.

Isso mostra que, no infinito, a parte e o todo podem ser equivalentes.

Observacdo 2.1.1. Como AB = 2DE, ou seja, AB é maior que DE, ¢é natural imaginar
que hd mais pontos no segmento de reta AB que em DE. No entanto, mostramos que isso

ndo é verdade.

De acordo com a referéncia [8], se um conjunto possui um numero finito de elemen-

tos entdo ele ndo pode ser equivalente a nenhum de seus subconjuntos préprios.

Exemplo 2.6. Considere os conjuntos A e B, ambos os conjuntos com um numero
finito de elementos, de tal forma que B seja um subconjunto préprio de A.

Se A tem n elementos entdo B tem no maximo n — 1 elementos. Dessa forma, nio
¢é possivel estabelecer uma relacdo biunivoca entre A e B, pois ndo ha como estabe-
lecer uma relacdo de sobrejetividadeﬂ de B para A. Logo A e B ndo sdo conjuntos

equivalentes. [

No entanto, se os conjuntos A e B, ambos, possuem infinitos elementos entdo é
possivel que um conjunto seja equivalente a um subconjunto préprio de si mesmo.
Por exemplo, o conjunto dos nimeros pares € equivalente ao conjunto dos nimeros

naturais, mesmo sendo o conjunto dos numeros pares um subconjunto préprio dos

8 ver no capitulo 1 a definicio
9 ver no capitulo 1 a subsecéo|1.1.1




2.2 O INFINITO NAS DEMONSTRAGCOES GEOMETRICAS

numeros naturais. Em geral, todo conjunto com infinitos elementos é equivalente a

um subconjunto préprio de si mesm

2.2 O INFINITO NAS DEMONSTRAGOES GEOMETRICAS

Caraca afirma em [11] o seguinte:

"Verifiquemos, no entanto, como um dado real que ndo pode ser posto de
lado, que o homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi-
¢oes do seu pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisicoes
se obtém, e a procurar o maior rendimento possivel dessas generalizacoes,
pela exploracdo metddica de todas as suas consequéncias.

Todo o trabalho intelectual do homem €, no fundo, orientado por certas
normas, certos principios. Aquele principio em virtude do qual se manifesta
a tendéncia que acabamos de mencionar, daremos o nome de principio de
extensdo." (CARACA, 1951, p.10)

Essa afirmacao revela dois pontos fundamentais do estudo da Matematica. Um ¢é a
procura por um padrdo e o outro € a tentativa de demonstrar que esse padrao € valido
em todos os casos. E a ferramenta principal para efetuar esse tipo de demonstracéo é

conhecida como o principio da inducao mateméticaﬂ

Os pitagdricos |'<| foram os pioneiros em reconhecer séries |'°| a partir de padroes
geométricos. E, inicialmente, é dentro deste contexto que o conceito de infinito se
apresenta nas demonstracdes geométricas. Contador [7] apresenta algumas séries que

foram obtidas e estudadas pelos pitagdricos.

i 1
e 1+2+43+---+(n—D+n+(m+D)+--- = Z@(sériedenﬁmerosnaturais).
n=1
° 1+3+5+7---+2n—1+---=Z:n2 (série de numeros impares).
n=1
° 2+4+6+~~+2n+---=Zn-(n+1) (série de numeros pares).

n=1

10 A prova dessa afirmacdo encontra-se demonstrada na referéncia [[18], paginas 5 e 6.
11 Ver no capitulo 1 a apresentacgao do principio

12 Alunos da escola de Pitagoras, 540 a.C.

13 Ver no capitulo 1 a deﬁnigéom
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Vamos entender como, a partir de diagramas geométricos, os pitagdricos consegui-
ram encontrar um padrdo que corresponde ao termo geral da sérieEr] dos nuimeros

naturais.

2.2.1 Série dos Numeros Naturais

Os diagramas pitagdricos das figuras[40|e [41]representam a sequéncia de n nimeros

naturais.

e --- o
e o °

e o o °

e o o o °

e o o o o °
e o o o o o °
e o o o o o o - o
1 2 3 4 5 6 7 n

Figura 40: Diagrama pitagdrico que representa a sequéncia de niumeros naturais.

Observe que o diagrama (Figura pode ser invertido, ficando da seguinte ma-

neira:
n 7 6 5 4 3 2 1
° L] [ ] L] L] ° ° °
. e o o o o o
. e o o o o
. e o o o
. o o o
. o o

Figura 41: Diagrama pitagérico que representa a sequéncia de nimeros naturais - invertido.

14 no capitulo 1 ver deﬁnigéom
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Ao juntarmos os diagramas das Figuras 40| e obtemos um diagrama como na

figura 42| formado por n colunas e n + 1 linhas.

©o ...0 0 0 0 0O O O
© -0 O O 0 O O e
©..-0 0 O 0 O
© -0 O O O e ...@
©O ...0 O O @ o ... 0 n+1
o O O e o o o
(o) O e e o o ®
(o) e e o o o [ ]

e o o o o o [ ]
e o6 o o o o o [ ]

n

Figura 42: Diagrama pitagérico composto pela unido dos diagramas das figuras 40| e

Sendo

S=1424+3+---+(n—1)+n, (2.4)

o diagrama apresentado na figura [42] representa 2S. Por outro lado, 25 = n.(n + 1), de

modo que
_nn+1)
S= 5
Logo,
1
1+2+3+---+(n—1)+n:n(n2+ ) (2.5)

A prova de que (2.5) é valida para qualquer n € IN segue do método da indugéo

matematica.
. . nn+1) ,
Proposicdo 2.1. Mostre que 1+2+3+---+(n—1)+n = 5 ¢ verdade para todo
n € IN*.
Demonstragdo. Assim, considere a seguinte proposicao:
1
P): 142434 +(n—1)+n="0FD o

2
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Observe que a proposicao P(1) é verdadeira, pois

11+1) _

1.
2

PQ1):

Suponha que para algum k € IN, k > 2, a proposicao P(k) seja verdadeira. Queremos

mostrar que P(k + 1) também € uma proposicao verdadeira.

De fato,
1+2+3+-~+(k—1)+k=k(k2+1). (2.6)

Adicionado k + 1 em ambos os lados da equacio (2.6]), obtemos:
k(k+1)

142434+ (k=D +k+ (k1) = k1)
142434+ (k—T)+k+(k+1) = k(k”)zz(k”)

14243+ +(k—1)+k+(k+1) = U‘”éﬂ
142434 4k Drkr e = EDEDTA @n

A equacédo (2.7) comprova que a proposicao P(k + 1) também é verdadeira. Ou seja,

a proposicao P(n) é verdadeira para todo n natural, n > 1. O

O método da prova por inducdo garante que a equacao (2.5) é vdlida para qualquer

numero natural n > 1, mas a aplicacdo do método se da por indugéao finita.

Como os pitagdricos nao tinham conhecimento sobre convergéncia de séries, como

na atualidade, suas demonstracoes eram muito baseadas em padroes geométricos.
De acordo com Garbi [15]:

"Embora Tales tenha sido o primeiro a declarar que as verdades matema-
ticas devem ser provadas pelo raciocinio, acredita-se que foram os pitagoé-
ricos os primeiros a produzir demonstracoes razoavelmente rigorosas.

Os pitagoricos foram, também, os primeiros a enxergar a Matematica como

algo abstrato, pairando acima da realidade fisica." (GARBI, 2006, p.26)
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2.2.2 O Paradoxo de Aquiles e a tartaruga

De acordo com Garbi [15]], Hipasus de Metaponto (cerca de 470 a.C.), utilizando
o Método de Reducao ao AbsurdoE], fez a descoberta da existéncia dos irracionais.
Esse periodo é conhecido como a Crise dos Incomensuraveis e foi o inicio do fim
da escola pitagdrica. Dentre os pitagoricos, existia a crenca de que o mundo era for-
mado por nimeros inteiros e por relagdes entre eles. Assim, naquela época, ndo cabia
uma aceitacido e um estudo adequado sobre as grandezas incomensurévei, conse-
quentemente, sobre os numeros irracionais. Foi nesse contexto que o fildsofo grego
Zendo de Eleia (450 a.C.) lancou o seu famoso paradoxo: "O paradoxo de Aquiles e

a tartaruga".

De acordo com o paradoxo, Aquiles é mais rdpido que a tartaruga e eles irdo dis-
putar uma corrida. Por causa da desvantagem de velocidade, a tartaruga ird partir a
frente de Aquiles. Segundo Zendo, nessa corrida, Aquiles nunca consegue ultrapassar
a tartaruga. Para melhor compreensao da situagdo, usaremos o exemplo apresentado

por Devlin [[13].

Exemplo 2.7. Aquiles vai competir uma corrida com uma tartaruga. Considere que
esta corrida tenha um percurso total de 100 metros. Além disso, Aquiles é dez vezes
mais rdpido que a tartaruga. Por conta disso, a tartaruga da inicio a corrida 10 metros

a frente de Aquiles.
Comeca a corrida.

Quando Aquiles chegar na marca dos 10 metros, a tartaruga terd percorrido 1 metro

e estara na marca de 11 metros.

Quando Aquiles chegar nos 11 metros, a tartaruga estard na posicdo

1
<1l+10>m—11,1m.

Quando Aquiles chegar na posi¢édo 11, 1m a tartaruga estard na posicao

Repetindo esse processo infinitamente, a tartaruga sempre estara a frente de Aqui-

les, por menor que fique a distancia entre os dois.

15 E um método utilizado para fazer demonstracdes de teoremas e proposicoes.
16 Ver no capitulo 1 a subsegéom
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Como os pitagoricos ndo sabiam ainda como lidar com o infinito real, este paradoxo
de Zendo permaneceu em aberto. Com desenvolvimento da teoria sobre séries infinitas
e do conceito de infinito, no século XIX, foram encontradas solucdes satisfatdrias para
este e outros paradoxos de Zendo. Na época de Zendo nao era concebivel a ideia de

que a série, por exemplo,

1 1 1 11" .
5_10+100+1000+.--+<10> +...comn € IN¥,

fosse um série que converge para um numero real.

Caraca [11], quando relata esse periodo da Crise dos Incomensuraveis e do Pa-
radoxo de Aquiles e a Tartaruga, traz uma visdo da escola pitagorica a respeito do
infinito:

"considerando como infinito - um infinito grosseiro, mal identificado, que

era mais um muito grande, do que o infinito moderno." (CARACA, 1951,
p.74)

A visdo equivocada dos pitagoricos em relagdo ao infinito real fez com que néo exis-
tisse solucdo légica que resolvesse o paradoxo de Zendo. Por isso, Zendo, mesmo sem
ser um matemadtico, entrou para a Historia da Matemadtica, pois seus paradoxos colo-
cavam em duvida os conceitos e ideias que eram transmitidas pela escola de Pitagoras.
Na préxima subsecdo apresentaremos uma solugdo para o "paradoxo de Aquiles e a

tartaruga", utilizando os conhecimentos sobre séries que temos hoje.

Uma breve demonstrag¢do da solugdo para o problema do paradoxo de Aquiles e a

tartaruga

Para demonstrar a solucdo para o problema do "paradoxo de Aquiles e a tartaruga",

tomamos como referéncia os dados fornecidos no exemplo

Seja S1 a soma das distancias percorridas por Aquiles. Assim,

1 1 1
51‘10+1+E+ﬁ+m+“" (2.8)

. - o ~ 1 . .
que é uma série geométrica de razdo 1 © Primeiro termo igual a 10. Logo,

100
S = — .
1= 79
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Agora, considere S, a soma das distancias percorridas pela tartaruga. Assim,

1 1 1
=1+ —=+-—+-—=+... 2.
2= 1+95% 700 * 1000 T (2.9)
Da equacao (2.9), obtemos:
10+ S —10+1+i+i+i+ (2.10)
2T 10 © 100 ' 1000 '
Pela equacéo (2.8) sabemos que,
1 1 1 100
10+1+E+m+m+~-—51—7
Assim, substituindo a equacao (2.8) na equacao (2.9), temos:
10+ 52 = 51 (2-11)
10
52 = 6 .

Como a tartaruga partiu da marca de 10 metros, a sua posicao sera:

10 100
10+Sz—10+§—7

. . .~ 100
Isto &, Aqulles e a tartaruga 1rao se encontrar na marca de 7 metros. Como

Aquiles é dez vezes mais rapido, ele certamente estara a frente da tartaruga a partir

dessa marca.

Os exemplos e aplicacGes do conceito de Infinito que foram apresentados até aqui
revelam a sua importancia para a Histdria e o desenvolvimento da Matemadtica. Estu-
dar e compreender com maior precisdo os diferentes Infinitos foi, e continuara sendo,
fundamental para o progresso das ciéncias matematicas. A educagdo matemadtica deve
promover o acesso a esse conhecimento, tanto do ponto de vista histdrico, quanto de

suas aplicacoes.

O uso constante de calculadoras na sala de aula pode fazer com que se perca a

possibilidade de discutir e explorar o conceito de infinito aplicado aos nimeros.

Outro fato que deve se considerar é que no ensino de Geometria a nocdo de Infi-
nito estd muito presente. Ao aplicarmos o teorema de Pitagoras a um quadrado de
lado unitario, obtemos /2 como medida de sua diagonal. E muitas vezes, a incom-
preensio sobre que tipo de niimero ou medida é /2 se deve justamente pela falta de

compreensdo das diferencas existentes entre Infinito Real e Infinito Potencial.

No proximo capitulo, mostraremos a aplicacdo da nocao de Infinito Real a partir do

trabalho de Eudoxo e Arquimedes, o primeiro com o Método da Exaustio e o segundo
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com a descoberta de um algoritmo para medir a area do circulo e, por consequéncia,

a descoberta do numero 7.



EM BUSCA DA AREA DO CIRCULO

7

De acordo com Contador [7]] "A medida do circulo" é o nome do trabalho de Arqui-
medes, 287 a.C., no qual da-se a prova de que a area de um circulo € igual a area de
um tridngulo retangulo, tendo como condicao que a base desse tridngulo deve ser igual
ao perimetro do circulo e a altura do triangulo deve ser igual ao raio do circulo. Ar-
quimedes, em sua época, ja conhecia o método da Exaustao demonstrado por Eudoxo,

nascido em 408 a.C.

3.1 METODO DA EXAUSTAO

De acordo com Garbi [|15]], desde a época de Eudoxo, gedmetras gregos ja haviam
conjecturado que o circulo era o limite para uma familia de poligonos inscritos, cujo
numero de lados tende ao infinito. Isto é, quanto maior o niumero de lados de um
poligono inscrito em um circulo, mais préxima serd a drea do poligono em relagédo a
area do circulo. Para ilustrar essa conjectura, veja a sequéncia de Figuras e

Figura 43: Hexdgono Regular Inscrito no Circulo.
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Figura 44: Dodecdgono Regular Inscrito no Circulo.

Figura 45: Tetracosdgono Regular Inscrito no Circulo.

Da mesma maneira, podemos conjecturar utilizando poligonos circunscritos ao cir-
culo. Veja as Figuras [46] e [47] nas quais estéo ilustrados poligonos circunscritos a uma

dada circunferéncia.

Figura 46: Hexdgono regular circunscrito.



—_

3.2 METODO DA DUPLA REDUCAO AO ABSURDO

Figura 47: Dodecédgono regular circunscrito.

Os exemplos das Figuras [46] e [47]levam a pensar que quanto maior o nimero de la-
dos do poligono circunscrito, a aproximacdo da drea do circulo com a drea do poligono

circunscrito fica cada vez melhor.

Observe que hd um claro uso da ideia de limite inferior e limite superior para se
chegar ao calculo aproximado da drea do circulo. Dessa forma, Arquimedes, com o

método da Exaustdo, buscava uma deducéo da area do circulo.

Observamos que na época de Arquimedes, ja se sabia que o perimetro da circunfe-
réncia é proporcional a seu didmetro El, mas ainda ndo se conhecia o coeficiente de

proporcionalidade - hoje conhecido como ntimero 7.

3.2 METODO DA DUPLA REDUGAO AO ABSURDO

Vamos entender como Arquimedes mostrou que a area A. de um circulo com peri-

metro P e raio r € igual a drea A; de um triangulo retangulo de base P e altura .

Proposicao 3.1. Considere um circulo C de raio r, perimetro P e drea A. e um tridngulo

retdngulo com base P, altura r e drea A;. Assim, A. = Ay.

Veja a proposicdo a seguir.
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P

Figura 48: Igualdade de areas demonstrada por Arquimedes.

~ . A A . Pr .
Demonstragdo. A édrea do triangulo retangulo é dada por A; = > Sendo A, a drea

de um poligono regular inscrito em C de #n lados de medida / e ap6tema a, temos que

1
Ap=n- <2al>. Neste caso, nl < Pea <.

Figura 49: Poligono regular com n lados inscrito no circulo.

Suponha que A, > A;. Assim, existe ¢ € R} tal que A, — A; = €. Pelo método da
exaustdo, existe um poligono regular inscrito em C de #n lados de medida [ e ap6tema

a, tal que A. — Ay < €. Assim,
AC_Ap <AC_At/

donde segue que A, > A;, o que é absurdo, pois

la Pr
Ap—Tl(z) <7—At.



3.2 METODO DA DUPLA REDUCAO AO ABSURDO

Sendo A;, a drea de um poligono regular circunscrito a C de n lados de medida I’ e
1
apdtema a', temos que Aj, =n - <2 -a - l/>. Neste caso, nl’ > Pea =r.
Suponha que A, < A;. Assim, existe « € RY tal que A; — A, = a. Pelo método

da exaustdo, existe um poligono regular circunscrito em C de n lados de medida I’ e

apétema a’ = r, tal que A;, — A. < a. Assim,
A;—AC < A — A,

donde segue que A;? < Ay, o que é absurdo, pois

n-a-" n-l'-r Pr

Figura 50: Poligono regular com n lados circunscrito no circulo.
Portanto, A; = A..

O]

Foi dessa maneira, usando o método da dupla reducgédo ao absurdo, que Arquimedes
demonstrou o resultado da Proposi¢io

Observacao 3.2.1. Pela Proposicdo a drea de um circulo de raio r e perimetro P €

Ac=—. (3.1)

Mas,

P=2mr. (3.2)
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Substituindo (3.2]) na equagdo (3.1)), obtemos:

Ac= (27;1’)1’ = nr?,

que é a conhecida férmula utilizada para calcular a drea de um circulo de raio r.

O niimero 7t

De acordo com Garbi [15]], no tempo de Arquimedes (287 a.C.) ja era conhecido
que Hipdcrates descobrira e Euddxio provara que a drea do circulo é proporcional ao
quadrado do diametro (ou do raio), mas desconhecia-se o coeficiente de proporciona-
lidade.

Apresentaremos a seguir alguns resultados conhecidos por Arquimedes antes da ela-

boragdo do seu trabalho "A medida do Circulo".

Proposicdo 3.2. Considere dois circulos com dreas Aj e Aj e raios rq e rp, respectiva-

mente. Assim,
A _ ()
Ax  (r)?

Demonstragdo. E]Para as quatro grandezas A1,A», r1 e 1y, temos trés possibilidades:

Al (n)? Ay (n)? Al (n)?
ou —— = ou ~~ < —2 ou — > -1,
Ay (r)? Ay (r)? Ay T (r)?

Suponha que

A (n)?
— < . 3.3
Ay < r2)? (3.3)
Logo,
) Aq.(r2)?
(r1)?
Seja,
A1.(r)?
S = 3.9
(r1)?
Assim, 0 < S < A,, isto é,
Ay —5>0.

2 Essa demonstragéo foi inspirada na demonstracdo apresentada no artigo [[10]].
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Seja, € = A; — S. Pelo método da Exaustdo existe um poligono regular P,, com drea

A(P,), inscrito no circulo de drea Aj; tal que
Ay —AP) <e.

Assim,
Ay — A(Pz) <Ay—S5
donde segue que

APy) > S . (3.5)

Agora, considere um poligono regular P; semelhante a P, e com area A(P;), inscrito

no circulo de drea A;. Dessa forma, temos a seguinte relacdo: E]

AP) _ (n)?
AP)  (r2)*

Usando a equagéo ([3.4) obtemos:

(n)? _ A
(> S~
Assim,
Alh) _ Ay
A(P,) S
e
S Ay

AP~ A(P)

Como P; é um poligono inscrito no circulo de area A;, temos que

A > A(Py),
resultando que,
Ay
A(Pr)
Desta forma,
5 >1
A(P2)
Entdo
5> A),

o que é um absurdo ( veja a desigualdade (3.5)). Assim, a hipétese (3.3) é falsa.

3 Veja no capitulo 1 a proposigéom
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De maneira analoga conseguimos provar que

A _ ()
-— > = (3.6)
Ay 7 (r)?

também é uma hipdtese falsa.

Logo, concluimos que a Proposicao ¢ verdadeira por dupla redugdo ao absurdo.
O

Proposicao 3.3. Para qualquer circulo de drea A e didmetro d = 2r vale que

Ac

k=ﬁ,

onde k € uma constante de proporcionalidade (k € IR").

Demonstracdo. Sejam C; e C, dois circulos de dreas A; e A, respectivamente, e dia-

metros di = 2rq e dy = 2r;, respectivamente.

Pela proposicdo temos

A1 _ ()
Ay ()
Assim,
ﬁ 2
A_\2) _ @)
A2 d2 2 (dZ)Z ‘
2
Logo,

A A
()2 (d)?

sendo k uma constante real positiva, chamada de coeficiente de proporcionalidade. [

3.7)

Observacdo 3.2.2. Com o desenvolvimento da Matemdtica, passara a ser usada a se-

guinte convengdo:
Ac

@?2

Ao
(n?

T
— e .
4

Dessa forma, Arquimedes sabia que [*| a drea do circulo dividida pelo quadrado de
seu raio era uma constante de proporcionalidade. Assim, conhecendo essa constante

e o raio do circulo, seria possivel encontrar uma férmula da area do circulo em funcao

4 Veja a proposicdo



3.3 METODO DE ARQUIMEDES

de seu raio. Essa tal constante de proporcionalidade é o que definimos, atualmente,

como sendo o ntimero real 77

Arquimedes nasceu em 287 a.C. na cidade de Siracusa, na ilha da Sicilia e foi o maior

génio da Antiguidade. Ele estudou em Alexandria e de acordo com Garbi [15]:

"Ao final de sua carreira, com cerca de 75 anos, ele havia estendido as
fronteiras da Matematica para muito além daquilo que recebera de Eucli-
des e outros e a Humanidade teve que esperar 19 séculos para que, com
Newton, surgisse alguém que a ele pudesse ser comparado." (GARBI, 2006,
p.80)

De acordo com Contador [7]], Arquimedes considerava poligonos regulares inscritos
e circunscritos a um dado circulo, tendo chegado a estudar poligonos com 96 lados. O
método de Arquimedes consistia em duplicar o nimero de lados dos poligonos e com
o método da exaustdo era possivel estimar boas aproximagdes para o coeficiente de
proporcionalidade k = d—zc Por razdes diddticas, passaremos a escrever neste texto 7,
o qual representa 4k. Com os trabalhos de Arquimedes, foram obtidas as seguintes
aproximacoes

10 1

Dessa forma, atribui-se a Arquimedes a criacdo de um método iterativo capaz de
obter uma boa aproximacao para 7r. Na proxima secdo, exploramos o método criado

por Arquimedes.

3.3 METODO DE ARQUIMEDES

3.3.1 O Método de Arquimedes aplicado ao hexdgono regular numa circunferén-

cia.

Consideremos um hexagono regular ABCDEF de lado [ inscrito numa circunferén-

cia com centro em O e raio r, como na Figura

De acordo com a referéncia [|17]], ndo havia uma uma notacdo padronizada para representar a razio
entre a circunferéncia e o didmetro. Leonhard Euler (1707 — 1783), a principio, usava p ou ¢, mas, a

partir de 1737, passou a adotar sistematicamente o simbolo 7.
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Figura 51: Hex4gono regular inscrito numa circunferéncia.

O hexdgono regular ABCDEF é fomado pelos seis tridngulos congruentes:
ANAOB = ABOC = ACOD = ADOE = AEOF = AFOA,
de modo que
med(AOB) = med(BOC) = med(COD) = med(DOE) = med(EOF) = med(FOA) = 60° .
Observe que o tridngulo A AOB é equilatero, pois med(A@B) = 60° e, como OB =

OA = r, sabemos que med(OBA) = med(OAB). Como a soma dos angulos internos de

qualquer tridngulo é 180° obtemos que
med(AOB) = med(OBA) = med(OAB) = 60°

e que
l=r. (3.8)

Figura 52: Hexagono regular inscrito formado por seis tridngulos equilateros congruentes.

Sejam OG o apétema do tridngulo AAOB e a = OG.
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Figura 53: Apétema OG.

Como o tridngulo A AOB é equilatero entiio A — G — B e OG é também uma medi-
ana do triangulo A AOB, de modo que
l
AG=BG=-.
G G 5

De acordo com (3.8)), temos:
AG = BG = % . (3.9)

Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdngulo AAGO (ver Figura [53)),

temos:
AO? = GO? + AG?

2_ 2 7>2
= + | —
r“=a (2

a= 1’\2/5 . (3.10)
Sendo A(AAOB) a érea do triangulo A AOB, temos que
A(ANAOB) = ABZ&
A(ANAOB) = Z~Ta
A(MAOB) = er . (3.11)

Assim, a drea do hexdgono regular ABCDEF é igual a

rzx/§_3r2\@
4 2

A(ABCDEF) = 6 - A(ANAOB) = 6 -
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De acordo com o método da exaustdao de Arquimedes, duplicando-se o nimero de
lados do poligono regular inscrito no circulo, aproximamo-nos cada vez mais da area
do circulo. A seguir, repetimos os procedimentos do hexdgono regular inscrito no
circulo para o dodecdgono regular inscrito no mesmo circulo. As interseccOes das
mediatrizes dos lados do hexdgono regular ABCDE com a circunferéncia na qual o
hexagono estd inscrito ddo origem aos pontos I, ], L, H, M e K (como ilustrado na
Figura[54) e, assim, ao dodecadgono regular AIBJCLDHEMFK.

Figura 54: Dodecdgono regular AIBJCLDHEMFK.

Com isto, obtemos os seguintes 12 triangulos isosceles congruentes

AAOI = AIOB = ABOJ = AJOC = ACOL = ALOD
= ADOH = AHOE = AEOM = AMOF = AFOK = AKOA,

com

OA=0I=0B=0]=0C=0L=0D=0OH=0E=0OM=0F=0K=r.

Figura 55: Dodecédgono regular AIBJCLDHEMFK formado por 12 tridngulos isdsceles.
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Como todos os triangulos que formam este dodecdgono sdo congruentes, temos que
360°
=30°.
12

med(AéI) =

Em relacéo ao triangulo AAOB,

e AB =r (pois é a medida do lado do hexdgono regular ABCDEF).

. Pore,AngeOGzazr\Z@.

Dessa forma (como ilustrado na Figura [56)), temos que

Gl=r—a=r-— (3.12)

rV3 _r2—+/3)
= -

2

Figura 56: Dodecdgono AIBJCLDHEMFK e andlise do tridngulo A AOB.

Sabemos que OG | AB em G. Assim, o tridngulo AIGB é retdngulo em G. Logo,

podemos aplicar o teorema de Pitdgoras ao tridngulo AIGB:

BI? = GI?+BG?
2
12— 3) 2%
BI* = 2 +(2>
Bl = r-\/2—V3. (3.13)

Dessa forma, conseguimos obter a medida do lado do dodecagono AIBJCLDHEMFK

em funcdo de r. Agora, iremos obter a medida do ap6tema deste dodecagono.

Seja ON um dos apdtemas do dodecdgono AIBJCLDHEMFK, tal que ON = b e
N € BI.
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Figura 57: Dodecdgono AIBJCLDHEMFK e andlise do triangulo AIOB.

Como ON L BI e como o tridngulo AIOB é isdsceles, N é ponto médio de BI.
Assim,
_BI _r-vV2-3

BN
2 2

No triangulo AONB (ver Figura podemos aplicar o teorema de Pitdgoras, ob-

tendo:

OB?> = BN?+ON?
2
7'2 _ (7’ . 22_ \/g) + b2

b = ”22“@ (3.14)

Sendo A(AIOB) a area do tridngulo AIOB, temos que

) 2
BI-ON _ 1" (3.15)

A(LIOB) = =— i

Dessa forma, sendo A(AIBJCLDHEMFK) a area do dodecagono regular AIBJCLDHEMFK,

entao

A(AIBJCLDHEMFK) = 12- A(AIOB)
2
A(AIBJCLDHEMFK) = 12-rZ
A(AIBJCLDHEMFK) = 37 (3.16)
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Resumimos os resultados obtidos na tabela[1l

Hexdgono | Dodecdgono

Lado =7 r2—+3
. V3 r2+4/3
Apdtema || a= r7 b= —
2
Area 3r2V3 3r?

Tabela 1: Resumo dos resultados com o hexdgono regular inscrito e com o dodecdgono regular

inscrito.

3r24/3
2
hexagono, a area do poligono inscrito aumentou, aproximando-se da area do circulo.

Observamos que 37> > , de modo que ao duplicarmos o numero de lados do
De acordo com a Proposigao a area do circulo A, é proporcional ao seu raio r ao
quadrado:

A, =kr?,

em que k é a constante de proporcionalidade entre a drea do circulo e o seu raio ao
quadrado. Quanto mais duplicacdes fizermos nos poligonos inscritos, mais préximos

chegamos dessa constante k de proporcionalidade.

Além disso, observe que ao duplicarmos os lados do poligono inscrito conseguimos
obter as medidas do lado, do ap6tema e da drea em funcao do raio do circulo ao qual
este poligono estd inscrito. Arquimedes repetiu o processo de duplicagdo de lados do
poligono regular até obter um poligono inscrito com 96 lados. Ao invés de repetir-
mos aqui os célculos de Arquimedes, na préxima secdo generalizamos esse método de

duplicacdo de lados do poligono inscrito.

3.3.2 Generalizag¢do do Método de Arquimedes

Poligonos Inscritos

Considere um poligono regular de n lados com vértices A1, Ay, A3z, ..., A1, Ay

inscrito em um circulo de raio r e centro em O.
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Figura 58: Poligono A1 A»Aj...A,_1A, inscrito.

Podemos decompor esse poligono (Figura|58) nos # tridngulos congruentes

AAOAy = NAOAs = ... = AA, 10A, = AA,OA, .

Como o poligono é regular, sabemos que

A1Ary = ApAz = = A 1A= AA1=1.

Sendo OB o apétema do tridngulo isésceles AA;OA,, com OB = a,, temos que
OB L AjA; e B é o ponto médio de A;A,, de modo que

l
AlB:AZBZE-

Como o tridngulo A A1BO é retangulo em B, podemos aplicar o teorema de Pitadgo-

ras para obtermos a medida do apétema OB:

(A10* = (A1B)*+(OB)
r? = <l>2+(a )?
2 n
a, = var —I2 (3.17)
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Figura 59: Apétema OB.

Sendo A(AA10A5) a area do tridangulo AA10A5,

_ (A1A)(OB)  IV4Z-12
- : _ ; ‘

A(NALOA) (3.18)

Como o poligono A1AyA;3... A, 1A, é formado por n tridngulos congruentes ao

tridngulo AA;0A;, podemos calcular a area deste poligono. Sendo A[Pol(,] a area

do poligono regular inscrito A1 A ... A, 1A, temos
A[POl(n)] = TlA(AAloAz)
VAar2 — |2
AlPoly] = ”l+ . (3.19)

Usando o recurso de Arquimedes, duplicaremos o nimero de lados do poligono

A1AA3 ... A, 1A, gerando um novo poligono que terd 2n lados.

Para executarmos a duplicacdo, basta tracarmos as mediatrizes de cada um dos lados
do poligono A1A>A3...A,_1A, . Com a interseccdo destas mediatrizes com a circun-
feréncia obtemos vértices do poligono duplicado. A unido do conjunto destes vértices,
os quais serdo denotados por By, By, B, ..., B,,_1, B, com o conjunto dos vértices do
poligono anterior Ay, Ay, As, ..., A,_1, A, fornecerd todos os vértices do poligono que
possui 2n lados:

A]BlAsz ce AnlenflAan
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Figura 60: Esboco do poligono inscrito A1B1A»B; ... AyBy.
O poligono de 2n lados A1B1A3B, ... A, 1B, _1A;B, também é regular e

A1Bj = ByAy = AyBy = - - - = A,By, = ByA; .

Notemos que o poligono duplicado A1B1A2B,... A, 1B,,_1A,B, é formado por 2n
tridngulos isdsceles, de tal maneira que todos estes tridngulos sdo congruentes ao tri-
angulo AA,0B;.

Figura 61: Triangulo A A;0OB;.
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Em relagdo ao tridngulo AA;0A; (como na Figura [61) seja H o ponto de inter-

seccdo de OBy com AjA;. Como OB; é um segmento de reta que estd contido na

mediatriz de A1 A;, entdo H é ponto médio de A1A; e OB; L. A1A; no ponto H.

Assim:

2 2

AlA
AH = AyH =~ 2 _ !

Sabemos que OBy =r e OH = ay, assim, BiH =r — a,,. Por (3.17)

\A4r2 — 2
BH=r- Y I
2
ou seja,
_ 2_ 12
B1H=2r \/;Lr l.

Desta forma, aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo AB1HA, (ver figura

[61), temos:

(B1A2)* = (BiH)*+(AyH)?

2
_ a2 2 2
(B1Ay)* = <2r i > + <l)
2 2
B1A; = \/2r2 —r\V4r2 — 2. (3.20)

Assim, acabamos de determinar a medida do lado do poligono regular

A1B1AsBs... A, 1By 1A,By .

Seja OI o ap6tema do tridngulo ABOA;. Como o tridngulo AB;OA, é isdsceles
temos que I é ponto médio de B1 A, e, por ([3.20),

B1Ay \/2r2 —rv4r2 — |2
2 2 '

Al =

Sendo OI = b,, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridangulo AOIA;, obtemos:

(0Az)* = (O +(Axl)?
2
s ()
b, = \/2r2+r\/4r2—12' 3.21)

2
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Sendo A(AB1OA)) a area do AB1OA,, temos

Figura 62: Apétema OI do poligono duplicado.

(V2 — = ) <¢2r2+r\/m>

2

Momony - BAIOD
A(AB1OAj) =

rl
A(AB1OAy) = —

2

(3.22)

Sendo A[Pol,] a area do poligono A1B1A3B; ... A,_1B,_1A,B,, temos que

A[POl(zn)] = (2n)A(ABlOA2) ==

nrl
2

A seguinte tabela resume os resultados que obtivemos até aqui nesta secao.

Poligono inscrito com # lados | Poligono inscrito com 2n lados
Lado 1 \/2r2 —r/4r2 —J?
. 4r2 — |2 V22 + /42 — 12
Apotema — 5 >
‘ nlv/4r2 — 2 nlr
Ar e A il
ea 1 >

Tabela 2: Resumo dos resultados obtidos com os poligonos inscritos.

A seguir, faremos os calculos de medida de lado, apétema e area para os poligonos

de n e 2n lados regulares circunscritos a um circulo de raio 7.

(3.23)
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Poligonos Circunscritos

Considere um poligono regular Pol, de n lados A1A2A3 ... A,_1A;, com lado de

medida L, circunscrito a um circulo de centro O e raio r.

Figura 63: Esboco do poligono Pol .

Como Poly) € regular, entéo
A1Ay = ApAs3 = A3A4 == A, 1A= A A =L

e Pol,y é formado por n tridngulos congruentes ao tridngulo AA;OA; (caso LAL).

Sendo C o ponto de tangéncia do lado A;A; com o circulo inscrito no poligono

Pol(,), temos que OC L A1 A, de modo que OC é o apétema do tridngulo AA;OA,.

Além disso, como o tridngulo AA;OA, é isdsceles, temos que C é o ponto médio de

A1 Aj;, de modo que

AlC:A2C:%.
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A

Figura 64: Triangulo AA;0A,.

Sendo OC =4, =re A(AA10A)) a area do tridangulo A A10A;, temos

(A142)(0C) _ Lr (3.24)

A(AA10A,) = > 5 -

Assim, sendo A[Pol,)] a drea do poligono Pol(,, entdo

A[POZ(H)] = YZA(AAloAz) = TITLV . (325)

Observacao 3.3.1. Observe que ANOCA, = AOCA; pelo critério de congruéncia LAL.
EILogo, COA, = C@Al, de modo que

med(COAy) = med(COA;) =0, (3.26)
Mlcom 0° < 6 < 90°.

Podemos calcular o comprimento do lado do poligono regular Pol, em func¢éo do

angulo 6:
L
AC »H
tanf = — = =
MmU=oc Ty
ou seja,
L =2rtanf . (3.27)

6 Ver no capitulo 1 postulado
7 Com o objetivo de deixar as demonstra¢des mais claras e objetivas, na sequéncia desta se¢éo, utilizaremos

alguns recursos trigonométricos em algumas demonstragoes.
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Fazendo a duplicagdo do niimero de lados do poligono circunscrito Pol,

Por ([3.26)), temos que med(A10A3) = 26.

Figura 65: Ponto C.

e Considere r a mediatriz do lado A, Ay, s a bissetriz do angulo A,OC e t a bissetriz
do angulo A;OC (como na Figura.

Figura 66: Construgdo do poligono com 2n lados.

Considere os seguintes pontos de interseccao:
e D é ponto de intersecdo da bissetriz s com a circunferéncia.

e E é ponto de intersecdo da bissetriz t com a circunferéncia.
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Figura 67: Construgéo do poligono com 2# lados.

e Considere u a reta tangente a circunferéncia no ponto D e v a reta tangente a

circunferéncia no ponto E.
Como med(DOE) = 6 e 0° < § < 90°, temos que 1 N v # &. Seja {F} = uNw.

e Sejam {G} =uNOAye {H} =vNOA;.

Figura 68: Construc¢éo do poligono com 2# lados.

e Assim, construimos dois lados do poligono Pol(,: FG e FH.
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Figura 69: Construcdo de dois lados do poligono com 2n lados.

Repetindo os mesmos passos para cada um dos lados do poligono Pol(,, obteremos
dois novos lados do poligono duplicado, de tal forma que este novo poligono tera 2n

lados.

Figura 70: Esboco do poligono com 2# lados.
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Determinando a medida do lado do poligono circunscrito duplicado

O nosso objetivo agora é deteminar a medida do lado L; do poligono duplicado.

Seja Pol(,) o poligono com 21 lados, obtido a partir do poligono Pol(, - conforme
descrito anteriormente. O poligono Pol,,) € formado por 2n tridngulos congruentes

ao tridngulo AFOG.
Por (3.26), med(C@Az) = med(F@G) = @, pois os pontos O,C e F sdo colineares,

assim como O, G e A,.
Como os pontos O e D pertencem a bissetriz s, temos que

med(D@G) = med(D@F) = @ = g )
Seja GF = L; a medida do lado do poligono Pol(;,). Como o ponto D € ponto de

tangéncia do lado GF com a circunferéncia entdo OD L GF. Logo, nmed(ODG) = 90°.

Figura 71: Analisando um dos lados do poligono Pol(y,.

Como DOG = DOF e ODG = ODF entdo temos que
AODG = ANODF

pelo critério ALAssim, GD = FD, ou seja,

GE L,
D=— =24,
¢ 2 2

8 Ver no capitulo 1 o teoremam
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Como o tridngulo AODG é retangulo em D, temos que

GD
OD

tan(D@G)

,_..
Q
]
7 N
N <D
~_
Il
VR
~ ||
~

~
u
Il

2r tan <g> . (3.28)

Por (3.27) e (3.28),
tan6 = —L e tan Q = —Ld
2 2) 2r’

Da trigonometria | temos que:

isto é,
2 tan <g>
tanf= ———~— (3.29)
, (0
1 — tan <2>

Substituindo (3.27) e (3.28) na equacéo (3.29), obtemos:

Ld>
2 (
L _ i (3.30)

2r 2
- (3)
2r

Desenvolvendo a equacdo (3.30), podemos encontrar a medida do lado do poligono

Pol,,) em fungdo da medida do lado do poligono Pol,:

La
L__ v
r (La)*
4r?
Ly
L v
2r B 41’2 — (Ld)2
4r?

9 Ver no capitulo 1 a proposigéom
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92 EM BUSCA DA AREA DO CIRCULO

L 4rLy

2r 42— (Ly)?
L(4r* — L3) = 8°Ly

LL%+8r°Ly —4*L =0, (3.31)

que ¢ uma equacdo do 2° grau em L, cujo discriminante €é

A= 64r* +16L%7> > 0 .

Assim, a raiz positiva de (3.31)) é

442 VA2 + 12
L= 4y +2rL 42 + L ’ (3.32)
que corresponde a medida do lado do poligono Pol ().
Portanto, sendo A(AFOG) a érea do tridngulo AFOG, temos
A(AFOG) = OD.GE _ %
. <2r\/4r2 +12— 4r2)
L
A(AFOG) = 5
2( 4 /492 + [2 — D
A(AFOG) = VA Z ) (3.33)

Como o poligono duplicado Pol,, ¢ formado por 2n tridngulos congruentes ao tri-
angulo AFOG, sendo A[Pol (] a area do poligono Pol,,, entdo
_ 2nrA(V4rt + L2 — 2r)

A[POl(zn)] = L (334)

A tabela [3| resume os resultados que obtivemos até aqui no estudo dos poligonos

circunscritos:
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Poligono circunscrito com 7 lados | Poligono circunscrito com 2n lados
— 472 + 2r\/4r2 + 1.2
Lado L 2+ 2rV4r2 +
L
Apotema r r
. L 2nr?(Vart + 12 -2
Area % nr(v/ rL+ r)

Tabela 3: Resumo dos resultados obtidos com os poligonos circunscritos.

Ainda é possivel estabelecer uma relacdo entre o lado ! do poligono inscrito com o

lado L do poligono circunscrito. E o que faremos na préxima subsecao.

3.3.3 Poligonos inscritos e circunscritos e suas relagoes

Estudaremos, agora, os poligonos inscritos e circunscritos de maneira simultdnea no

circulo de raio r e centro O.

Sejam Aq, Ay, As, ..., A, os n vértices do poligono regular inscrito de n lados, de
tal forma que
A1Ay = AyAz=---=A, 1A, =AAL=1.

Sejam By, By, B3, ..., B, os n vértices do poligono regular circunscrito de n lados,
de tal forma que
BiBy=ByB3=---=B,,_1B, =B,B;1 =L

e O, A; e B; sejam colineares, Vi=1,2,3,...,n.

Figura 72: Esboco dos poligonos inscrito e circunscrito de n lados.
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Observe que é possivel construir o poligono circunscrito de n lados a partir do po-
ligono inscrito de n lados, simplesmente tomando-se, por exemplo, By e B, de modo
que O, A1 e B; sejam colineares, assim como O, A; e By, e tal que BB, seja tangente

a circunferéncia de centro O e raio r.

Sejam C o ponto médio do lado A;A;, D o ponto de tangéncia do lado B1B, com a

circunferéncia e 0 a medida do angulo COAs.

Figura 73: Tridngulos AA;O0A, e AB1OB;.

Temos med(OéAz) =90°, pois os pontos O e C pertencem a mediatriz de A1A>.

Também med(ODB,) = 90°, pois o ponto D é ponto de tangéncia do lado B; B, com
a circunferéncia. Logo,

A1A; || BiBy
e entdo
OA,C = OB,D .
Como o tridngulo AA10A; é isdsceles e A1A; || B1B, segue que

OB.D = OA,C = OA,C = OB,D .

Assim, OB,D = OB;D e ODB; = ODB,, donde
DOB, = DOB; .

Portanto, os tridngulos AODB; e AODB, sdo congruentes pelo critério Angulo,

Lado, Angulo - ALA Consequentemente, D é o ponto médio de B1B; e

L
B,D =B1D =~ .
2 1 5

10 Ver no capitulo 1 a proposigéo@
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Como C ¢ ponto médio de A A,, temos:

l
AZCZE.

No tridngulo retdngulo AOCA;, temos:

_AC

tanf = — .
an OC

Sabemos que OC é o ap6tema do poligono inscrito. De acordo com (3.17)), temos:

Varz —1?

OC = 5

Entao,

<Z

<¢m)

N |

tan @

2

L (3.35)

Var? —1

tan @

N

No tridngulo retangulo AODB,, temos:

(L>
_BD \2 L
tan 6 = oD - 7 o (3.36)

Por (3.35)) e ([8.36)), obtemos a seguinte igualdade:

l L
Varr — 2 2r

27l B 2rlN/4r2 — |2
Vir—p | AP

Arquimedes descobriu que havia uma relagdo entre as dreas dos poligonos incritos

L= (3.37)

e circunscritos. E a primeira que apresentaremos € a seguinte:

Teorema 3.4 (Arquimedes - Area do Poligono inscrito com 2n lados). A drea do
poligono inscrito é obtida através da média geométrica das dreas do poligonos inscrito e

circunscrito com a metade do niimero de lados.
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Demonstragdo. Sejam Ai,, Acy), Aip,) as areas dos poligonos inscrito de n lados,

circunscrito de n lados e inscrito de 2n lados, respectivamente.

Ai(zn) =4/ Ai(n).AC(n)

Por (3.19),(3.25) e (3.23) temos:

Mostraremos que

Pelo resultado obtido em (3.37)), também, temos que

_ 2rlv/4r? — 12

L
4r2 — 12

Mas,
) niv/4r2 — 2 nLr
Al(n).AC(n) = f T

. nlv/ar2 — 12\ /nr
Al(n).AC(n) = <4) (7) L
n?1%r?

4

Ai(n).AC(n) =

Logo,

. nlr .
Aig-Acqr) = - = Al - (3.38)

A segunda relacdo descoberta por Arquimedes € o seguinte.

Teorema 3.5 (Arquimedes - Area do Poligono circunscrito com 2n lados). A drea
do poligono circunscrito com 2n lados € obtida através da média harmoénica das dreas do

poligono inscrito com 2n lados e do poligono circunscrito com n lados.

Demonstragdo. Sejam Ac(pyy, Acw), Aipy as dreas dos poligonos circunscrito de 2n

lados, circunscrito de n lados e inscrito de 2n lados, respectivamente.
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Mostraremos que ‘
Z.AC(n) .Al(zn)

A = .
c(zn) AC(n) + Ai(zn)

Por (3.34)), (3.25) e (3.23), temos:

2nr?(V4r? + L2 — 2r)

Acon) = I
Acq = %L
Ay = ”7” .
Segue de que
2L 2rLVA2+ 12
Varz 12 4r2 + 12
Assim,
Aigp) = %ﬂ

A _(nr 2Lr
i = (%) Varr 1 [2

A nLr?
e T i
Observe que
. nrl.  nLr?
2ACw-Algn = 2757
2,372
) n-.r°.L
2. Ac(ny. Aoy Varz+ 12
Além disso,
. nrL nLr?
Acw+ Ay = "3+ s
‘ nrLv/4r2 + L2 + 2nLr?
Aco + Aty = 2V/42 + 12

Por (3.41) e (3.42), temos:

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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23 12
2.Acqy- Ay _ <¢m)
Ac(p) + Al nrLvV4r2 + L2 + 2nLr?
( 2V4r2 + 2 )
2. Acny- Ay 2nr’L
Acm) + Ay 2r+V4ar2 + 12

Z.AC(H).Ai(Zn) 21’11’2(\/ 4r2 4+ 12 — 27’)

AC(n) + Ai(zn) L

Z.AC(H).Ai(QH)

— = A 3.43

AC(H) + Al(zn) Can) ( 43)
O

As relacoes ([3.4) e (3.5) descobertas por Arquimedes nos diao duas féormulas de
recorréncias eficazes para o calculo das areas do poligonos inscrito e circunscrito, e
assim, com o método da exaustdo, obtemos um algoritmo para o célculo aproximado

da drea do circulo.

A relagdo dos perimetros dos poligonos inscritos e circunscritos

Arquimedes também encontrou uma relacdo entre os perimetros dos poligonos ins-
critos e circunscritos. Para apresentarmos essa relacdo, primeiro iremos calcular os
perimetros dos poligonos com n lados inscritos e circunscritos no circulo de raio r.
E, na sequéncia, calcularemos os perimetros dos poligonos com 2n lados inscritos e

circunscritos.

Sendo p, o perimetro do poligono regular de n lados inscrito no circulo de centro O
e raio r, entdo
pn=n.l. (3.44)

Sendo p(,,,) 0 perimetro do poligono regular inscrito de 2n lados, como o lado deste
poligono inscrito mede, por ([3.20), V212 — 1/4rZ — I2 temos:

Pen) = 211.\/2r2 —rV4r2 — |2 (3.45)

Se P, denota o perimetro do poligono regular circunscrito de n lados, entao

P,=n.L. (3.46)
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Se Py, denota o perimetro do poligono regular circunscrito de 2n lados, como o

—4 2 274 /4 2412
lado deste poligono circunscrito mede, por (3.32)), T rL i , entao
2rL
Pop = (1) ——————
e 2 + V42 + [2

P = 4nrL _2n.(—4r7 + 2rv4r2 + [2)
e e Varr T 2 L

Com os cdlculos desses perimetros, Arquimedes chegou a descoberta dos seguintes

(3.47)

resultados:

Proposicdo 3.6 (Arquimedes - Perimetro do poligono inscrito com 2n lados). O
perimetro do poligono inscrito com 2n lados € obtido através da média geométrica do

pertmetro do poligono inscrito de n lados com o perimetro do poligono circunscrito de 2n

Pen = \/Pn-Pan) - (3.48)

Demonstragdo. Pela equacdo (3.45)), temos que:

Pen) = 2n.\/2r2 — 4z — 12,

lados. Isto é,

Assim,
(Pam)* = 4n*.(2r* —r/4r2 — 12) . (3.49)
Por (3.44)) e (3.47), temos
4nrL
Poy =), ———————
Pu-=m 2r + V4r2 + 2
isto é,
4n?rIL
Poy= —— (3.50)
Prten = Vi< 2
Mas, por (3.37),
2rl
L= —u—.
4r2 — ]2
Consequentemente,
4n?rl 2rl
2 _ |2
pn-Pon) = & i -
2r ey farz s A
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8n2r2]2
B Var2 — 2
Pn-P(Zn) = >
2rv/4r? — 12 + 4y
Varz —1?
P = 8n2r2]>
Pn-Zan) 2rv/4r2 — 12 + 472
4n?r]?

Pn-Fem = VA4r2 — 12+ 2r

pr-Fam = <\/4r2 —12+2r
4n?rI2.(V4r2 — 12— 2r)

(4r? — 12) — 4r2

Pun-Pany = —4n*r(—2r + /412 — 12)

4n?rl? > (\/m —2r

Pu-Pony =

pn-Pon = 412,217 — r\/412 — I2)
Por (3.49) e(3.51), obtemos:

pn-P(Zn) = (p(Zn))2

Peny = 1/ Pn-Pan) -

isto é,

VA4r2 — 12 —2r

)

(3.51)

(3.52)

O]

Proposicao 3.7 (Arquimedes - Perimetro do poligono circunscrito de 21 lados). O

pertmetro do poligono circunscrito de 2n lados € obtido através da média harmoénica dos

perimetros dos poligonos inscrito e circunscrito com a metade do ntimero de lados. Isto €,

2P,.py
Py +pu

@n) =

Demonstracdo. Por (3.44) e (3.46)), temos que

2.Py.py = 2(nL).(nl) = 2n°Ll .

Substituindo a equacgao (3.39) na equacao ([3.54), obtemos:

2Lr
2P,p, = 2n*L ()
npn VarZ + 12

(3.53)

(3.54)



isto é,

Também temos que

Assim,

isto é,

3.3 METODO DE ARQUIMEDES

An?l2r
2P = (3.55)
P V4r? + L2
2Lr
P,+p,=nL+nl=n|L+ ——mw—] . (3.56)
n P < V4ar? + L2>
4n?L2r

2Pupn _ Var2 + 12
Py + py n<L+ 2Lr )

Var2+ 12
2Pupn 4nl2r
Pu+pn  L(V&2+L2)+2Lr
2Pypn 4nrL
Putpn  2r+VArZ+ 12
;nP:;;:n = Po . (3.57)
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APLICACOES E ATIVIDADES

Em alguns livros didaticos ou apostilas de alguns sistemas de ensino, férmulas e teo-
remas sdo apresentados sem demonstracdo ou estimulo para o uso da deducio légica.
Trata-se assim de uma Matemadtica sem significado e de dificil aceitacdo por parte dos
alunos. Compreendendo essa problemdtica da Educacéo, pretendemos neste capitulo
propor atividades que estimulem o aluno a investigacdo de resultados ja conhecidos,
como o cdlculo da drea do circulo. Dessa vez, ndo por uma linha metodoldgica de

férmulas, mas por um caminho pratico e dedutivo.

Comecaremos com atividades que retomam o ensino de desenho geométrico e na
sequéncia pretendemos aplicar os conhecimentos apresentados no capitulo 3 na resolu-
cdo de problemas. No final deste capitulo, apresentamos uma proposta de intervencao

didatica com a aplicacdo de dois projetos.

4.1 ATIVIDADES DE CONSTRUGAO COM REGUA E COMPASSO

Nesta secdo, propomos atividades de construcao com régua e compasso em relacio a
alguns resultados apresentados nessa dissertacdo. Para essas construcoes, utilizaremos

o software de geometria dinamica GeoGebra

1 Outros softwares de geometria dindmica também podem ser utilizados na execucéo dessas atividades.
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Atividade 1. Construa com régua e compasso um hexdgono regular com lado de medida

dada igual a 5.

Resolucdo 1. 1. Trace uma circunferéncia com centro num ponto O e raio 5. Seja A

um ponto qualquer desta circunferéncia.

/\
\/

Figura 74: 1°Passo - Circulo com centro O passando em A.

2. Trace uma circunferéncia com centro em A passando em O, encontrando, assim, os

pontos de interseccdo B e C entre as duas circunferéncias construidas.

7SN
AV

Figura 75: 2°Passo - pontos de interseccdo B e C.

3. Trace uma circunferéncia com centro em B passando em A, e outra com centro em
C passando em A. Obtemos assim mais dois pontos de interseccdo D e E, como
ilustrado na figura

Figura 76: 3°passo - pontos de intersec¢do D e E.
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4. Trace uma circunferéncia de centro em D passando em B, obtendo o ponto de inter-
seccdo F, como ilustrado na figura

Figura 77: 4°passo - ponto de intersecéo F.

5. Trace os segmentos de reta AB, BD, DF, EF, CE, e AC. Obtemos o hexdgono
regular ABDFEC, com lado medindo 5.

/ / \ \

Figura 78: 5°passo - hexdgono regular ABDFEC.

Atividade 2. Justifique a construgdo feita na Atividade
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Resolucdo 2. Por construgdo, os pontos A, B,C, D, E, F pertencem a circunferéncia de

centro O que passa por A, de modo que

OA=0B=0C=0D=0E=0F=5.

Além disso, por construgdo, AB=AC =0A =5, BD =0B =5, CE =0C =5. Assim,
os tridngulos ANOAB, ANOAC, ANOBD, ANOCE e AODF sdo equildteros e congruentes,
pelo caso LLL.

Além disso, como
med(EOC) + med(COA) + med(AOB) = 60° +60° + 60° = 180°
entdo O? e O? sdo semirretas opostas. E como
med(AOB) + med(BOD) + med(DOF) = 60° + 60° + 60° = 180°

entdo O7i e O? sdo semirretas opostas.

Consequentemente, EOF e AOB sdo dngulos opostos pelo vértice, de modo que med(E@F )=
60°. Como OF = OE = 5, temos assim que o tridngulo AEOF ¢ equildtero e congruente
aos triangulos NOAB, NAOAC, AOBD, AOCE e AODF.

Segue que AB = BD = DF = FE = EC = CA e ABD = BDF = DFE = FEC =
ECA = CAB.

Portanto, o hexdgono ABDFEC ¢é regular e estd inscrito na circunferéncia de centro O.

D _--—-5---B

Figura 79: Hexagono regular ABDFEC.
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Construgées Bdsicas: Mediatriz e Bissetriz.
Exemplo 4.1 (Construcao da Mediatriz de um segmento dado). Dado um segmento
de reta AB, encontre a reta m mediatriz de AB.

Construcao:

1. Trace uma circunferéncia com centro em A passando em B.

2. Trace uma circunferéncia com centro em B passando em A.

3. Obtemos dois pontos de intersec¢do, C e D.

4. Trace a reta que passa pelos pontos C e D. Essa serd a reta m mediatriz do

segmento de reta AB.

Figura 80: Mediatriz m.

Observacdo 4.1.1. Por construgdo, temos (na Figura[80) que CA = CBe DA = DB, de
modo que C e D equidistam de A e B.

Assim, os pontos C e D pertencem a mediatriz de AB, que é uma reta. Como por C e

D passa uma unica reta, entdo CD ¢é a reta mediatriz de AB.

Exemplo 4.2 (Construcio da Bissetriz de um 4ngulo dado). Dado um angulo ABC,

determine sua bissetriz.
Construcao:
1. Trace uma circunferéncia A com centro em B com raio qualquer.
2. Marque os pontos de intersec¢do D e E, tal que {D} = BANAe {E} = BENA.

3. Siga os passos indicados no exemplo e trace a mediatriz r do segmento DE.
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A bissetriz do angulo ABC é a semirreta lﬁ’, com P € r qualquer e P pertencente ao

interior do angulo ABC.

Figura 81: Bissetriz do 4ngulo ABC.

Observacdo 4.1.2. Note que B € r, pois, por construgdo, BD = BE. Sendo M o ponto
médio de DE, temos que M € r, de modo que B, M e P sdo colineares. Além disso, os
tridngulos AMDB e ANMEB sdo congruentes, de onde segue que DBM = EBM.

Figura 82: Bissetriz r.
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Observacao 4.1.3. Observe também que se Y é um ponto qualquer da bissetriz do dngulo
ABC entdo
d(Y, BA) = d(Y, BC) .

De fato, sejam H e I as projecdes ortogonais de Y sobre, respectivamente, as semirretas
BT‘; e B% Assim, YHB = YIB. Como Y é um ponto da bissetriz do dngulo ABC entdo
YBH = YBI.

Figura 83: Construcio dos segmentos HY e IY.

Sabendo que a soma dos dngulos internos de um tridngulo vale 180°, obtemos que

BYH = BYI.

Como YBH = YBI, BYH = BYI e BY é lado comum para os tridngulos ABYH e

ABY]I, pelo critério de congruéncia ALA, concluimos que
ABYH = ABYI

Portanto,
HY =1Y.

Atividade 3. Dado um hexdgono regular ABCDEF, trace a circunferéncia circunscrita a

ele.

Resolucdo 3. 1. Considere o hexdgono regular ABCDEF.
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2. Trace a mediatriz r do lado AB.
3. Trace a mediatriz s do lado BC.
4. Seja {G} =rNs, que existe pois, caso contrdrio A, B e C seriam colineares.

5. Trace a circunferéncia com centro em G passando em A.

Figura 84: Hexagono regular inscrito.

Atividade 4. Justifique a construgdo feita na atividade [3}

Resolucdo 4. O ponto G € circuncentro do tridngulo A ABC pois as mediatrizes de um

tridngulo se encontram em um tnico ponto, conforme a proposi¢do Assim,

AG=BG=CG.

Logo, o tridngulo ABGC € isdsceles, donde segue que GBC = GCB. Como o hexdgono
¢ regular sabemos que
BC=CD

med(ABC) = med(BCD) .

Assim,
GBA=GCD.

Como GC = GB, GBA = GCD e CD = AB, concluimos que os tridngulos AGBA e

AGCD sdo congruentes pelo critério LAL. Consequentemente,

GB=GD.
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Figura 85: Hexagono regular inscrito.

Analogamente, mostra-se que F pertence a circunferéncia que passa por A, B e C.

Agora, observe que DE = BC, pois sdo os lados do hexdgono regular, GD = GB, pois
B e D pertencem a circunferéncia de centro G que passa por A. Segue da congruéncia dos
dngulos internos do hexdgono regular ABCDEF que GDE = GBC. Assim, os tridngulos
AGBC e AGDE sdo congruentes, donde segue que GE = GC.

Portanto, E pertence a circunferéncia de centro G que passa por A,B,C,D e F.

Atividade 5. Dado um hexdgono regular ABCDEF, trace o circulo inscrito a este poli-

gono.

Resolucdo 5. 1. Considere um hexdgono regular ABCDEF.

2. Trace a mediatriz r do lado AB.

3. Marque os pontos de interseccio G e H, tais que {G} =rN ABe {H} = rN DE.
4. Trace a mediatriz s do lado BC.
5

. Marque os pontos de interse¢do I, | e K, tal que {I} = sNBC, {J} =sNEFe
{K} =rnNs.

Trace a mediatriz t do lado CD.

IS

7. Marque os pontos de intersec¢do L e M, tais que {L} =t N AF e {M} =t N CD.

8. Trace a circunferéncia com centro em K passando em G.
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Figura 86: Hexdgono regular circunscrito.

Atividade 6. Justifique a construgdo feita na atividade 5]

Resolugdo 6. O ponto K pertence a intersecgdo das mediatrizes r e s (veja a figura [86)).
Assim, conforme o resultado obtido na atividade |4} temos que K é o centro da circunferén-

cia que circunscreve o poligono regular ABCDEF. Logo,

AK=BK=CK=DK=EK=FK.

Pelos resultados obtidos nas atividades[1|e[2] sabemos que o hexdgono regular ABCDEF

é formado por 6 tridngulos equildteros congruentes, isto é,

AAKB = ABKC = ACKD = ADKE = AEKF = AFKA

Consequentemente, as alturas dos tridngulos equildteros congruentes sGo também con-

gruentes, o que resulta em
GK=IK=MK=HK=]JK=LK.
Assim, a circunferéncia que tem centro em K e que passa pelo ponto G também passa
pelos pontos de tangéncia I, M,H, | e L.

Atividade 7. Dado um hexdgono regular ABCDEF inscrito num circulo, construa com

régua e compasso um poligono regular com 12 lados inscrito no mesmo circulo.
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Resolucdo 7. 1. Repita a construgdo realizada na atividade [3|e obtenha o hexdgono

regular ABCDETF inscrito no circulo A de centro O e raio AO.
2. Trace a reta r mediatriz de AB.
3. Trace a reta s mediatriz de BC.
4. Trace a reta t mediatriz de CD.
5. Marque os pontos de intersecdo G e H, tais que {G,H} = r N A.
6. Marque os pontos de intersecdo I e |, tal que {I,]J} =sNA.

7. Marque os pontos de intersecdo K e L, tal que {K,L} =tNA.

Figura 87: Construcgéo do poligono regular de 12 lados.

8. Trace o poligono AGBICKDHE]FL.

Figura 88: Poligono regular AGBICKDHE]JFL

Atividade 8. Dado um hexdgono regular ABCDEF circunscrito num circulo, construa

com régua e compasso um poligono regular com 12 lados circunscrito no mesmo circulo.
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Resolucdo 8. 1. Repita os procedimentos na atividade |5|e construa o hexdgono regu-

lar ABCDEF circunscrito ao circulo A de centro O.

2. Marque os pontos de tdngéncia |, K,L, M, N e P, tais que | € AB, K € BC,
LeCD, M eDE, NcEFeP e AF.

3. Trace a reta suporte r da bissetriz do dngulo BOJ.
Trace a reta suporte s da bissetriz do dngulo AO].
Trace a reta suporte t da bissetriz do dngulo BOK.
Trace a reta suporte u da bissetriz do dngulo COK.

Trace a reta suporte v da bissetriz do dngulo COL.

® N & A

Trace a reta suporte w da bissetriz do dngulo DOL.

N\ \ / 7

\ / /7
N
N \U C /u 7/
\

Figura 89: Construcdo do poligono regular circunscrito com 12 lados.

9. Marque os pontos de intersec¢do das retas suportes dessas bissetrizes com a circun-

feréncia A.
10. Trace retas tangentes a circunferéncia A no pontos obtidos no passo anterior.

11. Os pontos de intersec¢do determinados pelas retas tangentes tracadas no passo an-

terior sdo os veértices do poligono regular de 12 lados.
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Figura 90: Poligono regular circunscrito com 12 lados.

4.2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Atividade 9. Calcule a drea do hexdgono regular inscrito no circulo de raio 1.

Resolucdo 9. Considere o hexdgono regular ABCDEF inscrito no circulo de centro O e
raio OA = 1.
Sabemos que o hexdgono regular ABCDEF ¢é formado por 6 tridngulos congruentes ao
triangulo AAOB.
Seja A[Polg] a drea do poligono regular ABCDEF e seja A(AAOB) a drea do triangulo
AAOB, assim temos:

AlPolg] = 6.A(AAOB) .
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Figura 91: Hexdgono regular inscrito ABCDEF.

Observe que o triangulo /A AOB ¢ equildtero, assim:

A(ANAOB) = %.AO.BO.sen 60° = ;.1.1.? ,
isto €,
A(ANAOB) = \f .
Assim,
AlPolg] = 6.\4@ = 3\2@ .

Atividade 10. Calcule a drea do hexdgono regular circunscrito a um circulo de raio 1.

Resolucdo 10. Considere o hexdgono regular ABCDEF circunscrito a um circulo de

centro O e raio OM = 1, tal que M é ponto médio do segmento AB.

O hexdgono ABCDEF é formado por 6 tridngulos congruentes ao tridngulo equildtero
AAOB. Seja A[Polg] a drea do poligono regular ABCDEF e seja A(AAOB) a drea do
tridngulo A AOB. Assim, temos:

A[Polg] = 6.A(ANAOB) .
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Figura 92: Hexdgono regular circunscrito ABCDEF.

Observe (ver Figura que o tridngulo N AOB por ser equildtero, € tal que sua altura

OM pertence a bissetriz do dngulo AOB, donde segue que

med(AOB) = 30° .

Assim, no triangulo retdngulo AOMB, temos:

oM
cos30° = OB -
Logo,
OB = % = AB
3
A drea do triangulo A AOB ¢é dada por
ABOM _ 3

A(MAOB) = = 3

Dessa forma, a drea do hexdgono regular circunscrito ABCDEF ¢€ igual a

A[Polg] = 6.\3@ =2V3.

Observacdo 4.2.1. Tomando como referéncia os resultados obtidos nas Atividades[9]e

sendo A, a drea do circulo de raio 1, entdo temos:

3v3
\2f<AC<2\f3.
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Atividade 11. Calcule a drea do dodecdgono regular inscrito no circulo de raio 1.

Resolucdo 11. No capitulo 3 desta dissertagdo, foi apresentado o seguinte resultado ob-

Ai(Zn) =4/ Ai(n).AC(n)

tido por Arquimedes:

onde
e Aiy,): a drea do poligono inscrito de n lados.
e Acy: a drea do poligono circunscrito de n lados.
o Aiyy: adrea do poligono inscrito de 2n lados.

Pelos resultados obtidos nas atividades [9] e [10] temos:

. 33
Al = ——,

2
AC(6) = 2\/§ .

Sendo Ai(1y) a drea do dodecdgono regular inscrito no circulo de raio 1, temos:

Ai(lz) =4/ Ai(6).AC(6)

isto ¢é,
) 3v3
Al(u) = {2\/5
resultando em
Ai1p=3.

Observacdo 4.2.2. Poderiamos resolver a atividade |11|de outras maneiras, como a se-

guir.

Considere o dodecdgono regular ABCDEFGHIJKL inscrito no circulo de centro O e
raio OA = 1. Este dodecdgono por ser regular é formado por 12 tridngulos isdsceles e
congruentes ao triangulo A AOB. Assim,

360°

B =30".

med(A@B) =



4.2 RESOLUGAO DE PROBLEMAS 119

Figura 93: Dodecdgono regular inscrito.

Sendo A(AAOB) a drea do triangulo /AAOB, entdo

A(AAOB) = %.OB.OA.sen 30° = i .

Sendo A[Polq;] a drea do dodecdgono regular ABCDEFGHIJKL, temos:

A[Pol}p] = 12.A(AAOB) = 12% =3.

Observe, assim, que chegamos ao mesmo resultado apresentado na atividade
Atividade 12. Calcule a drea do dodecdgono regular circunscrito ao circulo de raio 1.

Resolucdo 12. Por[3.5] temos:

2.AC(6).Ai(12)
AC(6) + Ai(lz) !

Acip) =
onde
e Ac): a drea do poligono circunscrito de 12 lados.
e Ac): a drea do poligono circunscrito de 6 lados.

e Ai(1p): a drea do poligono inscrito de 12 lados.

Pelos resultados obtidos nas atividades [10]e[11} temos:
AC(6) = 2\@ .

Ay =3.
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Logo,

Atividade 13. Com os resultados obtidos nas atividades [10]e [11] estime um valor apro-
ximado para a drea do circulo de raio 1 (Dica: utilize o modelo de comparagdo utilizado
na observagdo [4.2.1).

Resolucdo 13. Seja A; a drea do circulo de raio 1. Pelos resultados obtidos nas atividades

[10|e[11] sabemos que
Ai(lz) <A< AC(12) ,

isto €,
3<A.<24—12V3.
Tomando uma aproximagdo de duas casas decimais, 24 — 12+/3 ~ 3,22, assim,

3<A<3,22.

Atividade 14. Com base nos resultados e nos procedimentos que foram tomados nas
resolugdes das atividades[8) [9} [10| e [11] podemos acreditar que estamos ficando cada vez

mais perto da verdadeira drea do circulo de raio 1? Justifique a sua resposta.

Resolucdo 14. Essa é uma resolugdo que pode ser dada de muitas maneiras. O impor-
tante € conter na resposta, de maneira implicita ou explicita, o método da exaustdo como

procedimento.

Atividade 15. Considerando poligonos inscritos e circunscritos no circulo de raio 1, faca

os devidos cdlculos e complete a tabela a seguir:

Ntmero de Lados | Area do poligono regular inscrito | Area do poligono regular circunscrito

6

12

24

48

96

Tabela 4: Tabela com as areas do poligonos inscritos e circunscritos.
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Com esta atividade, podemos obter aproximacdes para 71, pois conforme tratamos
no capitulo 3, a razdo da area do circulo pelo seu raio ao quadrado gera uma constante

de proporcionalidade ﬂ Assim, considerando um circulo de raio 1 e drea A., teremos

Ac

1z

em que 7t é uma constante de proporcionalidade. Ou seja, temos

A.=1.

A Atividade[15|tem por objetivos mostrar para o aluno como obter uma aproximacéo
para o numero 7t pelo Método de Arquimedes. Também, oferecer uma melhor compre-
ensdo do Método da Exaustdo, e com isso, um melhor entendimento do processo de
aproximacéo de dreas de poligonos inscritos e circunscritos. E possivel também, com
o Método de Arquimedes, compreender de uma maneira mais clara como o Infinito é

uma ferramenta importante para a demonstracdo de teoremas.

Para finalizarmos este capitulo, na préxima secdo, apresentaremos alguns projetos
que podem ser executados em sala de aula. Alguns desses projetos foram retirados da

referéncia [3]].

4.3 PROJETOS

4.3.1 Projeto 1

Os alunos devem se reunir em grupos para realizar uma pesquisa que responda as
perguntas a seguir. Nessa pesquisa, os alunos devem achar fontes bibliogréficas e, ao

final do projeto, devem apresentar para a turma os resultados obtidos.
1. Quem foi Arquimedes?

2. Arquimedes viveu em Siracusa, na ilha da Sicilia. Como era Siracusa por volta

de 240 a.C.? Como Arquimedes participava da vida da cidade?
3. O que é um numero irracional? Como eles surgiram?
4. O numero 7 é irracional? Por qué?

5. Como o numero 7t contribui atualmente para o avanco da tecnologia?

2 essa constante de proporcionalidade é o niumero 7t .
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4.3.2 Projeto 2

Os alunos devem se reunir em grupos para realizar uma pesquisa que responda as
perguntas a seguir. Nessa pesquisa, os alunos devem achar fontes bibliogréficas e, ao

final do projeto, devem apresentar para a turma os resultados obtidos.

1. O que € o Infinito Real e o Infinito Potencial? Dé exemplos.
2. Quem foi Georg Cantor?
3. Quais foram as principais descobertas realizadas por Georg Cantor?

4. Escreva um texto comparando e contrastando o conceito matemadtico de infinito
com a ideia de infinito como ela ocorre em alguma outra area ou é vista de outro
ponto de vista. Use qualquer fonte que desejar, mas lembre-se de creditar as

ideias e afirmacoes dizendo de quais fontes foram tiradas.

5. Encontre, escreva e esteja preparado para apresentar ou explicar uma demons-

tracdo de pelo menos um dos seguintes fatos estabelecidos por Cantor:

a. O conjunto dos numeros racionais é do mesmo tamanho que o conjunto dos

numeros naturais.

b. O conjunto dos nimeros reais ndo € do mesmo tamanho que o conjunto dos

naturais.

c. Nenhum conjunto é do mesmo tamanho que o conjunto de todos os seus
subconjuntos. (Isso implica que hd infinitos tamanhos diferentes de conjun-

tos infinitos!)
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