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Resumo

O foco principal deste trabalho é o estudo das Cadeias de Markov e das Cadeias de
Markov Ocultas. As cadeias de Markov fornecem uma forma prdtica para o estudo de

conceitos probabilisticos e matriciais.
Procuramos utilizar de forma contextualizada a aplicacdo do produto e poténcia de

matrizes associados ao software Geogebra.
Além dos exemplos, estdo contidas questoes de aprendizagem, sempre com objetivo

de torna-los aliados e valiosos ao aprendizado referente a este tema.

Palavras-chave: Cadeias de Markov Ocultas, Cadeias de Markov, Probabilidades






Abstract

The main focus of this work is the study of Markov Chains and the Markov Hidden
Chains, which in turn brings the study of probabilistic and matrix concepts into prac-
tice.

We seek to use in a contextualized way the application of the multiplication and po-
tency of matrices associated to the software Geogebra.
In addition to the examples, are contained learning issues, always with the goal of

making them allies and valuable to the learning related to this theme.

Keywords:Markov Hidden Chains, Markov Chains, Probabilities
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Introducdo

O propésito deste trabalho é apresentar os conceitos, bem como propriedades e tam-
bém a resolucgédo de algumas situacdes-problema envolvendo Cadeias de Markov, e em
especial as Cadeias de Markov Ocultas, representadas por H M M. Para a realizacdo
deste proposito, além da abordagem do citado anteriormente, fizemos uso do software
Geogebra, visando obtencdo de resultados com maior precisao e rapidez.

Este trabalho aborda as Cadeias de Markov, que por sua vez faz uso de conceitos ,
propriedades e demonstracdes de Probabilidades , Matrizes e Sistemas Lineares. Em
relacdo ao estudo das probabilidades, a maioria dos casos sdao constituidos de proba-
bilidades condicionais, nunca descartando a hipdtese ou situacoes de outros cédlculos
probabilisticos.

Quando se aborda o estudo de probabilidades, a importancia do mesmo vai além da
aprendizagem esperada em tal contetido. Trabalhar, quando possivel, de forma pratica
e contextualizada o relacionamento entre probabilidades e matrizes, proporciona um
rico aprendizado composto por abstracdo e dinamizacgao da aplicabilidade de matrizes
a assuntos relacionados ao cotidiano. Neste trabalho, a abordagem das Cadeias de
Markov comeg¢a com um breve histérico a respeito do matematico que a desenvolveu,
seguindo suas teorias, propriedades e demonstracoes, entre elas, matriz de transi-
cdo de estados, diagrama de transicao de estados, probabilidade limite, equacdes de
Chapmman-Kolmogorov, chegando por sua vez as Cadeias de Markov Ocultas.

Dentre tantas importantes utilizacdes das Cadeias de Markov, destaca-se a resolucao
de situacOes-problema envolvendo Teoria das Probabilidades, e em especial os proces-
sos estocasticos que sdo processos que evoluem no tempo de maneira probabilistica.
No capitulo 1, ocorre a abordagem do estudo da teoria dos Conjuntos e Probabilida-
des em espacos amostrais equiprovaveis. No capitulo 2, a abordagem do teorema da
probabilidade total. Nos capitulos 3 e 4, as cadeias de Markov e as cadeias de Mar-
kov Ocultas, finalizando com atividades sugeridas a serem desenvolvidas em salas de
aulas, compostas por situa¢des-problema de forma contextualizada, com o objetivo de

favorecer a aprendizagem e o conhecimento a respeito do tema abordado.






1 Probabilidades

1.1 Introdugdo aos conjuntos

Nesta secdo, ha uma sucinta descricao das principais nocoes da teoria dos conjuntos,
servindo como prévia base para o estudo das teorias das probabilidades e Cadeias de
Markov.

O agrupamento de objetos com caracteristicas comuns constitui a formacdo de um
conjunto, que independente de suas apresentagdes, os mesmos sdo chamados de ele-
mentos ou membros do conjunto.

Os nomes dados aos conjuntos sdo representados geralmente por letras maitisculas
do nosso alfabeto, e os elementos por letras mintsculas. As duas formas em que se
pode descrever um conjunto, podem ser:

e Propriedade dos elementos: E utilizada quando se pretende representar os elemen-
tos sem escrevé-los individualmente, para isso, escreve-se todos os elementos em uma

Unica propriedade caracterizada, genericamente descreve-se:{ x|x tem a propriedade

P}

Exemplo 1.1.
a) {x|x é divisor inteiro de 3 } é uma maneira de indicar o conjunto :{-1;1;-3;3 };
b) {x|x é inteiro e 0<x<500} pode ser indicado por: {0;1;2; ... ;500}.
e Enumeracdo dos elementos: Quando um conjunto é dado pela enumeracao de
seus elementos, devemos indica-lo escrevendo seus elementos entre chaves. Essa no-

tacdo também é empregada quando o conjunto € infinito, escreve-se alguns elementos

que evidenciam a lei de formacdo com a utilizacdo de reticéncias.

Exemplo 1.2.

a) Conjunto dos nimeros impares positivos: {1,3,5,7,... }
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b) Conjunto dos numeros primos positivos: {2,3,5,7,11,13,... }

Conjuntos unitario e vazio

Chama-se conjunto unitario aquele que possui um tinico elemento.

Exemplo 1.3.

a) Conjunto dos divisores de 1, inteiros e positivos: {1}

b) Conjunto das solucoes da equacdo 3z +1 =10 : {3}.

Chama-se conjunto vazio aquele que ndo possui elemento algum. O simbolo usual
para o conjunto vazio é o &.
A obtencdo de um conjunto vazio ocorre quando se descreve um conjunto por meio de

uma propriedade P logicamente falsa.

Exemplo 1.4.
a) {x|x#x} =0

b) { x|x é impar e multiplode 2 } = &

o) {x|]x>0ex<0} =0

Conjunto Universo

No desenvolvimento de um tema em Matemadtica, o conjunto universo represen-
tado por U, é aquele que engloba todos os elementos utilizados na abordagem de tal
assunto. Este conjunto, que por sua vez traz caracteristicas distintas em relacdo ao
conjunto vazio, possui uma definicdo relativa associada a situacdo do assunto estu-
dado, ou seja, ele pode mudar de acordo com o contexto.

Ao descrevermos um conjunto através da propriedade dos elementos, considerando
uma determinada propriedade por P, é importante fixar o conjunto universo U em que
se estad trabalhando, desa forma escreve-se: { x € U | x possui a propriedade P }.



1.1 Introducdo aos conjuntos

Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos A e B sdo iguais quando todo elemento de A pertence a B e, reci-
procamente, todo elemento de B pertence a A. Simbolicamente € representado por:

A=Bs&eVrxcAszeB

1.1.1 Unido e Intersecdo de Conjuntos

Considerando dois conjuntos A e B, chama-se uniao de A e B o conjunto formado

pelos elementos que pertencem a A ou a B.

AUB={x|x€Aoux € B}

Para que haja existéncia da unido de dois ou mais conjuntos, é necessario que o0s
elementos pertencam a pelo menos um dos conjuntos.
Propriedades da unido conjuntos:
Para A, B e C conjuntos quaisquer, sdo validas as seguintes propriedades:

1. AU A = A (idempotente)

2. AU @ = A ( elemento neutro)

3. AUB =B U A ( comutativa)

4. (AUB)UC =AU (BUQ) (associativa)

Considerando dois conjuntos A e B, chama-se intersecdo de A e B 0 conjunto

formado pelos elementos que pertencem a A e a B.
ANB={x|x€AexeB}

Para que haja existéncia da intersecdo de dois ou mais conjuntos, é necessario que os
elementos pertencam aos conjuntos envolvidos simultaneamente.

Propriedades da Intersecdo de conjuntos

Para A, B e C conjuntos quaisquer, sao validas as seguintes propriedades:
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e 12) AN A= A (idempotente )

e 28 AN U = A ( elemento neutro )

e 33) AN B = BN A (comutativa )

e 4 AN(BNC)=((ANB)NC (associativa )

Ainda, em relacdo a intersecdo de dois conjuntos, quando ocorrer o conjunto va-
zio, diz-se que tais conjuntos sdo disjuntos. Neste caso, considerando dois conjuntos

quaisquer A e B, pode-se escrever:

ANB=g

1.1.2 Complementar de um conjunto

Considerando um conjunto A, seu complementar representado por A é aquele cons-
tituido por todos os elementos que ndo estdo contidos em A, porém, estdo no conjunto
universo.

A= {a|z ¢ A}

Exemplo 1.5. Supondo U = { 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;}, A = { 1;2;3;4} e B =
{3;4;5;6}, analisando os conceitos de unido, intersecdo e complementacdo de con-

juntos, pode-se verificar que:
A={56;7;8;9; 10}
B=1{1;2;7;8;9; 10}
AUB={1;2;3;4;5;6}
ANB={3;4}

Proposicdo 1.1. Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, as seguintes propriedades valem

para a inter-relagdo da unido, intersecdo e complementar de um conjunto:

e AU(BNC)=(AUB)N(AUC)



1.2 Anadlise Combinatdria

AN(BUC)=(ANBI)U(ANC)

e AN =0

e AU =A

e (ANB)

&

AU

e (AUB)

&

AN

[ ]
||

= A

1.2 Analise Combinatéria

Considerando um determinado conjunto ndo-vazio com uma quantidade n de ele-
mentos, a Andlise Combinatoria através de métodos, faz com que seja possivel a con-
tagem do numero de agrupamentos desse considerado conjunto.

A abordagem, ndo detalhada, do estudo de Andlise Combinatéria neste trabalho tem
importante papel para o célculo do nimero de elementos de eventos, experimentos e
espacos amostrais das Probabilidades que possam ocorrer no decorrer do mesmo.
Utilizando a notacdo matemadtica n(A) para indicar o nimero de elementos de um
conjunto A, e analogamente este conceito de notacdo a qualquer ou quaisquer outros
conjuntos, seguem alguns exemplos:

1°) A é o conjunto de niimeros de dois algarismos distintos formados a partir dos di-
gitos 1, 2 e 3.

A=1{12,13,21,23,31,32}; n(A) = 6

2°) T é o conjunto das sequéncias de letras que se obtém, mudando a ordem das letras
da palavra RUA (anagramas da palavra RUA).

T = { RUA, RAU, URA, UAR, ARU, AUR } ; n(B) = 6

Principio Multiplicativo

Proposicdo 1.2. Sendo os conjuntos A = { ai, ag, ..., a, } € B = { by, ba,..., by },
o nimero de pares ordenados (a;, b;), oriundos desses conjuntos, pode ser obtido pelo

produto m.n, em que a; € Aeb; € B.
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Demonstragdo. Fixando o primeiro elemento do par ordenado e fazendo variar o se-

gundo elemento, numa quantidade de m linhas tem-se:

(al,bl), (al,bg), Ceey (al,bn) — N pares

(CLQ,bl), (ag,bg), Ceey (CLQ,bn) — N pares

(am,b1), (am,b2), ..., (am, by) — n pares

Assim o numero de pares ordenados serd: n+n-+n-+...+n = m.n

m VEZES

Fatorial

Definicao 1.3. Sendo n um inteiro positivo, define-se o fatorial de n, denotado por n!
como
nl=n-n—1)-(n—2)-...-1

1.2.1 Arranjos, Permutacdes e Combinacdes

Havendo n elementos distintos num determinado conjunto, é possivel calcular as
permutacoes dos mesmos, formando-se arranjos constituidos de n elementos.
Denotando-se por P, as permutacoes de n elementos, temos:

P, =n!

Exemplo 1.6. P; = 6! = 6.5.4.3.2.1 = 720

Quando, dentre n elementos distintos, resolvermos tomar (considerar) uma quanti-
dade k desses elementos, 0 < k < n, permutando-se os k tomados, temos um Arranjo
de n elementos tomados k a k.

Denotando-se por A, ;, 0 numero de arranjos de n elementos tomados k a k, temos:

n!
App=——"min=>k
FE "

Exemplo 1.7. Ag5 = g% = § = 8.7.6.5.4 = 6720




1.3 Introdugdo as Probabilidades

Considerando um conjunto com n elementos, chama-se de combinacdes de n ele-
mentos tomados k a k, aos subconjuntos constituidos de & elementos.
Denotando-se por C,, ; ou (}) o nimero de combinacdes de n elementos tomados k a

k, temos:

Ak n!
Chk = — =

EE T T o ek

Exemplo 1.8. 010,3 = (130) = 31|707'| =120

1.3 Introducdo as Probabilidades

Etimologicamente, a palavra probabilidade deriva de probabilitas, probabilis ou probare,
que resumidamente, todas convergem aos significados: provar, testar, examinar.
Segundo pesquisas cientificas e dados histodricos, o calculo de probabilidades surgiu
na Idade Média, periodo no qual os jogos de azar eram habitualmente realizados, tra-
zendo consigo ao mundo da Matematica a procura de uma modelagem, ou melhor,
matematizacao de tais jogos. Vale ressaltar que com o decorrer das teorias das pro-
babilidades, a mesma demonstrou ter diversas aplicacoes de grande importancia em
outras ciéncias, entre elas destacam-se : Biologia, Economia, Engenharias e outras.

1.3.1 Experimento Aleatério

O entendimento de experimento aleatdrio se torna mais evidente quando o mesmo
esta associado a exemplos sobre tal abordagem.
Alguns exemplos:

a) Lanca-se uma moeda quatro vezes e observa-se a sequéncia de caras e coroas

b) Numeros de pecas defeituosas num determinado lote

¢) No lancamento de um dado, ocorrer face par, considerando a face voltada para
cima

Num experimento aleatdrio, conhecemos as possiveis saidas, e o mesmo pode ser repe-
tido sob as mesmas condi¢des indefinidamente, apresentando variagdes de resultado
e tendo como caracteristica a indeterminacao por todo periodo que o antecede. Nesse
texto consideraremos que os possiveis resultados podem ser descritos de forma enu-

meravel.
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Estaremos interessados em experimentos aleatérios que quando repetidos uma grande
quantidade de vezes, torna-se observavel uma regularidade em relacdo a frequéncia.

1.3.2 Espaco Amostral e Eventos

Considerando um experimento aleatério ¢, define-se espaco amostral como o con-
junto de todos os resultados possiveis de ¢, por questdes simbdlicas, costuma ser re-
presentado por 2. Quando o numero de elementos de um espaco amostral for um
numero natural, o mesmo é considerado finito, caso contrario, infinito enumeravel ou
infinito ndo-enumerdvel.

Exemplo 1.9.
a) Lancar uma moeda duas vezes e observar o numero de caras;
Q2 =1{0,1,2} : espaco amostral finito

b) Uma moeda é lancada até que o resultado cara ocorra pela primeira vez. Observa-
se em qual lancamento esse fato ocorre;

0 ={1,2,3,4, ...} : espago amostral infinito numeravel

¢) Um experimento consiste em registrar o retorno percentual didrio do investi-
mento em uma carteira de agdes. O espago amostral é formado por um intervalo
continuo de valores que, por conveniéncia, assumi-se estar entre - 100% e 100%.

= {-100, 100} : espago amostral infinito ndo-numerdvel.

Eventos

Um evento, que costuma ser representado por uma letra maitiscula do nosso alfa-
beto, é um subconjunto de um espaco amostral (2. Para que haja a ocorréncia de um
evento, € necessario que o experimento aleatdrio realizado pertenca ao evento.
Adotando n(2) ou # (2) como ntmero de elementos de um espago amostral, se n(f2)
=n,n € N; () terd 2" subconjuntos e, portanto, 2" eventos.

Exemplo 1.10. No lancamento de uma moeda por trés vezes consecutivas, observa-se
a sequéncia de caras e coroas;

Q2 = {(KKK) ; KK/OC); (KCK ; (K,.C/.C, ; (CKK); (CKQO; (C,CK ; (CCQC) }.
Alguns eventos:

10
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A: Ocorréncia de cara (k) no 1° lancamento
A ={ (KKK ; (KKCQO ; (K,CK); (KC,Q) }.
B: Ocorréncia de trés coroas
B={(CCQ}

Vale ressaltar dois eventos especiais:
e Evento impossivel, representado por & ;
e Evento certo, representado por (2, onde o proprio evento é o espaco amostral.

Quando um experimento é realizado, seu resultado ¢ inesperado. E necessério que
haja uma atribui¢do com teor de “escala” para verificacdo do grau de ocorréncia de um
determinado evento.

Considerando o seguinte procedimento: Supondo que repetidas n vezes o experimento
g, e sejam A e B dois eventos associados a €. Admitindo que sejam, respectivamente,
n4 e np 0 numero de vezes que o evento A e o evento B ocorram nas n repeticoes.

Definicdo 1.4. A frequéncia relativa do evento A nas n repeticoes de ¢ é denominada

— na
fA—T

A frequéncia relativa f4 apresenta as seguintes propriedades, de facil verificacdo:

e Propriedade (1) : 0 < fa < 1.
e Propriedade (2) : f4 = 1,se e somente se, A ocorrer em todas as n repeticoes.
e Propriedade (3) : f4 = 0, se e somente se, A nunca ocorrer nas n repeticoes.

e Propriedade (4) : Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, e se faup
for a frequéncia relativa associada ao evento A U B, entdo, faup = fa + [B.

e Propriedade (5) : Para n repeticOes do experimento , quando n — oo, f4 “con-
verge” em sentido probabilistico para P(A).

Exemplo 1.11. No lancamento de uma moeda, considerando a face voltada para cima
como resultado ocorrido, temos duas situagdes, cara(K) ou coroa(C). Denotando a i-
ésima face por X;, onde X; = 1 se a face for cara, e X; = O se for coroa, observa-se
uma sequéncia, por exemplo, 1, 1,0, 1,0, 0, 0, 1, 0, O, 1. E evidente que ndo ha a
menor previsdo do resultado que ird ocorrer. Calculando-se a frequéncia relativa em
relacdo ao evento k = { ocorrer face cara } e baseada nas observacgdes das ocorréncias
anteriores, temos: 1,1, 2,3, 3,2 3 2 Nota-se que hd um elevado grau de varia-

cdo com maior evidéncia no inicio, analisando sua continuidade de forma indefinida,

11



1 Probabilidades

essas frequéncias relativas chegariam préximas ao valor 1.

A esséncia desta propriedade é que, se um experimento for executado um grande
numero de vezes, a frequéncia relativa da ocorréncia de algum evento tendera a variar
cada vez menos a medida que o numero de repeti¢cdes for aumentada. Esta caracteris-

tica é também conhecida como regularidade estatistica.

1.4 Axiomas de Probabilidade

Definicdo 1.5. Seja ¢ um experimento. Seja {2 um espaco amostral associado a . A
cada evento A, associaremos um ntmero real representado por P(A) e denominado
probabilidade de A, que satisfaca as seguintes propriedades:

e Axioma (1): 0 < P(A4) <1
e Axioma (2): P(Q2) =1
e Axioma (3): Se Aj, Aq, ..., A, forem, dois a dois, eventos mutuamente exclu-

dentes, entdo: P(|J;2; 4i) = D> .o, P(A4))

Teorema 1.6. Se & for o conjunto vagio, entdo P(2) = 0.

Demonstragdo. Para qualquer evento A, podemos escrever A = A U @. Uma vez que
A e @ sdo mutuamente excludentes, decorre do Axioma (3), que P(A) = P(AU @)=
P(A) + P(2). O

Teorema 1.7. Se A for o evento complementar de A, entdo:
P(A) = 1-P(A)

Demonstracdo. Podemos escrever 0 = A U A e, empregando os Axiomas (2) e (3),

obteremos 1 = P(A) + P(A) O

Teorema 1.8. Se A e B forem dois eventos quaisquer, entdo P(A U B) = P(A)+P(B)-
P(A N B).

Demonstragdo. AUB=AU(BNA)eB=(ANB)U(MBNA)
Por consequéncia:

P(AU B) =P(A) + P(BN A)

P(B) = P(AN B) + P(B N A)

12



1.5 Probabilidades em espacos amostrais equiprovaveis

P(AUB) -P(B) =P(A)+P(BNA) -P(AN B) -P(BN A)
P(A U B) - P(B) = P(A) - P(A N B)
P(AU B) = P(4) + P(B) - P(AN B) O

Teorema 1.9. Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entdo:
P(AUBUCQC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC) +P(AN BN
).

Demonstracdo. Considerando Aq, Ao, ..., A ; quaisquer k eventos.
P(AiUAs U ... UAL)= E?:l ]P)(Az) - E§<j=2 P(A; N AJ) + Zf<j<7‘=3 P(A; N Aj N A,)
+ o+ (CDFIPMAI N Ay N0 Ay). O

Teorema 1.10. Se A C B, entdo P(A) < P(B)

Demonstragcdo. Decompondo B em dois eventos mutuamente excludentes, B = A U
(BN A).
P(B) = P(A) + P(BN A) > P(A) ; pois P(B N A) > 0, pelo Axioma (1). O

1.5 Probabilidades em espacos amostrais equiprovaveis

Considerando um espaco amostral €2, formado por k& pontos amostrais:

Q= {CLl,(IQ,(Ig, o 'ak}

Vamos associar a cada um desses pontos amostrais um numero real, Pa;, ou simples-
mente, P;, chamado probabilidade do evento a;,tal que:

.0<P; <1

i. S F P=1,istoéP +Py+ - + P =1

Teorema 1.11. Num espaco amostral equiprovdvel, a probabilidade de ocorrer determi-
nado evento € dada pela razdo entre o numero de casos favordveis e o numero de casos

posstveis.

Demonstragdo. Denotando por PP a probabilidade de ocorréncia de cada um dos pontos
amostrais de Q:

1
P+IP’+...+IP’:1:>]§_IP>:1:>]P>:E
—_—

k  vezes

13



1 Probabilidades

A probabilidade de ocorréncia de um evento E, formado por » pontos amostrais E =

{ai, as, -+, a, }, com r < k, é dada por:

Como E C Q,temos que n(FE) < n(£2). Dessa forma,temos :

14

Pi+Py+---+ P,

1 1 1
TR
, T vezes

3

n(E)

n()

tal que 0<P(E)<1

(1.1)



2 Probabilidade Condicional

2.1 Probabilidade Condicional e Eventos Independentes

Probabilidade Condicional

Trata-se do estudo das possibilidades de um acontecimento condicionado a outro,
ou seja, € a probabilidade de ocorrer um evento com base num evento anterior. Ob-
viamente, dentro de um espaco amostral finito, haverd tais eventos como conjuntos
néo-vazios.

Sendo A e B dois eventos associados a um experimento ¢, denota-se por P(B|A) a
probabilidade condicionada do evento B, quando A tiver ocorrido. Ao calcular-se
P(B| A), calcula-se essencialmente P(B) em relacdo ao espaco amostral A, ao invés
de realizd-lo em relagéo ao espaco amostral original, comumente representado por (2 .
E importante destacar outra probabilidade também inserida no contexto de Probabili-
dade Condicional, trata-se de P(A N B), “ probabilidade da intersecdo dos eventos A e
B ”.Utilizando o conceito de frequéncia relativa para uma definicdo formal de P(A| B),

temos:

Heuristica 1. Para um experimento aleatorio repetido n vezes, sejam n4, ng € nang O
numero de vezes que ocorrem A, B e (A N B), respectivamente. A frequéncia relativa
de A nos resultados em que B ocorre € obtida por "2—;3, ou seja, a frequéncia relativa

de A condicionada a ocorréncia de B.

nNANB
nang _ w2 fanB
=_n_ =
ng e /B

Considerando n “grande”, f4np se torna bem proxima e com desconsiderada mar-
gem de erro de P(A N B) e fp se torna préxima de P(B). Logo, podemos considerar:

P(ANB)

PAIB) = —p 5 PB)>0

Exemplo 2.1. Dois dados, d, e d, sdo lancados respectivamente, fornecendo o se-
guinte espago amostral:

15



2 Probabilidade Condicional

1,1) (1,2) (1,6)
Q_ 2,1 (2,.2) )
(6,1) (6,2) (6,6)

Sejam os eventos:
A: o dado d, apresenta resultado 2,
B: a soma dos pontos nos dois dados € 6.
Calculando-se P(A|B), temos:
A={21D),(22),(23),(24,(25),26) } > P(A4) =& =1
B={(15),(24),(33),42),(51)} >PB) =%
(ANB)={(24 } >P(ANB) = %
PAIB) = ¥ =
36

Probabilidade de Eventos Independentes
Considerando um espaco amostral €2 e dois eventos A e B contidos no mesmo, pode-
se dizer que A independe de B, se P(A|B) = P(A), ou seja, A independe de B se a
ocorréncia de B ndo afeta a probabilidade de A.
Da mesma forma, quando se diz que P(A|B) = P(A), pode-se dizer também que
P(B|A) = P(B).

Heuristica 2.

P(AN B)
P(A)
P(B).P(A|B)
P(A)
P(B).P(A)
P(A)
= P(B)

P(B|A) =

Levando em consideracdo que se A independe de B, entdo B independe de A, pode-
se deduzir que o calculo das probabilidades de dois eventos independentes pode ser

definida por:

Definicéo 2.1.
P(ANB)=P(A).P(B|A) =P(A) - P(B)

——
P(B)

Exemplo 2.2. Langa-se uma moeda por trés vezes consecutivas e analisa-se os eventos

e 0 espago amostral:
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2.2 Probabilidade Total

Q= { (KKK), (KKQO), (K,C,K), (K,C,O), (CKK), (CKQO, (C,C,K), (C,C,0) }

A: ocorrer pelo menos duas caras,

B: ocorrer resultados iguais nos trés lancamentos.

A={ (KKK, KKQO), KCK), (CKK) } »P(4) =4=3

B={(KKK),(CCO}—>PB)=%2=1

(AnB) ={ (KKK } > P(ANB)

Logo,P(AN B) = P(A).P(B)
——

1

Jun

1
8 2 1
.. A e B sao independentes.

Exemplo 2.3. Uma moeda ¢é lancada sete vezes. Qual a probabilidade de se observar
cara nos sete lancamentos?
Ajp: ocorrer cara no 1° lancamento

Asg: ocorrer cara no 2° lancamento

Az ocorrer cara no 7° lancamento

Pode-se admitir que Ay, Ao, - - -, A7 sdo eventos independentes, pois cada lancamento
ndo ¢ afetado pelos outros.

P(AyNAyn...NA7)=P(A1).P(Ay). .... P(A4y)

A probabilidade de ocorrer cara em qualquer lancamento é %

Logo:
11 1 1
| —
Tvezes
2.2 Probabilidade Total
Dizemos que os eventos F, F», ..., F, ; formam uma particdo do espaco amostral
Q, quando:
o P(EL) >0;Vk
o B,NE; =@ parai#j
e UL Ei =0
Deduz-se que, os eventos E1, Fs, ..., F, sdo dois a dois mutuamente exclusivos e

exaustivos, ou seja, sua uniao é Q.

Sendo 2 um espaco amostral, A um evento qualquer de Q2 e Ey, Es, ..., F, uma parti-

17



2 Probabilidade Condicional

cdo de (), vale a seguinte relacéo:
A=(EiNA)U(E2NA)U(EsNA)U...U(E,NA)

Em casos onde o célculo da probabilidade apresentar maior dificuldade no processo
resolutivo, pode-se utilizar o Teorema da Probabilidade Total como método facilitador.

Considerando a relacdo acima, podemos escrevé-la como
P(A) =P(E1NA)+P(E2NA) +P(E3NA) +...+P(E,NA)

Exemplo 2.4. Existem trés urnas, A, B e C. Sabe-se que a urna A contém 2 bolas
vermelhas (V) e 3 bolas brancas (B); a urna B contém 3 bolas vermelhas (V) e 1
branca (B); a urna C contém 4 bolas vermelhas (V) e 2 bolas brancas (B). Seleciona-
se uma urna ao acaso, e dela extrai-se uma bola. Qual a probabilidade de sortear-se
aleatoriamente uma bola vermelha?

Resolucdo:

Figura 2.1: Trés urnas

A particdo de €2 é composta pelos eventos:
E4 : sair urna A
Ep : sair urna B
FE¢ : sair urna C
Sendo V' o evento “sair bola vermelha”, pelo teorema da probabilidade total:

P(V)=P(E4NV)+P(EgNV)+P(EcNV)

18



2.2 Probabilidade Total

Analisando o diagrama e utilizando o teorema da multiplicacdo:

P(EsNV)=3-2=2
P(EpNV)=14-32=1

P(EcNV)=4%-2=12

Logo:

_ 2 1 2 __ 109
P(V)—ﬁ—l-z-f—g—@

Exemplo 2.5. Problema da moeda de Bertrand

Existem trés caixas idénticas. A 12(I) contém duas moedas de ouro, a 22 (II) contém
uma moeda de ouro e outra de prata, e a 32 (III), duas moedas de prata. Uma caixa
¢ selecionada ao acaso e da mesma é escolhida uma moeda ao acaso. Se a moeda
escolhida for de ouro, qual a probabilidade de que a outra moeda da caixa escolhida
também seja de ouro?

Resolucdo:
Podemos analisar esse problema também de outra forma: “Escolhendo-se a moeda de

ouro, qual a probabilidade de que ela tenha vindo da caixa (I)”?

Figura 2.2: Moeda de Bertrand

A particao de () é composta pelos eventos:
FE;: sortear a caixa I
FEr: sortear a caixa II
FEyr: sortear a caixa III

Sendo O o evento “sortear moeda de ouro”, pelo teorema da probabilidade total:
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2 Probabilidade Condicional

P(O) =PUrnO)+PUrrNO)+PUrrn0O)

R UPUNE B BRSO
3 3 2 3
1
"2
Pela condicdo da moeda escolhida ser de ouro:
P(U;NO) & 2
PUI0) = =5 =173

2.3 Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes é um encadeamento dedutivo do Teorema da Probabilidade
Total, que de forma conceitual, admitindo os eventos A e B e por consequéncia suas

probabilidades, apresenta-se por:

_ P(ANB) _ P(B|AP(A)
FAB =" = Bm)

Teorema 2.2. A probabilidade de ocorréncia de um evento E;, supondo-se a ocorréncia

do evento A, € dada por:

P(E;)P(A|E;) Vi=1,2.....n

Y P(CyP(AICy) T

P(E;|A) =

Exemplo 2.6. A administracdo de um fundo de investimentos em acdes pretende di-
vulgar, apdés o encerramento do pregdo, a probabilidade de queda de um indice da
bolsa no dia seguinte, baseando-se nas informacdes disponiveis até aquele momento.
Supondo que a previsdo inicial seja de 0,10. Apés encerrado o pregdo, nova informa-
cdo sugere uma alta do ddlar frente ao real. A experiéncia passada indica que, quando
houve queda da bolsa no dia seguinte, 20% das vezes foram precedidas por esse tipo
de noticia, enquanto, nos dias em que a bolsa esteve em alta, apenas 5% das vezes

houve esse tipo de noticia no dia anterior.

Resolucao:
Chamando de FE o evento que indica “queda da bolsa”, a sua probabilidade a priori é

P(E) = 0,10, enquanto a probabilidade de alta é P(E) = 0,90. Se B indicar alta do
doélar, entdo as verosimilhancas sdo dadas por:

P(B|E) = 0,20 P(B|E)=0,05
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2.3 Teorema de Bayes

Pelo Teorema de Bayes:

P(E)P(B|E)
P(E)P(B|E) + P(E)P(B|E)

P(E|B) =

(0,10)(0, 20)
(0,10)(0,20) + (0,90)(0,05)
0,02

= =0,31
0,065 ’

Portanto, a nova informacdo aumenta a probabilidade de que haja queda na bolsa
de 10% para 31%.
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3 (Cadeias de Markov

3.1 Introducdo

Em meados de 1907, Andrei Andrejevitch Markov, matematico russo, realizou es-
tudos a respeito de um importante tipo de processo, no qual o resultado dos estados
futuros dependiam apenas do estado atual e ndo dos estados que o antecediam. Estes
processos possuiam uma propriedade conhecida como “perda de memdria ”(memory
loss) ou Propriedade de Markov.

A aplicabilidade das Cadeias de Markov esta relacionada de forma concisa e ampla
a diversos setores e fendmenos associados ao nosso cotidiano, entre eles: previsao do
tempo, Economia, jogos, confiabilidade e outras. Tendo como principio um estado ini-
cial, e este por sua vez, realizando transicdo com outro ou outros estados, por meio de
certas probabilidades envolvidas num intervalo de tempo discreto com probabilidade
de transicdo dependendo apenas do estado naquele determinado momento, da-se o
nome de Processo de Markov. Este processo é importante no estudo de confiabilidade
pelo fato de permitir que um determinado estado apresentando necessidade de “repa-
ros” seja reparado, e ao mesmo tempo sua probabilidade de transicao ou permanéncia
também serdo conhecidas.

Exemplo 3.1. Considere um sistema formado por duas situagdes distintas, denomi-
nadas estados A e B. Representando simultaneamente, as situagdes descritas anterior-
mente, a inoperancia e o funcionamento de um gerador de energia elétrica, assume-se
que as probabilidades sdo constantes para todos os instantes de tempos discretos no fu-
turo. Sabe-se que a probabilidade de permanecer no estado A é de 0,5, de permanéncia
em B de 0,75; de mudancga, ou seja, transicdo de A para B de 0,5 e de B para A de 0,25.

Qual a probabilidade de se encontrar no estado A no terceiro instante de tempo,

numa situac¢do iniciada pelo estado A ? E iniciada pelo estado B?
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3 Cadeias de Markov

Solucao:

Observagéo: Pelo fato do movimento entre os estados ocorrer em tempos discretos,
temos uma Cadeia de Markov a tempo discreto.
Apresentacdo do sistema

0.5
0.5 .o_e"
0.25

Figura 3.1: Apresentacio do Sistema

Arvore caracteristica do sistema iniciada no estado A

Figura 3.2: Arvore caracteristica

Calculo da probabilidade:
Ay =0,5-0,75-0,25 = 0,09375
Ay =0,5-0,25-0,5=0,0625
A3 =0,5-0,5-0,25 = 0,0625
Ay =0,5-0,5-0,5=0,125
Assim, a probabilidade de se encontrar no estado A no terceiro tempo = A; + As +
As + Ay = 0, 34375.

Arvore caracteristica do sistema iniciada no estado B
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Figura 3.3: Arvore caracteristica

Calculo da probabilidade:
B;=0,25-0,5-0,5=0,0625
By =10,25-0,5-0,75=0,09375
B3 =10,75-0,25-0,5=0,09375
By=0,75-0,75-0,75 = 0,42187
A probabilidade de se encontrar no estado B no terceiro tempo = By + By + B3+ By =
0,67187.

Definicdo 3.1. Um Processo Markoviano é uma sequéncia de varidveis aleatdrias
{Xn,n=0,1,2,3,...} satisfazendo:

P{Xpi1 =1 Xn =i, Xpn 1 =in_1,..., X1 = i1, X0 = io} = P{Xps1 = j| X, =i} = By

Um Processo Markoviano € dito ser uma Cadeia de Markov quando as variaveis rando-

micas estdo definidas em um espago de estado discreto.

O valor P;; representa a probabilidade de que o processo, quando no estado ¢, faca
uma transi¢do para o estado j. Uma vez que as probabilidades sdo nao-negativas e

25



3 Cadeias de Markov

uma vez que o processo deva fazer uma transicdo para algum estado, obtemos:

o0
Py >0 6,j20; ) Pj=1 i=01,...
j=0

3.2 Diagrama de Transicdo de Estado

Para se representar uma Cadeia de Markov, utiliza-se um recurso grafico denomi-
nado Diagrama de Transicdo de Estados composto por circulos ou elipses - tendo
estes, funcdo de denominar os estados envolvidos - segmentos orientados ( localizados
entre os estados de transicdo ) - funcionando como indicacoes das transicoes entre os
estados, e acima ou ao lado desses segmentos orientados encontram-se na maioria dos
casos as probabilidades de transicoes entre os estados.

Retomando a apresentacdo do sistema do exemplo 3.1 envolvida com o conceito ci-
tado anteriormente pelo modelo generalizado P;; de representacdo de probabilidades
e considerando o estado A como 1 e estado B como 2, temos:

P“:O.S
P12=0.5 P, =025
Pzg =0.75

Exemplo 3.2. Baseado num experimento de estimulos de Skinner, que aborda experi-
éncias sob influéncia de estimulos sensoriais, um cachorro foi colocado experimental-
mente num local com 3 divisOes representadas por 1, 2 e 3 conforme a figura abaixo.
Sabe-se que por influéncia de estimulo sonoro, o animal muda de reparticdo em busca
de um determinado alimento, sabe-se que continua mantendo-se igual probabilidade
de escolha a qualquer uma das reparticoes, bem como, ndo havera influéncia em rela-
¢do as escolhas anteriores.

Referente ao exemplo acima, podemos citar um diagrama de transicdo de estados
da seguinte forma:
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3.3 Vetor Probabilidade

Figura 3.4: Estimulo de Skinner

Figura 3.5: Diagrama de transicdo do modelo experimental de Skinner

3.3 Vetor Probabilidade

As probabilidades de transicdo entre os estados num intervalo de tempo discreto
na forma de matriz linha contidos numa Cadeia de Markov compreendem o que se
caracteriza por Vetor Probabilidade.

Genericamente, pode-se representar por:

Vi=[P1 Pao Ps ... Pyl

Em que:

P;: representa a probabilidade de transicdo do estado i para o estado 1.

P,;,: representa a probabilidade de transicao do estado i para o estado k.

Consideracdes importantes:

I) Os elementos que constituem um vetor probabilidade sdo positivos, e seguindo os
conceitos probabilisticos, a soma dos mesmos serd sempre igual a 1.
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II) Quando nos referimos a uma certa observacao, seja ela a enésima observacao, por

)

exemplo, escrevemos Vi(” , dessa forma, seguindo esta ultima consideragao:

Vi(o): vetor de probabilidade numa referida observacao inicial;

Vi(l): vetor de probabilidade numa primeira observacao.

Utilizando os exemplos 3.1 e 3.2 para construcdo de seus respectivos Vetores Probabi-
lidades, temos:

No caso do exemplo 3.1 :

i=[5 3]

Va=[1 %]

No caso do exemplo 3.2 :

Vi=[0 5 3]
Vo=[3 0 2]
Vs=[1 2 0]

Observa-se que as probabilidades de permanéncia nos estados Pi1, Py € P33 sdo
todas iguais a zero, justificando que o cachorro quando submetido ao estimulo sonoro
sempre mudara de um estado para outro.

3.4 Matrizes

Historicamente, os matematicos Joseph Sylvester e Arthur Cayley hd aproximada-
mente 150 anos , foram os precursores do estudo de matrizes, cabendo ao segundo,
maior aprofundamento em relacdo as demonstragdes e aplicabilidades a respeito da
mesma.

Segundo os Parametros Curriculares Nacional (PCN), a abordagem do estudo de ma-
trizes deve ocorrer no ensino médio, salvo excecoes. Dentro da abordagem do estudo
de matrizes, na maioria dos casos, sdo focadas suas propriedades, bem como exerci-
cios para fixacdo, porém o vasto mundo das aplicacoes costumam ser deixadas para
um segundo plano. Tanto no ramo da Matemadtica, quanto em outros, as aplicacdes
de matrizes sdo vdrias, entre elas: computacdo gréfica, confeccoes de tabelas, pre-
visdes climdticas e outras. Na drea de Economia, por exemplo, onde sdo utilizados
comumente graficos e tabelas, as matrizes desenvolvem importante papel no armaze-

namento de dados, disponibilizando-os de forma organizada e precisa.
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3.5 Matriz de Transicdo

Nesse trabalho apresentaremos uma aplicacdo das matrizes na descricdo das Cadeias
de Markov.

Definicdo de matrizes

Chama-se matriz de ordem m por n (m x n) elementos, dos quais numéricos, um con-
junto de linhas e colunas disponibilizando os mesmos nesta ordem, possuindo suas
caracteristicas e propriedades matematicas definidas. Resumidamente, podemos defi-

nir como uma tabela de informac6es codificadas de forma numérica.

Representacdo de uma Matriz

Para uma determinada matriz A, a mesma pode ser representada abreviadamente por

A = [a;j], i variandode 1am (i = 1,2,...,m) e j variandode 1 an (j = 1,2,...,n)
aipl a2 a3 ... Qg
azi a2 Az ... Ay
A= |a31 a3 azx ... as,
|Am1 Am2 Am3 .. Omn|

Dessa forma, [a;;], representa qualquer matriz A de ordem m por n.
Didaticamente, costuma-se chamar m por numero de linhas e n por nimero de colu-

nas.

3.5 Matriz de Transicdo

E a matriz formada pelos vetores de probabilidades envolvidos numa Cadeia de Mar-
kov de k estados, seguindo as propriedades ja mencionadas.
Representa-se a matriz de transigdo por M = [P;;].

P P2 Pi3 ... P

Py Poo Pz ... Py
M =

| Per P2 Prs - Pk

Exemplo 3.3. Supondo que se hoje chove ou ndo, venha depender apenas das condi-
cOes climaticas anteriores referentes aos tltimos dois dias. Especificamente, supondo
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3 Cadeias de Markov

que se choveu nos ultimos dois dias, entdo choverd amanha com probabilidade de 0,7;
se choveu hoje mas ndo ontem, entdo choverd amanha com probabilidade de 0,5; se
choveu ontem mas néo hoje, entdo choverd amanha com probabilidade 0,4; se choveu
nos ultimos dois dias, entdo choverd amanha com probabilidade 0,2. Exiba, utilizando
uma matriz de transicdo, a distribuicdo das probabilidades envolvidas.

Resolucdo: Se deixarmos o estado no tempo n depender somente se estd ou nao
chovendo no tempo n, entdo ndo caracterizard uma Cadeia de Markov. No entanto,
podemos transformar este modelo em uma Cadeia de Markov dizendo que o estado a
qualquer momento é determinado pelas condicoes meteorolégicas tanto naquele dia
como no dia anterior. Dessa forma, podemos expor o processo da seguinte forma:

e Estado 0: se chove hoje e choveu ontem

e Estado 1: se chove hoje, mas ndo choveu ontem

e Estado 2: se choveu ontem, mas nao chove hoje

e Estado 3: se ndo choveu ontem ou hoje

0,7 0 0,3 O
0,5 0 0,5 O
0 0,4 0 0,6
0 0,2 0 0,8

Exemplo 3.4. Considere um jogador que, em cada jogo, ganha R$ 1,00 com probabi-
lidade p ou perde R$ 1,00 com probabilidade 1 — p. Supondo que o referido jogador
deixa de jogar quando ele perde ou alcan¢a uma fortuna de R$ N, entéo a fortuna do
jogador é uma Cadeia de Markov com probabilidade de transi¢do dada por:

Piit1=p=1—pii-1 ; i=12,...,N—-1

poo = pNN =1

Os estados 0 e N sdo chamados de estados absorventes, pois uma vez que se encontrar
nos mesmos, nao € possivel deixa-los.
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3.6 Equacbes de Chapman-Kolmogorov

3.6 Equacdes de Chapman-Kolmogorov

As Equacoes de Chapman-Kolmogorov possibilitam obter o resultado a partir de uma
matriz de transi¢éo de passo n, n passos no tempo. Considerando P;; como a probabi-
lidade de transicdo do estado ¢ para o estado j de passo n e £ representando os estados,

podemos interpretar como:

Pl =P{Xyp=jlXp =i}, n>0; i,j>0
Pi(]?”+m) = Z PP para todo i, j, m,n>0.
keg
As probabilidades de transi¢do P}; e P/} representam a probabilidade que a partir de ¢
0 processo va para o estado j em n + m transi¢oes através de um caminho que conduz
ao estado k£ na n-ésima transicdo. Assim, somando-se todos os estados intermedidrios
k, resultard a probabilidade de que o processo estard no estado j apds transicoes n—+m.
De forma generalizada, pode-se representar por:

PP = P{Xpym = j|Xo = i}
= Y P{Xpim =, Xn = k| X, = i}
keg

keg

_ m pn
_Epkjik

keg

Como P" denota a matriz de probabilidades de transicdo de passon, com base na
equacio citada anteriormente, podemos afirmar que P("t™) = pn pm
Por inducdo, pode-se demonstrar que:

P = P(n71+1) _ Pnfl.P — pn

Dessa forma, a matriz de transicdo de n passos, pode ser obtida, multiplicando-se a
matriz P por si mesma n vezes. Para isso, observemos um caso em particular:

p2=pi+t) — pp_ p2

Exemplo 3.5. Suponha que a chance de chuva amanha dependa das condig¢bes clima-
ticas anteriores somente se esta ou ndo chovedo hoje, e ndo das condi¢des climaticas
do passado, e também, que se chover hoje, entdo chovera amanha com probabilidade
«, e se ndo chover hoje, entdo chovera amanha com probabilidade 5.

Considerando que o processo estd no estado 0 quando chove e estado 1 quando nao
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3 Cadeias de Markov

chove, entdo o precedente é uma Cadeia de Markov de dois estados cujas probabilida-

a 11—«
P =
M

Admitindo « = 0,7 e 8 = 0,4, qual a probabilidade de chuva quatro dias a partir de

des de tansicdo sdo dadas por:

hoje, dado que hoje esta chovendo?

Resolucdo:
A matriz de probabilidade de transicdo de passo 1 é dada por:

p_ 0,7 0,3
0,4 0,6

p2_ |07 0.3 10,7 0,3 _ 10,61 0,39
0,4 0,6/ (0,4 0,6 0,52 0,48
ph— (p2y2— 0,61 0,39 [0,61 0,39| _ |0,5749 0,4251
0,52 0,48 0,52 0,48 0,5668 0,4332

A probabilidade em questéo é Py, que equivale a 0,5749.

3.7 Classificacdo dos estados em Cadeias de Markov

a) Alcancavel: Um estado j é dito ser alcancavel ou acessivel, a partir de um estado
i, quando P; > 0 para algum n > 0 . Isto implica na probabilidade do sistema

entrar no estado j eventualmente quando este comeca no estado 1.

Plentrar em j| comecando em i| = P{U;2([X,, = j]| X, =i}

oo
<Y PX, =j|X, =i

n=0
9
0
> P}
n=0

b) Comunicante: Consiste em um estado j ser alcancavel a partir do estado ¢, assim

como, o estado i ser alcangavel a partir do estado j. Costuma-se representar tal

relacdo entre os estados comunicantes por i <> j.
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3.7 Classificacdo dos estados em Cadeias de Markov

Quando qualquer estado se comunicar com seu préprio inicio, podemos definir
como:
Pl =P{X,=ilX, =i} =1

A relacdo de comunicagdo entre os estados satisfaz trés propriedades:

e i) Estado ¢ se comunica com estado 7, para todo i > 0

e ii) Se o estado ¢ se comunica com o estado j, entdo, estado j se comunica
com estado 7

e iii) Se o estado 7 se comunica com o estado j, e o estado j se comunica com
estado k, entdo o estado ¢ se comunica com o estado k.

As propriedades (i) e (ii) seguem claramente a definicdo de comunicacéo.
Para provar a propriedade (iii), supde-se que i se comunica com j, e j se comu-
nica com k. Portanto, existem inteiros n e m tais que Pg > 0, P;Z > 0. Pelas

equagdes de Chapman-Kolmogorov, temos:

o0
P =37 PRPR 2 PP > 0

r=0
Consequentemente, o estado & € acessivel a partir do estado ¢. Similarmente, po-
demos expor que o estado i € acessivel a partir do estado k. Portanto, os estados
i e k se comunicam.
Quando dois estados sdo comunicantes entre si, podemos dizer que fazem parte
da mesma classe, e no caso em que todos os estados pertencem a uma unica

classe, é dita ser irredutivel.

Transiente: Uma cadeia é dita transiente, quando ao entrar neste estado, o
processo pode nunca retornar novamente ao mesmo. Portanto, o estado i é
transiente, se e somente se, existe um estado j, j # i, que € alcancdvel a partir
do estado ¢ mas ndo vice-versa, ou seja, o estado ¢ ndo € alcancdvel a partir
do estado j. Por consequéncia, um estado transiente sera visitado somente um

numero finito de vezes.

Recorrente: uma cadeia € dita recorrente, quando entrando neste estado, o pro-
cesso definitivamente retornard ao mesmo. Quando um estado é recorrente, nio

pode ser transiente. Considerando o citado acima:
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3 Cadeias de Markov

I,=1,se X,=1; 0,seX, #1

Representando o ntiimero de periodos do processo no estado i por:

o0 o0
E|> IL|Xo=i| =) E X, =1
n=0 n=0
oo
= P{X, =i|X, =i}
n=0

oS

n

i
n=0

Dessa forma, pode-se dizer que, ocorre estado recorrente se » >, P! = oo e

estado transiente, se >~ | P! < cc.

e) Absorvente: ocorre quando, ao entrar neste estado, o processo nunca ird deixa-
lo. Portanto, um estado ¢ é absorvente, se e somente se, P;; = 1. Desse forma,
pode-se dizer que um estado absorvente é um caso especial de um estado recor-

rente.

3.8 Probabilidades limite

Em diversos casos, estamos interessados nas probabilidades de estados apds um
numero de periodos considerdvel, ou seja estamos interessados precisamente quando
n — oo. Quando essas probabilidades convergem a valores constantes; tal fato é co-

nhecido como Probabilidades Limite dos estados.

Exemplo 3.6. Segundo uma pesquisa realizada sobre a prescricdo de uma droga ao
tratamento de pacientes com certa infeccdo, foram avaliados trés laboratorios, res-
pectivamente A, B e C. Esta pesquisa tem como estimativa de prescricdo médica a
confianca em certo laboratério de 80%, possibilitando aos demais em questdo, uma
chance de 20% para mudanca. Os tratamentos sdo observados, podendo haver mu-
danca de acordo com a resposta ao tratamento num periodo de observacéo estipulado.
Foram notadas que as mudancgas de indicacdo em relacdo aos laboratérios sdo as se-
guintes:

e Mudanca do laboratério A para os laboratoérios B e C sdo 12% e 8%, respectiva-

mente;
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3.8 Probabilidades limite

e Mudanca do laboratério B para os laboratérios A e C' sdo 15% e 5%, respectiva-

mente;

e Mudanca do laboratdrio C para os laboratdrios A e B sdo 13% e 7%, respectiva-

mente;

0,8 0,12 0,08
M=10,15 0,8 0,05
0,13 0,07 0,8

Para realizacdo dos cdlculos, substituiremos os estados A, B e C respectivamente
por1l,2e3.
Foi necessdria a utilizacdo de um software matematico, visando um melhor entendi-
mento e menos dispéndio de tempo para realizacido dos produtos de Matrizes.
Levando em consideragdo que uma equipe médica mantém a confianca de prescricao
da droga fabricada pelo laboratério B, podemos analisar os vetores estados futuros da

seguinte forma:

VY=V =10,15 0,8 0,05

[ 0,8 0,12 0,08 ]
VE=Vy¢ -M=10,15 0,8 0,05]-| 0,15 0,8 0,05 | =[0,247 0,662 0,092]
| 0,13 0,07 0,8 |

[ 0,8 0,12 0,08 |
Ve =Vy-M?*=1[0,15 0,8 0,05]-| 0,15 0,8 0,05 | =][0,308 0,565 0,126]
| 0,13 0,07 0,8 |

[ 0,8 0,12 0,08 ]
Vil =Vt M? =1[0,15 0,8 0,05]-| 0,15 0,8 0,05 | =[0,411 0,358 0,231]
| 0,13 0,07 0,8 |

_ - 10
0,8 0,12 0,08

Vil = V- M = 10,15 0,8 0,05]-| 0,15 0,8 0,05 =[0,413 0,352 0,236]
| 0,13 0,07 0,8 |
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3 Cadeias de Markov

11
0,8 0,12 0,08

Vy? = V- MM =10,15 0,8 0,05]-| 0,15 0,8 0,05 = [0,414 0,347 0,239
0,13 0,07 0,8

29
0,8 0,12 0,08

Va0 =vhmM® =0,15 0,8 0,05-| 0,15 0,8 0,05 =[0,414 0,340 0,246]
0,13 0,07 0,8

Observa-se que, para todos os periodos maiores que n = 10, os vetores-probabilidade
se aproxima de um vetor constante, fato esse, chamado de Probabilidade Limite.
Pelo vetor-probabilidade em que n = 30, podemos deduzir que a probabilidade de mu-
dancga de prescricdo médica da droga fabricada pelo laboratério B para o laboratério
A é de aproximadamente 41,4%; de permanecer no laboratério B é de aproximada-

mente 34% e de mudancga do laboratério B para C' é de aproximadamente 24,6%.

3.9 Problema da Ruina do Jogador

Considerando um jogador que em cada jogo tem probabilidade p de ganhar uma
unidade e probabilidade g= 1-p de perder uma unidade. Assumindo que sucessivas
jogadas sao independentes, qual é a probabilidade de que, comecando com i unidades,
a fortuna do jogador alcance um referido valor N antes de atingir 0?

Se X denota a fortuna do jogador no tempo n, entdo o processo {X,,,n =0,1,2,---}
¢ uma cadeia de Markov com probabilidade de transicao

Pyo=Pnyy =1

Pjipi=p=1-PFi; 1=12,--- N—-1

Esta cadeia de Markov tem trés classes, ou seja, {0}, {1,2,---,N — 1} e {N}; sendo
a primeira e a terceira, classes recorrentes e a segunda transitoria. Uma vez que cada
estado transitdrio € visitado, apenas finitamente muitas vezes, segue-se que, apos al-
guma consideracdo finita de tempo, o jogador vai atingir seu objetivo de atingir N ou
ir perdendo.

Seja P;, i = 0,1,---, N, denota-se a probabilidade de que, a partir de i, a fortuna
do jogador eventualmente alcance N. Ao condicionar o resultado do jogo inicialmente,
obtemos:

P;=pPiy1+qP1, i=12,--- N-1
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3.9 Problema da Ruina do Jogador

Ou equivalente, uma vez que p + ¢ = 1
pP; +qP; = pPiy1 +qPi1
Portanto, como P, = 0, obtemos da linha precedente que

Py — P = g(P1 - Py) = ip
p p
ou
P —P=Y(P-Py), i=12- N-1
p
Portanto, como Py = 0, obtemos da linha precedente que

PP =Lp-p= ]%Pl

kd
p

2
Ps—P=%(p,— )= <q) P
D D

N—1
Py —Pn_1==(Pn-1—Pn_2) = <q> P,

4
p p
A adicdo da primeira consideracdo i -1 dessas equagdes produz

DRORON

P —P =P

ou

iPp;  se

Agora, usando o fato de que Py = 1, obtemos

1’(%) 1
N se p#E 3
(2) ’

ll— 1
1. se 1
N p 2

€ consequentemente
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3 Cadeias de Markov

Nota-se que, como N — oo

—(2); se p> 35
P = P ?

0 ;se p< %

Assim, se p > 1, hd uma probabilidade positiva de que a fortuna do jogador ird au-
mentar indefinidamente; enquanto que se p < 3, o jogador vai, com probabilidade 1,
ir a faléncia contra um adversdrio infinitamente rico.

Exemplo 3.7. Num determinado cassino, um jogador resolve apostar no jogo da ro-
leta. Sabe-se que o mesmo possui apenas R$ 50,00 para realizar inicialmente suas
apostas.

Em cada rodada ele aposta R$ 25,00 no vermelho, se ocorrer vermelho como resultado
ele ganhard R$ 25,00, caso contrario, ele perde seus R$ 25,00. De forma pratica, po-
demos considerar que as chances de ganhar equivalem a 50%, porém deve-se acreditar
que de forma real, tal chance seria bem menor.

A regra para analisar tal jogo € que ele para de jogar quando perde tudo ou adquire
R$ 75,00 no total. Analisando este processo e seu comportamento a longo prazo em

uma Cadeia de Markov, obtemos:

Diagrama de estados

Considerando os valores limites em relacdo aos acréscimos ou decréscimos de R$
25,00, temos:

Estado1:R$ 0

Estado 2 : R$ 25,00

Estado 3 : R$ 50,00

Estado 4 : R$ 75,00

Baseando-se em conceitos vistos sobre Cadeias de Markov, é importante ressaltar que
os estados 1 e 4 sdo classificados como absorventes, pois uma vez que se entra nestes

estados, é impossivel sair dos mesmos .
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3.9 Problema da Ruina do Jogador

0.5

Figura 3.6: Diagrama de estados da ruina do jogador

Py P P13 Py 1 0O 0 0
p_ Py1 Py Py Poy p_ 0,5 0 0,5 0
P31 P3p P33 Py 0 05 0 0,5
Py Py Pig Py o 0 o0 1
Probabilidades a longo prazo
1 0 0 0 1 0 0 0 1
b |05 025 0 025 L, [0.666 0,000 0 0,333 5 |0,667
0,25 0 0,25 0,5 0,333 0 0,001 0,666 0,333
0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 00 O
2 1
po_ |3 00 3
1 2
3 00 3
0 0 0 1

Esta matriz ndo é regular, portanto a melhor forma para generalizarmos seria :

P>* =[x001-x]

Mas, relembrando, nosso jogador iniciou com R$ 50,00 caracterizando inicio no

estado 3. Portanto podemos utilizar comecando um vetor de probabilidade da seguinte

forma:

V=[0010]
50
1 0 0
0,5 0 0,5
VPY=[0010]-
0,5 0 0,5

0 0 0 1
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3 Cadeias de Markov

1 2
VPP~ |- 0 0 =
5ol
Portanto, quando iniciando com R$ 50,00, nosso referido jogador tem % de chance
deiraoestado 1 e % de chance de adquirir R$ 25,00, ou seja, chegar ao estado 4.
Se o jogador iniciasse com R$ 25,00, ele iniciaria no estado 2. Portanto, poderia ser

representado por um vetor de probabilidade da seguinte forma:

V=[0100]

50
1 0 0 0

0,5 0 0,5 O

VPY=[0100]-
0,5 0 0,5
0 0 0 1
2 1
VP~ |2 0 0 -
5o

Porém, iniciando com R$ 25,00 nosso referido jogador tem % de chance de ir ao estado
1 e 1 de adquirir R$ 25,00.
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4 Cadeias de Markov Ocultas

Num Modelo Markoviano dito padrao ou regular, € possivel ao observador enxergar
o estado desejado. Entre os estados existem as probabilidades de transi¢des de estados,
bem como a referida distribuicao de probabilidade em relacao aos possiveis resultados.
Tais itens sdo chamados de parametros.
Tratando-se de um Modelo de Markov Oculto, os parametros até entdo tidos como
observaveis no modelo de Markov regular, se tornam ocultos e também algo a serem
determinados. O desafio é determinar os pardmetros ocultos a partir dos pardmetros
observaveis. Tal modelo é conhecido pelas importantes aplicacdes em diversos ramos
da Ciéncia, entre eles, diversos tipos de séries temporais e Biologia computacional,

também conhecida como Bioinformatica.

4.1 Abordando um exemplo

Suponha que queremos determinar a temperatura média anual em um determinado
local da Terra ao longo de uma série de anos. Para tornar essa busca mais interessante,
consideraremos que num passado distante aconteciam possiveis verificacoes erradas a
respeito do mesmo , numa época antes da invencdo dos termémetros. Uma vez que
ndo podemos voltar no tempo, em vez disso, procuramos indicios indiretos da tempe-
ratura.

Para simplificar o problema, consideramos apenas duas temperaturas anuais,sendo
elas quente ou fria, representadas por H ou C respectivamente . Supondo que dados
meteoroldgicos contemporaneos indiquem que a probabilidade de um ano quente ser
seguido por outro ano quente seja 0,7 e a probabilidade de que um ano frio seja se-
guido por outro ano frio é 0,6.

Vamos supor que essas probabilidades também aconteceram no passado distante ci-
tado anteriormente, sendo estado 1 representado por quente e estado 2 por frio, as
informacdes podem ser resumidas como:

0,7 0,3
0,4 0,6
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A pesquisa atual apresenta uma correlacdo entre os estados e trés niveis de escalas de
graduacdo. Para simplificar, consideramos apenas trés escalas diferentes, chamadas
de anéis, Pequeno, Médio e Grande, ou S, M e L, respectivamente. Estes anéis sdo
obtidos através de um corte transversal ao tronco de uma arvore, agindo como fonte
de observagoes e dados associados ao estudo da temperatura.

Finalmente, supondo que com base nas evidéncias meteoroldgicas, a relacdo probabi-
listica entre a temperatura anual e as escalas de graduacao sao representadas por

0,1 0,4 0,5
0,7 0,2 0,1

Onde, as linhas representam quente (H) e frio (C) sucessivamente, assim como as
colunas estdo ordenadas em S, M e L sucessivamente.
Para este sistema, o estado é a temperatura média anual H ou C. A transicdo de um
estado para o outro é um processo de Markov (de ordem 1), uma vez que o préximo
estado depende apenas do estado atual e das probabilidades fixadas . No entanto, os
estados estao escondidos, uma vez que nao podemos observar diretamente a tempera-
tura no passado.

Embora nao possamos observar o estado (temperatura) no passado, podemos ob-
servar o tamanho dos anéis envolvidos. Os anéis fornecem informacoes probabilisticas
a respeito da temperatura. Desde que os estados estejam “escondidos”, este tipo de
sistema € visto como um Hidden Markov Model “Modelo de Markov Oculto” (HMM). O
objetivo é fazer uso efetivo e eficiente das informacoes observaveis de modo a ganhar
a introspecc¢do em varios aspectos do processo de Markow.

Sendo a matriz de transicao de estado A, dada por:

0,7 0,3
0,4 0,6

e a matriz de observacdo B sendo:

0,1 0,4 0,5
0,7 0,2 0,1

Neste exemplo, supomos que a distribui¢do de estado inicial, denotada por , é

wz[o,es 0,4}
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4.1 Abordando um exemplo

As matrizes m, A e B sdo estocdsticas de linha, significando que cada elemento €
uma probabilidade e os elementos de cada linha somam 1, ou seja, cada linha é uma
distribuicdo de probabilidade.

Agora considerando um periodo particular de quatro anos de interesse do passado
distante, para o qual observamos a série de anéis S, M, S, L.

Figura 4.1: Anéis de crescimento de drvores

Aceitando O representar S, 1 representar M e 2 representar L, esta sequéncia de
observacgao é

0 =(0,1,0,2)

Podemos querer determinar a sequéncia de estado mais provavel do processo de
Markov dada observacdo. Isto é, podemos querer saber as temperaturas médias mais
provaveis durante o periodo de quatro anos de interesse. Isto ndo € tdo claro quanto
parece, uma vez que ha provavelmente diferentes interpretacoes possiveis de “pro-
vavelmente”. Por um lado, pode-se razoavelmente definir “provavelmente” como a
sequéncia de estado com maior probabilidade dentre todas as possiveis sequéncias de
estado, ocorrer a de comprimento quatro. Por outro lado, podemos razoavelmente de-
finir “provavelmente” como a sequéncia de estado que maximiza o nimero esperado
de estados corretos. H M M pode ser usado para encontrar esta sequéncia.

Apresentamos um dos aspectos mais desafiadores dos HMM, ou seja, a notacdo. Em
seguida, discutimos os trés problemas fundamentais relacionados aos HMM e fornece-
mos algoritmos para suas solu¢des. Consideramos também algumas questoes compu-
tacionais criticas que serdo abordadas ao escrever qualquer programa de computador
que aborde HMM. Concluimos com um exemplo, que ndo requer qualquer conheci-
mento especializado, mas ilustra bem a forca da abordagem HMM.
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4.2 Notacdo

Consideremos:
e T = Comprimento da sequéncia de observagdo
e N = Numero de estados no modelo
e M = Numero de simbolos de observacao
e Q=qo,q,-..,qv—1 = Estados distintos do processo de Markov

e V=01,..,M-1

conjunto de possiveis observacoes

A = Probabilidades de transicao de estado

e B = Matriz de probabilidade de observacédo

7 = Distribuicdo de estado inicial
e O=(0y,04s,...,0r_1) = Sequéncia de observagio

As observacoes sdo sempre denotadas por {0, 1,..., M — 1}, uma vez que isso simpli-
fica a notacdo sem perda de generalidade. Isto é, O; € V parai =0,1,...,7 — 1.

Um modelo genérico oculto de Markov ¢ ilustrado na Figura 4.1, onde os X, re-
presentam a sequéncia de estado oculto e toda outra notagdo é como dado acima. O
processo de Markov estd escondido acima da linha tracejada e, é determinado pelo
estado atual e pela matriz A. Somente podemos observar os O;, que estdo relacionados
com os estados (ocultos) do processo de Markov pela matriz B.

A A A A
X, = X, - X, ot = X,
B B B B
Oo 01 02 0’1’—1

Figura 4.2: Modelo Oculto de Markov

Para o exemplo de temperatura anterior, com a sequéncia de observagdes , temos
T=4,N=2,M=3;Q=H,C;V =0,1,2 (onde considerar os 0, 1, 2 representam
pequeno, médio e grande anéis, respectivamente). Neste caso, as Matrizes A, Be 7
sdo dadas por (3), (4) e (5), respectivamente. A matriz A = {a;;} € N x N com

a;j = P(estado ¢; em t + 1|estado ¢; em t)

44



4.2 Notacao

e A ¢ linha estocdstica. Observe que as probabilidades a;; sdo independentes de t.
A matriz B = {bj(k)} é um N x M com

b;j(k) = P(observacdo k em t | estado ¢; em t)

Como a matriz A, a matriz B ¢ de linha estocéstica e as probabilidades b;(k) sdo
independentes de ¢. A nota¢do incomum b;(k) € padrdo no mundo HM M.
Um HM M ¢é definido por A, B e = (e, implicitamente, pelas dimensdes N e M). O
HMM ¢é denotado por A\ = (A, B, ).
Considere uma sequéncia genérica de estado de comprimento quatro

X = (zo, 21,22, x3)

Com observacgdes correspondentes
O = (0o, 01,02, 03)

Entdo 7, é a probabilidade de comecar no estado xy. Além disso, b,0(Oy) é a proba-
bilidade de iniciarmos observando Oy e a1 € a probabilidade de transitar do estado
x( para o estado z1. Continuando, vemos que a probabilidade da sequéncia de estados
X é dada por

P(X7 O) = Tzg b:vo (OO)a:vo,:m bwl (Ol)awl,mz b$2 (02)(19627963 bJBS (03)

Considere novamente o exemplo de temperatura na Secdo 4.1 com a sequéncia de
observacdo O = (0,1,0,2), conforme dado . Usando-a, podemos calcular, digamos,
P(HHCC) = 0,6-(0,1)-(0,7)-(0,4)-(0,3)-(0,7)-(0,6)-(0,1) = 0,000212.

Da mesma forma, podemos calcular diretamente a probabilidade de cada possivel
sequéncia em relacdo ao estado de comprimento quatro, assumindo a sequéncia de
observacdo dada. Apresentamos esses resultados na seguinte tabela, onde as probabi-
lidades na ultima coluna sdo normalizadas de modo que a soma seja igual a 1.

Para obter a sequéncia de estado dtima, deve-se escolher a sequéncia com maior pro-
babilidade, ou seja, CCCH. Para obter o melhor no sentido HM M, escolhemos o
simbolo mais provavel em cada posicdo. Para isso somamos as probabilidades na ta-
bela que tém um H na primeira posicdo. Fazendo isso, temos a probabilidade (nor-
malizada) de H na primeira posi¢do que é 0,18817 e, portanto, a probabilidade de
C na primeira posicdo é 0,81183. Assim, o HM M escolhe o primeiro elemento da
sequéncia étima para ser C'. Repetimos isto para cada elemento da sequéncia, obtendo
as probabilidades na tabela 2.

A partir da tabela 2, temos que a sequéncia 6tima no sentido HMM é CHCH.

45



4 Cadeias de Markov Ocultas

Estado Probabilidade Probabilidade Normalizada

HHHH 0,000412 0,042787
HHHC 0,000035 0,003635
HHCH 0,000706 0,073320
HHCC 0,000212 0,022017
HCHH 0,000050 0,005193
HCHC 0,000004 0,000415
HCCH 0,000302 0,031364
HCCC 0,000091 0,009451
CHHH 0,001098 0,114031
CHHC 0,000094 0,009762
CHCH 0,001882 0,195451
CHCC 0,000564 0.058573
CCHH 0,000470 0,048811
CCHC 0,000040 0,004154
CCCH 0,002822 0,293073
CCcCC 0,000847 0,087963

Tabela 4.1: Probabilidades de sequéncias de estados

4.3 Os trés problemas fundamentais

Existem trés problemas fundamentais que podemos resolver usando HM M. Aqui,
descreveremos esses trés problemas e, na proxima secdo, fornecemos algoritmos para

solugoes.

Elemento
0 1 2 3
P(H) | 0,188182 0,519576 0,228788 0,804029
P(C) | 0,811818 0,480424 0,771212 0,195971

Tabela 4.2: Probabilidades HMM
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4.4 Problema 1

4.4 Problema 1

Dado o modelo A = (A, B, 7) e uma sequéncia de observagdes O, buscando P(O|\).

Aqui queremos determinar a probabilidade da sequéncia observada O, dado o modelo.

45 Problema 2

Dado A = (A4, B,m) e uma sequéncia de observacdo O, busca-se uma sequéncia de
estado 6tima para o Processo de Markov subjacente. Em outras palavras, queremos
descobrir a parte oculta do Modelo de Markov Oculto.

4.6 Problema 3

Dada uma sequéncia de observacdo O e as dimensdes N e M, e o modelo A\ =
(A, B, ) que maximiza a probabilidade de O. Isso pode ser visto como um modelo
de treinamento para melhorar dados observados. Alternativamente, podemos ver isso
como uma subida de colina (discreta) no parametro espacgo representado por A, B e

.

4.7 Discussido

Considere o problema do reconhecimento de fala ( ocorre por ser uma das mais
conhecidas aplicagoes de HM M). Podemos usar a solucdo para o Problema 3 para
treinar um HM M, digamos, Ao para reconhecer a palavra falada NAO e treinar outro
HM M, digamos, \; para reconhecer a palavra SIM. Em seguida, dada uma palavra
falada desconhecida, podemos usar a solugdo para o Problema 1 para marcar esta
palavra contra )\ e também contra \; para determinar se é mais provavel NAO, SIM
ou NENHUM. Neste caso, ndo é necessdrio resolver o problema 2, mas é possivel que
tal solucdo que descobre os estados ocultos possa fornecer uma visdo adicional sobre
o modelo de fala subjacente.
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4 Cadeias de Markov Ocultas

4.8 As trés soluctes

4.8.1 Solugdo para o problema 1

Seja A = (A, B,7) um modelo dado e seja O = (O, Oq,---,07r_1) uma série de
observacoes. Queremos encontrar P(O|\).
Seja X = (xg,x1,---,z7r—1) uma sequéncia de estados. Entdo, pela definicdo de B,
temos
P(O]X, \) = bo(00)bs, (O1) - - -byp_, (Or—1)

E pela definicdo de 7 e A segue-se que

[P(XM) = TxoQx,x1 1,22 " " Qzp_g,@p_1-

Desde que BONX A
P(O, X|\) = (P(A))
e
_P(ONXnNnA) P(XNA) PONXNA)
POIX, NP(XY) = P(XNA) PN PO
temos

P(O, X|\) = P(O|X, \P(X]|).

Ao somar todas as possiveis sequéncias de estado, obtemos

P(O[A) = > P(O,X|)\)
X
= > P(O|X, )P(X|))
X
= Z 20020 (00) g0, b2y (O1) *** ap_yop 1 bap, (O1-1)
X
No entanto, esta computacdo direta é geralmente invidvel, uma vez que requer cerca
de 27'NT multiplicacdes. A forca de HMM deriva em grande parte do fato de que existe
um algoritmo eficiente para obter o mesmo resultado.

Para encontrar P(O|\), utiliza-se o chamado algoritmo progressivo, ou passo-«. Para
t=0,1,---,T—1ei=0,1,---,N — 1, define

Oét(i) = P(O()a 017 ) Ota Ty = qu\)
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4.8 As trés solucoes

Entdo o4 (i) é a probabilidade da sequéncia de observacdo parcial até o tempo ¢,
onde o Processo de Markov estad no estado ¢; no tempo ¢. O discernimento crucial aqui
€ que o o4 (7) pode ser computado recursivamente como segue.

1. Seja (i) =m;b;(Oyp), parai =0,1,---, N — 1
2. Parat=1,2,---,T—1e ¢=0,1,---,N —1:

N-1
a(i) = | Y av1(i)agi | bi(O).
j=0

Sendo:

N-1
PON) = ) ar1(i).
i=0

O algoritmo progressivo precisa de N2T operacdes.

4.8.2 Solugio para o Problema 2

Dado o modelo A = (A4, B,w) e uma sequéncia de observacdes O, nosso objetivo é
encontrar a sequéncia de estado mais provavel. Como mencionado acima, ha diferen-
tes interpretacdes possiveis de “provavelmente”. Para H M M queremos maximizar o
numero esperado de estados corretos. Em contraste, um programa dinamico encontra
o caminho global de maior pontuacdo. Como vimos, essas solucdes ndo sdo necessari-
amente as mesmas.

Primeiro, definimos o algoritmo retrocesso, ou passo-f3. Isso é analogo ao passo- « dis-
cutido acima, distinguindo-se porque ele comeca no final e funciona de volta para o
inicio.

Parat=0,1,---, T —1e:¢=0,1, N — 1, define

/Bt(i) = ]P’(Ot+17 Ot+27 Tt OT—1|CUt = qi, /\)

Entdo o (i) pode ser computado recursivamente (e eficientemente) como segue.
1. Seja Br—1(i) = 1, parai =0,1, N — 1.
2.Parat=T-2,T—-3,---,0ei=0,1, N — 1, computando

N-1
Bi = Z aijb;j(O41) Bis1(5)

J=0

Parat=0,1,---,T—1e¢=0,1,---,N — 1, define

Y1(1) = P(zy = ¢;|O, \)
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4 Cadeias de Markov Ocultas

Uma vez que «o4(i7) mede a probabilidade relevante até o tempo ¢ e ;(i) mede a pro-
babilidade apds o tempo ¢,
N @t(i)ﬂt(i)
Vale lembrar que o denominador P(O|)\) é obtido pela soma a7_1(i) sobre i. Pela
definicdo de (i) segue-se que o estado mais provavel no tempo ¢ é o estado ¢; para o

qual .(7) é maxima, onde o maximo é tomado sobre o indice i.

4.8.3 Solucdo para o Problema 3

Aqui, queremos ajustar os pardmetros do modelo para aprimorar as observagdes. Os
tamanhos das matrizes N e M sio fixadas mas os elementos de A, B e w devem ser
determinados, para a condicdo estocastica de linha. O fato de que podemos reestimar
o proprio modelo é um dos aspectos mais surpreendentes de H M M.
Parat=0,1,---,T —2ei,j €{0,1,...,N — 1}, define-se “(di — )" como

Ye(i, ) =Pz = ¢, 441 = ¢5]0, N).

Entdo (i, j) é a probabilidade de estar no estado ¢; no tempo ¢ e em transito para

o estado ¢; no tempo ¢ + 1. Os “di-gammas” podem ser escritos em termos de «, 3, A

e B como
o 0(9)ai jbi(O441) Brya(4)
Vt(la]) = Jﬁi(0|;\r) t
Parat=0,1,...,7 —2, 0 (i) e y(i, ) sdo relacionados por
N-1
(i) = > (i, 7)
§=0

Considerando o v e “di-gama” verificamos abaixo que o modelo A = (A, B, 7) pode

ser reestimada do seguinte modo.
1. Parai=0,1,...,N — 1, temos

7 = 0(4)

2. Para:=0,1,..., N—1,e5=0,1,..., N — 1, computa-se

T-2 ..

o 2at=0 7t(5:])
1) T—2 .
>0 V(i)
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4.8 As trés solucoes

3. Paraj=0,1,...,N—1ek=0,1,..., M — 1, computa-se

b () — Zte{O,l,...,T—l}Ot:k 7(J)
j( ) = T_1 ;

> i—o e(d)
O numerador do a;; reestimado pode ser visto para dar o nimero esperado de transi-
¢oes do estado ¢; para o estado ¢;, enquanto o denominador € o nimero esperado de
transi¢oes de ¢; para qualquer estado. Entdo, a razdo é a probabilidade de transitar do
estado ¢; para o estado ¢;, que € o valor desejado de a;;.
O numerador do b;(k) reestimado é o nimero esperado de vezes que o modelo € no
estado ¢; com observagédo k, enquanto o denominador € o nimero esperado de vezes
que o modelo estd no estado ¢;. A razdo € a probabilidade de observar o simbolo £,

dado que o modelo estd no estado ¢;, que € o valor desejado de b;(k).

A reestimacdo é um processo iterativo. Primeiro, inicializamos A = (A4, B, 7) com

um melhor adivinho ou, se nenhuma suposicao razoavel estiver disponivel, escolhemos
A1e1 1 ~ 1 ..o~ i . ~ i ; {t1 i

valores aleatdrios tais que m; ~ € a;j & € bj(k) ~ 4;. E critico que A, B e 7 seja

randomizado, uma vez que valores uniformes resultardo em um maximo local a partir

do qual o modelo ndo pode subir. Como sempre, 7, A e B devem ser estocasticos de

linha. A solugédo para o problema 3 pode ser resumida como se segue.
1. Inicializar, A = (A, B, )

2. Caleular av (i), B:(i), (i, j)eve (i)
3. Reestimar o modelo A = (A, B, )

4. Se P(O|\) aumentar consideravelmente, redirecione-se para 2.

Claro, pode ser desejavel parar se P(O|\) ndo aumentar pelo menos em alguns pre-

determinados e, ou para definir um nimero méaximo de iteracgoes.

Exemplo 4.1. Numa sala de aula, um professor de Matemadtica propds a seus alunos
a seguinte ideia em relacdo a uma atividade a ser realizada envolvendo perguntas a
respeito de alguns tépicos de Matemadtica. Os referidos tépicos eram simbolizados
numericamente conforme a distribuicdo a seguir: Equacoes (1), Probabilidades (2),
Funcoes (3), Logaritmos (4), Trigonometria (5), Geometria Analitica (6) e Analise
Combinatdria (7). Os alunos eram submetidos as questdes de acordo com os tépicos
através de sorteio, sabe-se que havia N urnas e dentro das mesmas estavam as M bo-
las numeradas de 1 a 7 conforme representadas anteriormente.

O processo pode ser descrito com detalhes da seguinte maneira: Inicialmente uma
urna é escolhida aleatoriamente, uma bola numerada de 1 a 7 é escolhida ao acaso
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4 Cadeias de Markov Ocultas

observando-se seu respectivo nimero e por sua vez, o numero se torna a observacao

do processo. Recoloca-se a bola na urna de origem, e entdo, uma nova urna é esco-

lhida de forma aleatodria. Este processo é realizado (repetido) muitas vezes, gerando

uma sequéncia de observagoes constituidas pelos numeros das bolas.

E possivel modelar esse processo por H M M, pois hd duas formacoes de um processo

estocdtico: o processo observavel “nimero de bolas” e o processo ndo observavel “esco-

lha aleatdria da urna”. Os elementos que constituem um HMM em relagdo ao referido

exemplo sdo:

1. N representa o numero de estados do modelo, que neste caso sdo representados

pelas urnas;

. S ={51,95,...,Sn} representa o conjunto dos estados individuais do modelo.

Neste exemplo, seria cada urna, como por exemplo S; seria a primeira urna e Sy

seria a quarta urna;

. ¢ representa o estado no tempo ¢ . Neste exemplo, podemos dizer que ¢, = S3

significa que a segunda urna escolhida aleatoriamente foi a terceira urna;

. M representa o numero de observacoes distintas por estado;

. V. = {v1,ve,...,vp} representa o conjunto de observagdes individuais, neste

exemplo seria o conjunto de bolas de uma urna;

. B = {b;(k)} representa a distribuicdo de probabilidade da observacdo no estado

Supondo que dentre N urnas, a escolhida foi a urna trés na primeira escolha e
dentro dela haja duas bolas (1), uma bola (2), duas bolas (4) e uma bola (6),

a representacao da distribuicdo de probabilidades das observacdes neste estado

sdo: .
bg(l) = IP’(vlemt = 1|Q1 = 53) = 6 = g

1

b3(2) = P(Ugem t= 1]q1 = 53) — 6
1

b3(4) =P(vzemt = 1|g; = S3) =

SN

1
b3(6) = P(vsem t = 1|q; = S3) = 5

7. m = {m;} representa a distribuicéo inicial dos estados.

No caso deste exemplo, a probabilidade de escolher aleatoriamente uma urna é con-

siderada igual a todas. Logo:
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5 Atividades para salas de aulas

As questOes de aprendizagem a seguir visam dinamizar em sala de aula os conteu-

dos até aqui abordados. O publico alvo sdo alunos do ensino médio, e em especial
aqueles que estdo no término do processo de aprendizagem sobre probabilidades com
conhecimentos prévios em operacdes com matrizes.
Para tais atividades, € necessario a utilizacdo de um software capaz de facilitar as re-
solucoes de poténcias e multiplicacoes de matrizes, ficando a escolha ao encargo do
professor, respeitando disponibilidades ao mesmo. Utilizamos e recomendamos a uti-
lizacdo do Geogebra.

5.1 Geogebra

Geogebra é um aplicativo matematico composto por conceitos, propriedades geo-

métricas e algébricas. Possui distribuicao livre, o que possibilita maior acesso e pos-
sibilidades para utilizacdo na aprendizagem de muitos conceitos matematicos. Neste
trabalho, o Geogebra desempenha importante papel como ferramenta de calculo em
relacdo as multiplicacoes e poténcias de matrizes.
Dentre tantas fung¢des contidas neste aplicativo, abordaremos através de simples exem-
plos, as confeccoes , o produto de duas matrizes e duas poténcias de matrizes com o
propdsito de servir como referéncias as demais situacoes de cdlculos das probabilida-
des de transi¢coes das Cadeias de Markov.
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€ GeoGetra T O »w T o | ]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A [ > . ollla=2 | o2,
DREEECERNEE
~ Janela de Algebra (X [+ Janela de Visualizagdo
|1~ fiv e c~
.
.
.
.
4
.
.

Entrada:

Figura 5.2: Janela principal do Geogebra

Menu

Comandos

Janela de Area de trabalho
algebra

Campo de entrada

Figura 5.1: Divisdes dos comandos e dreas de trabalho no Geogebra

Exemplo 5.1. Para construir uma matriz M de ordem 3, na qual os elementos das
linhas serdo 1,2 e 3; 4, 5 e 6; 7, 8 e 9 respectivamente, devemos realizar:

e Na drea campo de entrada, digiar: M = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}

T T ot T
A RS I = [=]
D[RS EEANEE
~ Janela de Algebra (X[~ Janela de Visualizagao X
|-1v fiv hC
e .
[1 2 3
mM=(4556 )
\7 809/ s
N
.
; : :
.
.
.
Entrada: M = {{1,2,3,{4,5.6}.(7.8,9)} a &

Figura 5.3: Confeccdo da Matriz M no Geogebra
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5.1 Geogebra

Para construirmos uma matriz N de ordem 1 X 3 , composta pelos elementos 3, 5 e
5, devemos realizar:

e Na drea campo de entrada, digiar: N = {{3,5,5}, }

Arquivo_Edtar Bxibir Opges Femamentas Janela Ajuda Entar

LA eJo] N ) =
~ Janela de Algebra 50 | ~_Janela de Visualizagho ®
- S~ » Civ
Lista
123y
M=|[45%6 |
7809/ s
N=(355)

Entrada: N~(B.55)

Figura 5.4: Confeccio da Matriz N no Geogebra

Exemplo 5.2. Para obtermos o produto de tais matrizes, M e N, devemos utilizar uma

letra como representacdo do produto e o comando de multiplicacdo “*” (asterisco), da
seguinte forma:

e Na drea campo de entrada, digitar: P = N*M

B ccccena T T T, Wz
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar
B ~ . (B
.-
~ Janela de Algebra 4 | = Janela de Visualizagio [
<
|51~ £~ (Ilrc-
- Lista s
i [102 30
M= (4556 |
\7 89/ 5
N=(355)
P=(58 71 84) .
a
2
4
B
0
4 3 2 1 o 1 2 3 2 5 3 7 8 o 0 11 2 1
El
2
a
“

Entrada: P = N'M

Figura 5.5: Produto de matrizes M e N
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Exemplo 5.3. O comando “”™” é utilizado na obtencdo de poténcias, neste caso, a

matriz M elevada ao quadrado e ao cubo respectivamente, sdo obtidas da seguinte
forma

e Na area de entrada, digitar Q = M "™ 2 para eleva-la ao quadrado e R = M3
para eleva-la ao cubo.

r n
e e (2|5 |
£ Geogera ‘ e i——
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
=
ela de Visualizagio ®
OO+ c-
s
s
\ 102 126 150 / 4
3
2
4
'
o
o 5 2 4 o 7 z 3 5 5 c 7 s 5 o T = T
a
2
a
-4
Entrada: O = M2| o §

Figura 5.6: Quadrado da Matriz M

e I e
Arquivo Editar Exibir Opgles Femramentas Janela Ajuda Entrar.
A : e
d =
¥ Janela de Algebra () |+ Janela de visualizagiio X
S OO~
Lista L]
12 33
M= (455 |
\7 809/ s
[ 468 576 684
R = | 1062 1305 1548 |
| 1656 2031 2412 ) 4
3
2
q
'
o
4 3 2 § R H 3 i 5 H 7 4 4 W n D
-
2
E
4
Enfrada; R = MA3 a s

Figura 5.7: Cubo da Matriz M
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5.2 Atividade 1

Para as seguintes atividades serem aplicadas em salas de aula, consideramos trés
itens de grande importancia:
Objetivo
Motivar as operacOes matriciais utilizando Cadeias de Markov. Dentre tais operacdes,
destaca-se produto e poténcia de matrizes.
Publico-alvo
Alunos do ensino médio, salvo excecOes. Em especial, aqueles que estejam no término
do processo de aprendizagem sobre probabilidades com conhecimentos prévios em
operagOes matriciais.
Recurso necessario

Utilizacao de um software, neste caso, o Geogebra.

5.2 Atividade 1

Um bidlogo analisou o comportamento de um sapo em relacdo a permanéncia do
mesmo em dois locais distintos , 4gua e terra. Os locais sdo representadas por 1 e 2
respectivamente. Através de uma série de observacoes, foi registrado que a probabi-
lidade de permanéncia no local 1 é de 0,8 e no local 2 é de 0,4. Ocorre também as
probabilidades de transicdes entre os locais , sendo que do local 1 para o local 2 é de
0,2 e do local 2 para o local 1 é de 0,6.

Conforme o enunciado , determine:

1. O vetor de estado inicial, levando em consideragdo que a observacdo foi iniciada

no local 1.
2. A matriz de transicao P.
3. O diagrama de transicdo entre os locais.

4. Qual o vetor de probabilidade no 10° passo comecando no local 1? E comec¢ando
no local 2?

Solucoes 1.

1. E={1,0}
Py P 0,8 0,2
2.p=| " "Blop_|"" 7
Py, Py 0,6 0,4
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Figura 5.8: Diagrama de transicio entre os estados do problema 1

3.
4. Estadol : V1Y = 10,75 0,25] Estado2: V19 =[0,75 0,25]

5.3 Atividade 2

Admitindo que um jogador tenha inicialmente R$ 1,00 e, com probabilidade p > 0,
ele ganhe R$ 1,00 e, com probabilidade 1 — p, perca R$ 1,00. O mesmo participa de
apostas, onde a regra do jogo é terminar quando acumular R$3,00 ou perder tudo.
Baseado no enunciado , determine:

1. A representacdo do espaco de estados E em relacdo a quantia de dinheiro.
2. A matriz P de transicdo de estados.

3. Observando a matriz de transicdo acima, quais estados podemos classifica-los
como absorventes? Por qué?

4. Construa um diagrama de transicdo de estados ao referido enunciado.
Solucoes 2.

1. E={0,1,2,3}

Poo Poir P2 Pos 1 0 00
P, P, P, P, 1-— 0 0
9 p— 10 11 12 13 ~p— p p
Py P11 Py Pog 0 1-p 0 p
Pyy P31 P3s Psg 0 0 01

3. Estado (0) : Py e Estado (3): Ps3.
Quando se entra nestes estados, nunca mais os deixam. Os mesmos representam
as duas situacoes do término do jogo.

OO OO
1p

Figura 5.9: Diagrama de transicdo entre os estados do problema 2
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5.4 Atividade 3

Numa cidade, um agente de transito é responsdvel pelo controle e fluidez do trafego
em oito cruzamentos. Sabe-se que seu tempo de permanéncia em cada cruzamento é
de 1 hora, onde o mesmo pode mudar para outro cruzamento adjacente ou permane-
cer no mesmo. Por questdes logisticas a fiscaliza¢do, seu local de controle a cada hora
é realizada de maneira aleatdria, ocorrendo por exemplo, caso ele esteja de acordo
com a figura 5.3 no cruzamento 4, o proximo cruzamento pode ser 1, 3, 5e 7, e em
caso de permanéncia, o 4.

Realizada sua jornada de trabalho, no dia seguinte, a mesma serd iniciada no cruza-
mento em que parou no dia anterior

Figura 5.10: Agente de transito

Baseando-se no enunciado, determine:

1. O vetor estado inicial.
2. Um esboco do diagrama de transicao em relacido aos dados.
3. A matriz de transicdo P.

4. Nesta situagdo, podemos dizer que existe algum estado absorvente? Além desse,

quais outras classificagdes de estados ocorrem? Justifique.

5. Utilizando recurso computacional como ferramenta de aprendizagem, obtenha
os cinco primeiros vetores de estado , e depois os do 20° ao 22° vetores . Faca
uma analise do comportamento dos mesmos em relacdo ao agente de transito

iniciando no cruzamento 4.

Solucoes 3.
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1. Como o agente de transito inicia no cruzamento 4, o vetor deve ser:
V0 = [00010000]

Figura 5.11: Diagrama de transicdo de estados do agente de transito

2.
1 1 1 T
$ 2 0% 0000
1 1 1
$ 200 %000
003 5 04% 00
1 1
505 5 50350

3. P= 1 1 1 1
07 037 7 003
00500 5 50
000 1 01 3 3%
00004 04 4

4. Nao ocorre estado absorvente. Outras classificacdes de estados que ocorrem sdo
as seguintes:
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e Estado recorrente: uma vez que se entra neste estado, um eventual retorno

é assegurado.

e Estado ergddico: uma vez que se entra neste estado, um retorno ao estado
¢é assegurado dentro de um numero finito de passos, porém o estado néo é

periddico e pode voltar antes de qualquer passo n.

x X X X X X x[T X
0 0 0 1 0 0 0 0
0,2 0 0,2 0,2 0,2 0 0,2 0
0,106 0,116 0,106 0,273 0,09 0,116 0,09 0,1
0,109 0,109 0,109 0,182 0,132 0,109 0,139 0,104
0,108 0,108 0,108 0,179 0,141 0,107 0,141 0,107
0,107 0,107 0,108 0,179 0,143 0,109 0,143 0,107
20 0,107 0,107 0,107 0,179 0,143 0,107 0,143 0,107
21 0,107 0,107 0,107 0,179 0,143 0,107 0,143 0,107
22 0,107 0,107 0,107 0,179 0,143 0,107 0,143 0,107

a|lh| WM~ | OB

Tabela 5.1: Vetores de estados do agente de transito

5.

Analisando os vetores de estados a partir de n > 20 , observa-se a convergéncia a
um vetor de probabilidade. Dai podemos dizer que a probabilidade de estar no estado
4 € 17,9%, nos estados 1, 2, 3, 6 e 8 é de 10,7% e nos estados 5 e 7 é de 14,3%.
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