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RESUMO

As pesquisas e estudos na area de Educagdo Matematica, junto aos resultados descritos pelos
estados e municipios em relacdo as avaliagdes externas de Matematica, nos mostram que
existem enormes barreiras a serem enfrentadas na compreensao e percepcao do espaco. Sendo
dificil para os alunos compreenderem e realizarem desenhos os quais apresentem perspectivas
e nogoes de profundidade. Nesse sentido, desenvolvemos parte desse trabalho com exibi¢ao
de técnicas de desenho, fazendo uso de construgdes projetivas e de nogdes bdsicas da
Geometria Projetiva. No que tange ao estudo da Geometria Plana, realizamos uma
contextualizagdo historica, permeando por técnicas iniciais de prova do Teorema de
Menelaus, utilizando esse teorema como motivador para apresentagao e desenvolvimento das
homotetias. Uma parte significativa desse estudo ¢ mostrar ¢ demonstrar as propriedades das
homotetias e de suas compostas, bem como de suas aplicagdes a problemas nao triviais e de
nivel olimpico. Outra parte ¢ realizada na Geometria Projetiva, ampliando os conceitos
geométricos e construtivos com a apresentacdo historica e cultural dessa geometria, tendo
como referéncia o Teorema de Desargues. Realiza-se uma metodologia para o Ensino Médio
que visa o desenvolvimento de desenhos por meio de constru¢des projetivas, bem como a
significacdo de ideias que permeiam a percepcao espacial, visando construir ferramentas que
acrescentem nocdes espaciais através do desenho com técnicas projetivas. Por fim, mas nao
menos importante, exibimos alguns problemas de nivel olimpico os quais fazem uso da razao
cruzada e dos conjuntos harmonicos, de homotetias, constru¢des projetivas e dos teoremas
abordados no trabalho. Ha teoremas nao triviais que, ap6s a abordagem realizada, tornam-se
acessiveis e aparentemente simples, mostrando que um enfoque com as técnicas devidas pode

tornar problemas complexos em temas simples e bastante instrutivos.

Palavras-chave: Geometria projetiva. Homotetias. Razao Cruzada.



ABSTRACT

Research and studies in the area of Mathematics Education together with the results described
by the states and municipalities in relation to the external evaluations of Mathematics show
that there are enormous barriers to be faced in the comprehension and perception of space. It
is difficult for students to understand and make drawings, which have perspectives and
notions of depth. In this sense, we developed part of this work with exhibition of drawing
techniques, making use of projective constructions and basic notions of Projective Geometry.
Regarding the study of Plane Geometry, we performed a historical contextualization,
permeating by initial techniques of proof of the Menelaus Theorem, using this theorem as
motivator for presentation and development of the homotetias. A significant part of this study
is to show and demonstrate the properties of homotetias and their compounds, as well as their
applications to non-trivial and Olympic-level problems. Another part is realized in the
Projective Geometry, extending the geometric and constructive concepts with the historical
and cultural presentation of this geometry, having as reference the Theorem of Desargues. A
methodology for High School is developed that aims at the development of drawings through
projective constructions, as well as the meaning of ideas that permeate spatial notions, aiming
to build tools that add spatial notions through design with projective techniques. Last, but not
least, we present some Olympic-level problems that use cross ratio and harmonic sets,
homotetias, projective constructs, and the theorems discussed in the paper. There are non-
trivial theorems that, following the approach made in this work, become accessible and
seemingly simple, showing that an approach with the proper techniques can make complex

problems and themes simple and rather instructive.

Keywords: Projective geometry. Homothety. Cross Ratio.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Teorema de DESAIQUES.........cccueiueiieiierieeieseesteeeesteesteeeesteeste e sseesreenesneesseeneens 22
Figura 2 — Parte de uma pagina da primeira edi¢do impressa dos Elementos de

Euclides e P4gina de rosto da traducéo para o inglés dos Elementos de

BUCHES (1570). ueiiieie ettt ettt 24
Figura 3 — Teorema de Menelaus como igualdade de produtos...........c.cccecevveieiiieinennne 26
Figura 4 — Teorema de MENEIAUS ..........ccceeiiiie it 27
Figura 5 — Teorema de Menelaus em sua forma basiCa..........coceorireieiiieniine e 27
Figura 6 — Teorema de Menelaus: DemOoNStragao POr Areas. .........cocevveerereerienieneeeniennns 28
Figura 7 — Teorema de Menelaus: Demonstracao por areas (2) ......cccoceevvevveevvereeseeseennens 29
Figura 8 — Teorema de Menelaus: Demonstracao por areas(3) .......cccccveveveervereesieeseennens 29
Figura 9 — Teorema de Menelaus: Demonstragdo por reas (4) .......ccoceeevereienenereeenennns 30
Figura 10 — Homotetias de CENTIo O. ......cccooiiiiiiiiiiieee e 33
Figura 11 — Homotetias de retas com Centro O .........ccceveeiiiieii e 34
Figura 12 — Homotetias da figura ABCDE ..........c..cocoiiiiiiie e 35
Figura 13 — Homotetia Composta como produto da razdo escalar por vetor.................. 36

Figura 14 — TranslacGes resultantes quando o produto das razfes das Homotetias

BHGUAN A L. .o 37
Figura 15 — Homotetia (H) composta de duas homotetias com razfes cujo produto é

diferente de 1: VISA0 VELOrial. ... 38
Figura 16 — Homotetia composta: colinearidade entre 0S CENrOS. ........ccccovvvrerierieriennnn 39
Figura 17 — Teorema de MENEIAUS...........ccoiiiiiiiiiece e 42
Figura 18 — Reciproca do Teorema de MEenelaus ...........ccccceiveiiiiieiiese e 43
Figura 19 — Teorema de Menelaus para uma quadrilatero Convexo..........c.ccccoeeevveiveennene 45
Figura 20 — Teorema 0 DESAINGUES..........cccieiiiiiiiiieieie ettt 47
Figura 21 — Demonstragé@o do Teorema de DeSarguUES...........ccccerirerireeieerieniesiesiesiesieseeans 48
Figura 22 — Reciproca do Teorema de DeSArguUES ..........cc.ccueieeiieeiieiieseeie e sre e seesreenens 49
Figura 23 — Demonstracdo da Reciproca do Teorema de DeSargues .........ccccoveevrereannn. 50
FIQUIa 24 — AXIOMA 4 ...t bbbttt b e bbbt ne e 52
Figura 25 — Quadrangulo PQRS ..o 55
Figura 26 — QUAadrANGUIOS ..........cc.ooiiiiieece et 55
Figura 27 — QUAAIITAtENO PAIS .ooveeeecee ettt re et be e 56

Figura 28 — Fileira de pontos € FEIXe de retas..........cccviriieiiiiireiiie e 56



Figura 29 — Correspondéncia EIEMENtar ..o 57

Figura 30 — PerSpPeCtiVIOATES ..........cuiiiieiiieie e 58
Figura 31 — Triangulos €M PersPeCtiVA .........cccveiiiieiiece e 58
FIgura 32 — GIrard DESANGUES ........cc.ecueieerieiiesieesieetesteesteasessaesteesesseesseassesseesseessesseessesseens 60
Figura 33 — Livro de Girard DESArgUES...........c.cueiiieieieieie ettt 61
Figura 34 — Teorema 0 DESAINGUES.........ccciiiiiiiiiieieie ettt 62
Figura 35 — Triangulos em perspectiva quanto a trés PoNtos ..........ccccceevevieevveresieseennnns 63
Figura 36 — Prova da colinearidade dos pontos D, E, F. .......cccoveiiiiiiiicie i 63
Figura 37 — A altima ceia na Arte Medieval: uma das 13 cenas da Taula de Sant

IMIIQUEL <. bbb 66
Figura 38 — Desenho de Duccio di BUONINSEGNA. .......ccceevuiiieiieiieeiesiesie e sre e 67
Figura 39 — The Entombment of Mary: Giotto di Bondone...........c.ccccceevevieiveie e 67
Figura 40 — Perspectiva de Filippo Brunelleschi: ilustracdo de manual do século XVI

sobre como colocar uma figura em PerspectiVva..........c.ccooveerereneneseneseenn 68
Figura 41 — A Ultima Ceia de Leonardo da ViNCi. ........ccccoveveieiieeeeeeseseesessessennen, 69
Figura 42 — Desenho com trés pontos de FUQA.........c.ccoveiuiiieieeiie e 70

Figura 43 — Estrutura basica para construcdes: um ponto de fuga centralizado em
relag@o 80 ODSEIVAUOL. ......couiiiiiiie s 71
Figura 44 — Desenhos possiveis com a estrutura basica com um ponto de fuga

(Realizados em sala de aula). ...........ccceeeeiiiiicie i 72
Figura 45 — Construcao da estrutura basica com um ponto de fuga (1) .......ccceevvevirennene 72
Figura 46 — Construcéo da estrutura basica com um ponto de fuga (2) .....c.ccccoecerevrenne 73

Figura 47 — Algumas possibilidades com a estrutura de um ponto de fuga central em
relacao a0 ODSEIVAUOL. ..........cocoveeieiie et 74

Figura 48 — Resultados obtidos com alunos do 2° ano do ensino Médio fazendo uso da

linha do horizonte e de dois pontos de fuga. .........ccocveriririiiene e 76
Figura 49 — Construgao com dois pontos de fuga e reta auxiliar.............ccccoocveniiennnnnne 77
Figura 50 — Construcao de préedios e piramide em perspectiva parte 01 ............ccceevvnee 77
Figura 51 — Construcao de prédios e piramide em perspectiva parte 02 ............cc.cccvnnee. 78

Figura 52 — Imagens Elaboradas por Alunas com uso de Perspectivas e Pontos de

UG e 80
Figura 53 — Triangulo Medial ............coooiiiiiie et 82
Figura 54 — Triangulo Medial com baricentro G, ortocentro H e circuncentro O. ......... 82

Figura 55 — O Ponto Médio do Segmento HO na Reta de Euler...........cccoeovincninncnne 84



Figura 56 — Circulo de Nove Pontos — Demonstragdo por Homotetias ............cc.cccceeennee. 85

Figura 57 — Circulo de NOVE PONTOS ..........coiiiiiiiiieieiee e 86
Figura 58 — Teorema de Monge: Circunferéncias e as interseccdes de suas retas
TANGENTES ..t 87
Figura 59 — Teorema de Monge Fazendo Uso de Triangulos em Perspectiva.................. 88
Figura 60 — Construgéo para solugdo do PROBLEMA 04..........ccccooiiieiiniicee 89
Figura 61 — Invariancia da razao cruzada por projetividade ..........cccccceevevvevveveiiesnennnne 90
Figura 62 — Razéo Cruzada de Pontos Co-circulares: caso positivo. .........c.ccceeeeiveiieennnne 93
Figura 63 — Razdo Cruzada de Pontos Co-circulares: caso Nnegativo. ...........ccocceevverennnne 93
Figura 64 — Invariancia da Razdo Cruzada por Projecdo Estereogréafica (01) ................ 94
Figura 65 — Invariancia da Razéo Cruzada por Projecdo Estereogréafica (02) ................ 95

Figura 66 — Cevianas Induzem Conjuntos Harménicos, produzindo (X, D; B,C) = —197

Figura 67 — Quadrilatero completo para obter o conjunto harménico (K, L, M, N)......98
Figura 68 — Construcdo do PROBLEMA 08...........cccooiiiiiiieiic e 99
Figura 69 — Construcdo da Quarta Reta Harménica Apenas Com Uso de Régua......... 100
FIgura 70 — TEOremMa 08 CBVA........ciuiiiiiieitiiiesii ettt bbb 102
Figura 71 — Prova da Relagao de STEINET ........cccocviieeiii e 104
Figura 72 — PONt0 de LEMOINE...........oiieieiieieecie ettt 106
Figura 73 — Teorema de CarnOt..........coooiiiiiiiiiiiieee s 106

Figura 74 — Prova do Teorema de Carnot.............cccvviiiiiiinineiiseneeen e 107



1.1
1.2
121
1.2.2

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4
441
4.4.2
4.5

6.1
6.2
6.2.2
6.2.3

7.1

SUMARIO

LN EI0] 5161070 T 15
JUSTIFICATIV A e e e e e e e e e nnees 15
(O I Y @ T PRSP 16
GBIAL...ee e bttt b e 16
ESPECITICOS ..ttt re et reere s 16
FUNDAMENTOS TEORICOS.......co oottt 18
METODOLOGIA ...t e e e e s e e e nnae e e 19
GEOMETRIA EUCLIDIANA: HOMOTETIAS E APLICACOES..........c.oo....... 23
TEOREMA DE MENELAUS: UMA PROVA POR AREAS........cccoovvvniesrriernnnan, 25
[ (O LY @ I I 7 P 31
O TEOREMA DE MENELAUS COMO APLICAQAO DE HOMOTETIAS............ 41
UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE MENELAUS PARA

POLIGONOS CONVEXOS.......ovceieeeiieeseieissssesissesissesses s sesssssssssssssssssensssssssssnsens 44
O TEOREMA DE DESARGUES NA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA.......... 46
GEOMETRIA PROJETIVA: ELEMENTOS PRIMITIVOS E AXIOMAS
INTCTAILS .ottt st et e et be e e nesre e 51
AXIOMAS ...ttt ettt ettt neere it 51
PROPOSIC}()ES DIRETAS APARTIR DOS AXIOMAS ... 53
TRIANGULOS E QUADRANGULOS ..ot 54
PROJETIVIDADE E PERSPECTIVIDADE .......cccoviiiiiieiee e 56
PrOJEIVIAAE ....cveeeeceeceee ettt ste et e e e e 57
PerSPECTIVIHATE ...ttt 57
PERSPECTIVAS E OS TRIANGULOS. ..ottt es e 58
TEOREMA DE DESARGUES NA GEOMETRIA PROJETIVA ......c.ccoovveiee. 60
UMA METODOLOGIA PARA AULAS NO 2° ANO DO ENSINO MEDIO......65
A HISTORIA DA GEOMETRIA PROJETIVAE A ARTE ...ccoeiiieeve e, 65
O DESENHO DA PERSPECTIVA E A GEOMETRIA PROJETIVA ..o, 69
Dois Pontos de Fuga e a Linha do HOrizonte ...........cccovviiciiiicic e 75
Algumas consideracdes sobre a metodologia do desenho em perspectiva............. 78
APLICACOES E RESOLUCOES DE ALGUNS PROBLEMAS.........cccoevevunen, 81
O TRIANGULO MEDIAL E ARETA DE EULER ......ciioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 81



7.2 O CIRCULO DE NOVE PONTOS .....cocuiieicieieieeeeteetese e ses s, 84

7.3 ALGUNS PROBLEMAS COM O USO DE HOMOTETIAS.........ccco v 86
7.4  PROBLEMAS ENVOLVENDO A GEOMETRIA PROJETIVA ..o 89
7.4.1 Conjuntos Harmonicos e Alguns Problemas Com Uso da Razédo Cruzada........... 95
7.4.2 Construcdes Geométricas com 0 uso apenas de REgUA ...........ccovrererereniieeenenns 100
7.5 O TEOREMA DE CARNOT ...ttt 102
8 CONCLUSAOD . ...ttt 109

REFERENCIAS ...ttt 111



15

1 INTRODUCAO
1.1 JUSTIFICATIVA

As pesquisas e estudos na area de Educacdo Matematica junto aos resultados
apresentados pelos estados e municipios em relacdo as avaliacdes externas de Matematica,
nos mostram que existem enormes barreiras a serem enfrentadas na compreens&o e percepgédo
do espaco, tanto no que diz respeito a forma e desenho quanto a normas e nomes. Os
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) indicam que o espago percebido e visto pela
crianca € o seu espaco geometrico de estudo, mas apesar de significativo para a sua percepgédo
visual, ela enfrenta grandes dificuldades em realizar desenhos e compreender a nocao de
profundidade.

No Ensino Médio essa situacdo permanece, sendo dificil para os alunos
compreenderem e realizarem desenhos que apresentem perspectivas e nocBes de
profundidade. Outra probleméatica é a interpretacdo matematica de problemas e suas
ferramentas de resolugdo. Dificuldades semelhantes também sdo enfrentadas pelos
professores de Matematica.

Tais problemas e dificuldades nos evidenciam a necessidade dos alunos e
professores entrarem em contato com geometrias as quais 0s auxiliem na realizacdo de
desenhos e que os levem a compreensdo dessas nocdes. Também € fundamental o
desenvolvimento de habilidades e conhecimentos os quais fornecam uma bagagem tedrica que
possa ser aplicada na resolucdo de problemas que exijam, além do desenho e da interpretacéo,
calculos corretos.

Nesse contexto, os teoremas da Geometria Projetiva e suas semelhancas com
teoremas na Geometria Euclidiana podem se complementar, contribuindo para que o0 processo
de ensino da Geometria seja mais prazeroso e completo para o aluno. As técnicas de desenho
gue podem ser acrescentadas ao curriculo com o uso do desenho em perspectiva e dos pontos
de fuga, possibilitam ao aluno uma melhor percepcdo da Matematica e da arte, vindo a gerar
maior significacdo para o seu conhecimento.

Dentro desse contexto, percebe-se a necessidade de dar subsidio a alunos e
professores para uma melhor compreensdo dos teoremas da Geometria Euclidiana com suas
aplicacdes a Geometria Projetiva. Assim, poderdo ter um bom desempenho no processo de
ensino e aprendizagem da Geometria, dotando-se de técnicas geomeétricas para a resolucao de

problemas.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Geral

Esse trabalho tem por objetivo apresentar e desenvolver a Geometria por meio de

teoremas e construcdes os quais possibilitem ao leitor ampliar as habilidades de desenho e

perspectiva, levando-o a compreendé-la, bem como auxilid-lo com técnicas e demonstracoes

de teoremas. Visa ainda, discorrer sobre as homotetias e aplicagdes destas, por exemplo o

Teorema de Menelaus, na Geometria Euclidiana e aplicagdes da Geometria Projetiva, com

posterior exposicao de possibilidades no desenho em perspectiva, bem como na solugdo de

problemas.

1.2.2 Especificos

a)

b)

d)

No decorrer desse estudo serdo apresentados contextos, teoremas, histdrias e obras de
arte, os quais visam atender aos objetivos especificos citados a seguir;

Apresentar a historia dos teoremas e seus realizadores de forma sintética e
contextualizada, de modo a tornar o trabalho mais relacionado com os periodos em
que foram alcancgados os resultados;

Desenvolver o Teorema de Menelaus com demonstragfes que tencionam uma melhor
compreensdo da geometria, bem como correlaciond-lo a outros teoremas e lemas,
especificamente relacionados as homotetias;

Expor e demonstrar os teoremas relacionados as transformacdes geométricas, mais
precisamente aquelas que se correlacionam com resultados importantes sobre as
homotetias e compostas de homotetias. Tornar as homotetias uma ferramenta tangivel
mostrando algumas de suas aplicacbes e resultados. Apresentar resultados na
Geometria Projetiva, de modo a fixar as relagbes entre construcbes projetivas e
resultados nas homotetias;

Sintetizar 0 Teorema de Desargues na Geometria Projetiva, fazendo uso de um
pequeno nimero de conceitos desta Geometria, dissertando parte da sua histéria e seu
contexto com aplicacOes a arte no renascimento de forma a denotar seus aspectos

culturais e multidisciplinares;



f)

9)

h)
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Exibir os axiomas, as figuras que estruturam e as propriedades da Geometria Projetiva
a fim de que sejam desenvolvidos seus conceitos primitivos, como modo de capacitar
o leitor com ferramentas teoricas;

Mostrar uma metodologia que envolva experiéncias de desenho com o0 uso de
perspectivas, realizada com alunos do Ensino Médio, e as suas possibilidades de
aplicacdo aos conceitos da Geometria Projetiva e do desenho com o uso apenas de
régua;

Dissertar e resolver problemas de nivel olimpico, com a intencdo de desenvolver
habilidades e fixar os conhecimentos apresentados no decorrer do trabalho, fazendo
uso das homotetias, de construgdes projetivas, dos teoremas abordados e de temas
importantes no estudo dos conjugados harmonicos;

Os objetivos elencados tem por finalidade exibir as homotetias na Geometria
Euclidiana e resultados béasicos da Geometria Projetiva, dando significado maior a
esses, mostrando importantes teoremas e as consequéncias que estes tém no
desenvolvimento da perspectiva, na resolucdo de problemas e demonstracdo de

teoremas.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

No que diz respeito a Geometria Euclidiana, optamos pelos livros influentes na
area e pela literatura nacional. Na demonstracdo e apresentacdo dos conceitos em Geometria
Projetiva, temos como texto base o livro Projective Geometry, de COXETER,
complementado por outros livros da literatura mundial citados no decorrer do trabalho.

Apos exaustiva revisdo de literatura, as publicacdes e dissertacOes relevantes
sobre o estudo de geometrias ndo Euclidianas, em particular a Geometria Projetiva, mostram
que a insercdo destas geometrias no curriculo da educacgdo basica se configuram como uma
possibilidade real e que tem espaco nas Diretrizes Curriculares da Educacdo Basica - DCE.

No artigo publicado na Revista Bolema pelos autores (LOVIS e FRANCO, V. S.
2015), lembra que “No Ensino Médio as DCE recomendam apresentar aos estudantes nogoes
de Geometrias ndo Euclidianas, ao abordar a (...) Geometria Projetiva (...)”, mostrando a partir
de sua pesquisa qualitativa, a percepcao dos professores participantes sobre as Geometrias ndo
Euclidianas e dando uma amostra da importancia de elaborarmos e estudarmos material sobre
essas, ja que a minoria dos professores tinha conhecimento de tais geometrias.

No referido artigo, os autores citam varias opinides dos professores sobre a
diferenca entre as Geometrias ndo Euclidianas e a Geometria Euclidiana, nos apresentando
que um fato importante no estudo de Geometrias ndo Euclidianas € o que as diferencia da
Geometria Euclidiana, tanto nos aspectos formais como intuitivos do processo de apreensao
destas Geometrias.

Alguns mencionam o fato de nosso globo ser uma superficie curva e ndo um
“plano”, ja outros percebem a nocao intuitiva de que duas retas paralelas podem se encontrar
no infinito, revelando que isso também diferencia as Geometrias. Intuitivamente e por meio
de figuras apresentadas de outras geometrias aos professores, estes vdo se apropriando de
no¢des como a perspectiva da Geometria Projetiva.

Quanto a materiais para 0 aluno, (GONCALVES 2013) exp0e possibilidades de
investigacdo e do estudo da Geometria Projetiva ainda no 9° ano do ensino fundamental,
fornecendo uma proposta didatica para que seja alcancado o aprendizado da Geometria
Projetiva atraves de imagens e construcdes. Seu método é revelado por meio de atividades
propostas que podem guiar também o professor para que se prepare para uma discussdo mais

profunda sobre essa Geometria.
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Sao apresentadas em (GONCALVES 2013), algumas técnicas de desenho e da
perspectiva na Geometria Projetiva. Suas ideias servem de base para formularmos a nossa
proposta para construcdo de desenhos na sala de aula.

O trabalho de (MALTEZ 2015) nos apresenta demonstracdes dos teoremas na
Geometria Projetiva, fazendo uso de conceitos da Geometria Descritiva e, apesar de ndo ser
esse o enfoque do nosso estudo, ele demonstrou muita influéncia na parte matematica, nos
auxiliando a desenvolver os teoremas aos quais apresentaremos e tendo conhecimento de
técnicas de outra Geometria.

E apresentada uma metodologia por meio da arte em (MALTEZ 2015), que
contribuiu para a identificacdo de possibilidades de apresentacdo da Geometria Projetiva por
meio de obras de arte do Renascimento e sua influéncia na arte atual. Desse modo, também
nos permitiu perceber 0 quanto esses conceitos geométricos estdo presentes nas animacdes e
jogos de computadores.

As demonstragdes sdo consequéncias de uma selecdo de conceitos 0s quais visam
um entendimento mais amplo da geometria. Na Geometria Euclidiana, as realizamos de forma
detalhada por meio de teoremas e proposicdes, sendo ilustradas sempre que possivel. Na
Geometria Projetiva, optamos por uma apresentacdo e desenvolvimento mais dedutivo e
axiomatico, fazendo uso de construcfes geométricas e propondo uma metodologia para a sala
de aula atraves da Historia da arte e do desenho em perspectiva.

2.1 METODOLOGIA

Num primeiro momento, realizamos uma intensa pesquisa bibliogréfica em
artigos, dissertagcdes, revistas e materiais publicados de reconhecimento nacional e
internacional. Apds tal pesquisa e leitura, foram selecionadas aquelas que se adequavam a
proposta desse trabalho.

No decorrer da pesquisa foram identificadas técnicas que ndo sdo comuns de
serem abordadas, optando entdo por discorré-las. Alguns conceitos e definicdes sdo de
conhecimento do leitor, mas, ainda assim foram mostrados de maneira completa, sem que
haja a necessidade de o leitor recorrer a fontes complementares.

A parte relativa a educacdo e ao ensino da Geometria Projetiva por meio de
desenhos e da perspectiva se baseou, principalmente, em dissertagdes publicadas no portal do

PROFMAT, bem como em leituras de revistas na area de Educacdo Matematica.



20

As demonstragdes aos teoremas sdo parte fundamental deste trabalho, uma vez
gque mostram a importancia da apreensdo dos conceitos basicos das Geometrias Euclidiana e
Projetiva.

Alguns conceitos sdo realizados tendo em mente esta intrigante pergunta: “E
possivel desenvolver uma geometria sem circulos, distancias, angulos, pontos intermediarios
e paralelismo?”. A resposta, para a surpresa de muitos, ¢ um sonoro “sim”. O que temos é a
Geometria Projetiva, um belo e estimulante sistema de proposicdes, simples como as
Euclidianas. A passagem de axiomas e teoremas “Obvios” para teoremas inesperados € vista
como o espirito de trabalho Euclidiano, embora os detalhes sigam uma nomenclatura propria,
as quais exigem uma percepcdo cautelosa. Por tal beleza na apresentacdo, e tamanha
facilidade de dialogo com a geometria euclidiana, € que muitos dos seus teoremas foram
transportados para esta. Teoremas “simples” na Geometria Projetiva ganham novos graus de
dificuldade sob a ética da Geometria Euclidiana, tendo aplicacdes a problemas avancados,
que tornam mais agradavel o estudo dos teoremas da Geometria Projetiva.

Gérard Desargues (1591 — 1661), um engenheiro e arquiteto francés que nao era,
de fato, um estudioso matematico, porém avido pela pratica e estudo de nocbes referentes a
perspectiva, foi entdo o primeiro a introduzir o método projetivo na geometria.

No Renascimento, as artes plasticas e a geometria — dois campos ligados pela
necessidade de retratarem a realidade — passaram por uma revolucdo que as levou a outros
niveis de representacdo e estudos. O Renascimento foi um periodo da Histdria que comecou
na Italia, aproximadamente entre fins do século X1V e difundiu-se por toda a Europa até o fim
do século XVI, marcado por um renovado interesse pela arte e que elegia a razdo como
principal forma para alcancar o conhecimento. A matematica e as ciéncias da natureza foram
os grandes influenciadores do projeto estético dos artistas da época. Nesse periodo o0s artistas
passaram a necessitar de técnicas e conceitos novos para que sua obra se tornasse uma boa
representacédo da realidade, ou muitas vezes de sua fantasia (HEFEZ 1986).

A necessidade de simbolizar cenas onde os personagens refletiam seus estados
emocionais e 0s ambientes em que se encontravam estivessem proximos ao real, fez com que
a Geometria Euclidiana, com suas nocdes de semelhanca, propor¢es e congruéncias, ndo
fosse mais suficiente para tais obras. Observava-se a necessidade de perspectivas com olhares
diferentes sobre a arte, principalmente nas obras dos pintores e na arquitetura. Apesar de s
ter sido impressa postumamente, a primeira sistematizacdo matematica do conceito de
perspectiva foi realizada pelo italiano Leon Battista Alberti em 1435, que foi um filésofo da

arquitetura e do urbanismo, pintor e escultor. O artigo de (HEFEZ) nos apresenta que a
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proposta de Alberti foi a de pintar o que um sé olho Vé, recuperando na tela a sensacdo de
profundidade com um jogo de luz e sombra e com a diminuigdo da intensidade da cor em
funcdo da distancia. Com isso, a necessidade de um ponto de fuga, representando esse olho, e
suas perspectivas a serem recuperadas na tela por meio de projecdes.

Pela observagdo e estudo das técnicas que eram usadas em grande escala pelos
artistas renascentistas de seu tempo, Desargues construiu 0s conceitos basicos da geometria
projetiva, mas ndo foi levado muito a sério pelos matematicos da época — estes interessados
em temas relativos a recém criada geometria analitica. Apesar do pouco crédito dado por
pesquisadores matematicos de sua época, seu trabalho foi observado e redescoberto por Blaise
Pascal que, aos 16 anos, elaborou um teorema muito interessante na geometria projetiva, e
demonstrou-o com bastante riqueza de detalhes. Por ndo ser tdo simples, e por suas
caracteristicas conceituais, muitos dos teoremas da geometria projetiva foram entdo
transferidos para a geometria euclidiana, pela sua facilidade em ser observado no plano
Euclidiano, com termos e apresentacdo prépria. Dai, a importancia de apresenté-los,
inicialmente, em sua forma conhecida na geometria euclidiana, como motivador para entendé-
los na sua origem conceitual — a Geometria Projetiva.

Duas grandes contribuicdes de Desargues a Geometria Projetiva foram a
introducdo do Plano Projetivo Real (P?(R)), que aproxima a visualizacdo das ideias
projetivas no plano Euclidiano e também esclarece a nocao de ponto no infinito, e seu famoso
teorema fundamental sobre dois triangulos, citado em (EVES 2011) da seguinte forma: Se
dois triangulos, coplanares ou ndo, situam-se de maneira que as retas que unem os pares de
vértices correspondentes sdo concorrentes, entdo os pontos de interseccdo dos pares de lados

correspondentes sdo colineares e vice-versa (ver Figura 1).



Figura 1 — Teorema de Desargues

Fonte: Eves, 2011 pag. 360
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3 GEOMETRIA EUCLIDIANA: HOMOTETIAS E APLICACOES

O mais belo tratado de Geometria € Os Elementos escrito por Euclides no século
Il a.C. com nogdes basicas, também chamadas de entes primitivos, algumas das quais

listamos abaixo, da traducgéo feita por Bicudo (2009) de Os Elementos.

Ponto é aquilo que nada é parte.

Linha é comprimento sem largura.

E extremidades de uma linha séo pontos.

E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma.

E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.

E extremidades de uma superficie so retas.

Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

E angulo plano € a inclinagdo, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam
e ndo estdo postas sobre uma reta.

O N~ wWDdE

(BICUDO, 2009, p. 97)

As definicbes acima sdo uma amostra da apresentacgdo filoséfica e concisa como
0S gregos sintetizavam os entes primitivos, de modo a ndo deixar dividas sobre tais entes.
Apesar de suas grandes contribuicdes para a Matematica, ndo sabemos muito sobre Euclides,
a ndo ser alguns fatos, como por exemplo, ele ter sido o criador da famosa e duradoura escola
de matemaética de Alexandria da qual foi professor. Desconhecem-se também sua data e local
de nascimento, mas é provavel que sua formagdo matematica tenha se dado na escola
platdnica de Atenas. S8o muitos os relatos de historias envolvendo Euclides, em uma delas,
contada por Stobaues, é dito que Euclides, ao ser indagado por um aluno sobre a utilidade
préatica da matematica que estava sendo ensinada, ordenou a seu escravo que desse a ele uma
moeda “para que tivesse algum ganho com o que estava aprendendo”. E interessante citar a

importancia dos Elementos para o pensamento cientifico:

Nenhum trabalho, exceto a Biblia, foi tdo largamente usado ou
estudado e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia maior no pensamento
cientifico. Mais de mil edigdes impressas dos Elementos ja apareceram desde a
primeira delas em 1482; por mais de dois milénios esse trabalho dominou o ensino
de geometria.

(EVES, 2011, pag. 167)

Infelizmente, mesmo com tamanha divulgacao e reproducéo desse tratado, ndo se
tem registro de nenhuma copia dos Elementos que remeta ao periodo de seu autor. A copia
mais antiga que se tem conhecimento remete ao século X e, apesar daquela que foi mais

reproduzida ter sido baseada em registros de 700 anos depois de Euclides, os teoremas e
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demonstragdes, salvo supressdes e acrescimentos, permanecem como Euclides escreveu. Os
historiadores baseiam isso nas cita¢cdes de matematicos do periodo de Euclides e em estudos

feitos nos materiais mais antigos descobertos dos Elementos.

Figura 2 — Parte de uma pagina da primeira edi¢do impressa dos Elementos de Euclides
e Pagina de rosto da traducéo para o inglés dos Elementos de Euclides (1570).
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Os objetos geométricos sdo também introduzidos nas defini¢bes de Euclides.
Nesse capitulo serdo apresentadas relacGes entre pontos e retas, tais como a colinearidade.
Para isso realizaremos um trabalho cuidadoso com teoremas nos triangulos, teoremas esses
que serdo importantes na compreensao dos resultados mostrados no capitulo seguinte.

O ensino e a aprendizagem da Geometria ficaram por um longo tempo em
segundo plano nos curriculos do ensino basico de matematica das escolas, sendo até mesmo
retirado por completo em alguns casos. Para (PAVANELLO 1993), o abandono do ensino da
Geometria nas salas de aula pode ser explicado devido ao contexto histérico-politico do
problema. A autora nos esclarece que apesar do abandono da geometria no ensino ser uma
tendéncia geral, era um problema mais evidente no ensino publico, problema agravado pelo
fato do professor poder elaborar seu programa de acordo com a necessidade de seus alunos.
Esse fato possibilitou que professores de matematica, sentindo dificuldades para trabalhar
com a geometria, fossem excluindo-a de suas aulas ou a deixando para o final do ano letivo,
usando a possivel necessidade de tempo para lecionar os outros conteudos, como um motivo

para nao aborda-la.
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Como resultado de pesquisas na area de Educacdo Matematica e amplamente
debatido nos artigos, encontros e publicagdes da area, tem-se que 0 pensamento geometrico
desenvolve-se inicialmente pela visualizacdo, ou seja, a crianca € capaz de identificar uma
figura apenas observando sua forma, aparéncia fisica e geral, enfim, por sua imagem. A partir
dai, ttm inicio as representacGes mentais que lhe permitirdo trazer & memoria objetos do
espaco. Assim, o0 estudo da Geometria ndo sO por teoremas e formulas € essencial para o
aprendizado.

Neste contexto, percebe-se como é significativo e interessante o ensino da
Geometria no Ensino Médio, uma vez que os alunos tiveram pouco contato com esta na
Educacdo Baésica. A capacitacdo do estudante com habilidades necessarias para seu
desenvolvimento espacial e geométrico deve ser parte fundamental do curriculo do Ensino
Médio e o professor deve dispensar um tempo para suprir 0os problemas decorrentes da
auséncia desse aprendizado na Educacao Bésica.

No que tange as necessidades de realizar técnicas de resolucdo de problemas, as
demonstracdes sdo essenciais para dar maior confianca ao professor. Com esse intuito,
desenvolvemos a parte relativa a Geometria Euclidiana, iniciando pelo importante Teorema

de Menelaus.

3.1 TEOREMA DE MENELAUS: UMA PROVA POR AREAS

Os teoremas que norteiam nosso texto tém, em sua definicdo na Geometria
Euclidiana Plana, uma forte relacdo com o teorema de Menelaus, sendo esse o motivo de
iniciarmos pela sua apresentacdo, uma vez que, o utilizaremos de forma sistematica na
demonstracdo do Teorema de Desargues.

O Teorema de Menelaus em sua forma béasica pode ser escrito como: Dada uma
reta que intersecta (corta) os trés lados de um triangulo, seis segmentos séo construidos nos

lados. O produto de trés segmentos ndo adjacentes é igual ao produto dos outros trés.
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Figura 3 — Teorema de Menelaus como igualdade de produtos.
B

YOXx XBx ZA=YA x CX x BZ
Fonte: Elaborada pelo autor

Normalmente, em vez de uma igualdade entre produtos, o Teorema de Menelaus
apresenta a relacdo como um quociente entre 0s segmentos ndo adjacentes, cujo valor € igual
a 1 ou igual a —1 (se sdo utilizados segmentos direcionados). Em (MUNIZ NETO 2013)
temos a seguinte apresentacdo do Teorema de Menelaus:

Seja ABC um triangulo e A’B’C’ pontos sobre as retas suportes dos lados BC, CA
e AB, respectivamente, todos distintos dos vértices de ABC. Entéo

BA’ . CB’ _AC’ B
A'C B'A C'B

se, e sO se, 0s pontos A’, B’ e C’forem colineares® (ver Figura 4).

! Neste caso XY foi considerado como segmento ordinario que une X e Y, orientado de X para Y. Assim XY =
—YX. Ainda, dados X,Y e Z pontos colineares, denota-se

XY
XY 77’ se XY e YZ tém mesmas orientagoes.
Yz~ ] XV

~ 57 se XY e YZ tém orientacgdes distintas.
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Figura 4 — Teorema de Menelaus

A

Fonte: Adaptada de Caminha.

O Teorema de Menelaus é, porém, um nome criado fora de seu tempo. Na
verdade, Menelaus desenvolveu um teorema analogo para a geometria esférica. O teorema
para a geometria euclidiana foi exposto depois de Menelaus. No entanto, a maioria das
referéncias menciona o teorema para geometria plana como “Teorema de Menelaus”.

Devido a sua importancia nos resultados que iremos exibir, é relevante a
demonstracdo para esse teorema. Segue uma prova por areas, baseada no seguinte enunciado,

também chamada de versao béasica do Teorema de Menelaus:

Figura 5 — Teorema de Menelaus em sua forma bésica

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Seja ABC um triangulo, e sejam X,Y e Z pontos nas retas formadas por BC,CA e
AB respectivamente (ver Figura 5). Se X, Y e Z s&o colineares, entdo

AZ BX CY

ZB XC YA
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Prova: Denotaremos por (PQR) a area do APQR.Considerando o tridngulo abaixo (ver Figura
6), vejamos que

AZ _(AYZ) .
ZB ~ (BYZ) M

Figura 6 — Teorema de Menelaus: Demonstracdo por areas.
Y

Fonte: Elaborada pelo Autor.

De fato,
AZ - h
(AYZ) = —— ©
ZB-h
(BYZ) =— ! )
por (i) e (ii), segue-se que
AZhl
(AYZ) _ >
(BYZ) ZBhi
2
(AYZ) Az
(BYZ) ZB’
Vejamos também que,
BX (BYZ)

XC ~ (CYZ) @



Figura 7 — Teorema de Menelaus: Demonstracéo por areas (2)
Y

C
B

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Ora, (CXY) = (CXZ) + (CYZ) (%) e (BXY) = (BXZ) + (BYZ) (+%).

Figura 8 — Teorema de Menelaus: Demonstracéo por areas(3)

Y
| \
C
B
Fonte: Elaborada pelo Autor.

Como,
(BXY) = BXZ' ha (i)
e
(CXY) = CXZ' ha (iv)
entao,
Bxy) 5% BX

= = —
(CXy) CXh: = xc

29
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& XC - (BXY) = BX - (CXY).
Por (x) e (xx),

XC-[(BXZ)+ (BYZ)] =BX-[(CXZ) + (CYZ)] &

& XC.(BXZ) + XC - (BYZ) = BX - (CXZ) + BX - (CYZ) (v)

Mas, observando a (Figura 9),

BXh3
(BXzZ) —5— BX

(CXZ) ~ &hs ~ xcC
2

.~ XC-(BXZ) = BX - (CXZ) (k)

Figura 9 — Teorema de Menelaus: Demonstracdo por areas (4)

Y

LA

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Logo, por (xx*) em (v), Segue-se que
XC-(BYZ)=BX-(CYZ)

donde
BX (BYZ)
XC~ (cvzy
De modo analogo a (1), obtém-se que
cr_ vz &
YA (AYZ)

Vale a seguinte igualdade
(AYz) (BYZ) (CYZ) _
(BYZ) (CYZ) (AYZ)

Dai, e por (1), (2) e (3), podemos concluir que
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AZ BX CY

ZB XC YA_1

|
O Teorema de Menelaus completo requer que fagamos outras consideragdes,

sendo assim o demonstraremos por meio de homotetias.
3.2 HOMOTETIAS

Serdo necessarios alguns resultados e teoremas envolvendo as homotetias,
portanto as definiremos e exibiremos propriedades e algumas de suas consequéncias. (LIMA,
2011) nos apresenta que a homotetia de centro O e razdo k # 0 no plano IT é uma
transformacdo H:Il1 — I que associa a cada ponto P em II o ponto P, = H(P) tal que
OP, = k- OP.

Na notacdo vetorial temos, ainda segundo (LIMA, 2011), que dados os pontos P e
Q no plano, com H(P) = P, e H(Q) = Q4, ocorre

P;Q; = 0Q, — 0P, =k-0Q —k-OP = k- (0¢ — OP) = k- PQ
ou seja,
PQ, = k- PQ (1)

Assim, as homotetias ampliam ou reduzem segmentos.

Uma semelhanca de razdo r no plano II, onde r € um numero real positivo, é uma
transformacéo o: I1 — II tal que

d(o(P),a(Q)) =7-d(P,Q),comP,Q €I
Podemos entdo concluir que uma homotetia de razdo r é uma semelhanca de razédo

|]. De fato temos, por (1), que

d(H(P),H(Q)) = |P,Q:| = |r- PQ| = Ir| - |P@| = Ir| - d(P, Q).

PROPOSICAO 3.2.1 Toda semelhanca é um transformac&o injetiva.
Prova. Dada a semelhanca o, se A + B entdo d (A4, B) + 0 logo
d(o(A),0(B)) =71-d(A,B) #0

Donde conclui-se que (A) # a(B).
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PROPOSICAO 3.2.2 Uma semelhanga o transforma uma reta s numa reta s’ = o (s).

Prova. Basta observarmos, inicialmente que, sendo d(A4,C) + d(C,B) = d(4,B), pela
relagdo de semelhanca que leva A em A,B em B’ e C em (’, é possivel concluir que
d(A',C")+d(C',B") =d(A",B"). Com isso temos que a semelhanga leva segmento em

segmento de reta, e ainda preserva a ordenacgdo desses pontos colineares.

Agora, sejam A e B pontos distintos em s, com g(A) = A’,0(B) = B' e seja s'a
reta que passa pelos pontos A’ e B'. Dado qualquer ponto C na reta s, vamos verificar que sua
imagem o (C) = C' devera pertencer a reta s’. Suponhamos que C pertenca ao segmento AB.
Entdo, pelo que vimos acima, C’ esta no segmento A’B’, logo C’ pertence a reta que liga A’ a
B’. Analogamente, podemos verificar os casos em que B estd entre C e Aou A esta entre B e
C.

Com isso mostramos que 0s pontos da reta s séo transformados pela semelhanca o
em pontos da reta s’.

Agora vamos mostrar a reciproca. Para tal, sem perda de generalidade, seja C’ um
ponto da reta s’ e suponhamos que A’ esteja entre B’ e C’. Seja C 0 ponto da reta s, tal que
Aestejaentre Be Ce k-d(C,A) =d(C',A"). Assim a(C) é um ponto de s’, com A’entre B’ e
C'tal que d(o(C),A") =d(C’,A"), logo o(C) = C'. Assim todos 0s pontos de s’ sdo imagens

de pontos da reta s por o. Concluimos entdo que a(s) = s'.

PROPOSICAO 3.2.3 Semelhanca preserva angulo entre retas.
Prova. Sejam r e s duas retas intersectando-se no ponto A; e B e C pontos distintos de A
pertencentes a r e s, respectivamente. Sejam agora o(4) = A’,6(B) =B’,0(C)=C', k a
razdo da semelhanca, o(r) = r' e a(s) = s'. Dai ocorre que

d(A',B") =k -d(A,B),

d(A',C")Y=k-d(4,0),

d(B',C") = k-d(B,0).
Logo, por (LLL) os triangulos ABC e A’'B’C’ sdo semelhantes. Com isso 0s angulos
correspondentes sdo iguais, e dai o angulo formado pelas retas s’ e r’ € igual ao formado pelas

retasr es.
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Um interessante resultado da proposicéo acima é o fato de, por preservar angulos,
a semelhanca nédo altera a relagdo entre os pontos de um triangulo e seus lados. Assim,

podemos obter o seguinte resultado.

COROLARIO 3.2.1 Semelhanga preserva os pontos notaveis de um triangulo.
Denotaremos por H, , a homotetia de centro O e razdo k.
Segue na Figura 10 uma ilustracdo do que ocorre com o ponto A em relacéo a

algumas homotetias de mesmo centro 0, mas com razdes diferentes.

Figura 10 — Homotetias de centro O.

Hiox)(A) =A4,0< k< 1

Hionyld)=4As ks =1

HioplAd) =458 <0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se k> 0 a homotetia chama-se direta e se k <0, inversa. Se k =1 entédo
Hp = Hp 1, a transformagcdo identidade (WAGNER 2007). Podemos dizer ainda que quando
k = —1, a transformacdo é uma simetria (rotacdo de 180° em torno de um ponto) em relacdo
ao centro O.

As homotetias possuem as seguintes propriedades:

PROPRIEDADE 1 (Colinearidade) Se Hpy leva A em A’, entdo 0,4 e A’ séo
colineares.
PROPRIEDADE 2 Se H(A)=A H(B)=B e H({)=C, e

A, B, C sdo colineares, entdo 4’, B’, C’ sdo também colineares.

PROPRIEDADE 3 (Concorréncia) Se Hpp(A) =A,Hpx(B) =B' e Hy,(C) =

C',entdo AA’, BB’, CC' sdo concorrentes em O.
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PROPRIEDADE 4 Se o0 centro O de uma homotetia pertence a

uma reta s entdo a imagem s’ é coincidente com s (ver Figura 11(a)).

PROPRIEDADE 5 (Paralelismo) Se Hypr(A)=A" e Hyy(B)=B' entdo
AB || A'B’. Em outras palavras, se o centro O de uma homotetia H, ; ndo pertence a uma reta

s, entdo a imagem s’ serd uma reta paralela a s (ver Figura 11(b)).

Figura 11 — Homotetias de retas com centro O

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos agora obter alguns resultados interessantes sobre as homotetias.

PROPOSIGAO 3.24 (Hoy) =H,

=R

Prova. Sejam H = Hpy, H' = H,1 ,A; = H(A), A" = H'(A,), vamos provar que A’ = A.

=l

Assim H' sera a inversa de H. Ora, por H, temos que

04, = k- 0OA.
Mas, temos por H' que,
—; 1 —_—
0A" =+ 0A;.
Logo,
—_— 1 e —_
OA’—E-k 0OA = 0A
ou seja,
A=A
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Vejamos os exemplos de homotetias na Figura 12 em relacdo ao poligono

ABCDE.

Figura 12 — Homotetias da figura ABCDE

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apresentaremos mais alguns resultados importantes sobre as homotetias, 0s quais
auxiliardo nas ideias necessarias a demonstracdo do Teorema de Menelaus. Mas, antes disso,
vejamos a definicdo de Combinagdes afins e suas aplicagdes ao estudo das homotetias por
meio dos vetores.

A soma de vetores é algo ja trabalhado neste texto, mas faz sentido falarmos em
soma de pontos? No decorrer de algumas demonstracbes podem ser necessarios célculos
relacionados a pontos, em vez de vetores. Sendo assim, observemos que um vetor pode ser
definido como a diferenca de dois pontos; esse conceito ja era utilizado pelos pioneiros do
calculo vetorial, Burali-Forti ¢ Marcolongo. O significado da palavra “vetor” varia entre “0

condutor” e “o transportador”; de fato como B — A = Ef, temos formalmente, B = AB + A,

0 que permite a interpretacao de que o vetor AB transporta o ponto A para o ponto B.

Sigamos a definicdo apresentada em (LIMA 2011), de acordo com a convencgao
acima: podemos definir para dois pontos 4, B, e numeros reais A, 4, com A + u = 1, um novo
ponto, a combinagdo afim A - A + u - B. Por definicéo,

A-A+ ,u-B=A+,u-Z§,sel+ u=1

ComoAd =1 — pu, temos

A-A+u-B=(1—-u) A+ pu-B=A+pu-(B—A) =A+u-4B.

Vejaque A+ p - AB = C, equivale a AC = p - AB.
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TEOREMA 3.2.1 Sejam as homotetias H, = Hy, x,,H, = Ho, x,,H = Hq, € ainda, seja
H= HZ o Hl' Entﬁo,

(i) k; -k, =1 se, e somente se, H € uma translacéo.

(ii) Se kq -k, # 1, entdo H é uma homotetia de razéo k, - k.
Prova. O caso em que o0s centros coincidem é trivial, vejamos:

Seja Hy(A) = A,, donde OA, = k, - 04, fazendo 0, = 0. Seja ainda, H,(4,) =

A,, donde OA, =k, - 04,, logo é verdade que O[H, o H,(A)] = 04, = k, - (k, - 04) =
OHo k, .k, (A). Como A é arbitrario, conclui-se que H, o H; = Hp y, ., O que nos da k = k; -
k.

Figura 13 — Homotetia Composta como produto da razéo escalar por vetor.

k‘l =08
®
k.2= 239
&
o ‘.CE Ay A A,
- -—._-._ —i=) -

Fonte: Elaborado Pelo Autor.

() Sejam A um ponto qualquer, H;(A) = A; e H,(A;) = A,, donde H(A) = A,.
Vetorialmente, teremos

TA{ =k ﬂ
ainda,

0,4, = k; - 0,44

Donde segue-se que,
0,4, =k, (0,0, + 0,4,)
=k, (0,01 + k4 m)

=k - 0,01 + kyky ﬂ
Dai teremos que,
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AAZ = AOl + 0102 + 02A2

Segue-se dai,

AA; = AO; — 0,01 + k3 - 0,01 + kzkq m (*)

Em particular, quando k,k, = 1, H serd uma translacdo. De fato, por (*) teremos,
AH(4) = AA; = (1 — k) - 0,0, =:v.
Isto implica que m é constante e igual a v, para todo A € II.
Ora, considerando a translacdo T,, do plano que leva o ponto A no ponto A’ = A +
v,comv = (1—k,) @; podemos concluir que H(A) = T,,(4),V A € I, donde segue que
H=T,.

Figura 14 — TranslacGes resultantes quando o produto das razes das Homotetias é igual
al.

ky=0.5

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

(i) Agora, para provarmos que Hé uma homotetia, devemos entdo provar que existem

um ponto O e um namero real k # 0, de modo que

kOA = OH(A) = 04,,V A € IL.
Dai,
kOA = 00, + 0,4,
kOA = 00, + k;0,0; + k,k,(0,0 + 04)

(k — kzk,)OA = 00, + k,0,0; + kzk,0,0 (**)
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Figura 15 — Homotetia (H) composta de duas homotetias com razdes cujo produto é
diferente de 1: viséo vetorial.

=

1l

[==]

[=3] Q =
1l
%]

\
v

L

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

Tal igualdade equivale a 0A, =k 04. Logo, (**) nos diz que o vetor 00, + k, -

0,0, + k;yk, - 0,0 é um multiplo de qualquer vetor, uma vez que A é arbitrario. Logo esse

vetor devera ser nulo. Assim,

0—02)+k2'0201+k2k1'm=6
(=
k—kyk, =0
(1—k;) ko(1—ky)

0= A lky 2t a —tky ©

k = kyky

A relacdo acima sera possivel ao construirmos a combinacao afim dos pontos 0,, 0,.

Assim, utilizando estes valores como candidatos a centro e razdo de H, obtemos

que (x=) se verifica, para todo A no plano, ou seja, 0A, = OH(A) = k04, VA € 11, donde

H = H, o H, é a homotetia de centro O (o qual pertence a reta 0,0,)° e razo k = ky k.

%\/ejamos 0 que ocorre com a soma dos coeficientes dos pontos 0, e 0,
A —ky)+k,(1—ky)=1—k, +k, —kik, =1 —kik,.
Logo, 0 é uma média ponderada de 0, e 0, 0 que nos diz que O pertence a reta 0,0, .
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Figura 16 — Homotetia composta: colinearidade entre os centros.

H- H

kO

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

ESCOLIO Dados uma translacéo T, e uma homotetia H, ;, com k # 1, existe um

Gnico ponto O’ tal que (Ho,k)_l oHyrj =Ty
Prova. Por () na pagina 35, com as mesmas notagdes, consideremos 0, = 0,k; = k,
k,=k™ e 0,=0', de modo que O’ é o Unico ponto do plano satisfazendo v =
(1- k‘l)m. Logo,

AH(A) = (1 - k100 = .

Outro resultado importante que podemos obter é apresentado a seguir.

COROLARIO 3.2.1 Considere n homotetias, H,,H,, ..., H,, com H; = Hokpl<i<n.
Entdo,se H = H,, o ...o H;
i)ky..k, =1 < H foruma translacgéo.
ii) ki ...k, # 1 = H é uma homotetia de razdo k, ... k,,.
Prova. Mostremos por inducdo em n > 2:
O caso n = 2 é verificado pelo TEOREMA 3.2.1.

e Suponha, por hipétese de inducdo (H.l), o resultado valido para n = 2 e considere

n + 1 homotetias H,, H,, ..., H,, H, 1, Segunda a notacdo do enunciado.
o Sek;..kyk,.q =1, entdo teremos duas possibilidade:
Caso k,,; # 1: dai segue que, k, ..k, # 1, implicando (por H.l) que a

composta H, o ..o H; € uma homotetia de razdo k; ...k,. Assim pela composicdo da
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homotetia H,,, com essa homotetia obtida, teremos pelo TEOREMA 3.2.1 que, H = H,, ;4 ©
(H,, ° ...o H;) é uma translacdo.
Caso k1 = 1: dai k; ... k,, = 1, donde segue, por H.I, que a composta H, o ...o
H,; é uma translagéo e dai
H=Hy, 0(Hyo..0H)=1Ido(H,o..0H)=H,o..0oHj,
donde conclui-se que H é uma translacéo.
o Seky..k,k,,1 # 1, teremos entdo trés casos:
0] ki..ky=1ek, 1 #1;
any  ky.ky,#Fleky,=1;
()  ky .k, #lekyq 1.
Iniciemos com o caso (1). Por H.I., H,, o ...o H; = T,. Pelo ESCOLIOQ, existe um

unico O’ € 11, tal que

-1
(H0n+1jkn+1) ° Hol:kn+1 = Tv'
Logo,
H=Hyyo(Hyo o)) =HpyyoTy, =

=Hpiq0 ((H0n+1,kn+1)_1 ° Ho’,an) =
= (Hn+1 ° n+1_1) ° HO’,kn+1 =
=ldeHoy, , =Ho gy,
“H=Hyy .

Assim temos que H é uma homotetia de razao k.1 = ky ... knkpyq-

Para o caso (ll), por H.1.,H,, o ...o H; € uma homotetia de razao k; ... k,,, e sendo
k,., = 1, ahomotetia H,,, = Id. Teremos entdo que,H = Id o (H, o ..o H;) = H, o ...o H;
¢ uma homotetiaderazdo k =k ...k, - 1 =ky ..k - kpyq.

Finalmente, para o caso (lll), por H.l., H, o ..o H; = H' é uma homotetia de
razao k; ... k,. Logo teremos pelo TEOREMA 3.2.1 que H,,,, e H' = H é uma homotetia de
razdo k = k'kppq = kq . knkniq.

|

O Corolario anterior nos diz que a composta de um namero qualquer de
homotetias ou é uma homotetia ou é uma translagdo. Em particular, se esta composta fixar um
ponto O, devera entdo ser uma homotetia de centro em 0, cuja razdo € igual ao produto entre

as raz0es das homotetias que a compdem.
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LEMA3.2.1 Se uma homotetia H, ;, = H leva uma reta r nela mesma, com O €& r,
entdo k = 1.

Prova. Essencialmente, o Lema € a contra-positiva da PROPRIEDADE 5 de homotetias.
Suponha que Hy, = H leva uma reta r nela mesma, com O € r. Seja A € r de modo que
H(A) = A’; assim, por hipdtese, A" € r. Chamemos agora de s a reta que passa pelo centro O
e pelo ponto A. Assim rNns = A e, como as retasr e s sdo invariantes por H, temos que
rns = A’, donde segue que H(A) = A’ = A. Logo, H é aidentidadee k = 1.

LEMA 3.2.2 Sejam as homotetias Hy, x,, Ho, k,» - Ho, k,,COM 01,05, ...,0n € T.
Entdo teremos H(r) = r,ondeH(r) = Hp_x, © ... Ho,x, © Ho k, (7).
Prova. Realizaremos a demonstracdo por inducéo em n.
(1) Paran = 1, teremos pela PROPRIEDADE 4 que Hy, , (r) = .
(2) Suponha, por hipotese de inducdo, que a afirmagdo vale para uma composta de n
homotetias com 04, 0,, ..., 0,, € r, 0U Sgja,

Ho, k, ° °Ho,k, °Ho, k, (r)y=r.

(3) Vejamos o que ocorre com a imagem pela composta de n + 1 homotetias. Teremos que:
H0n+1:kn+1 ° HOn:kn MR HOz'kz ° H01'k1 (r) = H0n+1;kn+1 (Hon'kn € © Hoz'kz ° H01rk1 (T)) =

H0n+1:kn+1(r) =7

em que na ultima igualdade usamos novamente a PROPRIEDADE 4.

3.3 0 TEOREMA DE MENELAUS COMO APLICACAO DE HOMOTETIAS

Nesta secdo faremos uma demonstracdo do Teorema de Menelaus em sua forma
completa, com o uso de homotetias. Retomando o enunciado do Teorema de Menelaus com
uma apresentacdo mais exata e completa, temos:

TEOREMA DE MENELAUS Sejam ABC um triangulo e X,Y,Z pontos
sobre as retas suportes dos lados AB, BC e CA, respectivamente, todos distintos dos vértices
de ABC. Entdo

AX BY (CZ

se, e somente se, 0s pontos X, Y, Z sdo colineares.
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Figura 17 — Teorema de Menelaus

Fonte: Elaborada pelo Autor.

No enunciado acima estamos fazendo uso de segmentos orientados, e utilizaremos
a notacdo de segmentos orientados, em vez de vetores, também nas homotetias visando
promover nossa compreensao de seu uso na demonstracao.

Prova. Consideremos as homotetias como definidas a seguir:

~ XB . .
Hy: 11 - I1, com centro em X e razéo k, = ' OU Seja, Hy , = Hx. Dal, temos

que,
Hy(A) =B (*)
Hy: 11 = 1, com centro em Y e razdo k, = % ou seja, Hy, = Hy. Dai, temos

que,
Hy(B) =C (++)
Hz: 11 - 1, com centro em Z e razdo k; = % ou seja, Hyy, = Hz. Dai, temos

que,

H,(C)=A (#5%)
Construindo a composta H; o Hy o Hy = H, temos H(A) = A. Pela Observacao
logo ap6s 0 COROLARIO 3.2.1 essa composta é uma homotetia de centro em A cuja razao
é dada por k = k3 - k, - k;.
Provemos, inicialmente, que se X, Y, Z sdo colineares, entdo
AX BY (CZ

Agora, como 0s pontos X, Y, Z, sdo colineares, seja s a reta que 0s contém. Assim,
fazendo uso do LEMA 3.2.2, H leva a reta s nela mesma. Pelo LEMA 3.2.1 arazdo de H é

k = 1, ou seja, H é a identidade.
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Assim, como k = k5 - k, - ky e k = 1, segue que

Logo, sendo XA = —AX,YB = —BY e ZC = —ZY, teremos
XB YC ZA XB YC ZA

donde,
XB YC ZA
—ax By “cz” -
Conclui-se entdo que,
AX BY (CZ7
Y5 e A=

Para a reciproca, faremos uso da primeira parte do Teorema de Menelaus.

Provemos agora que, se
AX BY (CZ

XB YC zA
entdo, os pontos X, Y, Z, segundo o enunciado do Teorema de Menelaus, sdo colineares.
Consideremos o ponto Z' como a intersecdo do lado estendido AC e a reta
contendo os pontos X e Y, segundo a Figura 18. Logo, pela ida do Teorema de Menelaus,
teremos que
AX BY CZ'

Figura 18 — Reciproca do Teorema de Menelaus

L3
BARS

O

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por Hipotese,
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Dai, e pela igualdade anterior, segue que

donde segue-se que
cZ CZ'
ZA ZA
Como os segmentos sdo orientados, a razdo acima implica que Z = Z’. Logo 0s

pontos X, Y e Z sdo colineares.

3.4 UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE MENELAUS PARA POLIGONOS
CONVEXOS

Apoiando-se nos resultados desenvolvidos relativos as homotetias, e
considerando-se a prova realizada para o Teorema de Menelaus, nos colocamos a pensar
sobre como ampliar o Teorema de Menelaus e suas possibilidades para outros poligonos
CONVEXOS.

Para realizarmos tal generalizacdo necessitamos de um procedimento construtivo
gue nos permita compreender 0 que vem a ser o Teorema de Menelaus para poligonos
convexos®. Iniciemos entdo com a seguinte construcdo para um quadrilatero convexo:

1. Escolha quatro pontos ndo colineares trés a trés, indicando-os por V,,V,,V,, V,. Esses
pontos serdo os Vvértices do quadrilatero.

2. Construa uma reta r intersectando o poligono V,V,V;V,, de modo que V; & re
ViViy1 # 7, paratodo i € {1,2,3,4} com Vs = V;.

3. Marque os pontos A4, A,, A3, A, obtidos das intersecGes de rcom as retas obtidas pelos
segmentos V,V,, V,V;, V5V,, V,V;, de modo que A; =V;V;,, Nnr, para todo i €
{1,2,3,4} com Vs = V.

Assim, podemos formular o seguinte Teorema, o qual chamaremos de Teorema de
Menelaus para quadrilateros convexos:

TEOREMA 34.1 Sejam V;V,V5V, um quadrilatero e r uma reta secante a ele
construidos segundo o procedimento acima, entdo ocorre que

Vid; VA, ViAsz VoA,
AV, AVs AV, AV,

3 Utilizaremos apenas a terminologia “poligono” para nos referirmos a poligonos convexos.
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Figura 19 — Teorema de Menelaus para uma quadrilatero convexo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Prova. Facamos, inicialmente, a construgdo das homotetias Hy, x,, onde

AiVig1
k; = VieE {1,234},
YA

Sejaacomposta H = Hy, x, © Ha, k., © Ha, k., © Ha, i, V€Jamos que V; é ponto fixo de H:

HAl,kl (V1) = Vs,
Hy, i, (V2) = V3,
Hy, 1, (V3) =V,
HA4,k4 (V4) =V

logo,
HVy) = HA4,k4 ° HA3,k3 ° HAz,kz ° HAl,kl ) =V.
Portanto, novamente pela observagio apés o COROLARIO 3.2.1, H é uma
homotetia de centro V; e razo k = k,ksk, k.
Agora, fazendo uso do LEMA 3.2.2, como 0s centros das homotetias construidas
séo colineares, a composta H leva a reta r nela mesma. Ainda, pelo LEMA 3.2.1, como 0
centro V; ¢ r, ahomotetia H € a identidade, ou seja, a razdo de H € 1.

AiVi

Como k = kyksk,ky =1ek; =

,Vi€{1,2,3,4}, segue-se que

ivi+1
Vid; VA, ViAsz VoA,
AV, AVs AV, AV,

1 (1)

Pela definicdo de segmentos orientados teremos que, A,V; = —V;4,, AV, =
-V,A,, A3V = =V;A5e AV, = -V, A,. Logo, em (1) teremos,
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(_1)4 . VlAl . V2A2 . V3A3 . V4-A4- —
AV, AVs A3V, A4V,

VA VA, VaAs V,A,

TAV, AV AV, AV,

1

Podemos agora elaborar uma generalizacdo para o Teorema de Menelaus para

poligonos convexos.

TEOREMA 3.4.2 Sejam dados um poligono de n vértices V,V, ...V, e uma reta r secante
ao poligono de modo que V; € r e V;V; 1 & r, paratodo i € {1,2,..,n} com V.., = V;. Sejam
0S pontos A4, A, ..., A, obtidos das intersecOes de r com as retas obtidas pelos segmentos
ViV, VoVs,..., Vi Vipq, de modo que A; = V;V; .1 N, paratodo i € {1,2, ..., n}. Entdo,

VlAl VZAZ VnAn
AV, A Vs T A

= (=)™

3.5 0 TEOREMA DE DESARGUES NA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

O Teorema de Desargues sera apresentado neste momento com um olhar
exclusivamente pela geometria euclidiana plana.

Em (CAMINHA, 2013), temos o seguinte enunciado para 0 Teorema de
Desargues:

Se ABC e A’B’C’ sdo triangulos tais que ABNA'B’ = {Z} e BCNB'C' = {X} e

ACNA'C"={Y} entdo X, Y e Z sdo colineares se, e s6 se, AA’, BB’ e CC’ sd0 concorrentes

ou paralelas.

Prova. Suponha que AA’, BB’ e CC' sdo concorrentes em O (Figura 20). Para mostrarmos

que X, Y e Z sdo colineares basta verificarmos pelo Teorema de Menelaus que,

AZ BX CY

ZB'XC VA~ ! =
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Figura 20 — Teorema de Desargues
O

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Pela Figura 21(a), considerando o AOBC ¢ a transversal XB'C’, também por

Menelaus
0B BX CC'__ o
B'B XC C'O
Pela Figura 21(b) no AOAB e a transversal A'B'Z, pelo Teorema de Menelaus,
temos
04" AZ BE' _ (if)
A'A ZB B'O

Por fim, agora pela Figura 21(c), considere 0 AOCA e sua transversal YA'C’, que

por Menelaus nos da,
0C' CY AA'
%-ﬁ-m=—1 (iii)
Dai, por (i), (ii) e (iii), teremos
OA'" AZ BB’ OB'" BX c(C' oc' cYy AA
(A’A ‘7B’ B’0> ' <B’B ‘XC 00) ' <C’C 'ﬁ'/w) =t

donde conclui-se que
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Figura 21 — Demonstracédo do Teorema de Desargues

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Para a reciproca do Teorema de Desargues, seguiremos a demonstracdo de
(CAMINHA, 2013).

Suponhamos, agora, que X,Y e Z sdo colineares. Para demonstrarmos que as retas

AA’,BB’ e CC" sdo concorrentes ou paralelas, é suficiente supor que AA’ e BB’ sao

concorrentes no ponto O, mostrando, dai, que O € CC’, ou seja, que os pontos O, C e C' sdo
colineares. Para mostrar tal colinearidade, novamente faremos uso do Teorema de Menelaus,

agora aplicado ao triangulo AA'Y (ver Figura 20), donde queremos concluir que
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Figura 22 — Reciproca do Teorema de Desargues

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Vejamos que no AZAA’, com relacdo aos pontos colineares B’,B e O (Figura

23(a)), teremos pelo Teorema de Menelaus que,

S (1)

Observando agora 0 AYZA’, com relagdo aos pontos colineares B’,C’ e X (Figura

23(b)), donde por Menelaus segue-se que
YC' A'B' ZX
— = 2)

De modo analogo aos casos anteriores no AYZA, em relacdo aos pontos B,C e X

(Figura 23(c)), teremos por Menelaus o seguinte resultado

YX ZB AC

ﬁ'ﬂ'C_Y:_l' (3)



Figura 23 — Demonstracdo da Reciproca do Teorema de Desargues

©

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Logo, por (1), (2) e (3), teremos que
<ZB’ A0 AB)(YC’ A'B’ ZX)(YX ZB AC)

B'A" OA BZ

C'A" B'Z XY

XZ BA CY

ou seja,

ZB' A'B’ (AB ZB)(ZX YX) Y¢' A'0 AC )
B'A" B'Z J\BZ BAJ\XY XZJ\C'A" 0A cY)

donde conclui-se que
Yc' A'o AC
C'A" 04 CY
Assim, 0, C e C’ sdo colineares pela reciproca do Teorema de Menelaus.
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4 GEOMETRIA PROJETIVA: ELEMENTOS PRIMITIVOS E AXIOMAS INICIAIS

Apresentaremos neste capitulo as nogdes essenciais sobre a Geometria Projetiva,
para compreensdo de suas proposicoes e teoremas dentro de seus axiomas e fazendo uso de
seus objetos geométricos. Procuramos dissertar as bases que fundamentaréo parte importante
deste trabalho, fazendo uso, principalmente, das nocdes apresentadas no livro Projective
Geometry de Coxeter. Todos os termos utilizados, apesar da similaridade com a geometria
euclidiana, referem-se a geometria projetiva, evitando assim, as repeticdes.

Antes de apresentarmos 0s axiomas da geometria projetiva, seguem alguns
conceitos basicos e definicbes. Podemos afirmar que um ponto e uma reta, um ponto e um
plano, ou uma reta e uma plano sdo incidentes quando o primeiro pertence/ esta contido ao/no
ultimo. Ainda o primeiro “estd” no ultimo, ou o Gltimo “passa” através do primeiro.

Sejam o0s pontos representados por letras mailsculas, as retas por letras
minusculas e os planos por letras gregas minusculas. Podemos representar pontos, retas e
planos, bem como suas relac@es, do seguinte modo:

r = PQ , se r passa pelos pontos P e Q, com P e Q distintos.
a =rP = Pr =rs = sr, se a passa através de r e P, ou “junta” as retas r e s, onde
P ndo incideem r (r # s).

Dizemos que P é comum a r e s se esta em ambas, assim P é a interseccéo de r

e s, representada por:
P=r-s
De modo anélogo, se dois planos a e f tém uma reta [ em comum ou se um reta r

e um plano a possuem um ponto Q em comum, escreveremos [ =a-fou Q =r-a.
4.1 AXIOMAS
Os axiomas sdo a base primordial de toda teoria, sdo eles que alicercam toda uma

teoria. Esses devem ser concisos e ndo devem contradizer um ao outro. Seguem 0s axiomas

apresentados segundo (COXETER 1974), com traducéo propria.

AXIOMA 1 Existe um ponto e uma reta que ndo séo incidentes.

AXIOMA 2 Toda reta é incidente com, pelo menos, trés pontos distintos.
AXIOMA 3 Quaisquer dois pontos distintos sdo incidentes com apenas uma reta.
AXIOMA 4 Se A, B, C, D sdo quatro pontos distintos tais que AB toca CD, entao

AC toca BD (Ver Figura 24).
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AXIOMA 5 Se ABC ¢é um plano, existe ao menos um ponto que ndo esta no plano
ABC.

AXIOMA 6 Quaisquer dois planos distintos tem, pelo menos, dois pontos em
comum.

Figura 24 — Axioma 4
A

E C D

Fonte: Retirada de Coxeter, pag. 15.

Dados trés pontos A, B e C néo colineares, podemos entdo definir um plano o«

como a unido das retas CX, com X € AB. Ou seja,
«= (ABC) = U CX,tal que X € AB.

De forma analoga, podemos definir o plano gerado por uma reta [ e um ponto

P fora dela,
x= [P = UPX,tal que X € L.

Para compreendermos a proximidade entre os axiomas da geometria euclidiana e
da geometria projetiva, para (HEFEZ) o plano projetivo real pode ser imaginado como sendo
o plano Euclidiano acrescido de uma reta que consiste dos chamados pontos ideais, ou pontos
no infinito. Assim, um feixe de retas paralelas no plano Euclidiano determina um ponto no
infinito do plano Projetivo de modo que cada reta desse feixe incide neste ponto. E o conjunto
dos pontos no infinito constituem a reta no infinito.

Podemos ainda observar as consequéncias dessa “passagem” do plano Euclidiano
para o Projetivo em seus Axiomas. Verifiquemos o que ocorre para o Axioma 3:

No Axioma 3, se os dois pontos forem ordinarios (pontos do plano Euclidiano)
entdo a reta sera a reta ordindria AB do plano Euclidiano. Agora, caso o ponto A seja

ordinario e B seja um ponto no infinito, basta consideramos a reta incidente no ponto A do
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feixe de retas determinado por B. Ainda, caso os dois pontos estejam no infinito, basta

tomarmos a reta no infinito. A unicidade é imediata.

4.2 PROPOSICOES DIRETAS A PARTIR DOS AXIOMAS

Fazendo uso dos axiomas 1, 2, 3, 4, 5 e 6, é possivel obter alguns resultados que
sdo faceis de ser verificados. Apresentaremos a prova para alguns desses resultados, ja os

demais sdo um bom exercicio para fixar os axiomas citados. Seguem as proposicoes.

PROPOSICAO 4.2.1  Existem, pelo menos, quatro pontos distintos.
Prova.

Pelo Axioma 4.1.1 existem um ponto e uma reta que ndo sao incidentes, mas pelo
Axioma 4.1.2 toda reta é incidente com, pelo menos, trés pontos. Logo esses trés pontos na

reta e 0 ponto que ndo é incidente na reta, nos mostra o que queriamos.

PROPOSICAO 4.2.2  Sel é uma reta, existe um ponto que n&o esta em L.
Prova.

Suponha que todos os pontos estdo em [, entdo [ seria incidente a todos os pontos,
mas isso contradiz o0 Axioma 1, pois hd um ponto e uma reta ndo incidentes. Logo existe um

ponto que nao esta em L.

PROPOSICAO 4.2.3  Se A é um ponto, existe uma reta que ndo passa através de A.
Prova.

Pelo Axioma 1, existem um ponto P e uma reta s que ndo passa por P. Caso A
esteja fora da reta s, ndo hd o que fazer. Agora, caso A pertenca a reta s, pelo Axioma 2,
podemos tomar B pertencente a s e distinto de A. Logo, pelo Axioma 3, a reta r = PB nao

passa por A.

Vejamos 0 que ocorre com 0 Axioma 2, ao trocarmos “reta” por “ponto” e

“incide” por “estd em”.
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PROPOSICAO 4.2.4  Todo ponto esta em, pelo menos, trés retas distintas.

Mais algumas proposicoes, apresentadas segundo (COXETER) — traducdo propria.
PROPOSICAO 425  Quaisquer duas retas distintas tem no maximo um ponto em
comum.

PROPOSICAO 4.2.6  Quaisquer duas retas coplanares tem pelo menos um ponto em
comum.

PROPOSICAO 4.2.7  Se duas retas tem um ponto em comum, elas s&o coplanares.
PROPOSICAO 4.2.8  Existem quatro pontos coplanares de modo que trés quaisquer sio
ndo colineares.

PROPOSICAO 4.2.9  Existem quatro retas coplanares de modo que trés quaisquer sdo

ndo concorrentes.

4.3 TRIANGULOS E QUADRANGULOS

Para desenvolvermos teoremas mais complexos, e obtermos resultados mais
contundentes, seguem as defini¢des, elementos e propriedades dos entes essenciais para o
desenvolvimento da geometria projetiva. Sao eles o triangulo, o quadrilatero e o quadrangulo.

Um tridangulo ABC consiste na figura formada por trés pontos nédo colineares A, B,
C, que sdo chamados de vértices, e trés retas AB, BC, CA, chamados de lados. Entdo, se
tivermos trés pontos unidos por trés retas, ou trés retas que se intersectam em trés pontos,

teremos um triangulo.

Definicdo de triangulo e seu dual

Triangulo ¢ a figura formada por trés retas Triangulo é a figura formada por trés
ndo concorrentes e suas interseccoes, trés pontos ndo colineares e seus segmentos,
pontos ndo colineares. trés retas ndo concorrentes.

Um quadrangulo completo pode ser definido como a figura formada por quatro
pontos coplanares, trés a trés ndo colineares, e seis retas que unem esses pontos (ver Figura
25).
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Figura 25 — Quadrangulo PQRS

C

o
Fonte: Elaborado pelo Autor.
Vejamos que um quadrangulo completo possui 4 vértices, 6 lados e 3 pontos

diagonais®. Temos o axioma a seguir:
AXIOMA 7 Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca séo

colineares.

Figura 26 — Quadrangulos

&4 &

Quadrangulos convexo, re-entrant e cruzado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fazendo uma troca de termos na definicdo de quadrangulo completo, teremos um
novo ente, chamado de quadrilatero completo. Assim, um quadrilatero completo pode ser
definido como a figura formada por quatro retas coplanares, trés a trés ndo concorrentes, e 0s

seis pontos comuns a essas retas.
O quadrilatero completo possui 4 lados, 6 vértices e 3 retas diagonais°(ver Figura 27).

* Dois lados séo ditos opostos se 0 ponto em comum a eles ndo é um vértice. Esse ponto é chamado ponto

diagonal.
® Dois vértices sdo ditos 0postos se a reta que 0s une ndo é um lado. Essa reta é chamada reta diagonal.
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Figura 27 — Quadrilatero pgrs

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora fica compreensivel o que nos diz 0 AXIOMA 7, onde é afirmado que os trés
pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sdo colineares. O triangulo formado
pelos pontos diagonais do quadrangulo completo é dito tridngulo diagonal. Uma
consequéncia do axioma citado € a proposicao a seguir:

PROPOSICAO 4.3.1  As trés retas diagonais de um quadrilatero completo nunca sio

concorrentes.

4.4 PROJETIVIDADE E PERSPECTIVIDADE

Antes de definirmos os conceitos de projetividade e de perspectividade, é importante
apresentar as definicGes de fileira de pontos (range segundo COXETER) e feixe de retas
(pencil segundo COXETER). Definamos da seguinte maneira:

Fileira de pontos € o conjunto dos pontos que se encontra em uma reta.

Feixe de retas € o conjunto das retas coplanares que concorrem em um ponto.

Figura 28 — Fileira de pontos e Feixe de retas

L8
A b
'_._-.__.___'_._,_l—_"—_._l' B 0
X 0 a
C
° o

Fonte: Adaptado de Coxeter.

Um ponto pertencente a uma reta é dito incidente nesta, e a reta também ¢é dita
incidente no ponto. Relagbes entre fileiras e feixes ocorrem quando seus elementos

correspondentes séo incidentes.
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4.4.1 Projetividade

Uma correspondéncia elementar € definida como uma relacdo entre dois entes
primitivos (a fileira de pontos e o feixe de retas), dois elementos duais na Geometria

Projetiva.

Figura 29 — Correspondéncia Elementar

@

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Chamamos de projetividade uma composicdo de um numero finito de
correspondéncias elementares entre ranges e pencils, segundo COXETER. Uma reta x de um

feixe de retas O € incidente na fileira o, quando esta intersecta o num ponto X.

4.4.2 Perspectividade

A composta de duas correspondéncias elementares é chamada de perspectividade e é
indicada pelo simbolo A. Portanto, uma perspectividade relaciona duas fileiras de pontos ou
dois feixes de retas. Assim teremos na Figura abaixo duas perspectividades: a esquerda uma
perspectividade de centro O relacionando duas fileiras de pontos. Por exemplo, a imagem de
A, A’, pela perspectividade, é obtida como a intersecdo OA-o,. A direita, uma
perspectividade de eixo o relacionando dois feixes de retas. Por exemplo, a imagem de a, a’,

pela perspectividade, é obtida como areta (a-0,)0’.
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Figura 30 — Perspectividades
A 0 o'

e A iy cro
Fonte: Adaptado de COXETER.

4.5 PERSPECTIVAS E OS TRIANGULOS

Se dois feixes de retas ou duas fileiras de pontos estdo relacionados por uma
perspectividade dizemos que estdo em perspectiva. Generalizando tal ideia podemos dizer que
duas figuras estdo em perspectiva quando uma € a imagem da outra por uma perspectividade.

Vejamos a figura abaixo que nos mostra dois triangulos em perspectiva.

Figura 31 — Triangulos em Perspectiva

Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura é possivel observar a perspectiva pelo ponto O, uma vez que os Vvértices
dos triangulos sédo unidos pelas retas concorrentes PP’,QQ’ e RR’ em O; ou ainda, a
perspectiva pela reta DE, pois os lados se tocam em trés pontos colineares, a saber D = QR -
QR ,E=RP-RP,F=PQ-PQ.
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Para ampliarmos o conceito de figuras em perspectiva devemos observar,
inicialmente, o que ocorre com os triangulos para, a partir dai, generalizar a ideia a figuras
mais complexas. Nesse sentido, Desargues foi um precursor, pois apresentou um teorema

simples no qual nos explica o que ocorre com dois triangulos em perspectiva.
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5 TEOREMA DE DESARGUES NA GEOMETRIA PROJETIVA

Girard Desargues estudou em Lyon, cidade na qual foi arquiteto. Em Paris esteve
em contato com o0s principais matematicos de sua época. Foi um precursor no ensino da

técnica da perspectiva linear com a utilizacdo do ponto de fuga, tendo ele mesmo conceituado.

Figura 32 — Girard Desargues

Fonte: <https://en.internet
interpedia.org/wiki/Girard_Desargues>.

Na época em que realizou seus tratados ndo obteve o reconhecimento merecido
como matematico, pois 0s matematicos de sua época estavam preocupados com realizacdes na
Geometria Analitica. Sua principal obra, "Brouillon projet d'une atteinteaux événements des
rencontres din cone avec un plan" (1639), tratava sobre as propriedades imutaveis dos
circulos.

Apesar de suas obras ndo terem tido o devido reconhecimento em sua época, 0
matematico Jean-Victor Poncelet (1788-1867) retomou seus conceitos, estabelecendo a

geometria projetiva.
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Figura 33 — Livro de Girard Desargues

OEUVRES DE
DESARGUES

Fonte: <https://www.traca.com.br/livro/107359>.

Comecemos pela reciproca do Teorema de Desargues, seguindo as ideias em
COXETER:
TEOREMA 5.1 Se dois triangulos estdo em perspectiva por uma reta entdo eles estdo em
perspectiva por um ponto.

Segue a demonstracdo apresentada em (COXETER,1974), dissertada seguindo
traducdo nossa.
Prova.

Sejam dois triangulos, PQR e P’Q’R’, estes em perspectiva por uma reta o. Em

outras palavras, seja o contendo os pontos D, E, F, tal que D pertence a ambas as retas QR e
Q’'R’, E pertence a ambas as retas RP e R'P’, F pertence a ambas as retas PQ e P’Q’. Sendo
assim queremos provar que as trés retas PP’, QQ’, RR’ passam todas por um ponto O, como na

Figura 34.
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Figura 34 — Teorema de Desargues

F

Fonte: Livro (COXETER, 1974)

De modo geral, no espagco projetivo, podemos observar que h& dois casos
possiveis para os triangulos, e como até agora trabalhamos os conceitos da geometria
projetiva sem restricbes ao plano, os resultados podem ser concluidos no espaco. Assim,
seguem 0s €asos:

CASO 01: os triangulos estdo em planos distintos.
CASO 02: os triangulos estdo ambos no mesmo plano.

Para mostrar o CASO 01, retomemos o que diz 0 AXIOMA 4.1.4: Se A,B,C,D
sdo quatro pontos distintos tais que AB toca CD, entdo AC toca BD.

Assim, vejamos que como QR toca Q'R’,QQ’ toca RR’. Analogamente RR’ toca
PP’, donde PP’ toca QQ’. Logo as trés retas PP’, QQ’, RR’ tocam todas uma na outra. Se 0s
planos gerados por PQR e P’Q’R’ sdo distintos, as trés retas tém que ser concorrentes; caso
contrério elas formariam um tridngulo, e esse triangulo estaria em ambos os planos, o que é
impossivel.

Vejamos agora o0 que ocorre quando PQR e P’Q’R’ estdo ambos no mesmo plano.
Para tal caso tomemos, em outro plano passando por o, trés retas ndo concorrentes, passando
por D,E,F. Dai, formaremos os triangulos P”Q”R”, com Q”R” passando por D,
R”P” atravessando E, e P”Q” atravessando F. Este triangulo esta em perspectiva com ambos
os triangulos PQR e P’Q’R’. Pelo resultado obtido no CASO 01, as trés retas PP”,QQ”,RR”
passam todas através do ponto S e as trés retas P’P”,Q’Q”, R’'R” todas passam pelo ponto S’.
Ora, 0s pontos Se S’ sdo distintos; caso contrario P” pertenceria a PP’, estando no plano

original, o que é um absurdo, pois P” esta fora do plano original.
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Figura 35 — Tridngulos em perspectiva quanto a trés pontos

.
Ot

‘ 03

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo P” pertencente a ambas as retas PS e P’S’, pelo AXIOMA 4 temos que SS’
toca PP’. Analogamente SS’ toca ambos QQ’ e RR’. Temos finalmente que as trés retas PP’,

QQ’, RR’ passam atraves do ponto O = (PQR) - SS’.

A reciproca do teorema anterior € 0 nosso desejado Teorema de Desargues, o qual
expressaremos abaixo.

TEOREMA DE DESARGUES: Se dois triangulos estdo em perspectiva por um ponto eles
estdo em perspectiva por uma reta.

Visando uma melhor compreensdo da demonstracdo que se segue, realizamos a
construcdo de figuras, desenvolvendo seus passos.

PROVA. Sejam dois triangulos PQR e P’Q’R’ em perspectiva por um ponto 0. Podemos ver,
pelo AXIOMA 4.1.4, que seus trés pares de lados concorrem, digamos nos pontos D, E, F.
Vale a pena provarmos que estes trés pontos sao colineares, vejamos a

Figura 36.

Figura 36 — Prova da colinearidade dos pontos D, E, F.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Vejamos tal fato: considere os dois triangulos PP’E e QQ’D. Seus pares de lados
correspondentes se intersectam nos trés pontos colineares R’, R, O, assim estes tringulos estédo
em perspectiva por uma reta e, consequentemente pelo teorema anterior, em perspectiva por
um ponto. Tal ponto é definido por PQ-P'Q’ = E. Ou seja, 0s trés pontos D,E,F sdo
colineares.

O TEOREMA 5.1, que ¢ a reciproca do Teorema de Desargues, pode ser provado
ab initio pelo préprio Teorema de Desargues. Se, em vez de té-lo provado nés tivéssemos
provado o Teorema de Desargues primeiro, poderiamos deduzir a reciproca aplicando-o aos
tridangulos PP’E e QQ’D na

Figura 36. Podemos ainda observar que tal apresentacdo do teorema de Desargues é mais geral
gue o apresentado na secdo 3.5, pois ha geometria projetiva as retas paralelas sdo concorrentes
em um ponto no infinito. 1sso nos mostra um dos potenciais da Geometria Projetiva.

A prova apresentada se deu de modo puramente sintético, fazendo uso dos
axiomas, proposicles, lemas e teoremas propostos no capitulo. Portanto, apesar de sua
compreensdo exigir do leitor uma experiéncia com as no¢des espaciais e planas de uma figura,
bem como uma reflexdo ativa na construcdo das figuras que ilustram tais problemas, ela se
mostra simples, dependendo apenas do que foi apresentado neste texto. O desenho geométrico
é entdo parte fundamental das demonstracdes, embora esse fato nao esteja explicito.

Para uma compreensdo adequada e completa da prova, torna-se essencial uma
familiaridade com o desenho de figuras em perspectiva a partir de um ponto. Propondo
desenvolver tais habilidades no aluno, é indicada uma metodologia no capitulo 6 que visa
significar as demonstracdes sintéticas e estimular o aluno no desenvolvimento das ideias na
Geometria Projetiva.

No que tange a aplicacBes mais tedricas e 0 uso da Geometria Projetiva na
resolucdo de exercicios em nivel olimpico, o capitulo 7 se apresenta com o intuito de auxiliar

a interpretacdo e desenvolvimento de técnicas na solucéo de problemas.
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6 UMA METODOLOGIA PARA AULAS NO 2° ANO DO ENSINO MEDIO

Apresentamos neste capitulo uma possibilidade metodologica de como inserir a
Geometria Projetiva no Ensino Médio, especificamente para alunos da 22 Série do Ensino
Meédio, uma vez que o conteudo de Geometria faz parte da base curricular da Série
mencionada. Além de discorrer sobre uma metodologia didatica, optamos por dissertar esse
capitulo visando auxiliar o professor em suas aulas introdutorias, de acordo com a sua
necessidade e intencdo na apresentacdo da Geometria Projetiva.

Ao tratarmos de contetdos diferentes do que esta no curriculo atual, os quais o
aluno ndo esta familiarizado, é conveniente propor algo estimulante. Na matematica, a histdria
¢ uma motivadora interessante principalmente quando associada a arte, podendo aumentar a
atencdo e o interesse do aluno.

A metodologia proposta inicia com a histéria da Geometria Projetiva, fazendo um
paralelo entre a arte Renascentista e obras de grandes pintores como Leonardo da Vinci.

Em seguida, mostramos uma possibilidade de significar os conceitos da
Geometria Projetiva por meio do desenho, com as nocdes de profundidade e perspectiva,
exibindo as ideias de ponto de fuga e linha do horizonte.

6.1 AHISTORIA DA GEOMETRIA PROJETIVA E A ARTE

Para realizar a tarefa de projetar espacos realisticos e desenha-los com clareza os
gregos antigos contavam com a ajuda de gedbmetras. Mesmo em periodos por volta do século
V a.C. os gedmetras ja sabiam que projecdes de figuras e superficies do espaco tridimensional
no plano ndo sdo coisas simples de se realizar e necessitam de técnicas bem especificas para
obter efeitos apreciaveis.

A propagacéo da luz em linha reta era um dos fendmenos utilizados pelos antigos
gregos na construcdo das figuras tridimensionais. Demdcrito (460-370 a.C.) e Anaxagoras
(500-428 a.C.) chegaram a publicar uma teoria da perspectiva baseados no estudo desse
fendmeno natural. Essa percepcdo da luminosidade e seus efeitos sobre a construcdo de
figuras tridimensionais foi admitida até mesmo por Euclides em seus trabalhos.

Relacdes ndo-métricas, que sdo parte da Geometria Projetiva, foram descobertas e
estudas por Pappus (290-350 a. C.) tendo como resultado o Teorema de Pappus que foi

reescrito e reinterpretado com o desenvolvimento da Geometria Projetiva que ocorreu apenas
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durante o Renascimento. O periodo Renascentista foi um marco na histdria da arte e das
ciéncias, ele proporcionou grande desenvolvimento nas mais diversas &reas do conhecimento.
Nesse periodo, no que diz respeito as pinturas, os artistas estavam dedicados em realizar obras
que representassem a realidade, desenvolvendo técnicas que levassem o observador a
perceber os objetos como eles séo vistos.

Apesar de hoje estarmos muito adaptados com essa visdo das obras de arte e
pinturas, na Idade Média, essa pratica do desenho ndo era um lugar comum. As pinturas eram
bem mais simples e ndo proporcionavam a nocdo de profundidade, tendo como foco principal

a arte sacra e concentrando-se em temas e simbolos religiosos.

Figura 37 — A ultima ceia na Arte Medieval: uma das 13 cenas da Taula de Sant Miquel.
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Fonte: < https://www.historiadasartes.com/nomundo/arte-renascentista/renascimento/>.

Na Figura 39, a Santa Ceia é retratada seguindo as técnicas de desenho do periodo
Medieval. Observe que todos estdo unidos pelos pés, que estdo suspensos no ar e sdo
apresentados sem a nocao de profundidade, sem grandes detalhes e de forma plana.

No inicio do século XIV surgem pintores influentes na criacdo de noc¢bes de
perspectiva que queriam representar em suas obras objetos que aparentassem 0 mais proximo
a realidade, dentre eles podemos citar Duccio di Buoninsegna (1255-1319) e Giotto di
Bondone (1266-1337).
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Figura 38 — Desenho de Duccio di Buoninsegna.

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Duccio_di_Buoninsegna_017.jpg>.

Figura 39 — The Entombment of Mary: Giotto di Bondone

Fonte: < https://www.historiadasartes.com/nomundo/arte-renascentista/renascimento/>..

Outro importante divulgador das técnicas de perspectiva e que ensinou a outros
pintores foi Filippo Brunelleschi (1377-1446) nascido em Florenga, era arquiteto e escultor.
Chamado para projetar novas igrejas e edificios, ele resolveu abandonar o estilo tradicional e

adotou um projeto para aqueles que ansiavam e viviam um renascimento da grandeza romana.
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Figura 40 — Perspectiva de Filippo Brunelleschi: ilustracdo de manual do século XVI
sobre como colocar uma figura em perspectiva.
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Fonte: <http://www.scielo.br/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0104-59702006000500010>.

O arquiteto Leon Battista Alberti (1404-1472) também foi um influente das
técnicas de perspectiva, tendo publicado, em 1435, o livro com o titulo Della Pictura, onde
também abordava as propriedades preservadas entre dois desenhos perspectivos diferentes.
Mais tarde o seu contemporaneo Piero Della Francesca (1415- 1492) aprimorou suas ideias e
realizou a obra A perspectiva para pintura, onde elaborou de forma mais rigorosa a
perspectiva.

No auge do Renascimento e do desenvolvimento das técnicas de perspectiva
surgiram grandes pintores que conseguiram apresentar em suas obras a nocdo de realidade,
dentre eles o famoso Leonardo da Vinci (1452-1519). Leonardo da Vinci apresentava uma
forte relagdo entre a Matematica e a Arte, valorizando a importancia da primeira naquela
outra.

Uma das obras primas de Leonardo nos mostra um paralelo entre a sua obra e
aquela apresentada anteriormente que representou o Periodo Medieval. A Ultima Ceia,
apresentada sob a dtica de um artista Renascentista, nos mostra no¢des de profundidade,
perspectiva e riqueza de detalhes quanto as expressdes e tentativa de apreensdo da realidade.

Séculos mais tarde os conceitos utilizados no desenho de perspectivas foram
formalizados. Um precursor da Geometria Projetiva foi o arquiteto francés Girard Desargues
(1591 — 1661). Desargues publicou tratados matematicos sobre as se¢des conicas, mas nao
teve a atencdo dos matematicos contemporéneos, estes preocupados com os problemas
relativos a Geometria Analitica.

Apesar de Desargues nédo ter sido aceito pelos matematicos de sua época, seus

trabalhos deixaram resultados importantes que foram abordados mais formalmente por



69

matematicos como Blaise Pascal (1623 — 1662) e De La Hire (1640 — 1718). Pascal obteve
resultados sobre as cOnicas que acarretaram numa série de teoremas da Geometria Projetiva,
ja De La Hire fez publicacbes abordando alguns objetos geométricos sob a Otica das

projecdes.

Figura 41 — A Ultima Ceia de Leonardo da Vinci.

e e \omallay)

Fonte: < https://www.historiadasartes.com/nomundo/arte-renascentista/renascimento/>.

Apesar de suas aplicagdes e de sua influéncia na arquitetura e em resultados sobre
as conicas, a Geometria Projetiva ndo foi apresentada de forma axiomatica e exibindo as
propriedades projetivas dos objetos geométricos até o inicio do século XIX, quando o
matematico francés Jean Victor Poncelet (1788 — 1867), considerado o pai da Geometria
Projetiva, publicou um tratado sobre o tema.

Abordada a histéria da Geometria Projetiva, torna-se necessario significa-la
através do desenho, visando uma posterior analise e discussdo dos teoremas apresentados
nesse trabalho, com uma abordagem matematica e com técnicas importantes para o estudo da

Geometria Projetiva.
6.2 O DESENHO DA PERSPECTIVA E A GEOMETRIA PROJETIVA

Uma pratica a ser utilizada em sala de aula que nos proporcione a possibilidade de
desenhos significativos é a Perspectiva, fazendo uso de pontos de fuga. Os pontos de fuga
podem ser comparados aos feixes de retas, de onde fazemos uso de todas as retas necessarias

para a construcao do desenho.
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Segue na Figura 42 um exemplo de construcdo com trés pontos de fuga, em que
destacam-se algumas retas utilizadas a partir deles, mostrando uma possibilidade para uso em

sala de aula que pode acarretar em outros resultados.

Figura 42 — Desenho com trés pontos de Fuga

Fonte: elaborado pelo autor

A metodologia sugerida tem como finalidade estimular os alunos do ensino médio
a estudarem Geometria Projetiva, fazendo uso de técnicas de desenho para melhor
compreender os solidos geométricos e suas possibilidades de percepcdo por meio das
perspectivas das figuras estudadas.

Propde-se que sejam apresentadas as nogdes basicas do desenho em perspectiva,
conceituando as definicdes de ponto de fuga ® e linha do horizonte e indicar através destes a
construcéo de figuras fazendo uso exclusivo de régua, com o auxilio do ponto de fuga.

Nos topicos seguintes serdo mostrados uma sequéncia didatica que visa apresentar
0 passo a passo para a realizacdo e uso das técnicas de desenho, aplicando os conceitos de
ponto de fuga e de linha do horizonte, além de ferramentas essenciais no desenho em
perspectiva. H& entdo, uma posterior exposicdo de como utilizar-se dessas técnicas para uma

explanacdo da Geometria Projetiva, seus entes e seus axiomas.

®E o ponto localizado na linha do horizonte, para onde todas as linhas “paralelas” convergem, quando vistas em
perspectiva, costuma ser representado por (PF). Alguns tipos de perspectiva necessitam de dois ou mais pontos
de fuga.

"Em perspectiva, ¢ a linha imaginéria que determina a altura dos olhos de um observador em relacéo a linha
terra, também conhecida como reta de fuga. Representada por (LH).
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6.2.1 Ponto de Fuga e o Feixe de Retas

A intencdo de trabalhar com apenas um ponto de fuga é capacitar o aluno de
noc¢Oes relacionadas a profundidade. Esta percepcao espacial ja deveria estar fixada no aluno
do Ensino Médio, uma vez que é parte do curriculo da Educacdo Bésica o aprendizado da
leitura e interpretagdo dos solidos geométricos. Entretanto, muitos estudantes chegam ao

Ensino Médio sem essas habilidades de observacao e compreensédo de sélido geométrico.

Figura 43 — Estrutura basica para construcdes: um ponto de fuga centralizado em
relagéo ao observador.

PF

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Inicialmente, construiremos a Figura 45 seguindo os passos indicados, podendo o

aluno vir a desenvolver figuras mais complexas, tais como as apresentadas na Figura 44.
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Figura 44 — Desenhos possiveis com a estrutura basica com um ponto de fuga

(Realizados em sala de aula).

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O desenho, acima proposto, intenciona prover o aluno com as ferramentas basicas
para a realizacdo de desenhos em perspectiva e profundidade, frisando o fato de os
realizarmos apenas com régua e ponto de fuga.

Figura 45 — Construcao da estrutura basica com um ponto de fuga (1)

(@)

Fonte: Elaborada pelo Autor.

(b)

Para realizar construgdes como as acima, propomaos o seguinte procedimento:

e Construa um ponto de fuga e por ele trace duas retas, como indicado na Figura 45;
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Observamos que quanto maior o angulo entre as retas, mais préximo de uma
perspectiva cubica o desenho ir& parecer, por outro lado, quanto menor mais parecido
com um paralelepipedo alto, esta perspectiva ira se apresentar.

e Construa duas retas tracejadas, de modo que as retas formem um angulo
aproximadamente reto;

Vejamos que estas retas nos dardo a posicdo desejada para as paredes da Figura 46.

e Trace, paralelamente a reta 1 na Figura 46, duas retas opostas com a mesma distancia
do ponto de fuga. Faca 0 mesmo em relacdo a reta 2, mas agora usando o0s pontos de

intersecdo entre as retas construidas;

Obtemos até agora o0 esquema basico para a construcdo de desenhos em
perspectiva com um ponto de fuga, onde o observador se encontra a frente do ponto de fuga,
ou seja, no centro da observacdo da cena a ser construido. Nesse momento € comum que 0
agente realizador do desenho ndo consiga compreender 0 que se passa, isso se nao tiver sido
apresentado previamente a Figura 44, porém é parte da fixacdo da nocdo de perspectiva e
profundidade que este momento da figura seja analisado. Na metodologia proposta, esse
ponto é informativo para o professor, uma vez que o permite verificar de forma indireta,
aqueles alunos que ja compreendem a profundidade da Figura 46 e aqueles que ainda a veem

de forma plana, exclusivamente, percebendo apenas um retangulo e suas diagonais.

Figura 46 — Construcdo da estrutura basica com um ponto de fuga (2)

reta (2)

retal(1) PF

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Com a estrutura construida anteriormente, e agora fazendo uso do ponto de fuga e

das retas externas, construindo retas e tracos, podemos alcangar resultados como o0s

apresentados abaixo na Figura 47.
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E importante significarmos a Geometria Projetiva na figura construida, definir o
ponto de fuga como um feixe de retas e perceber que também fizemos uso de retas e que estas
retas sdo chamadas, na Geometria Projetiva, de fileira de pontos. Cabe neste momento, uma
abordagem das definicbes de perspectividade e projetividade, ja que estas ocorrem na
construcdo dos desenhos com o uso da estrutura basica (Figura 47), que se utiliza do feixe de
retas (ora chamado de ponto de fuga), e das fileiras de pontos (ora chamados, simplesmente,

de segmentos).

Figura 47 — Algumas possibilidades com a estrutura de um ponto de fuga central em

relagdo ao observador.
1

Fonte: <http://www.instructables.com/id/How-To-Draw-A-Room-Using-One-Point-Perspective/>.

Configura-se ainda que o ponto de fuga é aquele que nos da as retas com as quais
constroem-se todas as perspectivas desejadas. Estas retas que incidem no ponto de fuga sé@o
infinitas, nos dando assim uma infinidade de possibilidades de desenho. Ora, na Geometria
Projetiva o feixe de retas é exatamente um ponto pelo qual incidem infinitas retas. A partir de

agora o professor podera fazer uso do termo feixe de retas e, assim, enriquecer o vocabulario
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matematico dos alunos, podendo fazer posterior uso desse conceito em demonstracfes e

exercicios.

6.2.2 Dois Pontos de Fuga e a Linha do Horizonte

Passemos agora a desenhos mais complexos e com mais detalhes os quais irdo
auxiliar no desenvolvimento da percepcdo do aluno e na construgdo dos conceitos e teoremas
na Geometria Projetiva. Apresentaremos a Linha do Horizonte (LH) e suas possibilidades no
desenho.

E importante observarmos que a linha do horizonte é, no desenho, a
correspondente & uma fileira de pontos na Geometria Projetiva. Acrescentamos entdo, mais
um importante ente da Geometria Projetiva para o desenvolvimento de seus teoremas.

O desenho se desenvolvera fazendo uso apenas da régua e dos entes primitivos:
feixe de retas (ponto de fuga) e fileira de pontos (linha do horizonte). Sera agora possivel a
realizacdo de desenhos como os apresentados na Figura 48, que sdo alguns dos resultados
obtidos com alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Salientamos o fato de que a maioria dos alunos que participaram da metodologia
ndo tinham contato prévio algum com o desenho, 0 que nos mostra ser possivel desenvolver
belos desenhos em perspectiva sem necessidade de pré-requisitos de desenho.

Seguem agora 0S passos propostos para obtencdo de resultados como 0s acima
mostrados.

e Construa uma linha do horizonte e nela marque dois pontos de fuga;

A distancia entre esses dois feixes de reta é importante na constru¢do do desenho
final, e deve ser esclarecida para o aluno o que poderd ocorrer se 0s pontos estiverem
muito proximos ou muito distantes (Ver Figura 49).

e Trace uma reta entre os dois pontos de fuga, tocando a linha do horizonte, em uma
posicao que proporcione a visdo desejada em relacéo ao observador;
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Figura 48 — Resultados obtidos com alunos do 2° ano do ensino Médio fazendo uso da

linha do horizonte e de dois pontos de fuga.

Fonte: Elaborado pelo autor.

E importante observar que para o aluno iniciante, a posicdo mais pratica para
realizar o desenho é com o observador posicionado, aproximadamente, no centro da visdo
entre os dois feixes de retas.

e Trace um segmento de reta saindo de (PF1) para a reta tracada no passo anterior,
marque o ponto de interse¢do P. Em seguida, saindo de (PF2), trace um segmento para

0 ponto de intersecdo P (Figura 49);



77

Figura 49 — Construgdo com dois pontos de fuga e reta auxiliar

PF PF,

LH

Fonte: Elaborada pelo Autor.

e Realize 0 passo anterior, modificando os angulos, de acordo com o que se deseja
apresentar na perspectiva. Indicamos a construcdo de ruas e posteriormente de prédios,
com alturas distintas.

Passemos agora a construcdo dos detalhes do desenho em perspectiva. Desejamos
realizar a construcdo de ruas e prédios, visando a obtencdo de resultados como os da Figura
48, para tanto devemos nos atentar aos angulos nos segmentos construidos, uma vez que estes
serdo os indicadores finais da perspectiva desejada.

Quanto maior os angulos entre as retas construidas a partir do ponto de fuga,
maior a percepcdo de proximidade. Ndo costuma ser facil observar e compreender as
diferengas que podem ocorrer na figura com essas variagfes sutis nos angulos, mas apos 0s
desenhos realizados pelos alunos, estes podem apresentar a seus colegas os diferentes
desenhos obtidos e perceber que as variacdes sdo consequéncias das escolhas dos angulos e,

por consequéncia, da perspectiva adotada.

Figura 50 — Construcéo de prédios e piramide em perspectiva parte 01

LH

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Propomos o0 uso do software Geogebra como ferramenta auxiliar para
apresentacdo das variacGes possiveis que modificam a figura e a perspectiva apenas com o

reposicionamento de alguns fatores na figura 52.

Figura 51 — Construcéo de prédios e piramide em perspectiva parte 02

&)

__—&

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Vejamos que, seguindo 0s mesmos passos do procedimento de desenho com a
régua e lapis, utilizando a fileira de pontos e dois feixes de retas, construimos desenhos em
varias perspectivas e que podem se mostrar mais complexos. H4 uma enorme vantagem no
uso do software: o fato deste ser “dinamico” nos permite realizar mudancas de perspectiva
fazendo uso da mesma figura inicialmente construida, realizando variages em alguns de seus
pontos e movimentando a (LH) e a reta de visdo do observador (VO).

Tais resultados nos permitem mostrar aos alunos do ensino médio os sélidos por
eles estudados, mas agora em mais de uma perspectiva. A construcdo do sélido com uso do
software nos permite uma observacdo em varios angulos e perspectivas, potencializando o
desenvolvimento da nocdo espacial no aluno, bem como permitindo-lhe assimilar ideias

relacionadas a interpretacdo de problemas.

6.2.3 Algumas consideracdes sobre a metodologia do desenho em perspectiva

ApoOs a realizacdo dos desenhos, os alunos participantes do momento
demonstraram bastante interesse em saber mais sobre o fato de haver uma geometria, que ndo

a Euclidiana, a qual trata dos assuntos relativos aqueles desenhos, proporcionando uma
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apresentacdo da Geometria Projetiva e seus objetos iniciais, tais como triangulos e
quadrangulos, bem como uma melhor compreensdo de feixe de retas e fileira de pontos.

O desenho com o uso dos pontos de fuga e da perspectiva leva o aluno a perceber
os resultados em seu desenho e estimula desenvolver novas obras e aprender sobre a
Geometria Projetiva.

Fica perceptivo pelos resultados obtidos com os desenhos, que os pontos de fuga
sdo essenciais para uma apresentacdo da Geometria Projetiva no Ensino Médio, pois estes
apresentam, informalmente, as nogdes basicas de perspectividade e pontos no infinito, que
acabam oportunizando bases para também compreender a projetividade, operacGes
elementares nas construgdes e resultados da Geometria Projetiva.

Apresentar e desenvolver aulas que estimulem o uso de desenhos com pontos de
fuga e com linhas do horizonte tornam o ensino da Geometria Projetiva mais significativo.
Portanto, é importante que haja uma progressiva exposicao das técnicas de desenho por meio
de um ponto de fuga, linha do horizonte e dois pontos de fuga. Apds esse momento, com a
intencdo de desenvolver mais habilidades e resultados da Geometria Projetiva, 0 estudante
devera ser apresentado aos axiomas e teoremas iniciais da Geometria Projetiva que podem ser
grandes auxiliares em um estudo mais avangado do tema.

Por fim, cabe ao professor identificar as ferramentas mais aprecidveis a sua
realidade e aos objetivos que ele quer obter com a apresentagdo da Geometria Projetiva na

sala de aula.
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Figura 52 — Imagens Elaboradas por Alunas com uso de Perspectivas e Pontos de Fuga

Fonte: Elaborado pelo autor.
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7 APLICACOES E RESOLUCOES DE ALGUNS PROBLEMAS

No estudo de problemas na Matematica, por vezes nos confrontamos com
enunciados e teoremas que, pela sua simplicidade no enunciado, nos ddo uma vontade de
aborda-los de forma direta, pensado ser esse 0 melhor caminho para resolvé-los. Porém, em
sua grande maioria, tais enunciados nos enganam, como é o caso do Teorema de Desargues,
um teorema que pode ser enunciado de forma simples como: Se dois triangulos estdo em
perspectiva por um ponto, entdo estardo em perspectiva por uma reta. No entanto vimos que
sua demonstracdo permeia varias no¢Ges matematicas e depende de outros teoremas de
enunciado ndo tao simples.

Reflitamos um pouco sobre o que ocorre com 0 caso inverso, ou seja, com um
enunciado nada trivial e que nos leva a pensar que sua demonstracdo seja bastante complexa.
Vejamos o que diz o Teorema de Carnot:

As tangentes construidas nos vértices de um triangulo ndo-isésceles, com relagdo a
circunferéncia circunscrita a este triangulo, intersectam os lados opostos aos vértices em trés
pontos colineares.

Propomos ao leitor que tente realizar a demonstracdo desse teorema. Pretendemos
tornar a demonstragdo do Teorema de Carnot mais significativa e simples, porém
necessitaremos de outros conceitos e teoremas para tal. Parte dos nossos problemas visam
trabalhar com técnicas e ampliar resultados que nos proporcionem um melhor entendimento
de sua demonstracao.

Desenvolveremos ainda algumas aplicacdes das homotetias e de topicos da
Geometria Projetiva, na perspectiva de resolver algumas questdes de Olimpiadas de
Matematica.

Abordaremos os problemas com uso dos teoremas e definicdes apresentados nesse
texto, tais como as homotetias, o teorema de Menelaus e outros teoremas e defini¢bes que se

fagam necessarias.
7.1 0 TRIANGULO MEDIAL E A RETA DE EULER
O tridngulo formado pelos pontos médios de um triangulo dado sera chamado de

triangulo medial. Sejam os pontos A,B,C,A’,B’,C’, segundo a Figura 53, onde o tridngulo

A’B’C’ é o triangulo medial do triangulo ABC.



82

Figura 53 — Triangulo Medial

A

.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Vejamos alguns resultados em relacdo aos pontos notaveis nos triangulos, vistos sob uma
Optica da geometria classica. Marquemos agora algumas retas e pontos notaveis nesses
triangulos. Inserindo duas medianas AA’ e BB’ tocando-se em G, duas alturas do AABC
(correspondentes aos vértices A e B) tocando-se em H, e duas mediatrizes do AABC tocando-

seem O.

Figura 54 — Triangulo Medial com baricentro G, ortocentro H e circuncentro O.

A
E
-
H
0
B D =
x

v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Facamos algumas observacdes quanto a Figura 54. Para tal, utilizaremos a
proposicdo abaixo que, assim como a proposicéo da Secdo 3.5, € uma consequéncia da versao
geral do Teorema de Desargues (mais precisamente, de sua reciproca) enunciada no Capitulo

5.
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PROPOSICAO 7.1.1 (Veja Lema 3.10 em [3]) Sejam AABC e AA'B'C’ triangulos
ndo-congruentes com lados correspondentes paralelos. Entdo, as retas AA’,BB’ e
CC’ concorrem num ponto O que é o centro de uma homotetia aplicando AABC em AA'B'C’.

(Em palavras: triangulos desiguais em perspectiva pela reta no infinito sdo homotéticos.)

Prova. VVamos encarar o problema no contexto da geometria projetiva: dizer
que os lados correspondentes sdo paralelos significa que tais lados cruzam-se em pontos da
reta no infinito, ou seja, estdo em perspectiva por uma reta, donde também estdo em
perspectiva por um ponto O, pela reciproca do Teorema de Desargues. Tal ponto ndo pode ser
um ponto no infinito, caso contrario os tridngulos seriam congruentes (e.g., AA’ || BB’ implica
que ABYX é um paralelogramo, donde AB = XY). Considerando a homotetia h de centro em
0 que leva A em A’, é facil ver que h(B) = B’ e h(C) = C’. Por exemplo, se h(B) =Y,
entdo AB || A’Y e Y pertence a reta OB, ou seja, Y é ponto de intersecdo da paralela a AB por
A’ com areta OB; mas B’ é este ponto, ou seja, h(B) = Y = B’. Analogamente, h(C) = C’.

Veja que a homotetia de centro em A e razdo % aplica AABC em AA'C'B’, donde

concluimos da Propriedade 5 que
(Teorema da Base Média) B'C’ ||BC e B'C’ = %BC.

Como AA'B'C’' tem os lados correspondentes paralelos aos lados de AABC, a
proposicdo anterior nos diz que existe uma homotetia h de centro em G (o ponto de encontro
das medianas AA’, BB’ e CC’) que transforma AABC em AA'B'C’. Se k é a razdo de h, entdo k
deve ser negativa (pois, por exemplo, G estdentre Ae A = h(A)) e |k| = B'C’/BC = Y,
ou seja, k = — Y. (contido neste argumento esta uma prova do fato de que as medianas de
um triangulo concorrem num ponto — o baricentro — que as divide na razdo 2 : 1, do vértice ao
ponto médio do lado oposto.) Como homotetias preservam os pontos notaveis de um triangulo
(e com uma notagdo ébvia) temos:

1) ¢’ = h(G) = G, ou seja, um tridngulo e o seu medial tem 0 mesmo baricentro.

2) H = h(H) = 0, isto é, o circuncentro de um triangulo € o ortocentro do seu medial.
(para ver que H' = 0, observe que as mediatrizes de AABC sdo as alturas de
AA'B'C')
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Assim, H,G e O = h(H) séo colinearescom G entre He 0 e HG = 2GO0. Areta
que contém os pontos H, G e O chama-se reta de Euler. Também se costuma dizer que HO é o
segmento de Euler.

Agora escrevamos H como combinacdo afim de G e 0O:H = 3G -20.
Considerando o calculo na pagina 36, concluimos que hy ;/, = hg_1/2 © ho,—1. LOgo, se I e
I’ denotam os circuncirculos de AABC e AA'B'C’, respectivamente, hy ,, aplica I' em I".
Com efeito, uma vez que I fica invariante por hy _; (que nada mais € do que uma simetria
em torno do ponto O0), a afirmagdo segue de hg_q,,(I) = I', uma vez que
hg-1/2(AABC) = AA'B'C' e homotetias preservam circunferéncias. Portanto, o centro N de

I’ ¢ aimagem de O (centro de I') por hy ;/,, donde N € o ponto médio de HO. Também, se
R denota o raio de I', vé-se que g é raio de I"’(estas conclusdes a respeito do centro e do raio

de I'" poderiam ter sido obtidas utilizando-se a homotetia h¢ _4 ;).

Figura 55 — O Ponto Médio do Segmento HO na Reta de Euler

A

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

7.2 O CIRCULO DE NOVE PONTOS
Se M, N e P denotam os pontos médios de AH, BH e CH, respectivamente, entao
M, N e P pertencem a I"” (pois, M = hy 1,,(A), com A em I, etc). Agora sejam Hy € Hy, 0s

pontos de intersecdo (distintos de A) das semirretas AH e AO com I', respectivamente. Note

que hH%(HA,) = hG’_% (ho,_l(HA,)) = hG’_%(A) =A. Se X = hH%(HA), um ponto de I”,
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entdo A’X é paralelaa Hy Hy e, como AHy, € um didmetro de I', Hy,H, € perpendicular a
H,A. Portanto A’X também é perpendicular a H,4, donde A’X = BC, por serem ambas

perpendiculares a m = AH por A’. Assim, X é o pé da altura do AABC baixada de A. Se Y
e Z denotam os pés das alturas baixadas de B e C, respectivamente, ficou provado que X,Y e
Z pertencem a I"’. Antes de enunciar o Teorema do circulo dos nove pontos (que acabamos de
provar!), registremos duas consequéncias importantes da nossa analise acima:
1) O reflexo do ortocentro de um tridngulo com relagdo a um dos lados pertence ao
circuncirculo deste tridngulo (em nossa Figura 56, H, é o reflexo de H com respeito a
BC).
2) O simétrico do ortocentro de um triangulo com relacdo ao ponto médio de um dos
lados pertence ao circuncirculo deste triangulo (em nossa Figura 56, H,, é 0 simétrico

de H com respeito a A’).

Figura 56 — Circulo de Nove Pontos — Demonstracao por Homotetias

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

TEOREMA (CIRCULO DOS NOVE PONTOS) Os pés das trés alturas
de um triangulo, os pontos médios dos seus trés lados, e os pontos médios dos segmentos
formados pelos trés vertices e o ortocentro, todos pertencem a mesma circunferéncia, cujo
centro é o ponto medio do segmento de Euler e o raio é a metade do raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo.
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Figura 57 — Circulo de Nove Pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

7.3 ALGUNS PROBLEMAS COM O USO DE HOMOTETIAS

Seguem alguns problemas cujas solugdes permeiam o uso de homotetias.

Iniciaremos com um problema conhecido como o Teorema de Monge.

PROBLEMA 01 Considere trés circunferéncias duas a duas disjuntas exteriormente
wy, W, we NO plano. Para cada par de circunferéncias construa a intersecdo das suas

tangentes comuns. Prove que essas trés intersecdes séo colineares.

SOLUCAO 01

Sejam designados os centros das circunferéncias por A, B,C. Sejam as tangentes
das circunferéncias de centro B e C intersectando-se no ponto X. Sejam as tangentes das
circunferéncias A e C, e também as de B e A intersectando-se em Y e Z, respectivamente.E

facil verificar que X pertence a reta BC,Y pertence a reta AC e Z pertence a reta BA.
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Figura 58 — Teorema de Monge: Circunferéncias e as intersec¢des de suas retas
tangentes

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Vamos construir as trés homotetias abaixo,

H, xs = Hy
'XC

HYY_C = HY
'YA

Hzﬁ = HZ
'ZB

Sendo H a composta dada por H = Hy o H, o Hy, € facil verificar que H(C) = C.
Logo H é uma homotetia de centro em C e razdo positiva (0 produto das razdes positivas das
homotetias que a compdem). Vejamos agora que H ¢ a identidade, verificando que H(w.) =
wc. De fato,

H(w¢) = Hy © Hz o Hy(w¢).

Como as retas tangentes a wg, digamos r e s, passam por X, tais retas ficam
invariantes por Hy. Logo, como homotetias preservam tangencias, circunferéncias e Hy (C) =
B, Hy(w.) deve ser uma circunferéncia de centro em B tangente as retas r e s, ou seja,
Hy(w¢) = wg. Analogamente, teremos H; (wg) = wy4 € Hy(wy) = we, donde H(we) = wc.

Podemos concluir dai que H é a identidade. Pelo COROLARIO 3.2.1,

XB YC ZA

Assim, pelo Teorema de Menelaus X, Y, Z séo colineares.
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SOLUGCAO 02 (Fazendo uso do Teorema de Desargues)

Outra solucdo bem direta pode ser feita com o uso do Teorema de Desargues. Para
tal faremos uso da figura abaixo.

Seja o triangulo A’B’C’ definido pelos pontos de interseccdo das retas tangentes as
circunferéncias wy, wg, we, internos ao triangulo ABC, como escrito na figura abaixo.

Mostraremos que os triangulos ABC e A’B’C’ estdo em perspectiva por um ponto. Seja I' o

incentro do triangulo A’B’C’. Ora, sabemos da geometria plana que as retas AA' BB e CC
bissectam os angulos internos do triangulo A’B’C’. Logo essas retas irdo se intersectar em I, 0

que nos mostra que os triangulos ABC e A’B’C’ estdo em perspectiva em relacdo ao ponto I'.

Figura 59 — Teorema de Monge Fazendo Uso de Triangulos em Perspectiva

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

Como {X}=BCNB'C,{Y}=ACNAC'e{Z}=ABNAB e o Teorema de
Desargues nos garante que ABC e A’B’C’ estdo em perspectiva por uma reta, podemos

concluir que X,Y, Z sdo colineares.

PROBLEMA 02 Seja ABC um tridangulo acutangulo e suponha que X é um ponto no
circuncirculo de ABC, com 4X || BC e X # A. Denote por G o baricentro do triangulo ABC, e

por K o pé da altura do vértice A para BC. Prove que K, G, X séo colineares.
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SOLUCAO
Sabemos que I, o circulo dos nove pontos, é a imagem de I"(o circuncirculo de

ABC) porh = h

¢ 1 Como K pertence a [”, existe X" em I com h(X") = K. Obviamente,
"2

K, G e X’ sdo colineares (com X'G = 2GK). Como h(AX’) = A'’K = BC, vem (Propriedade
5) AX’ || BC, donde X’ = X (ambos sdo a interse¢do da paralela a BC por A com I') e dai K,

G e X sdo colineares.

Figura 60 — Construcéo para solucdo do PROBLEMA 02
B

Fonte: Elaborada pelo Autor.

7.4 PROBLEMAS ENVOLVENDO A GEOMETRIA PROJETIVA

Para desenvolvermos alguns problemas a nivel de olimpiadas, necessitamos
apresentar mais alguns conceitos da Geometria Projetiva, assim como teoremas a partir de
definicBes mais praticas para a solucdo de problemas.

Definamos entdo a razdo cruzada, um importante invariante dessa Geometria, a
qual podemos dizer ser a equivalente aos comprimentos na Geometria Euclidiana.
DEFINICAO 7.4.1  Dados quatro pontos A, B, X,Y na mesma reta, nos definimos a raz&o
cruzada como

(ABXWq_XA.YA
YT XB U YR
Tais razdes sdo direcionadas, ou seja, XA = —AX. Assim, em particular, a razéo

cruzada pode ser negativa.
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Outro fato interessante, que pode ser verificado pelo leitor, é que (4,B;X,Y) > 0
precisamente quando os segmentos AB e XY sdo disjuntos, ou um esta contido no outro.
Podemos resolver nosso primeiro problema na Geometria Projetiva, o qual resolveremos

fazendo uso da Geometria Euclidiana®.

PROBLEMA 03 Mostre que a razéo cruzada é invariante por projetividade.

Figura 61 — Invariancia da razao cruzada por projetividade

Fonte: Elaborada pelo Autor.

SOLUCAO

Faremos uma prova fazendo uso do célculo de areas em tridangulos, utilizaremos a
lei que nos diz que a area de um triangulo é igual a metade do produto das medidas de dois
lados multiplicados pelo seno do angulo formado entre estes lados. Assim, segundo a Figura
73, teremos que

(0X4) = %h(XA) = %(0 A)(0X)sen(X04) - (XA) = (OA)(OX):en(XOA)
(0XB) = %h(XB) = %(03)(0)()5911()70\3) S (XB) = (OB)(OX)hsen(XOB)
(OYA):%hﬁﬂ):%(OAXOKBmﬂyaz)ﬁ(YA):(OAXOYfm(YOA)

8 Esse fato vem ocorrendo em varios teoremas da Geometria Projetiva. Fizemos o inverso na PROPOSICAO
7.1.1.
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(0B)(0Y)sen(YOB)
h

(0YB) = %h(YB) = %(OB)(OY)sen(m) - (YB) =

Donde resulta que,

(04)(0X)sen(X0A) —
— XA (0A)sen(X0A)

XB ~ ©B)©X)senX0B)  XB _ (0B)sen(XOB)
h

e ainda,

(04)(0Y)sen(YOA) J—
— YA  (0A)sen(YOA)

YB ~ (08)0V)sen¥0B)  YB  (0B)sen(VOB)
h

Ora, podemos concluir entdo que a razdo cruzada (4, B; X,Y) sera dada por

XA YA sen(X0A)sen(YOB)
XB YB sen(XOB)sen(YOA)

Do resultado acima, obtemos que a razdo cruzada de A,B,X,Y é dependente apenas dos
angulos obtidos pela projetividade por 0. Desse modo, tal razdo serd a mesma para quaisquer
pontos colineares A’, B, X’,Y’, de modo que A’ € 0OA,B' € OB,X' € 0X,Y' € OY.

Assim a razao cruzada € invariante por projetividade.

PROBLEMA 04 Chamemos de A a razéo cruzada (4, B; X,Y). Dados os pontos 4, B, X

e a razdo cruzada A, determine a posi¢éo do ponto Y.

SOLUCAO
Resolveremos esse problema analiticamente, posicionando os pontos A4, B, X,Y
sobre um eixo coordenado. Desse modo, os pontos A,B,X,Y, terdo coordenadas

X1, X5, X3, X4, FeSpectivamente. Dai, teremos que

XA YA x3—%  X4—X

A=ABXY)=—+—= -
( ) XB YB X3 - xZ X4, - .XZ
Donde segue-se que,
(x3 —x1) (x4 —x3) X3X4 — X3Xp — X1X4 T X1X;
A= . > 1= -
(x3 —x2) (x4 —x1) X3X4 — X3X1 — X2Xq T X1X;

= x3x,(A — 1) = Axy(xy + x9) = Ax1 (3 — x3) + (X1 — x3)x, =

= xX4[x3(A = 1) — Axz + x9)] = Axy (23 — x3) + (%7 — x3)%3 =

oy, = Ax (X3 — x3) + x5 (1 — X3)
oo Az —xp — %) —x3
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Dadas quatro retas a, b, x € y concorrentes num ponto P, podemos definir a razdo
cruzada (a, b; x,y) como (a,b; x,y) = (A,B; X,Y),em que 4, B,X e Y sdo as intersecOes
das retas dadas com uma outra reta (que ndo passe por P). O Problema 3 garante que esta
definicdo é consistente, isto €, ndo depende da quadrupla colinear (A4,B,X,Y), uma vez que
quaisquer duas destas quadruplas estdo sempre em perspectiva a partir do ponto P.

Introduziremos uma notacédo Util para estender a definicdo de razéo cruzada para
pontos co-circulares”: dados cinco pontos quaisquer 4,B,X,Y e P definimos P(4,B; X,Y)
como sendo (a,b; x,y), paraa = AP,b = BP,x = XP ey = YP. Se agora A,B,XeY
séo quatro pontos co-circulares, podemos definir a sua razéo cruzada (4, B; X,Y) da seguinte
forma: (4,B; X,Y):= P(A,B; X,Y), em que P é um ponto qualquer na circunferéncia que

contém os pontos dados. O préximo teorema garantirad a consisténcia desta definicao.

TEOREMA 7.4.2 Sejam A,B,XeY pontos co-circulares. Se P é um ponto na

circunferéncia que os contém, entdo P(A, B; X,Y) ndo depende de P. Além disso,

P(ABXY)—?XA'YA
et U XB U YB

onde o sinal é positivo se AB e XY ndo se intersectam, e negativo caso contrario.

Prova.

Antes de apresentarmos uma prova para o Teorema acima, fagamos um estudo de
seu sinal por meio das figuras abaixo, onde seguem-se o caso em que AB e XY néo se
intersectam, e 0 caso em que AB e XY se intersectam.

Pela demonstracédo realizada para razdo cruzada para a quatro pontos colineares,
podemos repetir 0os mesmos argumentos na circunferéncia, realizando uma projecao
Estereografica em relacdo ao ponto P, poderemos entdo realizar o estudo do sinal da razédo

cruzada.

% Chamaremos de pontos co-circulares a um conjunto de pontos que pertencem a uma mesma circunferéncia.
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Figura 62 — Raz&o Cruzada de Pontos Co-circulares: caso positivo.

e

SETLY

sen/t

= i

SeTLL

e

send

Fonte: Elaborada Pelo Autor.

Os resultados relativos ao uso da lei dos senos e do estudo dos sinais, sendo 0S
segmentos orientados, nos dao os casos em que o sinal da razdo cruzada seré positivo (Figura

62) ou negativo (Figura 63).
Figura 63 — Razéo Cruzada de Pontos Co-circulares: caso negativo.

XA SETHL

XB serfd

AY  senp
BY ~ send

Fonte: Elaborada Pelo Autor.
Para nossa prova da invariancia da razdo cruzada por projecdo estereogréafica

iremos denotar por A’,B’,X’,Y’, as projecOes estereograficas de A4,B,X,Y, com respeito ao
ponto P, respectivamente. Observemos agora que, pela lei dos senos, seguird que

XA =sena - 2r
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XB=senf -2r
YA=senu -2r
YB =sené - 2r

Sendo r o raio do circulo contendo os pontos P, A, B, X e Y. Dai segue que,

XA sena

XB| ~ sen p
e

YA _senp

YBl sené

Dai, teremos que
sena senp

P(A,B;X,Y) = : :
( ) senfi send

Pelos resultados obtidos no PROBLEMA 04, segue que para a razdo cruzada

P(A4',B"; X', Y") obteremos, P(4',B; X',Y") = ——= + Z2£ 3o dependendo de P. Quanto ao

senB  send’

sinal, este dependera dos casos ja citados anteriormente.

Figura 64 — Invariancia da Razdo Cruzada por Projecao Estereografica (01)

Fonte: Elaborado Pelo Autor.

Agora, pela projecdo estereogréfica acima, se por exemplo P — 4, entdo
(A,B;X,Y) = (A',B;X',Y"), com AA’ tangente a circunferéncia (dos pontos A,B,X eY) em
A (Figura 65).
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Figura 65 — Invariancia da Razdo Cruzada por Projecao Estereografica (02)

Fonte: Elaborado Pelo Autor.

7.4.1 Conjuntos Harmonicos e Alguns Problemas Com Uso da Razéo Cruzada

A mais importante razdo cruzada para o desenvolvimento dos problemas que
iremos propor € a razdo cruzada de valor igual a —1.
DEFINICAO Quando (4,B;X,Y) = —1, diz-se que (4,B,X,Y) é um conjunto

A - T XA YA . PO .
harménico™. Isso é dito pelo fato de 5~ " yp O due nos diz que AB é dividido interna e

externamente na mesma razdo, ou seja, AB € dividido harmonicamente. Dizemos ainda que X
e Y sdo conjugados harmonicos com respeito a AB. De modo analogo, definimos uma
quéadrupla de retas harmdnicas.

Outras razdes cruzadas que nos interessam sdo aquelas envolvendo pontos no
infinito. Denotemos pelo simbolo P, um ponto no infinito. Se A,B,C sdo trés pontos
quaisquer numa reta [ incidente em P, entdo € possivel atribuir um valor para o simbolo
(A,B; X, P,). Vejamos: se P € um ponto sobre a reta [, entdo (4, B; X, P,) sera o limite de
(4, B; X, P) quando P tende para o infinito sobre a reta [. Mas,

XA PA
(AB;X,P) ="+
XB PB

e como P tende para o infinito, entéo % tente para 1. Podemos entéo definir,

(ABXP)—XA
] )OO_XB'

10 Utilizaremos simplesmente harmdnico para nos referir ao agrupamento harménico.
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Definida a razdo cruzada para um ponto no infinito, teremos o seguinte resultado
em particular: Se (4,B; X,P,) = —1, entdo X é o ponto médio do segmento AB. Podemos
enunciar a reciproca:

PROPOSICAO 7.4.1.1 Dados os pontos A e B, seja M o ponto médio do
segmento AB, e P, um ponto no infinito sobre a reta definida pelo segmento AB. Entdo
(A,B; M, P,,) é um conjunto harmdnico.

A introdugdo de elementos no infinito nos permite tratar teoremas de modo mais
geral, ndo sendo necessario se preocupar com casos particulares em que as retas sao paralelas.
Quanto a essas retas, basta observarmos que todas aquelas retas projetivas que incidem sobre
um ponto no infinito sdo retas Euclidianas paralelas, e reciprocamente. Esse € um resultado
bastante explorado na resolucdo de problemas com o uso da geometria projetiva. Também
utilizamo-nos dele para reescrever teoremas da Geometria Projetiva na Geometria
Euclidiana''. Assim, tanto a apresentacdo quanto a prova de teoremas da Geometria
Euclidiana ficam mais simples com o uso de elementos no infinito.

Passemos agora a apresentacdo e resolucdo de alguns problemas na Geometria

Projetiva.

PROBLEMA 05 Seja w uma circunferéncia e seja P um ponto fora dela. Sejam PX e
PY segmentos de reta tangentes a w. Tome uma reta através de P intersectando w nos pontos
AeB.

(@) Prove que AXBY é um quadrilatero harménico.

(b) Verifique que, se Q = AB N XY, entdo (4, B; P, Q) € um conjunto harménico.

SOLUCAO

a) Fazendo referéncia a figura abaixo (Figura 66), temos PAX ~ PXB, donde % = % :

Analogamente (PAY ~ PYB) % = %. Como PX = PY, vem % = %, donde (4,B; X,Y) =
—— +— = —1 (o sinal negativo ocorre porque AB e XY se cruzam), ou seja, AXBY é um

quadrilatero harménico.

b) Como (4, B, X,Y) projeta-se a partir de X em (4, B, P, Q), segue-se da invariancia da razéo
cruzada por projec@es que (4, B,P,Q) = —1,ouseja, (4, B,P,Q) é um conjunto harmonico.

1 Um exemplo disso s&o as apresentacéo do Teorema de Desargues nas duas geometrias, vistas nos capitulos 3 e
5.
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|
Para o proximo problema utilizaremos o Teorema de Ceva, cujo enunciado e

demonstragéo encontra-se na se¢éo 7.5.

PROBLEMA 06 Seja ABC um triangulo com cevianas concorrentes AD, BE, CF. A reta

EF intersecta BC no ponto X (possivelmente um ponto no infinito). Mostre que (X,D; B,C) é

um conjunto harmonico.

SOLUCAO
Pelo Teorema de Ceva, teremos que
BD CE AF
DC EAFB © @
Agora, pelo Teorema de Menelaus, teremos
CX BF AE
Y5 FABC= "
Donde segue-se que,
BX FA EC
o BF AE " 1 (2)

Figura 66 — Cevianas Induzem Conjuntos Harmonicos, produzindo (X, D; B,C) = —

A

i
X

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Assim, por (1) e (2)
BX FA EC BD CE AF
CX BF AE_DC EA FB
BX DB

- = ——
CX DC
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“XB DB
“Xc  DC
Concluimos entdo que (X, D; B,C) = —1.

PROBLEMA 07 Seja ABCD um quadrilatero cujas diagonais concorrem em K. Ainda,

as retas BC e AD intersectam-se em L, e a reta KL intersecta CD e AB nos pontos N e M,
respectivamente. Prove que (K,L; M,N) =—1, ou seja, (K,L,M,N) € um conjunto

harmonico.

SOLUCAO

Por construcdo, temos um quadrilatero completo.

Figura 67 — Quadrilatero completo para obter o conjunto harménico (K, L, M, N).

P

Fonte: Retirado de CHEN, EVAN pég. 175.

Na Figura acima, seja P = ABNCD, e seja Q = BC n PK. Pelo PROBLEMA
06, podemos concluir que (Q,L; B,C) = —1. Veja que podemos obter (K,L,M,N), a partir

de (Q, L, B, C) por uma perspectividade de centro em P, donde teremos que

—1=(0Q,L;B,C) = (K,L; M, N).
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PROBLEMA 08(USA TST 2011/1) Num triangulo acutangulo escaleno ABC, DEF

é o triangulo 6rtico™. As alturas AD, BE, CF tocam-se no ortocentro H. Os pontos P e Q

pertencem ao segmento EF de modo que AP LEF e HQ L EF. As retas DP e QH

intersectam-se no ponto R. Calcule HQ/HR.

SOLUCAO

A solucéo desse problema pode ser um tanto quanto dificil fora do nosso contexto,
porém iremos usar alguns dos resultados obtidos nos problemas anteriores. Vejamos que, pelo
PROBLEMA 7,

(A, H;AD NEF,D) = —1
(com relagdo a BCEF).
Seja P,, 0 ponto no infinito nas retas paralelas AP e QR. Como (Po,H,Q,R) e (A,H,AD N
EF, D) estdo em perspectiva pelo ponto P, concluimos que
(P, H;Q,R) = —1.

Q

Entéo, ﬁ—R = —1, ou seja, H é o ponto médio de QR.

Figura 68 — Construcdo do PROBLEMA 08

B

Fonte: Elaborada pelo Autor.

12 Triangulo értico é o triangulo formado pelos pés das alturas.
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7.4.2 Construgdes Geométricas com o uso apenas de Régua

Resolveremos aqui alguns problemas com o uso de constru¢Ges geométricas, nos
quais nos utilizaremos de ideias relativas a Geometria Projetiva. Tais problemas visam
apresentar algumas das possibilidades de uso nas construcdes, as quais poderdo ser realizadas

apenas com uso da régua. Vejamos 0 nosso primeiro problema de construcéo.

PROBLEMA 09 Construa a quarta reta harménica para trés retas dadas concorrentes

num ponto, utilizando apenas a régua.

SOLUCAO
A Figura a seguir representa o resultado final ap6s o procedimento de construcao

descrito abaixo.

Figura 69 — Construcao da Quarta Reta Harménica Apenas Com Uso de Régua

Fonte: Elaborada pelo Autor.

1. Dadas trés retas a, b, ¢ concorrentes no ponto P, construa uma reta r, que ndo passa
por P, intersectando as retas a, b, ¢, nos pontos A4, B, C, respectivamente.

2. Trace uma reta passando por A, intersectando as retas c¢,b nos pontos
K, D respectivamente, ambos distintos de C e B.

3. Trace a semireta BK que intersecta a reta a no ponto E.

4. Trace areta ED intersectando r no ponto L.
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Obs: Caso a reta ¢ seja bissectora de a e b, teremos que C sera o0 ponto médio de AB,

donde teremos Zﬁ//ﬁ, com isso AB N ED = L,,. Donde continuardo validos os
argumentos da justificativa.
5. Basta entdo construirmos a reta PL = [. Esta reta serd a quarta reta harménica as trés
retas dadas.
JUSTIFICATIVA: Construimos acima o quadrildtero completo ABDE. Pelo
PROBLEMA 7, tal quadrilatero induz conjuntos harménicos. Sabendo-se que
(¢,l; b,a) = (C,L;B,A),

eque (C,L; B,A) = —1, concluimos que (c, [, b, a) é uma quadrupla de retas harmonicas.
PROBLEMA 10 Construa o quarto ponto harménico para trés pontos dados numa reta.

SOLUCAO
Como ilustracdo da construcdo que iremos realizar indicamos o uso da Figura 67.
Sejam dados os trés pontos C, Q, B, sobre a reta ..
Marque um ponto P, de modo que P ndo pertence a reta r.
Construa as retas PB, PQ, PC.

Trace uma reta por B que intersecta PQ em K e PC em D.

Trace a reta CK que intersecta PB em A.

© gk~ w N oE

Trace a reta AD intersectando BC no ponto L.

O ponto L seré o quarto ponto harménico desejado.
JUSTIFICATIVA: O quadrilatero ABCD ¢é um quadrilatero completo, por construcdo. Dai
temos, pelo PROBLEMA 7, que (Q,L; B,C) = —1, donde concluimos que L é 0 nosso ponto

desejado.

Os problemas de construgdo se mostram como uma interessante possibilidade no
processo de ensino aprendizagem, pois ajudam na fixacdo e aplicagdo dos teoremas, lemas e
problemas resolvidos por meio do célculo. Usarmos apenas a régua torna as constru¢des mais

elegantes, e sua apresentacdo pode ser feita sem maiores dificuldades.
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7.5 0 TEOREMA DE CARNOT

Para tornarmos o Teorema de Carnot um problema mais conciso e em

concordancia com a geometria discorrida, vejamos 0s seguintes teoremas.

TEOREMA DE CEVA Seja ABC um triangulo, e sejam A’,B’,C’
pontos nos lados BC, CA, AB, respectivamente. Os segmentos AA’, BB’,CC’ sdo concorrentes
se, e somente se,
AL 8
ACBACB

Prova

Defina (ABC) como a area do tridngulo ABC.

Para a primeira parte do teorema, suponha que AA’, BB’,CC’ intersectam-se no ponto P.
Vejamos que os triangulos AA’C, ABA’, possuem a mesma altura, donde temos que
(ABA") BA'
T~ = T (2)
(AA'C)  A'C

Figura 70 — Teorema de Ceva

B

Fonte: Elaborada pelo Autor.

O mesmo ocorre para os triangulos PA’C, PBA’, donde
(PBA') _BA’
(PA'C)  A'C

(3)
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Por (2) e (3), teremos que
(ABA") _(PBA’) _(ABA’) — (PBA') _ (ABP)
(AA'C)  (PA'C) (AA'C)— (PA'C) (APC)

_ (ABP) _BA’
(APC) A'C
Analogamente, podemos obter
(BCP) C_B’
(BPA)  B’A
e
(CAP) _AC'
(CPB)  (C'B°
Assim,

BA' CB' AC' _ (ABP) (BCP) (CAP)
A'CB'AC'B~ (A'PC) (BPA) (CPB)

_BA'CB'AC" _
"A'CB'AC'B
Suponha agora que A’, B, €', sdo tais que vale a igualdade (1). Suponha ainda que

AA’, BB’, intersectam-se em P e que a reta CP toca o lado AB no ponto C”. Por construcédo, 0s
pontos A’, B’, C’, satisfazem a primeira parte do teorema de Ceva, mas A", B",C", também

satisfazem. Dai,
BA'CB'AC' BA'CB'AC"
A'CB'AC'B - ACB'AC"B
AC'  AC"
oo ﬁ = m .
Como os pontos C' e C'"' sdo internos a AB, segue-se que C’' = C”.

Conclui-se entdo que CC’ concorre com AA’ e BB’ em P.

DEFINICAO Sejam ABC um triangulo e AA’ uma ceviana. A ceviana isogonal de
AA’, AA”, é o reflexo de AA’ com respeito a bissetriz de ABC por A. Também dizemos que
AA’ e AA” sdo cevianas isogonais.
DEFINICAO A ceviana isogonal de uma mediana chama-se simediana.

O teorema a seguir mostra um importante resultado no que se refere as cevianas.

A relacdo resultante é chamada de relacao de Steiner. Vejamos,
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TEOREMA 7.5.2 (Relagao de Steiner) No triangulo ABC, se as Cevianas
AA’ e AA” séo isogonais, entao
BA' BA" (AB)Z
CA" CA" \AC/)
Prova
Facamos uma prova por areas. Tal qual o argumento na prova do Teorema de
Ceva, é facil ver que
BA'" _ (BAA)
CA"  (CAA")

Por outro lado,

1 —
(BAA'") = EAB -AA" - sen(BAA")

1 __
(CAA) = 5 AC - AA' - sen(CAA))

Figura 71 — Prova da Relacao de Steiner

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Donde segue que,
BA'" _AB-sen(BAA")
CA"~ AC - sen(CAA")"

Similarmente, teremos para os triangulos BAA”, CAA”, o0 seguinte resultado
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BA" (BAA") _AB-sen(BAA")
CA" ~ (CAA") ~ AC-sen(CAA")

Agora, sendo

BAA' = CAA"

CAA' = BAA".
Dai, teremos por consequéncia a relacdo de Steiner, ou seja,
BA" BA" (AB>2
cA” cA”  \AC) -

Em particular, podemos citar o seguinte corolario
COROLARIO 7.5.1 (Relagéo de Steiner para o caso da mediana) Se AA" é simediana no

triangulo ABC, entdo

BA" (AB)2
—_— | *
CAII AC ( )
Reciprocamente, se A" € BC e vale a relacdo (), entdo AA" é simediana.
TEOREMA 7.5.3 (Ponto de Lemoine) As trés simedianas de um triangulo
concorrem num ponto L. Tal ponto é chamado de ponto de Lemoine.
Prova
Sejam A",B",C" os pés das simedianas do triangulo ABC. Pelo Corolario
" " " 2 2 2
anterior, %?—‘?# = (A—B> (E) (ﬂ) = 1. Dai a conclusdo é uma consequéncia do
A"CB"AC"B AC BA BC

Teorema de Ceva.
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Figura 72 — Ponto de Lemoine

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Retomemos o teorema proposto no inicio deste capitulo.
TEOREMA DE CARNOT As tangentes ao circuncirculo de um triangulo ABC pelos
seus vertices encontram os lados opostos em trés pontos colineares. Mais ainda, tais pontos

sdo os conjugados harménicos dos simedianos dos lados do triangulo.

Figura 73 — Teorema de Carnot

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Demonstracao

Considere o triangulo ABC, e sejam A",B",C", os pés das simedianas
correspondentes aos lados BC, AC, AB, respectivamente. Seja L 0 ponto de Lemoine, e seja X
0 ponto de interseccdo da reta CB com a tangente a I' por A, sendo I' o circuncirculo do
triangulo ABC.

Vemos que ocorre a semelhanca AABX~ACAX, uma vez que os angulos ABC e
CAX sdo congruentes, e os triangulos tém o angulo X em comum. Dai, valem as seguintes

igualdades

AB _AX BX
AC  CX AX

Figura 74 — Prova do Teorema de Carnot

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Donde segue que,

BX _ (AX AB)( 1 AB) B (AB)2
CX AC)\AX AC) \AC) "

Por outro lado, pela relacéo de Steiner para o caso da simediana, teremos

BA"  /AB\*

zc=ac)
Assim,

BA" BX

cA" Cx’
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Ora, como A” é interno a BC e X é externo, a igualdade acima nos diz que X e A"
sdo conjugados harmdénicos com relacdo a BC (diz-se que AX é uma simediana externa do
triangulo ABC).

Analogamente, teremos que Y e B" sdo conjugados harménicos com relagdo a AC
e que Z e C" sdo conjugados harmdnicos com relacdo a BC. Mas pelo PROBLEMA 07,
BCNB"C' = {X},ACNA"C" ={Y} e ABNA"B" = {Z}.

Para concluirmos a demonstracdo do Teorema de Carnot, basta lembrarmos do
enunciado do TEOREMA 7.5.3 que nos diz que as simedianas de um tridngulo concorrem no
ponto L. Ora, isso no diz que os triangulos ABC e A"B"C" estdo em perspectiva pelo ponto de
Lemoine. Dai, pelo Teorema de Desargues, tais tridngulos estardo em perspectiva por uma
reta, ou seja, 0s pontos X, Y e Z séo colineares.

Subjacente as Gltimas linhas do argumento acima esta o resultado:
TEOREMA 7.5.4 Suponha gue as cevianas H,W e CC’ sejam concorrentes. Entdo os
pontos AB N A'B” = {Z}, BCN B'C’ = {X} e ACN A’C’ = {Y} sdo os conjugados harménicos
de A’,B’,C’ com respeito a AB,BC e AC, respectivamente. Além disso, X,Y e Z sdo
colineares.
(Em palavras: os conjugados harménicos dos pés de cevianas concorrentes sdo colineares.)
Prova

Basta fazer uma releitura da construcdo do conjugado harménico realizada nos
PROBLEMAS 06 e 07 e utilizar o Teorema de Desargues para concluir a colinearidade dos

pontos X,Y e Z.
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8 CONCLUSAO

No decorrer desse trabalho foram encontrados varios desafios, dentre eles, destaco
a identificacdo de ideias importantes a serem propostas para a apresentacdo da Geometria
Projetiva, tendo sempre em foco a Geometria Euclidiana Plana e o uso de homotetias como
fontes bibliograficas, as quais proporcionem uma apresentacdo completa para atingir 0s
objetivos; um modelo didatico viavel no que tange a clareza e o entendimento do professor e
aluno; técnicas de resolucdo de problemas e dos teoremas, a fim de tornar significativo o
estudo realizado e, referéncias na nossa literatura, as quais influenciem e proponham ideias
sobre a possibilidade de estudar as homotetias e as construcfes projetivas ainda na educagéo
bésica.

O ensino da Geometria Euclidiana € visto com grande dificuldade pelos
professores e alunos do Ensino Médio, uma vez que as falhas no processo de aprendizagem
no Ensino Fundamental ndo conseguem ser supridas pelo excesso de formulas ou falta de
apresentacdo adequada dos conteudos, de modo a tornarem-se mais significativos para os
estudantes. Assim, propor ideias e teoremas na Geometria Euclidiana com a finalidade de
expandir habilidades por meio de uma Geometria ndo-Euclidiana é uma tarefa que requer
bastante empenho do professor.

Desse modo, apresentamos alguns dos axiomas fundamentais para o uso em sala
de aula de forma concisa e compreensivel. Entretanto, ndo foram inseridos na Geometria
Projetiva calculos longos ou dificeis de serem entendidos pelo leitor, nos atemos a exibir a
matematica por meio do calculo de teoremas apenas na Geometria Euclidiana.

As ideias de autores como COXETER, mostram ser possivel uma Geometria
Projetiva apresentada de forma axiomatica, dedutiva e sintética, ndo sendo necessarios muitos
calculos, mas sim uma compreensdo dos objetos geométricos e das projetividades e
perspectividades.

O motivador principal para uma didatica mais adequada as dificuldades
encontradas pelos alunos se deu a partir da contextualizacdo da historia de cada Geometria
apresentada e do seu desenvolvimento por meio da arte e da arquitetura. Estimular o aluno a
realizar suas proprias construcbes geométricas, mostrando suas habilidades artisticas e
possibilidades com o desenho e fazendo uso da perspectiva e dos pontos de fuga é tambeém
essencial para uma memorizacédo e crescimento do mesmo.

A escrita e desenvolvimento de problemas olimpicos é uma fonte de

conhecimento que promove o real aprendizado das homotetias e das construgdes projetivas,



110

mostrando-se como uma ferramenta desenvolvedora de raciocinios e estimuladora de
construcgdes no estudo da geometria.

Difundir o estudo de geometrias ndo-Euclidianas, em particular a Geometria
Projetiva e de conhecimentos na Geometria Euclidiana nao trabalhados no curriculo escolar é
uma tarefa primordial para adequar o ensino ao processo de globalizacdo e evolucdo das
ciéncias. A Matematica ndo € estatica, ela estd em construcdo e expansdo constantes, cabendo
ao professor desempenhar um papel de divulgador do que ocorre e das possibilidades que
esses avancos contribuiram e proporcionam a sociedade moderna.

O reforco da Geometria Euclidiana aliada a apresentagdo das homotetias e de
teoremas que costumam ser deixados de lado pela sua dificuldade é algo que pode vir a
colaborar na formacédo docente. As conclusdes e consequéncias desses teoremas por meio das
transformacfes como as homotetias sdo necessarias para uma compreensdo do progresso da
Matemética.

Por outro lado, dentro do curriculo da educacdo bésica ou paralelamente a ele, o
ensino da Geometria Projetiva é possivel através do desenho, da historia da arte e da
apresentacdo das ideias formais nessa geometria. Essas ideias permitem desenvolver no aluno
a nocdo espacial requerida pelo ensino da geometria, sendo algo tangivel no estudo da
Geometria Projetiva.

Nesse sentido, o referido estudo se propds a apresentar pesquisas, ideias,
demonstracdes e conclusdes, com o intuito de divulgar e estimular o ensino da Geometria
Projetiva na Educacdo Basica correlacionando com a Geometria Euclidiana Plana por meio

das homotetias.
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