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RESUMO

O tema da dissertacdo € uma proposta metodoldgica para o ensino da constru¢dao dos niimeros
racionais, no que diz respeito as operacdes e suas principais propriedades, baseado na Teoria
de Aprendizagem Significativa (TAS) de David Ausubel, que muito contribuiu para o desen-
volvimento deste modelo teérico. No Capitulo 1, abordaremos a teoria de David Ausubel, que
servira de ancora para a constituicao dos nimeros racionais visando uma melhor abordagem e,
consequentemente, um melhor resultado no ensino/aprendizagem deste objeto matemético na
escola basica. Para tanto, vamos abordar o conceito de TAS e em seguida as suas principais
caracteristicas, que servirdo como suporte na implementacdo da (Re) constru¢do dos niimeros
racionais. Nos Capitulos 2 e 3, apresentaremos os Conjuntos dos Nimeros Inteiros e o dos Nu-
meros Racionais com toda fundamentagdo matematica segundo a luz das estruturas algébricas.
Esses capitulos norteardo os professores da educagao bdsica e também os alunos de graduacao,
pois poderao perceber neste trabalho que nossa proposta nao desconsidera o rigor matematico
dos conjuntos. Enfim, no capitulo 4 teremos a constru¢do dos nimeros racionais bem como
suas operacoes e propriedades aplicando a TAS e, dessa forma, simplificando o ensino deste
objeto matemadtico, o que estamos denominando de (Re) construcdo dos niimeros racionais.

Palavras-chave: Mapas Conceituais, Aprendizagem Significativa, Nimeros Racionais, En-
sino de Matematica.



ABSTRACT

The subject of the dissertation is a methodological proposal for the teaching of the construction
of rational numbers, with respect to the operations and their main properties, based on David
Ausubel’s Theory of Significant Learning (TSL), which greatly contributed to the development
of this theoretical model. In Chapter 1, we will approach the theory of David Ausubel, which
will serve as an anchor for the constitution of rational numbers aiming at a better approach
and, consequently, a better result in the teaching/learning of this mathematical object in basic
school. In order to do so, we will approach the concept of TSL and then its main characteristics,
which will serve as support in the implementation of (Re)construction of rational numbers. In
Chapters 2 and 3, we will present the Sets of Whole Numbers and that of Rational Numbers with
all mathematical reasoning according to the light of algebraic structures. These chapters will
guide the teachers of basic education as well as the undergraduate students, as they may notice
in this work that our proposal does not disregard the mathematical rigor of the sets. Finally, in
Chapter 4, we will construct the rational numbers as well as their operations and properties by
applying the TAL and thus simplifying the teaching of this mathematical object, what we are
calling the (Re)construction of rational numbers.

Keywords: Conceptual Maps, Significant Learning, Rational Numbers, Math Instruction.
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Capitulo 1

Teoria da Aprendizagem Significativa -
TAS

Neste capitulo, abordaremos sobre a teoria de David Ausubel, que posteriormente usaremos
na constitui¢do dos nimeros racionais visando uma melhor abordagem no que diz respeito ao
ensino aprendizagem deste objeto matematico na escola basica. Para tanto, vamos abordar o
conceito de TAS em seguida suas principais caracteristicas, que irAfo servir de suporte na
implementacdo do ensino/aprendizagem dos nimeros racionais. As principais referéncias desta
secdo sao Moreira [5] e Pelizzari [6].

A concepcio de ensino e aprendizagem de Ausubel segue na linha oposta a dos behavio-
ristas. Para ele, aprender significativamente é ampliar e re-configurar ideias ja existentes na
estrutura mental e com isso ser capaz de relacionar e acessar novos contetdos. Para Moreira [5]
a aprendizagem significativa € aquela em que novas ideias expressas simbolicamente interagem
de maneira substantiva e nao-arbitrdria com aquilo que o aprendiz ja sabe, isto €, os conheci-
mentos prévios.

Ausubel chamava esse conhecimento prévio de subsuncor ou ideia dncora, o qual ndo
precisa necessariamente ser um conceito formalizado, muitas vezes € uma ideia, uma imagem,
um simbolo, um contexto. Isto €, um subsuncor € todo e qualquer conhecimento relevante
que permita ao aluno relacionar um novo conhecimento que lhe for apresentado independente
da forma como isso ocorra, seja por descoberta ou por apresenta¢do, dando maior estabilidade
cognitiva para que a aprendizagem seja significativa, podendo ser utilizada posteriormente como
um Subsuncor para um novo aprendizado.

Neste trabalho um dos subsungores importantes, tanto para o aluno ( do Fundamental II e
Médio), quanto para os professores destes alunos € o conjunto dos nimeros inteiros, que serda
tratado no Capitulo 2 em duas abordagens. A primeira abordagem sera feita na forma usual, e
devera ser trabalhada pelos professores do ensino basico em sala de aula. J4 a segunda aborda-
gem serd feita a luz da Estrutura Algébrica, e € destinada para os professores da escola bésica,
alunos do curso de Licenciatura e Bacharelado em Matematica. Pois acreditamos que o dominio
deste Subsuncor € de fundamental importancia para a constru¢do dos nimeros racionais, tanto



matematicamente quando pedagogicamente.

De acordo com TAS, uma vez que o aluno ou o professor possua como subsuncor o objeto
matemdtico denominado de nimeros inteiros em toda a sua plenitude, isto €, sua defini¢ao,
operagoes e propriedades, ele estard pronto para receber o novo conhecimento matematico que
neste trabalho sera os nimeros racionais.

No que diz respeito a TAS, a estrutura cognitiva € um conjunto hierdrquico de subsuncores
inter-relacionados que podem ser caracterizados principalmente pela diferenciacdo progressiva
e reconciliacdo integradora.

Ao processo que agrega conhecimento sucessivas vezes em que ocorre essa construcdo de
subsuncores, é dado o nome de diferenciacdo progressiva. O aluno descobre que existem os
nimeros fraciondrios modificando desta forma a estrutura cognitiva do mesmo, de modo que
ele transforma o conhecimento da existéncia tnica dos niimeros inteiros e passa a entender que
existem também os niimeros racionais.

Uma vez descoberto a existéncia dos niimeros racionais é hora de realizar as reconcilia-
¢oes das diferencas dos conjuntos e de assimilar o que é comum aos dois, essa segunda parte do
processo denomina-se reconciliagdo integradora. Reconciliacdo integradora € o processo onde
o individuo que aprende reorganiza a estrutura de modo a eliminar as repeti¢des, absorver novos
significados e desfazer as inconsisténcias que ocorrem durante a aprendizagem.

Quando aprendemos de modo significativo € importante distinguir os novos significados
adquiridos para reconhecer as diferengas, assim como também ¢ importante identificar os co-
nhecimentos prévios para que a estrutura compreenda o que foi acrescentado. Dessa forma é
necessario que os processos de diferenciacio progressiva e de reconciliagdo integradora sejam
simultdneos, como sdo, mesmo possuindo aparentemente intensidade diferente.

Embora para Ausubel o conhecimento prévio seja algo indispensdvel, nem sempre quer di-
zer que esse subsuncor seja correto, por exemplo os alunos no ensino fundamental aprendem
que ndo existem raizes quadradas de nimeros negativos, e essa € uma meia verdade na qual
sua veracidade depende do conjunto que est’a sendo trabalhado, e quando chegam no ensino
médio aprendem que existe solu¢do para as raizes quadradas dentro do conjunto dos niimeros
complexos.

Apesar da importancia do subsuncor, ele sozinho nao é suficiente para que haja um aprendi-
zado significativo. E essencial que haja um material de aprendizagem potencialmente significa-
tivo, assim como a disposicao para aprendizagem por parte do que aprende.

Para que um material seja potencialmente significativo € necessario que ele se relacione com
um conhecimento que esteja presente na estrutura cognitiva do aluno, possibilitando ao novo
conhecimento se ancorar na estrutura cognitiva existente e se torne uma aprendizagem signifi-
cativa. Para que o material seja significativo é importante dar significado a ele, por isso dizemos
que o material deve ser potencialmente significativo, e ndo significativo, mas pode tornar-se
significativo através da interacdo, realizada pelo mediador, do material com o aprendizado.

A predisposicao por parte do que aprende geralmente € mais dificil de ser alcancada que



a primeira. O desejo de querer relacionar os novos conhecimentos a estrutura cognitiva deve
independer de ter afinidade com a disciplina. Por algum motivo deve diferenciar e integrar
os novos conhecimentos a estrutura, e dessa forma modifica-la, enriquecé-la, elabora-la e dar
significado a esses conhecimentos, mesmo que seja apenas para ter boas notas nas avaliagdes.

Existe também a situacdo em que o aluno possui um enorme desejo de aprender, mas nao
existe o conhecimento prévio necessdrio na sua estrutura cognitiva, o que nos remete novamente
a necessidade de um material potencialmente significativo, deixando ainda mais claro, que tanto
o material 16gico que possibilite 0 novo conhecimento se relacionar com a estrutura cognitiva ja
existente quanto a disposic¢ao para aprender sdo condi¢des imprescindiveis para o aprendizado.

Ao pensar em aprendizagem significativa como transformacg@o de conhecimento, fica a per-
gunta de como surgem os primeiros subsungores? Os primeiros subsungores surgem ainda na
infancia, através de processos abstratos, de descobrimento, representacdo em diversos encon-
tros do sujeito com objetos, eventos. Um exemplo € uma crianga quando ganha uma bola, ela é
ensinada que deve brincar com a bola chutando. Posteriormente ao encontrar com outro objeto
redondo a crianca tende a chutar esse outro objeto como se fosse uma bola. Ao aprender a
falar ela relaciona as cosias redondas ao nome bola, e mesmo que olhe para um limao ou um
ovo, pela caracteristica arredondada ird chamar de bola, ao se desenvolver a crian¢ca modifica o
subsuncor bola, e aprende que existem outras coisas redondas além da bola.

Na fase pré-escolar, a crianga precisa inicialmente de um material concreto para formar os
primeiros conhecimentos através da media¢ao de adultos. Gradativamente a fung@o dos sub-
suncores construidos sdo assimilados e inicia uma mediag@o pessoal, iniciando-se uma concor-
dancia de significados, no contexto de um conhecimento delimitado.

No momento em que acontece a mediacdo pessoal, a assimilacdo ausubeliana € o processo
em que o novo conhecimento interage de forma ndo arbitraria com algum conhecimento rele-
vante, j& mencionado como aprendizagem significativa. Quando acontece a interac¢ao, dizemos
que ocorreu a assimilacdo do novo conhecimento.

Em alguns casos, talvez na maioria, o que aprende ndo dispde de subsungores que permitam
a ancoragem de um novo conhecimento, nessa situacdo Ausubel propde o uso do que chama de
organizadores prévios. Organizadores prévios sdo recursos utilizados para que o aprendiz possa
ancorar o novo conhecimento. Pode ser apresentado na forma de um filme, uma demonstragao,
uma aula que antecede um conjunto de outras aulas.

Recomenda-se o uso de material expositivo no caso da Matemadtica, uma situac¢ao problema,
por exemplo, para que sirva de ancoradouro para o novo conhecimento se o aluno nao estiver
familiarizado com o material e o mesmo ndo deter subsungores. Entretanto, se o material for
familiar, recomenda-se uma comparagio que colabore para que o aluno integre o novo conhe-
cimento a sua estrutura, distinguindo dos conhecimentos j4 incorporados a estrutura cognitiva,
0s quais na sua esséncia sdo diferentes.

Os alunos tendem a nao relacionar os novos conhecimentos com os subsuncgores, daf a im-

portancia de sempre utilizar os organizadores prévios permitindo ao que aprende relacionar os



conhecimentos, transformando a estrutura cognitiva e obtendo uma aprendizagem significativa.
Como vimos anteriormente, se apresentarmos o conjunto dos nimeros racionais, sem mencio-
narmos o conjunto dos niimeros inteiros, os alunos nao fardo a ancoragem, e acreditardo que
sao duas coisas distintas, ndo permitindo que os conhecimentos interajam.

Nas escolas infelizmente, vimos outra aprendizagem praticamente memoristica e sem signi-
ficado, € a conhecida “decoreba”, utilizada no momento da prova, sendo esquecida logo apos.
Essa aprendizagem é denominada aprendizagem mecanica.

Engana-se quem acredita que ao deter uma aprendizagem mecéinica, possuird uma aprendi-
zagem significativa.

E importante salientar que a aprendizagem significativa é um processo continuo, de interacio
e rupturas. Nao € suficiente uma aula bem ministrada e um aluno aplicado para uma aprendi-
zagem significativa. Para que haja significado € necessario dominio de situagdes-problema
gradativamente dificeis que dardo sentido aos conceitos.

A aprendizagem pode ocorrer por descoberta ou por recep¢ao. Muitas pessoas relacionam
aprendizagem por recep¢ao com passividade. Muito pelo contrdrio, a aprendizagem por recep-
¢do, que pode ocorrer através de um livro, de um filme, de uma experiéncia em laboratério, uma
aula, requer muito trabalho para interagir e relacionar os novos conceitos com os subsungores,
envolvendo os processos de diferenciacdo progressiva e reconciliacdo interativa.

A aprendizagem por descoberta, muitas vezes associada a aprendizagem significativa,
implica que o individuo primeiro descubra o que ird aprender. Uma vez descoberto, exige as
mesmas condi¢des para aprender.

Na visdo de Ausubel o conhecimento prévio € a varidvel mais importante para a aprendiza-
gem significativa de novos conhecimentos. Desta forma, isolar uma tnica varidvel neste pro-
cesso a que mais influencia nas novas aprendizagens, certamente seria o0 conhecimento prévio.
Mas afinal de contas, como surgem os subsuncores?

Como j4 foi dito a aprendizagem significativa pressupde a existéncia de subsuncores, con-
ceitos prévios que o aprendiz possue em sua estrutura cognitiva e vao estabelecer uma relagao
com o conteido novo. Uma possibilidade para o surgimento dos subsuncores, pode se dar pela
aprendizagem mecéanica. Isto é, imaginem que uma pessoa nao conhece nada do objeto mate-
madtica, “ Funcao Quadrética ” a ser estudado, nao possui ponto de ancoragem. Neste caso ele
terd que buscar informacdo deste objeto ou na proximidade dele, e para tanto terd de ler, ver
video aula, perguntar para outros, estudar os exercicios resolvidos de outros livros mesmo que
fique com muitas duvidas, memorizar pedacos deste contetido, entre outras coisas.

Desta forma, em algum momento este individuo vai observar que ja existem indicios do
contetido abordado ou a ser abordado. Assim o aprendiz observa que jd possui uma estrutura

minima a qual Ausubel denota por Subsuncor.



Capitulo 2
Conjunto dos Numeros Inteiros

Neste capitulo, vamos apresentar o Conjunto dos Niimeros Inteiros aqui representado pela
letra Z, em dois momentos. No primeiro momento se dard na se¢@o 2.1 onde apresentaremos
o conjunto Z na forma usual, isto é, da maneira que é apresentado na Educacao Bdsica, para
melhor familiarizar o leitor e a0 mesmo tempo dar uma ideia do que iremos trabalhar na se¢ao
2.2. Ja na secao 2.2, faremos a construcao formal do conjunto Z nas Estruturas Algébrica ( para
uso do Matematico/Professor de Matemadtica ou simpatizante da Matemadtica ). E finalmente,
na sec¢ao 2.3 faremos as conclusdes e construgdes finais, nas quais vamos construir a relacao
de ordem dos nimeros inteiros, apresentar algumas propriedades e definir o médulo de um
ndmero inteiro, € ainda na secao em questao vamos construir a imersao do conjunto dos nimeros
naturais N no conjunto dos nimeros inteiros Z.

Outro fato importante é que vamos admitir que o leitor ja possua os conhecimentos prévios
para construir os nimeros inteiros. Estamos falando do conjunto dos niimeros naturais, no que
diz respeito a sua construcao fazendo uso dos Axiomas de Peano e suas propriedades.

Nas trés secoes, as principais referéncias sao Hefez [2] e Hygino [3].

2.1 A CONSTRUCAO DO CONJUNTO DOS NUMEROS
INTEIROS NA FORMA AXIOMATICA

Nesta secao vamos apresentar o conjunto dos niimeros inteiros na forma axiomatica, isto €,
da forma como geralmente € apresentado na Escola Basica. Acreditamos na importancia e na
relevancia desta forma de apresentac@o, para os alunos da escola bésica, todavia o professor
precisa dominar as entrelinhas desta construgdo, pois tal entendimento pode fornecer ideias
pedagdgicas para o Ensino/Aprendizado do Conjunto dos Nimeros Inteiros e futuramente o
conjunto dos niimeros racionais. Segundo a TAS, esta apresentacdo dos niimeros inteiros se
caracteriza como subsuncor para o Professor de Matematica da Escola Bésica no que se refere
a construcao formal que serd feita na secao 2.2. Sem mais delongas, vamos a construcdo de

modo axiomatico do referido conjunto.



Definicao 2.1. O conjunto dos niimeros inteiros, serd denotado pelo simbolo Z e aqui definido

porZ={---,-2,-1,0,1,2,3,---}.

Neste conjunto sdo definidas duas operacgdes bindrias, a saber, chamadas de adi¢do e multi-

plicacao, definidas respectivamente por:

+:ZxXZ—Z - cLx L — 7
(z,y) = z+y (z,y) = x-y

O conjunto Z , munido das operacdes de adi¢cao e multiplicacao, gozam dos seguintes axio-
mas:

1) Associativa na adi¢cdo e multiplicacdo respectivamente, isto €, para todo z, y, 2 € Z tem-se:
(z+y)+tz=2+@y+z) e (z-y-z2=z-(y-2)
ii) Comutativa na adi¢cao e multiplicacdo respectivamente, isto é, para todo z, y, z € Z tem-se:
r+y=y+x € T-Y=yYy-x

iii) Existéncia dos neutros da adicao e multiplicacao respectivamente, isto é, para todo = € Z,
existem 0 € Z e 1 € Z tais que

z+0=x e z-1==zx

iv) Existéncia do inverso da adigéo, isto é, paracadax € Z , existe —z € Ztalque z+(—z) =

0.

v) Distributividade do produto em relacao a adicdo, isto é, para todo x, y, z € Z tem-se
z-(y+2)=z-y+z-2

vi) Z ndo tem divisores de zero, isto é,se z,y,2 € Zcomz -y= 0 = z = Oouy = 0.

Desta forma, o conjunto Z munido da adi¢@o e multiplicag@o sendo um anel comutativo com
identidade sem divisor de zero, da a ele o direito de ser chamado de Dominio de Integridade.

Um fato importante em Z, é a relacdo de ordem. A qual trataremos a seguir:

Para comecar, vamos observar que muitas propriedades em Z se originam do fato de as
escrevermos na ordem usual ..., —4,—-3,—-2,—-1,0,1,2, 3,4, ...

Tal ordenacdo pode ser expressa pelarelacdo z <y, onde se l€ : € menor que y. De modo
geral podemos pensar que tal relacdo, z < y pode ser interpretada como sendo 0 < y —x,0
que nos leva a dizer que y — x € um inteiro positivo.

Desta forma podemos definir um conjunto P C Z, tal que P = {z € Z; x > 0}. O que nos
leva aos seguintes axiomas:



i) Va,y € Ptem-sex +y € Pezxr -y € P “Fechamento”;

ii) V £ € Z uma e somente uma das alternativas seria verdadeira: ou z € Pou z = 0 ou
—x € P “Tricotomia”.

Como consequéncia imediata deste dltimo axioma, temos que V x,y € Z apenas uma das
afirmacdes seria verdadeira:

our <your =youy <

A seguir vamos enunciar outras trés relagdes de ordem em Z, as quais serdo nomenclaturas
dadas por < “Ié — se: menor ou igual” , > “l€ — se: maior” e >* 1€ — se: maior ou igual” .
Respectivamente elas me dizem que V z,y € 7Z teremos:

Dz<y &2 < youxr =y “lé—se: x menor ou igual y”;
) 2>y < y < x“lé - se: x maior que y”;
) >y & x > youxr =y “1&-se: x maior ou igual y”.

A ordenacdo em Z € de fundamental importincia na ordenacgdo de outros conjuntos, como
por exemplo, o conjunto dos niimeros racionais. Desta forma, iremos enunciar sem demonstra-
¢do uma proposicao, somente a titulo de informacao, algumas propriedades que sdo utilizadas
em resolugdo de exercicios e compreensao de outras proposi¢des importantes do conjunto dos

ndmeros inteiros.

Proposicao 2.1. Para todo x,y, z € Z tem-se:
)220 ez?=0 & £=0

ii) Sex <y e y<zentioxr < z

iii) Sex <y ,entdo r+z<y+=z

iv) Sex <y ,entdo z-2<y-22z>0

v) Sex <y ,entdo x-z>y-z 2<0

2.2 A CONSTRUCAO DO CONJUNTO DOS NUMEROS
INTEIROS SOB A LUZ DA ALGEBRA

Nesta secao iremos definir uma relacdo em N x N, mostrar que tal relagdo, define uma
relac@o de equivalénciaem N x N, vamos construir o conjunto quociente NxN /. € apartir
dele vamos definir o conjunto dos nimeros inteiros Z. Definiremos aqui duas operacdes em



N'xN /., € mostraremos que 0 mesmo possui uma cépia algébrica do conjunto dos nimeros
naturais N.

Para tanto, vamos dar inicio aos trabalhos com a defini¢do da rela¢do de equivaléncia em
NxN ={(z,y); =,y € N}.

Proposicao 2.2. A relagdo ~ em N x N definida por (a, b) ~ (¢, d) & a+d = b+ ¢ é uma
relagdo de equivaléncia.

Demonstragcao. Para provar tal proposicdo , basta mostrar que a relacdo ~ acima definida é
reflexiva, simétrica e transitiva, como mostrado a seguir para todo (a,b) , (¢, d), (e, f) € NxN.

i) (a, b) ~ (a, b) & a+ b= b+ a. Onde se conclui que a relagdo ~ é reflexiva.

i) (a,b) ~(c,d) ©a+d=b+cebt+tc=a+dec+b=d+a & (c,d) ~ (a,b),
onde se conclui que a relagdo ~ € simétrica.

i) (a, b) ~ (c,d)e(c,d) ~ (e, f)<a+d=b+cec+ f=d+e.

Somando e em ambos os lados da equacio, obtem-se a + d + ¢ = b + ¢ + e. Substituindo
c+f=d+e,teremosa+c+ f=b+c+e & a+f+c=b+e+c & a+f=b+e =
(a, b) ~ (e, f). Onde se conclui que a relagdo ~ € transitiva.

O

Reflexdo 2.1. Sabendo que (a, b) ~ (a,b) < a+ b = b+ a, podemos de forma intuitiva,
considerar a +d = b+ c < a — b = ¢ — d. E desta forma, poderiamos pensar em redefinir
intuitivamente a relagdo de equivaléncia (a,b) ~ (¢,d) < a —b = ¢ — d, isto é, dois
pares ordenados sdo equivalentes se, e somente se, as diferengas das coordenadas dos pares na
mesma ordem, coincidem.

Defini¢do 2.2. Denotaremos por (a, b) a classe de equivaléncia do par ordenado (a, b) em

relacdo a ~ , como sendo

(a,b) ={(z,y) e NxN; (z,y) ~ (a,b)}

Definicdo 2.3. A colegdo de todas as classes de equivaléncias (a , b) define um conjunto, o qual

chamaremos de conjunto quociente N x N/N Cisto 6, N X N/N = {(a, b); (a,b) € Nx N}.

Observacao 2.1. Vamos assumir que conjunto quociente N x N/N

aqui serd identificado como sendo o conjunto dos niimeros inteiros o qual representaremos por
Z, istoé, Z=NXN_ = {(a, b); (a,b) € X}.

Observacdo 2.2. Se (a, b), (c,d) € Z, com (a,b) = (c,d) © (a,b) ~(c,d) ©a+d=
b+cistoé (a,b)=(c,d) & a+d=b+ec

Reflexao 2.2. Voltado a reflexdo 2.1, podemos de modo ingénuo pensar que (a, b) pode ser
representado em algum momento por a — b, e que (¢, d) pode ser representado em algum
momento por ¢ — d. Desta forma, poderiamos pensar na seguinte conta (a —b) + (¢ —d), a

fim de estabelecer a seguinte identidade (a — b) + (¢ —d) = (a+ ¢) — (b + d).
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Tal identidade nos leva a definir a defini¢ao de adi¢@o em Z, como faremos a seguir:

Definicio 2.4. Para todo par (a, b) , (¢, d) € Z definimos a adi¢ao por (a, b) + (¢, d) :
=(a +¢ b+d).

A proposi¢do a seguir vai nos garantir que a adi¢do, ndo depende dos representantes das
classes de equivaléncia.

Proposicdo 2.3. Se (a, b) , (¢, d), (z,y), (z,w) €Z ,com(a,b) =(zx,y)e (c,d) =
(z,w),entdo(a,b) + (c,d)= (z,y) + (2, w).

Demonstragao. Por hipétese (a,b) = (z,y) e (¢,d) = (z,w).

Sendo assim, teremos respectivamente que a +y =b+zrec+w =d+ z.
Somandoa+y=b+xec+w = d+ z, teremos:

(a+y) + (c+w) = (b+z)+(d+2) = (a+c) + (¥y+w) = b +d)+ (z+2) >
(a+c,b+d)=(z+2zy+w)=(a,b)+ (c,d) = (z,y) + (2,w).

Desta forma, podemos concluir que a adi¢do independe da escolha de classes, logo a adi¢ao
estd bem definida.
(Il

Dando continuidade a nossa construcao, iremos definir a multiplicagao no conjunto dos nu-
mero inteiros a seguir.

Defini¢do 2.5. Para todo par (a, b) , (¢, d) € Z vamos definir a multiplicagao em 7 por
(a,b) - (¢,d) :=(a-c+b-d, a-d+b-c).

Reflexdo 2.3. A motivacdo para que fosse possivel a multiplicagcdo em Z, se dd pelo fato que
(a, b) pode ser representado em algum momento por a — b, e que (¢, d) pode ser representado
em algum momento por ¢ — d. Desta forma, poderiamos pensar na seguinte conta (a — b) -

(¢ — d), a fim de estabelecer a seguinte identidade

(@=b):(c—d)=(a-c+b-d)—(a-d+b-c).

A proposicao a seguir vai nos garantir que a multiplicacdo, ndo depende dos representantes
das classes de equivaléncia.

Proposicido 2.4. Se (a, b) , (¢, d), (z,y), (z,w) €Z ,com(a,b) =(z,y)e (c,d) =
(z,w), entdo (a,b) - (¢,d)= (z,y) - (z,w).

Demonstragao. Por hipétese (a, b) = (z,y),logoa + y = b + x. Multiplicando a
identidade a + y = b + z por ce d, terfamos respectivamente: ca + cy = c¢b + cxe

da +dy = db + dx



Sendo assim, ao somar (ca + cy) + (db + dz) vamos obter: (ca + cy) + (db + dz) =
(¢b + cx)+(da + dy) = (ac + bd)+(zd + yc) = (ad + be)+(xzc + yd) = (ac+ bd, ad + bc) =
(xe+ yd, zd + yc) = (a,b) - (¢,d) = (z,y) - (c,d)

Ainda por hip6tese temos que (¢, d) = (z, w) ,logoc + w = d + z.

Multiplicando a identidade ¢ + w = d + z por x e ¥, teriamos respectivamente:

zc +zw = zd + zzeyc + yw = yd + yz

Sendo assim, ao somar (z¢ +zw) + (yd + yz) vamos obter: (zc + zw) + (yd + yz) =
(zd + z2) + (ye + yw) = (zc+ yd) + (zw + yz) = (xd + ye) + (vz + yw) =
= (zc+ yd, zd + yc) = (zz + yw, 2w, +yz) = (z,y) - (¢,d) = (z,y) - (2,w)

De (a,b) - (¢,d) = (z,y) - (c,d) e (z,y) - (c,d) = (z,y) - (2, w), temos que

(a,b) - (¢,d) = (z,y) - (2, w).

Desta forma, podemos concluir que a multiplica¢do independe da escolha de classes, logo a
multiplica¢do estd bem definida.
a

Proposicao 2.5. O conjunto munido das operacoes de adicdo e multiplicacdo dadas nas defi-
nicoes 2.4 e 2.5, satisfaz as seguintes propriedades:
Com relagdo a adigdo:

Al. Associativa
A2. Comutativa
A3. Existéncia do Neutro
A4. Cancelamento
AS. Existéncia do Simétrico
Com relagdo a multiplicagdo:
M1I. Associativa
M2. Comutativa
M3. Existéncia do Neutro
M4. Distributividade da multiplicacdo em rela¢do a adi¢do

M5. Cancelamento
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Observacao 2.3. Em algum momento das demonstragdes das propriedades, iremos utilizar

propriedades dos niimeros inteiros que ndo fazem parte deste texto, pois acreditamos que o

leitor estd familiarizado com a mesma. Todavia, vamos citar quando necessdrio a propriedade

usada.

Demonstragdode Al. Sex = (a,b), y=(c,d),z= (e, f) €7 ,entdo

(z +y) + 2= 2+ (y + 2)

De fato,

(z +y) +2z = ((a,b) + (c,d)) + (e, f)
= (a+c,b+d) + (e, f)
= ((a+c)+e,(b+d)+f)
= (a+(c+e),b+(d+f))
= (a,b) + (c+e,d+ f)
= @t +((d + @&N)

= z+ (y+ 2)

Demosntar¢do de A2. Sex = (a,b) ,y= (c,d) €Z ,entdiox + y = y + «
De fato,

z+y = (a,d) + (c,d)
= (atc,b+d)
= (c+a,d+b)
= (c,d) + (a,b)
= y+x

O

Demonstragdo de A3. Paratodox = (a,b) € 7Z ,existe0= (z,y) €7Z talquex+ 0 =

i
De fato,
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z+0=2 = (a,b) + (z,y) = (a,bd)
= (a+z,b+y) =(a,b)
= (a+z)+b=(b+y)+a

b+y)+ae = a+(z+b)=b+(y+a)
= a+(b+z)=b+(a+y)
= (a+b)+z=(b+a)+y
= T=Y
& r4+0=9y+0
= (isy)zm

Pelo exposto, basta tomar 0 = (0, 0).
L]

Demonstragdo de A4. Se x = (a, b),y = (¢, d),z= (e, f) € Z,comx + y = = + z, entdo
Y = 2.
De fato. Por hipétese x + y = x + =z, sendo assim:

r+y =2+ 2z = (a,b) + (¢,d) = (a,b) + (e, f)
= (a+c,b+d) =(a+e,b+f)
= (a+c)+ b+ f)=0b+d)+(a+e)
= (a+b+(c+f)=(a+b)+(d+e)
= c+f=d+e
= (c,d) = (e, f)
= Yy = z

Nas demonstragdes A3 e A4 usamos a lei de corte do conjunto dos niimeros naturais.
Antes da demonstracdo da propriedade A5, faremos algumas consideracoes:

12



1. Paratodo (n,n) €Z ,temosque (n,n) = (0,0), pois
(n,n) =(0,0) & (n,n) ~ (0,0) &n+0=n+0.

2. A ideia de um simétrico de um elemento x € Z , é que exista y € Z de modo que
xr + y = 0. Acreditamos que outra forma de entender isso seria, se x,y,z € Z tais que
x + 1y = z e se fosse possivel provar que z = 0, entdo y seria um simétrico de x.

Ap0s estas consideragdes, vamos a demonstracao da propriedade AS5.

Demonstracdo. Paracada (a, b) € Z, existe (z, y) € Z,talque (a, b) + (z,y) = (0,0).
Vamos assumir neste primeiro momento que (z, y) = (b, a), e que

(a,0) + (z,y) = (e, f)

Se for possivel mostrar que (e, f) = (0,0), entdo (z,y) = (b,a) é um simétrico de
(a, b) € Z.
De fato,

(@,0) + (z,y) = (e, f) (a,b) + (b,a) = (e, f)
(a+bb+a) = W
(a+b)+f=(0b+a)+e

f=e

f+0=e+0

(f,e) = (0,0).

¢t ¢ ¢ 00O

Mostraremos agora a unicidade do elemento simétrico.

Suponha que para cada (a, b) € Z, o simétrico ndo fosse tinico. Logo terfamos outro simé-

tricode (a, b), digamos (v, 8) € ,com (a, B) # (z,y)talque (a, b) +(, B) = (0, 0).
Logo,

@) + @ y=0,0ea+z=b+y

(a,b) +(a,B) =(0,0)<,a+a=b+p

Desta forma, teriamos:
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(a+z)+(b+B)=0b+y)+(a+a)=>z+B=a+y < (z,y) = (a,B), 0 que seria
um absurdo pois («, 8) # (z,y).

Portanto concluimos que o elemento simétrico € tinico, desta forma vamos dar a seguinte

definicao.
L
Defini¢éo 2.6. Para cada x = (a, b) € 7Z, existe um tinico simétrico denotado por
—z = (b, a)
tal que © + (—z) = 0.
Demonstracdo de M1. Se x = (a, b) ,y = (c,d),z= (e, f) € Z, entdo
(z-y)-z = z-(y-2)(z - y)-2
= (@b T d) e
= (ac+bd, ad+bc) - (e, f)
= ((ac+bd)e + (ad+bc) f,(ac+bd) f + (ad + bc)e)
= (ace + bde + adf + bef ,acf + bdf + ade + bee)
= (ace + adf + bef + bde , acf + ade + bee + bdf )
= (a(ce+df)+ b(cf+de) ,a(cf+de)+b(ce+df))
= (a,b)- (ce+df ,cf +de)
= @b (c.d)-@n)
= z-(y- 2)
O
Demonstra¢do de M2. Sex = (a,b), y = (c,d) € Z,entdiox -y =y - .
gy = (g5« (E:d)
= (ac+ bd,ad + be)
= (ca+ db,cb+ da)
- (C=d) ’ (a'=b):
O
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Demonstragao de M3. Paratodo x = (a, b) € Z, temos

que (a+ (a+b),b+ (a+b)) = (a,b) pois (a+ (a+b),b+ (a+b)) ~ (a,b). Portanto,
teremos:

(a+(a+0b),b+ (a+0b)) = (a,b) ((a+a)+ba+ (b+0)) = (a,b)
(2a + b,a + 2b) = (a,b)
(@-2+b-1,a-14+b-2) = (a,b)
(

a,b) - (2,1) = (a,b)

=4
=4
=
=4

Sendo assim para x = (a, b) € Z, basta tomar o neutro multiplicativo (2, 1) € Z. O

Observacao 2.4. Temos que (2, 1) = (1,0) pois (2,1) ~ (1,0). Assim, tomando o neutro
multiplicativo como sendo 1 = (1,0), sendo assim, paratodo x € Z,31 € Z;x -1 = x.

Demonstragio de M4. Sex = (a,b) , y= (¢, d), z = (e, f) € Z, entdo

z-(y+z2)=z-y+z-2

r-(y+2) = @0 (. )+, n) =T lre, d+J)
= (a(c+e)+bd+f),a(d+ f)+b(c+e))
= (ac+ae +bd+bf, ad+ af + bc + be)
= (ac+bd, ad + bc) + (ae +bf, af + be)
(O‘., b) ’ (C, d) &5 ((l,b) ) (6, f)
= T y+xr-z

O

Demonstragao de M5. Se x = (a, b)y = (¢, d),z= (e, f) € Z,comz-z=y-zez # 0,
entdo x = .
De fato, sendo x - z = y - 2, temos:

(a,) - (e, ) = (¢,d) - (e, f)

(ae +bf,af + be) = (ce + df,cf + de)

ae+bf +cf +de =af + be + ce + df

e(a+d)+ f(b+c)=e(b+c)+ f(a+d) 2.1

A
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Sendo z # 0, temos que (e, f) # (0,0),isto é, e + 0 # f + 0, o que implicaria em ¢ # f.
Fazendo uso da ordena¢@o do conjunto dos nimeros naturais teremos ¢ > f ou f > e.

Sem perda de generalidade supondo e > f, existeum p € N — {0} tal que e = f + p.
Substituindo e = f + p na Equagdo 2.1temos:

(f+p)a+d)+fb+c) = (f+p)(b+c)+ flatd)
= fa+ fd+pa—+pd+ fo+ fe
= fb+ fc+pb+pc+ fa+ fd

Fazendo uso da lei do corte dos naturais, temos:

pa+pd=pb+pc = pla+d)=p(b+c)
= a+d=b+c
= (a,b) = (¢,d)

= r=y

O

Desta forma concluimos que o conjunto ,munido das opera¢des as quais denominamos de
adi¢c@o e multiplicacao satisfaz as dez propriedades enunciada, terminando assim a demonstra-
¢ao da Proposic¢do 2.5.

A Defini¢do 2.6, sugere que no conjunto € possivel definir uma terceira operagdo, a qual

denominaremos de subtragao.

Definicao 2.7. A subtragdo em 7Z, denotada por "—", é a operagdo definida da seguinte forma:

se x,y € Z, entdo x — y := x + (—y), isto é, se x = (a,b) e y = (¢, d), entdo

r—y = z+(-y)
= (a,b) +(d,¢)
= (a+db+c)

As duas proposi¢des a seguir além da relevancia académica, é de fundamental importancia

no entendimento operacional dos niimeros inteiros na escola bésica.
Proposicao 2.6. Para todo x.,y, z € 7 tem-se:
i —(—z)==x
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ii. - z+y=y—=z
iii. t—(—y)=xz+y
v. —x—y=—(x+vy)

vz—(y+z)=cz—y—=z2

Demonstragdo de i. Paratodo x = (a,b) € Z, teremos —x = (b, a).
Portanto,

—(—z) = —(b,a) = (a,b) =

O
Demonstragao de ii. .
Para todo = = (a,b),y = (¢,d) € Z, claramente teremos que —z = (b, a). Sendo assim:
—z+y = (ba)+(cd)
= (b+ca+d)
= (c+b,d+a)
= (¢,d)+(ba)
e y — T
O
Demonstragdo de iii. Sendo x = (a,b),y = (¢, d) € Z, teremos:
z—(-y): = z+[-(-y)]
sendo a dltima igualdade decorrente da parte (i) da Proposi¢ao 2.6. O

Demonstragao de iv. Paratodo x = (a,b),y = (¢, d) € Z, claramente temos que —z = (b, a) e
—y = (d,c). Sendo =z + y = (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d), temos que

—(z+y) = (b+d,a+c)

= (b,a) + (d,c)
—z—y

O

Demonstragdo de v. Para todo z = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f) € Z, teremos —y = (d,c) e

—z=(f,e).
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r-y+2) = @b - (@) +))

(avb)—(c+ead+f)
= (a,b)+ (d+ f,c+e)

(a,b) + (d,c) + (f,e)

r—y—=z

18



Proposicao 2.7. Para todo x,y, z € Z tem-se:

liil. g -(y—2)=z-y—x+2

S—
(¢']
|
=
Il
—_—
=
3]
p—

Demonstragao de i. Para todo x = (a,b),y = (c,d) € Z, temos —z = (b,a

Sendo assim, teremos:

(—z) -y = (b,a) - (c,d) = (be+ ad, bd + ac)

Por outro lado, sendo z - y = (a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + bc), teremos que — (x - y) =

(ad + be, ac + bd). Temos também que:

z-(—y) = (a,b) - (d,c) = (ad + be, ac + bd).

Donde concluimos que (—z) -y = — (z-y) = x - (—y).
O

Demonstragao de ii. Para todo x = (a,b),y = (¢,d) € Z, temos —z = (b,a) e —y = (d,c).
Desta forma, teremos:
z-y = (a,b)-(¢c,d) = (ac+ bd,ad + bc) e (—z)-(—y) = (b,a)-(d, c) = (bd + ac,bc + ad).
Sendo (ac + bd, ad 4 be) = (bd + ac, be + ad), temos que (—z) - (—y) =z - y.

O
Demonstragdo de iii. Paratodo x,y, z € Z, temos:
r-(y—2) = z-(y+(=2)
= z-y+x-(—2)
= z-y+(=(z-2))
= z-Yy—I-2
O

2.3 Conclusoes e Construcoes Finais

Vamos construir formalmente a ordenag@o em Z , e apresentar algumas proposi¢coes impor-
tantes. Em seguida vamos construir a imersao do conjunto dos niimeros Naturais N no conjunto
Z. E para finalizar a secdo faremos a transposicao diddtica da dlgebra formal dos inteiros para
a 4lgebra escolar do mesmo.

Comecaremos com a seguinte defini¢ao:
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Definicdo 2.8. Sejam (a,b) e (¢, d) elementos do conjunto 7 . Diremos que (a,b) < (c,d) se e
somente se, a +d < b+ c.

Proposicio 2.8. A relacdo de ordem da Definicao 2.8 estd bem definida, isto é, se (a,b) = (z,y)
e (¢,d) = (z,t) com (a,b) < (c,d) entdo (z,y) < (z,1).

Demonstragcao. De fato, sendo (a,b) = (z,y) e (¢,d) = (z,t), logoteremosa +y = b+ x e
c+t=d+z.
Por definicdo, (a,b) < (¢, d) se e somente se, a + d < b+ ¢. Sendo assim teremos:

a+d<b+c = (a+d)+@@+t)<b+o)+y+1)
a+(d+ (y+1t) <b+(c+(y+1))
)
)

Y

= a4+ (d+y)+t)<b+(c+y) +t
= .= (a+y)+d+t)<(b+y)+(c+t
=  (b+2)+d+t)<(b+y)+(d+2)
= .= b+d)+(z+t)<b+d)+(y+2)
= :z:+t§y+z<=>(:r:,y)§m

Desta forma, entendemos que a relacao da Defini¢cao 2.8 estd bem definida. L]

Proposicao 2.9. A relagdo da Defini¢dao 2.8 é uma relagdo de ordem em 7., isto é, é reflexiva,

antissimétrica e transitiva.

Demonstragao.

1) Reflexiva.
Para todo (a, b) €, tem-se (a,b) < (a,b) poisa +b < b+ a.

i1) Antissimétrica.
Para todo (a, b), (¢, d) €, se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (a,b), entdo
(a;0) = (¢,d)-

De fato, de (a,b) < (¢,d) temosa+d < b+ce (c,d) < (a,b) teremosc+b < d+ a.

Dofatodea+d<b+cec+b < d+a,teremosa+d=b+c,istoé, (a,b) = (¢,d).

i) Transitiva.
Para todo (a, b), (¢, d), (e, f) €, se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (e, f), entdo (a,b) < (e, f).
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De (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (e, f) teremos respectivamente

at+d<b+c
e

c+f<d+e
Somando as desigualdades as desigualdades membro a membro, teremos:

(@+d)+(c+f) < (b+c)+(d+e)
= (d+c)+(a+f)<(d+c)+ (b+e)

=a+f<b+elef)

Desta forma, concluimos a demonstracao da proposicao.

Proposicao 2.10. Se < ¢ a relacdo de ordem em 7Z, entdo:

Lz<y & rz+z2L5y+=2

. t<yez>(0,0)=>z-2<y-2

iii. Paratodo x € Z , apenas uma das afirmagoes é verdadeira x = (0, 0) ou z > (0, 0) ou

z < (0,0)

Demonstragcdo de i. Vamos mostrar primeiramente que + < y = = + 2z < y + z , para isso

vamos fazerz = (a,b) , y = (¢,d) ez = (e, f).
De fato

(a,b) < (c,d)

a+d < b+ec

a+d +e+ f< btcte+ f
at+e +d+ f< b+ f+c+e
(at+e, b+ f) < (c+e d+f)
(@, b) + (e, f) < (e, d) + (e f)
T+ z < y+ =z

z<y

LR A

Deixaremos a implicacdo z + 2z <y + 2z = x < y como atividade. O]

Demonstragao de ii. Fagamos z = (a,b) , y = (¢,d) ez = (e, f).
Por hipétese z < y, logo a +d < b+ ¢, esendo z = (e, f), suponha sem perda de
generalidade que e > f pois e, f € N. Desta forma existem p,q € Ntaisqueb+c=a+d+p

ee=f+gq.
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Construindo:

b+c=a+d—|—pg)(b+c)e=(a+d +p)e & be + ce = ae + de + pe
)
b+c=a+d+p8 (b+c) f=(a+d+p)febf+cf =af +df +pf

(1)

e=f+q8 pe=p(f+q) ©pe=pf+pg
\_..\,._/
(111)

Somando (/) e (IT) obtemos:

ae+de+pe+bf +cf=be+ce+af+df +pf (IV)

Substituindo com vamos obter:

ae+de +pf+pg+bf +cf = bet+ce+af+df +pf =
ae+de +pg+bf+cf = bet+cet+af+df =
ae+de +bf+cf < bet+ce+af+df =

(ae +bf) + (cf +de) < (af +be)+ (ce++df) =

(ae+bf,af +be ) < (ce+ +df,cf+de) =

(@,b) -(e,f) < (c.d) -(e,f) =x-2 <y-2

g<yezZ(00)=>g-2LY-2 O

Demonstragao de iii. Se © = (a,b) > (0,0) e x = (a,b) < (0,0) simultaneamente, logo
terfamos a > be b > a, o que seria um absurdo pela tricotomia dos nimeros naturais. Suponha

agora que z = (a,b) = (0,0) e z = (a,b) < (0,0) simultaneamente, logo terfamos a = b
e a < b, o que seria um absurdo pela tricotomia dos nimeros naturais. Suponha agora que

z = (a,b) = (0,0) e x = (a,b) > (0,0) simultaneamente, logo terfamos a = be a > b, o que
seria um absurdo pela tricotomia dos nimeros naturais. Finalizando assim a demonstracao da
proposic¢ao. L]

Vamos enunciar sem demonstragdo as trés proposi¢des a seguir:
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Proposicao 2.11. Para todo par x,y € Z apenas uma das seguintes situagcoes acontece: v =y

our <youy <z

Esta proposic¢ao nos diz que o conjunto Z além de ordenado, é totalmente ordenado, isto é, a
relagdo < € de ordem total em Z.

Proposicao 2.12. Se < é a relacdo de ordem em 7., entdo para todo x,y € 7 apenas uma das

seguintes situacoes acontece: T =your < youy < .

Proposi¢io 2.13. Paraz,y € Z,x < ye z < (0,0), temos zz > yz

Para finalizar esta se¢do e este capitulo, vamos construir uma imersdo do conjunto dos nu-
meros naturais no conjunto dos nimeros inteiros . Finalmente, vamos apresentar o conjunto dos
nimeros inteiros , na forma usual que geralmente € definido, isto €,

Z={..,6—3,-2,-1,01,23.4,...}.

Defini¢ao 2.9. Dados (a,b) € Z, dizemos que:

i) (a,b) é positivo quando (a,b) > (0,0);

ii) (a, b) € ndo negativo quando (a,b) > (0,0);

b
iii) (a, b) € negativo quando (a,b) <

iv) (a, b) é ndo positivo quando (a,b) < (0,0);

Observagdo: Para todo (a,b) € Z com (a,b) > (0,0), tem-se que a > b, e assim, existe
m € Z — {0} tal que a = b+ m, implicando que a + 0 = b+ m < (a,b) = (m,0). Desta

forma temos que para todo (a,b) € Z com (a,b) > (0,0) temos que (a,b) = (m,0). De modo

andlogo, se (a,b) < (0,0) entdo (a,b) = (0,m).
Sendo assim, vamos escrever o conjunto , por uma unido disjunta dada por

Z = {m, meN-— {U}}U{(O,U)}U{W,mEN—{O}}.

Além disso, vamos denotar por

Zr = {(m,o) ,meN-— {0}},

Zr = {m, meN-— {O}},
Z, = {(m,0), m e N={0}} U{(0,0)} e
Z_ = {W meN - {0}} U {(0,0)}.

Vamos estabelecer uma bijecio entre o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto Z,, pro-
vando desta forma que existe uma copia algébrica do conjunto N no conjunto Z .

Proposicao 2.14. Seja f : N — Z uma func¢ao definida por f (m) = (m,0). Entdo:

i) f € injetora, isto é, se f (m) = f(n) = m =n;

23



ii) f (m+n) = f(m)+ f (n);
iii) f (m -n) = f(m) - f(n);

iv) Se m < n, entdo f (m) < f(n).

Demonstragao de i. De fato, sendo f (m) = f (n), temos que (m,0) = (n,0), logo

m+0=04+n=m=n
O

Demonstragao de ii. Antes de demonstrar esta propriedade, vamos reescrever a definicdo de
adicdo, para que o leitor possa entender mais rapidamente as mintcias da demonstracdo.

“Sendo (a, b), (¢,d) € Z, temos (a,b) + (¢,d) := (a +¢,b+ d)”.
Para todo m,n € N, tem-se que m +n € N, logo f (m +n) = (m + n,0), desta forma

teremos

f(m+mn)=(m+n,0)=(m,0)+(n,0) = f(m)+ f (n)
U

Demonstragao de iii. Analogamente podemos reescrever a definicao de multiplicacdo, para que
o leitor possa entender mais rapidamente as mintcias da demonstracao.

“Sendo (a, b) , (¢, d) € Z, temos (a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + bc)”.

Para todom,n € N, tem-se que m-n € N, logo f (m -n) = m, desta forma teremos

f(m-n)=(m-n,0)=(m,0)-(n,0)=f(m)-f(n)

Demonstragao de iv. Sejam m,n € N com m < n, logo:

m<n =>m+0<n+0 = (m0) < (n,0) = f(m) < f(n)
0

O teorema que acabamos de demonstrar € denominado um homomorfismo injetor, logo te-
remos que f (N) = Z. possui a mesma estrutura algébrica de N. Assim dizemos que do ponto
de vista algébrico podemos escrever N C Z. Observe que pelo fato da aplicagio ser injetiva
podemos concluir que f (N) = Z, € infinito, e consequentemente Z € infinito.

Notemos que, se m € N, o simétrico de (m,0) € (0, m). Se identificarmos (m,0) com m

através de f, isto é, m = (m,0) e desta forma teremos o simétrico de (m, 0) por

-m = — (m,0) = (0,m). Podemos identificar o conjunto N por Z, via aplicagdo f, e

redefinir o conjunto dos nimeros inteiros Z como
Z={-m;meN}u{oju{m;meN}={...,—-m,...,—2,-1,0,1,2,...,m,...}
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A proposicao a seguir trata da famosa regra de sinais para a multiplicacdo no conjunto dos
numeros inteiros.

Proposicao 2.15. Sendo m.,n € Z , temos:

a)Sem > 0en > 0, entdo m -n > 0; (Lé-se : um niimero positivo multiplicado por outro
niimero positivo tem como resultado um niimero positivo)

b)Sem < 0en <0, entdom -n > 0; (Lé-se : um niimero negativo multiplicado por outro
niimero negativo tem como resultado um niimero positivo)

c)Sem < 0en >0, entdom -n < 0; (Lé-se : um niimero negativo multiplicado por outro
nimero positivo tem como resultado um niimero negativo)

Demonstragdo.

(a) Sendo m = (m,0) e n = (n,0), teremos:

m-n=(m,0)-(n,0) = (m-n,0)

Sabemos que (m -n,0) > (0,0)e, portantom-n > 0.

(b)Sem < 0en < 0,temosque —m > 0e —n > 0,logo —m = (—m,0) e —n = (—n, 0).

—-m = (-m,0) = m=—(-m,0) =(0,—m)

—n=(—n,0) = n=—(-n,0) =(0,—n)

m-n = (0,—-m) - (0,—n) = ((—m) - (—n),0) > (0,0)

Portanto m-n > 0.

(c) Se m < 0, entdo — m > 0. —m = (—m, 0), teremos m = (0, —m)
m-n=(0,—m) - (n,0) = (0,(—m)-n) < (0,0)eportantom -n < 0. d

Definicdo 2.10. Para todo m € 7, vamos definir o modulo ou valor absoluto, o qual serd

representado por | m |, como sendo:

m, sem >0

|m| = , VmeZ.

—m, se m < 0

A seguir faremos a interpretagdo geométrica do médulo de um nimero inteiro m , na reta,
como sendo a distancia entre o ponto de abscissa onde se encontra 0 m, € 0 ponto da origem
onde se encontra o zero, isto é:
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Se m € Z for positivo, isto &, m > 0 teremos

o

| m|=m
Figura 2.1: Representacdo geométrica do mddulo de um niimero inteiro positivo

Se m € 7Z for negativo, isto é, m < 0 teremos

k-

L ]

4o Q

| m |=—m

Figura 2.2: Representacdo geométrica do médulo de um nimero inteiro negativo
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Capitulo 3

A Construcao dos Numeros Racionais

Neste capitulo, abordaremos formalmente a constru¢do do conjunto dos nimeros racionais
Q sob a luz da estrutura algébrica. Na secdo 3.1 vamos definir as operacdes de adi¢do e mul-
tiplica¢do, e em seguida apresentar o conjunto (Q como um corpo ordenado como € feito nas
escolas basicas de forma axiomadtica. Ja na se¢do 3.2 vamos construir o conjunto dos nimeros
racionais sob a luz da estruturas algébrica, pois acreditamos que tal construcao é de fundamental
importancia para o docente que trabalha com este objeto matematico. As principais referéncias
sdo Jacobson [4] e Gongalves [1].

3.1 Conjunto dos Nimeros Racionais de Forma Axiomatica

3.1.1 Notacao para o Conjunto dos Numeros Racionais

Usualmente o conjunto dos niimeros racionais, € representado pela letra é definido Q como
sendo o conjunto de todas as razdes do tipo % , sendo a e b niimeros inteiros com b # 0.

A notagdo utilizada para apresentar tal conjunto na maioria dos livros ditos didaticos € dada
por

Q= {%;(L,EJEZ e b;é{]}

3.1.2 Adicao e Multiplicacdo no Conjunto dos Numeros Racionais

Nesta secao, vamos munir o conjunto dos nimeros racionais de duas operacoes, as quais

I3

chamaremos de adi¢do “+” e multiplicagdo “-” . Por fim iremos apresentar que tal conjunto

munido dessas operacdes € um corpo ordenado.

Definicao 3.1. Definiremos a adi¢cdo e multiplicacao em Q) respectivamente por

+:0xQ—-0Q
(E i) HE+E_(Lfi+br_:
b’ d b d  bd
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:QxQ—Q
(2 E),_}E.E_a;d
b’ d b d b-d

Iremos enunciar a proposi¢ao a seguir sem demonstracao. O entendimento das proprieda-
des que trata a proposicdo € importante, pois entendemos que a fundamenta¢ao matematica um
corpo numérico € fundamental para resolu¢des de determinados problemas envolvendo equa-
coOes e inequagdes entre outros objetos matematicos. Neste caso, chamamos a atencao que tal
corpo € denominado de corpo fracdes do anel de integridade . E tal estrutura € uma poderosa
ferramenta subsuncora para o desenvolvimento pedagégico do professor na sua pratica docente
do dia a dia.

3.1.3 O conjunto dos nimeros racionais como Corpo Ordenado
Proposicao 3.1. (Q,+,-) € um corpo, isto é, o conjunto dos niimeros racionais munidos da
adi¢ao e multiplicag¢do é um corpo.

Como j4 foi dito anteriormente, ndo apresentaremos a demonstragdo formal da proposi¢ao,

todavia podemos concluir (@Q, +, -) goza das seguintes propriedades:

{n:]

b

i) Associativa na adicdo e multiplicacdo respectivamente, isto €, para todo

o 2
&l o

tem-se
(G+0)+2=24(Ca8)e(2.9) 020 (5.2
b d f b d f b d/ f b \d f
i) Comutativa na adi¢ao e multiplicacdo respectivamente, isto €, para todo %, g € Q tem-se

+ +

o 2
allo
aul o
o 2
o'l o
o
o
o

ii1) Existéncia dos elementos neutros da adi¢ao e multiplicagcao respectivamente, isto é, para

todo 0 "
%E@,existem(}:IGQel—TIE@taisque
a a a a
= i e
s TE=p B T8

iv) Existéncia dos inversos da adi¢do e multiplicacdo respectivamente, isto €, para todo

a ) a a a a .
7 € Q, existe - € Q tal que A B (—3) = 0, e para todo A € Q — {0}, existe

ax—! b a b
— = — 1 - —=1.
(b) aEQtaqueb a
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v) Distributividade do produto em relagao a adi¢ao, isto é, para todo %, 5 % € Q tem-se
W (Lol . O P B
b \d f) b d b f

Observacao 3.1. Para dar prosseguimento ao entendimento do corpo ordenado, vamos preci-
a
sar definir um conjunto P C Q tal que P = {3 €Q; ab g 0}, onde E € a relagdo de ordem

definida no conjunto dos niimeros inteiros do Capitulo 2.

Sendo assim, podemos enunciar a proposi¢@o a seguir:
Proposicao 3.2. (@. +5 >) é um corpo ordenado.

Demonstragdo. O fato de ser corpo ja esta garantido na Proposi¢do 3.2. Falta mostrar que é
a 4] ¢ a
ordenado. Para tal , basta mostrar que para todo — € Q,tem—se — € Pou—- =0o0u —— € P,

b b b b
a
sendo P = {3 € Q; abEO}.
Se E, = € P entdo ab > 0 e cd > 0. Desta forma podemos concluir que a adi¢do e

a Z Z
multiplicacdo € fechada em P. De fato,

a ¢ ad+be
B—i—a—— o eP@(ad+bc,)bd~abd(f+cdbb§0
e
a ¢ a-c
e — P 2
7" b-d,e <:>-ad)d§0

a : ,
Se 3 € Q entdo ab € Z, segue da tricotomia em que ou ab > Oouab=0ou—ab>0.

Z

Donde conclui-se que ou % € P ou % = 0 ou —% € P. Deste modo, temos que Q ¢é
ordenado. O
3.2 O conjunto dos Nimeros Racionais sob a ética da Estru-

tura Algébrica:

3.2.1 Classe de Equivaléncia e conjunto quociente

Fazendo uso do dominio de integridade dos inteiros (Z, +, -), vamos construir o conjunto
nimeros racionais. Para tal, vamos considerar o conjunto

29



ZxZ ={(a,b);a€Z ebeZ"} .

Proposic¢io 3.3. A relacdo ~ em 7 x * definida por (a, b) ~ (¢, d) < ad = bc é uma relagdo
de equivaléncia.

Demonstracdo. Mostraremos que a relagdo ~ acima definida é (i) reflexiva, (ii) simétrica e (iii)
transitiva.

i) Para todo (a, b) € Z x Z*, temos (a, b) ~ (a, b) < ab = ba,

ii) Para todo (a, b), (c,d) € Z x Z*, temos (a, b) ~ (¢, d) & ad = be&s ¢b = da &

(¢, d) ~(a, b);

iii) Para todo (a, b),(c,d), (e, f) € Z x Z*, temos (a, b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f) &
ad = bececf = de.

Sendo ad = bece f # 0, temos (ad) f = (be) f = a(df) = (be) f= a(fd) = b(cf) =
(af)yd=0b(cf)= (af)d=b(de) = (af)d =b(ed) =

(af)d = (be)d = af =de= (a,b) ~ (e, f).

De modo natural a relacdo de equivaléncia ~ induz uma particdo em Z x Z*, e desta forma
podemos definir o conjunto quociente Z % Z*/N definido por

ZxZ), = (), @b e x*},

onde cada

(a, ) ={(z,y) € ZXZ"; (a,b) ~ (z,y)}

30



3.2.2 Operacoes em Z x 7/

ZXZ”‘/

Vamos munir o grupo quociente com duas operagdes, as quais chamaremos de

adic¢do e multiplicagéo.

Definicédo 3.2. Paratodo par (a,b) , (c,d) € Z X Z*/N vamos definir a adi¢ao por

(a,b) + (c,d) :=(ad+ bc, bd)

e a multiplica¢do por

(a,b) - (c,d) :=(ac, bd).

A proposicdo a seguir vai nos garantir que a adicdo e a multiplicacdo, ndo dependem dos
representantes das classes de equivaléncia.

Proposicao 3.4. A adicao e a multiplicagdo no grupo quociente Z % Z’k/,\, estao bem definidas.

Demonstragdo. Sejam (a, b),(z, y), (¢, d), (t, 2) € LXZ/_ tais que

(@,b) = (z,y) e(c,d) = (t, 2) .

Mostraremos que

@+ d =@9 + 2

e que

((I, '5) '(C! d) = (:‘fa y) ) (t! Z),

isto €, independe da escolha de classe.

De fato, se (a, b) ~ (z, y)e(c, d) ~ (t, z)teremos que respectivamente que

ay=br e cz=dt. (3.1)

Multiplicando as igualdades em (3.1) por dz e by, teremos

(ay) (dz) = (bz) (dz)e (cz) (by) = (dt) (by) (3.2)

Trabalhando em (3.2) teremos:

(ad+be) (yz) =

Desta forma, concluimos que
(ad + be) (yz) = (bd) (zz + yt),
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logo
(ad + be,bd) ~ (zz + yt, yz).

Donde se conclui que

(ad + be,bd) = (xz + yt, y=z)

1

isto € ,

(@, b) +(c,d) = (z,y) + (¢, 2).-

Mostraremos agora que

(a.,b) (Cd) = ((E:‘U) '(t,Z)

Sabemos de (3.1) que
ay = brecz = dt.

Logo
(ay) (cz) = (bx) (dt)

Por hipétese

(a,b) = (z,y)elc,d) = (t,2),

logo,

(
(
(ac) - (yz) = (bd) - (xt)
(

Onde concluidos a demonstracgao.

3.2.3 O conjunto dos niimeros racionais

Definicdo 3.3. O conjunto QQ dos niimeros racionais, pode ser definido como

Q=2xZ

~1

onde a adi¢ao e a multiplicagdo sao definidas por:

(a,b) + (c¢,d) :=(ad+ bc, bd)
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(G5b) - (e,d) 1=(ac, bd)

Proposicao 3.5. O conjunto Q) = Z x Z*/N munido das operacdes de adicdo e multiplicacdo
dadas na Defini¢do 3.3, satisfaz as seguintes propriedades:
Com relagdo a adigdo:

1. Associativa
2. Comutativa
3. Existéncia do Neutro

4. Existéncia do Simétrico

Com relacdo a multiplicacdo:

1. Associativa

2. Comutativa

3. Existéncia do Neutro

4. Existéncia do inverso

5. Distributividade da multiplicagdo em relagdo a adi¢do

Demonstracdo. Demonstracao:

1. Basta mostrar que para todo z,y,z € Q,tem-se (r +y) + 2 =z + (y + 2).

Sendo z = (a,b), y = (c,d) e z = (e, f) temos:

(z+y)+2 = [@)+d|+T))
= ({ad+be, bd,) @
= ((ad+be) f + (bd) e, (bd) f)
= (adf + bef + bde, bdf)
= (a(df) +b(cf +de),b(df))
= (a,b) + (cf + de, df)
= T+ (y+2)
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2. Paratodo z,y € Q, com z = (a,b) e y = (¢, d) temos:

=(c+a,d+0)

3. Existe 0 = (0, 1) tal que z + 0 = z para todo x = (a,b) € Q. De fato, temos que

z+0 = (a,b)+(0,1)
(

4. Paracada xz = (a,b) € Q, tomamos —z = (—a,b) € Q tal que z + (—z) = 0.

Vamos admitir que 0 = (0, b) para b € Z*. Sendo assim, teremos que:

z+(—z) = (a,b) + (—a,b)
= (ab+b(—a) , bb)

= (0,b) =0

5. Basta mostrar que para todo z,y,z € Q,tem-se (z-y) -z =z - (y - 2).

Sendo z = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f) temos:

(z-9)-2 = [@0)-©d)| @)
= (ac,bd) - (e, f)
= ((ac)e, (bd) J)
= (alce).b(d))
) - (ce,df)
) |©ed) - T
-Z)

Il
Y ~

a,
1

o o

a

I
8
—
oS

6. Basta mostrar que para todo z,y € Q,tem-sex -y =y - T.



Sendo z = (a,b) e y = (¢, d) temos:

7. Existe um elemento 1 € Qtal que, paratodo z € Q tem-se z - 1 = .

De fato, fazendo 1 € Qigualal = (1, 1) e z = (a, b) teremos:

8. Paracadaz € Q — {0}, existe 27! € Qtal que z - ! = 1.

Sendo = = (a, b), basta fazer ! = (b, a) logo teremos:

Observacio 3.2. Temos que a classe (n,n) ~ (1,1), sendo n # 0.

9. Basta mostrar que paratodo z,y,z € Q,tem-sez- (y +z2)=z-y+z- 2.

Sendo z = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f) temos:
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@) (e +e. 7]
(a,b) - (cf + de, df)

= (a(cf + de), adf)
(acf + ade, adf)

= (acfb+ adeb, adfb)

z-(y+2) =

Por outro lado teremos:

r-y+z-z = (a,b) (c,d)+(a,bd) (e, f)
= (ac, bd) + (ae, bf)
= (achf + bdae, bdbf)

Sendo assim, concluimos que z - (y +2) =z -y +x -2

Teorema 3.1. (Q, +, -) é um corpo ordenado.

A prova que (@, +, -) € um corpo ja foi mostrado pela Proposi¢io 2.5. Usaremos o lema a
seguir para provar que ele é ordenado.

Lema 3.1. Q ¢é ordenado.

Demonstragcao. Seja P C (Q tal que P = {(a, b) € Q; a- bE 0}. Mostraremos que o con-

junto P faz de ordenado.
Temos que P € fechado com relacdo a adi¢ao e a multiplicagdo de , isto é, parado z,y € P
tem-sexr +y € Pex-y e P.

De fato, sendo teremos =z = (a,b) e y = (¢,d) coma - b ?O ec-d §O.

z+y=(a,b)+ (c,d) = (ad + bc,bd) € P & (ad+bc)bd=abd2+cdb2§0

z-y=(a,b)-(c,d)=(a-c,b-d)ye P (a-c)-(b-d)=(a-b)-(c- d)i

Desta forma concluimos que P é fechado com relag@o a adi¢cdo e a multiplicagido de Q .
Vamos mostrar a tricotomia para concluir que (Q é ordenado.

Para todo (a, b) € Q, sabemos que a, b € Z. Logo pela tricotomia de Z temos que:
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a-b>0o0ua-b=0o0ou —a-b>0
Z Z

Onde conclui-se que :

(a,b) € Pou(a,b) = (0, b) = Oou(—a,b) € P

Portanto, Q é ordenado. O

Definicao 3.4. Se x ¢ y sao elementos de , com x menor que y, entdo a diferenga de y menos x

pertence ao conjunto P, isto é, se v,y € Q com x < y, entdoy — x € P.

Vamos assumir que, no corpo ordenado , as seguintes propriedades sao verdadeiras.

1)x < y“lé-se: z menor que y” < y > x 1€ —se: y maior que =’

i) r <y“lé—se: zmenorouigualquey” <r <youzxr =y

ili)z > y “1€ —se: x maior ouigualque y ” & > youzr =y

A proposicdo a seguir serd enunciada sem demonstracdo, somente a titulo de informacao.
Todavia, caso o leitor queira demonstrar fique a vontade.

Proposicao 3.6. Sendo (@ T %) um corpo ordenado, as seguintes propriedades sdo

verdadeiras:
i) Para todos x,y,z € Qcomx < yey < ztem-se x < z (transitiva)
it) Se x,y € Q, entdo apenas uma das alternativas pode ocorrer:
our < youx=1youzxr >y (tricotomia)
iii) Se x,y € Q, comx < yentdo x + z < y + z Vz € Q (monotonicidade da adicdo)

iv) Se x,y € Q, com x < y entdo

a) x-2<y-z2,V2€Qe 2>0 bjr-2>y-2,¥2€Qez2<0
(monotonicidade da multiplicacdo)

3.2.4 Subtracio e Divisdo em

A subtracio e divisao no conjunto QQ serdo definidas em fun¢ao da adi¢io e multiplicag@o da
Defini¢ao 2.2.

Definiciio 3.5. Sejam © = (a,b) e y = (c,d) elementos de Q = ZXZ" . A operacdo

Qi

subtragdo, aqui denotada por “ — 7, serd definida por x — y = = + (—y), onde —y é o

simétrico aditivo de .

Desta forma teremos: z — y = (a, b) + (—¢,d) = (ad — be, bd)

Definicao 3.6. Sejam © = (a,b) e y = (¢,d) # 0 elementos de Q = Z X Z*/N . A operagdo

1

divisdo, aqui denotada por “ =", serd definida por v =~ y = x -y~ ', onde y~' é o inverso

multiplicativo de y.
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Portanto, z +y = (a, b) - (d,c) = (ad, bc).
Desta forma podemos dizer que o conjunto = Z x Z*/N possui de fato quatro operagdes
por nos estudadas até agora.

Observacao 3.3. Vamos redefinir a classe de equivaléncia (a , b) definida por

{(z,y) € Z x Z*%; (a,b) ~ (z,y)}, pondo% = (a, b), desta forma tudo que foi apresentado
na se¢do 3.2 pode ser interpretado na linguagem usual da matemdtica escolar, e desta forma
também acabamos provando a Proposigdo 2.1.
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Capitulo 4

UMA PROPOSTA METODOLOGICA
PARA A CONSTRUCAO DOS
NUMEROS RACIONAIS NO QUE DIZ
RESPEITO AS OPERACOES E SUAS
PRINCIPAIS PROPRIEDADES

Neste capitulo, vamos propor uma constru¢ao do conjunto dos niimeros racionais represen-
tado pelo simbolo (@, juntamente com suas operagdes e suas principais propriedades. Para tanto,
vamos construir este capitulo em 4 Se¢des. Na Secdo 4.1, vamos apresentar uma construcao ge-
ométrica para conjunto dos nimeros racionais no se diz respeito a parte positiva e construiremos
também a adicdo e multiplicacdo. Na Secao 4.2 veremos a operacao de subtracao entre niimeros
racionais positivos. Na Secdo 4.3 trataremos a divisao entre dois racionais quaisquer e na Se¢ao
4.4 veremos como pode ser feita a comparacao entre dois nimeros racionais.

4.1 Construcio dos numeros racionais

Nesta secdo, faremos uso do recurso geométrico para construir de modo pictérico os niime-
ros racionais positivos. Esta proposta de trabalho para a sala de aula simplifica o ensino dos
niimeros racionais na parte positiva, sem banalizar o ensino usual deste objeto matematico. Por
exemplo, vamos construir geometricamente os algoritmos da adi¢do e multiplica¢@o de niimeros
racionais, da pela Defini¢ao 3.1 do Capitulo 3. Todavia, cabe ao professor, apds a construgao,
estender a ideia para todo o conjunto dos niimeros racionais matematicamente falando. Logo
em seguida, vamos definir o conjunto dos niimeros racionais em toda a sua plenitude.
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4.1.1 Construindo o conjunto dos nimeros racionais positivos

Em primeiro lugar, vamos fixar a figura geométrica com a qual vamos desenvolver todas as
nossas construgdes. A figura que iremos utilizar serd o quadrado, que aqui serd identificado
pela unidade 1. Fazendo uso da TAS, acreditamos que tal objeto matemético € potencialmente
significativo, cabe ao aluno tornd-lo de fato significativo.

Figura 4.1: Quadrado: representacao da unidade

Para melhor compreensdao do desenvolvimento da constru¢do dos niimeros racionais posi-
tivos metodologicamente falando, vamos sem perda de generalidade apresenta-los através de
exemplos.

Vamos comecar dividindo o quadrado em sete partes iguais, desta forma estaremos também
dividindo a unidade 1 também em sete partes iguais:

Figura 4.2: Quadrado dividido em sete partes iguais

Desta forma, o simbolo que representard qualquer uma das sete partes sera indicado por % 0]
numero da parte inferior, indicado pelo inteiro 7 nos diz em quantas partes o inteiro foi partido,
e a mesma receberd o nome de denominador, pois € ela que denomina ou designa a quantidade
de parti¢cdes iguais que o inteiro vai ser submetido. Ja o nimero da parte superior do nimero
= indicado pelo inteiro 1 nos informa que estamos trabalhando com uma das sete partes, e
receberd o nome de numerador, pois é o que numera.

3 4

Na figura a seguir, o nimero que representa a parte hachurada é = logo o numerador € 4, e

o denominador € 7.

40



4
Figura 4.3: Representacdo geométrica de =

Acreditamos que essas "idas e vindas"é de fundamental importancia na aprendizagem signi-
ficativa dos racionais positivos. Estamos querendo dizer por "idas e vindas"atividades do tipo:

i g : : ; 6
Atividade (ida): No quadrado a seguir, represente geometricamente ?:

Como solugao da atividade, o aluno deve possuir subsungores do tipo: quadrado, retangulo,
congruéncia de figuras planas, coordenac¢ao motora, contagem bdsica.

Finalmente, apds desenhar o quadrado, fazer a particio do mesmo em 7 retdngulos congru-
entes. Ele terd que pintar 6 retangulos dos 7. Teriamos, a seguinte representacao geométrica.

~-1| o

. = I 6
Figura 4.4: Representacdo geométrica de -

. 6 .
Observagao: Desta forma estaremos, associando o simbolo = a uma imagem, a qual reforca

) . 6
o entendimento do nimero ?
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Atividade (vinda): Represente numericamente o nimero racional dado geometricamente a
seguir:

5
Figura 4.5: Representacdo geométrica de =

A soluc¢ao desta atividade nos diz que o aluno ja compreende bem o que é o numerador e
denominador de um nimero racional, desta forma ele deve apresentar o niimero —.

Atividades dessa natureza vao de fato tornar a constru¢ao do conjunto dos niimeros reais
mais acessiveis.

O passo seguinte seria a construcdo de toda a parte positiva da seguinte forma:

Passo O1: Criar o ambiente significativo

Figura 4.6: Ambiente significativo para representacdo dos racionais
Passo 02: Construir os numeradores em sequéncia
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2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3

N
n
N
N
N
AN
wn

-1
-1
1
1

1

1

1

Figura 4.7: Constru¢ao dos numeradores

Passo 03: Construir os denominadores em sequéncia

1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
5 @& 2 3 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7
3 g 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6 7
4 4 4 4 4 4 4
1 2 3 4 5 6 7
- B 5 5 5 5 5
1 2 3 4 5 6 7
6 6 6 6 6 6 6
1 2 3 4 5 6 7
4 7

-y
N S
LN
th
O =%

Figura 4.8: Constru¢dao dos denominadores
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A partir de tal construcio, acreditamos que o aluno ja se sente confortdvel para a defini¢ao
formal dos racionais positivos.

Definicao 4.1. O conjunto dos racionais positivos, representado pelo simbolo Q-+ é dado pelo
n
conjunto {E’ n,d e Z+*}. Desta forma temos

Q+* = {%, n, d EZ+*}.

Ap6s algumas atividades pedagdgicas sobre tal construgdo, estaremos aptos a definir o con-
junto dos nimeros reais na sua totalidade.

4.1.2 O conjunto dos niimeros racionais em toda sua plenitude

Geralmente o professor de matematica faz o seguinte:
Defini¢do: O conjunto dos racionais, representado pelo simbolo € dado pelo conjunto
n

{E n,d €Z,d#0 } Desta forma temos

Q = {%, n,d E,d%(]}.

Gostaria de propor atividades potencialmente significativas — APS, para de fato termos apren-
dizado significativo.

APS 01: Deixar bem claro que a divisao de um nimero inteiro ndo pode ser feita pelo zero.
O professor devera usar sua criatividade.

APS 02: Uma imitac@o da representacao cartesiana, a qual pode ser feita no papel milime-
trado (caso néo tenha o aluno devera construir no caderno).

Feita a constru¢do do pseudo plano cartesiano pelo professor e pelos alunos as discussdes
podem girar durante ou apds a constru¢do. Em ambos os casos, pensamos que essa APS, possi-
bilitard melhor compreensao da constru¢ao dos nimeros racionais.

Pois como em uma batalha naval o estudante vai localizar um ponto qualquer da malha
indicando um numerador e um denominador. Desta forma, qualquer ponto da malha no prlmelro
momento serd indicado por (n , d), ap6s algumas discussdes poderemos representd-lo por — 7
onde o denominador jamais poderd ser zero.

Desta forma poderemos definir apds alguns exercicios fazendo uso da tabela o conjunto dos
nameros racionais Q = {%, n,d €Z,d#0 }

APS 03: Nesta APS, vamos imitar a construcao feita na parte positiva acima.
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Figura 4.10: Constru¢édo das fracdes positivas e negativas
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Figura 4.9: Pseudo Plano Cartesiano
0 0 0 0 0 0 0
+1 +2 +3 +4 +5 =6 17
1 1 1 1 1 1 1
+1 +2 +3 +4 £5 +6 +7
2 2 2 2 2 . 2
+1 +2 +3 +4 £5 =6 +7
3 3 3 3 3 3
+ . < +3 +4 £5 + +7
4 4 4 4 4 4 4
+1 +2 +3 +4 15 =6 e o
5 5 5 5 5 3 5
+1 +2 +3 +4 +5 =6 -+
6 6 6 6 6 6
+1 = o +3 +. 15 =6 +7
+5 +7



Desta forma,com essa atividade o aluno estara preparado de fato para entender o conceito de
ndmeros racionais.

4.1.3 Adicao e Multiplicacio de niimeros racionais positivos.

Nesta sec¢@o, vamos construir a adi¢ao e multiplicacdo dos niimeros racionais positivos, fa-
zendo uso de material potencialmente significativo. Em seguida vamos generalizar o conceito e
apresentar um algoritmo tanto para a adi¢do quanto para a multiplicagdo.

Vamos qui propor atividades potencialmente significativas, para de fato atingir nossos obje-
tivos.

Adicao de niimeros racionais positivos com denominadores iguais.

Sabemos que no conjunto dos nimeros naturais, todo natural n € escrito da forma 1 + 1 +
1+...4 1+ 1, com exatamente n parcelas.

Um fato, curioso estd neste elemento chamado unidade, que aqui representamos por 1. Se
essa ideia fosse feita pictoricamente poderiamos fazer a seguinte conjectura. S6 é possivel
somar geometricamente pedacos congruentes. Por exemplo:

|| | | || | | | |

Figura 4.11: Unidade representada geometricamente

Se fosse perguntado a qualquer pessoa de escolaridade minima quantos pedacos iguais te-
mos aqui, certamente ela nos responderia 6 pedacos. E exatamente nesta linha de construcao
que iremos construir a adi¢do de niimeros racionais positivos. O que nos levard a um algoritmo
geral.

4

APS 01: Nos dois quadrados a seguir represente as fracoes de mesmo denominador Zex

Figura 4.12: Quadrados divididos em 7 partes conguentes

Uma pergunta deve ser feita logo apds o termino da atividade. Os retdngulos dentro do
quadrado possuem o mesmo tamanho? Sendo a resposta sim, em seguida proponha a préxima
APS.
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~1| 2
-1 I

Figura 4.13: Solucdo das respresentagdes de = e =

APS 02: No quadrado a seguir represente as fracoes = - = uma do lado da outra.

Figura 4.14: Quadrado dividido em 7 partes congruentes

1| k2

2 /
Figura 4.15: Representacdo = e z uma ao lado da outra

APS 03: (Nesta atividade, vocé faria o seguinte pedido) Represente numericamente a fragdo

representada na figura abaixo:
APS 04: (Nesta atividade, vocé faria o seguinte pedido) Analise a figura e tire suas conclu-

sOes pensando na adic¢do de pedacos iguais.
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Figura 4.16: Representacdo geométrica da fracao a ser representada numericamente

Figura 4.17: Representacdo geométrica de =

= B

~1] o

Figura 4.18: APS 04

Ao final da andlise da atividade, a conclusdo final esperada seria: Ao somar duas fracdes

com mesmo denominador, basta repetir o denominador e somar os numeradores, isto €,
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2 4 2+ 4 6
sts =7 =7
Desta forma, depois de diversas APS’s, poderemos sem nenhum problema chegar a seguinte

regra para somar duas fracdes com mesmos denominadores:

Definicao 4.2 (da Soma de Fragdes de denominadores Iguais).
n

No conjunto Q" = {E ; neEN ede N*} dos niimeros racionais positivos. A adig¢do para
n m , n m n+m .

todo par de fragoes yl e P em QF é dada por 7 + T g @ isto é, para todo par de
. a .

n o m 5 : p
fragoes 2¢7 em Qcom o mesmo denominador basta repetir o denominador e somar todos
J ' m n +m,

T
os numeradores “— 4+ — =
d d d

Extensao da Definicao

a; as Ap - : . =
Se —, —, ..., — sdo nimeros racionais, entao
d d d
aq a9 Ay, ay+as+...+ay
— 4 —=4...F+—= .
d d d d

Fracoes Equivalentes

No Capitulo 3, construimos o conjunto dos nimeros racionais sob a luz da Estrutura Al-
gébrica e um dos fatos 14 mencionados € exatamente a constru¢do do grupo quociente dito a
seguir.

De modo natural a relagio de equivaléncia "~"induz uma parti¢ao em Z x Z*, e desta forma
podemos definir o conjunto quociente Z % Z*/N definido por

LXLY  — {mj (a,b) erZ*},

onde cada (a, b) = {(z,y) € Z x Z*; (a,b) ~ (z,y)}, classes de equivaléncias , onde tal re-
lacdo de equivaléncia jd foi literalmente discutida no Capitulo 3. A titulo de releitura dizemos
que (a,b) ; (c.d) € Z x Z* estdo relacionados (a,b) ~ (c.d) < ad = be.

Tal construgd@o algébrica serve de subsuncor para uma constru¢do pedagdgica. Pois, a com-
preensdo deste conceito nos auxilia na constru¢do de um algoritmo geral para a soma de duas
ou mais fracdes com denominadores quaisquer.

Vamos recorrer a geometria juntamente com a dlgebra para (re)construir o conceito de classes
de equivaléncias, aqui denotado por (a, b) = {(z,y) € Z x Z*; (a,b) ~ (z,7)}.

Vamos a constru¢do: Dado o inteiro 1, aqui representado por este retangulo temos:

Podemos observar que geometricamente —, —, E E E E .-+ possuem O mesmo

3°6° 9 12 15" 18
espaco geométrico, 0 que nos leva a conjectura que sao fragdes equivalentes. Tal afirmacao

]
S

pode ser confirmada pela relagdo (a,b) ~ (c.d) < ad = be.
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.|o':a O | O S| = a2

[—
[ 3]

2
Figura 4.19: Representacdo geométrica de fracoes equivalentes a 3

Desta forma a classe (2, 3) = {(z,y) € Z x Z*; (2,3) ~ (z,y)} pode ser vista como sendo

2 2 4 6 8 10 12 ; s
[g} = {§ ' 5'9'12°'15° 18" } Acreditamos que em sala de aula o professor deva
fazer mais construcoes equivalentes a que aqui foi feita.

Outra forma de construir tal classe, nasce como observacdo da construcdo acima, a qual seria
2 2Xn
dadapor [=| = { ——,nEZ ;.
3 Ixn

Feito tal construcao, estamos preparado para construir a adi¢ao de duas fragoes quaisquer.

Soma de duas ou mais fracoes quaisquer em Z .

Para esta secdo, ja foram construidos todos os subsuncores necessdrios para efetuar a soma
de duas ou mais fragoes. Para tanto, vamos fazer tal construcao fazendo uso de uma Atividade
Potencialmente Significativa para no final da mesma culminar o resultado com a defini¢éo 11
de adi¢ao feita no Capitulo 3. )

APS 05: Determine a soma entre as fracoes ; e g

A solucdo da atividade a primeira vista estd comprometida, pois s0 sabemos somar duas ou

mais fragdes com denominadores iguais.
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€

i

Desta forma vamos fazer uso da classe de equivaléncia das fracdes

—_—— U] W

[2]_{2 4 6 8 10 12 14 16 18

7 77147217 287357427 49756 63

3 _ 43 6 9 1215 18 21 2 27
) 5' 107157207 257 30" 35" 40" 45’

2 3
Temos que qualquer uma das fragdes que compde as classes {?] e [5} podem representar
2 3 : .

- e 5 Vamos buscar nas duas classes de equivaléncias as fracdes que possuem 0s mesmos

; . 10 21
denominadores, obtendo respectivamente — e —. Desta forma teremos:

35 35
2+3_10+21_10+21_31
7 5 3 3 3 35
2 10+ 21
Da igualdade? + g = 0;; podemos conjecturar o seguinte algoritmo
2 3 2X5+7Xx3
'l 5 7X5

Chegaremos ao mesmo algoritmo, fazendo uso apenas do recurso geométrico.
Vamos a construcao:
Passo 01: Vamos construir dois quadrados congruentes () e Q5.

0 0,

Figura 4.20: Passo 01 - Quadrados congruentes

Passo 02: Em seguida vamos particionar na vertical os dois quadrados do passo 01 da se-

guinte forma:

2
i) O quadrado Q; em 7(sete) partes todas iguais, pois o denominador da fragcdo - el

ii) O quadrado (s em 5 ( oito) partes todas iguais, pois o denominador da fragdo — € 5.

Tl w
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Q,

Figura 4.21: Passo 2 i) - Divisao de (), em 7 partes congruentes

0,

_—_

Figura 4.22: Passo 2 ii) - Divisao de (), em 5 partes congruentes

. 2
Passo 03: Em seguida vamos representar nos quadrados (), e (), do passo 02 a fracdo — e R
respectivamente. Para isso vamos pintar duas partes de (), e trés partes de ()5.

:[q | b2
Jm | W

o O,

2 3
Figura 4.23: Passo 3 - Representacgdo de = em @, e 3 em ()

Passo 04: Temos que cada um os retdngulos nas divisoes de (0; e ()2 que equivalem respec-

tivamente a - de Qi e 5 de @5 no passo 03 sdo diferentes.
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Tal afirmacio pode ser comprovada simplesmente sobrepondo dois dos retangulos menciona-

dos.

P, # P,

de O, = Pg_ - o

th|—

Figura 4.24: Passo 4 - Sobreposi¢ao das unidades de Q7 e Q,

Por este motivo nao podemos simplesmente juntar as partes que representam as fracoes =€

3
-.

Passo 05: Sendo assim vamos fazer uma nova parti¢do nos quadrados (); e ()2 no passo 03,
a fim de obtermos subdivisdes iguais em ambos os quadrados. Para isto, proceder da seguinte
forma:

Como os quadrados ), e (), foram particionados em 7 e 5 pedacos respectivamente no passo
2, vamos novamente particionar “s6 que na horizontal ”” os quadrados ), e (J» em 5 e 7 pedacos
respectivamente, obtendo uma nova parti¢ao representada nos quadrados q; € g.

1 IS

5 partes 7 partes

q, q,

Figura 4.25: Passo 5 - Nova representacdo nos quadrados ¢, e ¢» na horizontal.

2
Passo 06: Observe que as fracoes = e % representadas nos quadrados ), e (Q, respecti-

vamente no passo 3, podem ser representadas pelas fragcoes = e §—5 nos quadrados q; € ¢
respectivamente. )

Neste caso dizemos que as fracdes % B g sdo respectivamente equivalentes as fracdes 35 e
21
T
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10
35

5 partes < 7 partes <

q, q>

Figura 4.26: Passo 5 - Nova parti¢dao na horizontal: quadrados ¢, € g2

Passo 07: Desta forma podemos dizer que somar as fracdes — e R equivale a somar as fracoes

) 10 21 .. . 3., ) 21 10 3 ;
equivalentes — e — , isto é , — é equivalente — se, e somente se - = — e — € equivalente
35 353 91 5 35 7 35 5
— se, e somente se — = —.
35 5 35 10
Passo 08: Neste passo vamos somar as fracoes 35 e 35 fazendo uso da adicdo de fracdes
com o mesmo denominador conforme o capitulo 3. Sendo assim temos:
10+21_10—|—21_31
3% 3 3 3
Passo 09: Desta forma, a soma das fracdes = ¢ = é dada por:
2 4 3 10 4 21 31
7 * 5, 85 " 35 35
N et N et
CASO1 CASO2
2 " 3 10 " 21 31
7 5 35 35 35
CASO1 CASO2
10 = 2-5
) 2l =7 -3 )
Podemos observar também que , sendo assim, temos que
3l1= 10 4+ 21
35=7-5

2 3 2:8+7-3

e =
7 b) 7-5
Ap6s a realizacdo de outras APS desta natureza, o aluno estard apto a compreender a defini-
¢a0 a seguir:

Definicao 4.3 (Definicao Algébrica: Adicao de duas fragcdes com denominadores quaisquer).
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x - * # . . L L~
Se Q% = {—, x,y € ', ; € o conjunto dos niimeros racionais positivos, entao

a c a-d-+b-c a ¢
¢TI ratedo 2, S € Q.
5 T 7 p.g  paratodoy, o €Qy

Ap6s a realizagdo de atividades para fixagdo do algoritmo de adi¢do em 7, tanto o professor
quanto o aluno estdo prontos para estender o conceito de adi¢ao para todo os niimeros racionais,
como foi escrito na Defini¢do 3.1 do Capitulo 3, a qual vamos reescrever a seguir s6 para melhor
compreensao da construcdo pedagédgica da adi¢do em Q.

+: X = a ¢
ac a ¢ ad+be paratodoparg,ae@.

F3a) 7 5ti="u

Um fato importante é que tanto na constru¢do axiomatica quanto na constru¢ao algébrica,
nao fica muito claro de onde surge a defini¢ao da adi¢ao de ndmeros racionais. J4 na constru¢ao
pedagdgica o algoritmo pode ser justificado geometricamente em detalhes, desta forma acredi-
tamos que tal algoritmo se justifica como um objeto matemético fortalecendo a aprendizagem
significativa.

Um fato que nao podemos deixar passar sem ser notado, € que o aprendizado da soma de duas
ou mais fracdes nao depende do conhecimento prévio do Célculo de MMC dos denominadores
pelo aluno. E claro que o professor ird gradualmente introduzir tal conceito para operacionalizar
muitas somas de fracdes, e certamente teremos uma aprendizagem significativa, pois segundo
David Ausubel ja foram construidos todos os subsuncgores necessdrios para tal construgao.

Na construcao deste trabalho, ao discutir esta proposta com alguns colegas professores, me
indagaram sobre a soma de trés ou mais fracdes. A resposta a seguinte:

A ideia em Matematica € a valoriza¢ao do pensamento e ndo do decorar. E claro que em
alguns momentos decorar é importante, todavia nem tudo em Matemadtica € decorar. Desta
forma, a solugdo para a pergunta possui como resposta o uso de propriedades, que neste caso é

a associativa. Vejamos um exemplo:

Determine a soma — -+ - + :
3 5 7
Solucgao:

A solucgdo se da naturalmente da seguinte forma:

2 3 4 2x5+3x3 4 19 4 17Tx9+15x5 193
-+ = — —+?:_+?:

3T I 3x5 15 15 x 7 ~ 105

Multiplicacao entre dois ou mais nimeros racionais positivos.

Para essa constru¢@o, vamos iniciar fazendo uso de um pequeno exercicio assim enunciado.

Pedro vendeu - de seus 28 patos que criava. Quantos patos ele vendeu?
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~ i : : i i . 3
A solucgao poderia ser feita da seguinte maneira: Poderia representar geometricamente - pela
Figura 4.27.

3

3
Figura 4.27: Representacdo geométrica de -

Em seguida vamos fazer a uma representacido dos 28 patos por “pontos pretos” e fazer a

distribui¢ao na Figura 4.27:

Figura 4.28: Representacdo geométrica da distribui¢do dos patos

.3 % o T 3
A conclusdo seria: — de 28 é 12. Tal citagdo serd identificada por = x 28 = 12, nos dando

uma pista sobre a multiplicacdo de uma fragao por um inteiro.

3 x 28
Tal dica nos diz o seguinte: = X 28 = —— =12,

Pensando desta forma, vamos apresentar APS’s para construir a ideia do algoritmo produto
entre dois nimeros racionais positivos.

APS 05: Determine é de 1 inteiro.
)

Para determinar 3 de 1, vamos recorrer a geometria a seguir, particionando o inteiros repre-
sentado pelo quadrado em quintos:

1
Dos quais a parte hachurada representa — de 1.
5
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Figura 4.29: Parti¢do do inteiro em quintos

| =

4
Figura 4.30: Representacdo geométrica de R

Uma forma de escrever — de 1 inteiro, serd
]

Ol
X
—

I
|

2 4
APS 06: Determine 3 de R de 1 inteiro.

4 — ) .
Fazendo uso da APS 05, temos que — de 1 inteiro geometricamente, vamos partir 0 mesmo
2D

em Lergos.
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| N

| 4

Figura 4.31: Particdo do quadrado da APS 05 em tercos de

Hachurando 3 da Figura 4.31 teremos:

2 4
Figura 4.32: Representacio de 3 de -
2

Desta forma podemos observar que a fracdo que indica a parte hachurada da Figura 4.33 ¢
8

15

8
Figura 4.33: Representacdo de 5
J

Observacao 4.1. Temos que 8 é 2 X 4, que corresponde na Figura 4.34 o seguinte:
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(]

Figura 4.34: Representacdo da Observagio 4.1

Observacao 4.2. Temos que 15 é 3 x 5, que corresponde na Figura 4.27 a particdo feita no
quadrado:

h

Figura 4.35: Representacido da Observacao 4.2

Juntando as duas observacdes teremos:
8

2 . 4
A frag@o que representa 3 de — de 1 inteiro € 5
8}

O qual vamos representada por

X

ol

2 8
3 15

Ap6s a realizacao de outras APS desta natureza, o aluno estd apto a receber a defini¢do a
seguir:

Defini¢do (da Multiplica¢iio de Fragdes Positivas) : No conjunto Q" = { 3 neNede N*}

x s - o an oy ~  a C .
dos niimeros racionais positivos. A multiplica¢do para todo par de fracdes — e — em ' é dada

a c a X c ; e, M 16 Lo

por 7 X 7= Td isto é, para todo par de fracdes 3 e p em Q7, basta multiplicar os
/ h x d ",

numeradores e os denominadores.

s i a a; as a . : . i 5
Extensdo da Definicio acima: Se —, —, ..., — s30 nimeros racionais positivos, entio
dl d? dn.
a; as An Q1 X Ao X ... X Gy

d_lxd_gx.”xd_n_d1><d2)<...><dﬂ.
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De modo muito natural a defini¢do do produto de dois niimeros racionais pode ser estendida
para todo o conjunto dos nimeros racionais . Desta forma teremos:

Definicao (da Multiplicacao de Fracoes) : No conjunto Q = {T—dL, ndeZ e d+# 0}

’ ; T ~  a C 2
dos ndmeros racionais. A multiplicagdo para todo par de fracdes 3 e P em Q é dada por
a ¢ & KB o s . a c s
Z X 5= Txa isto €, para todo par de fracoes 7 e p em @, basta multiplicar os numeradores
X

e os denominadores.

Ap6s a construgao metodologicamente da adi¢do e multiplicagao entre duas fracdes quais-
quer podemos sem nenhum problema apresentar o conjuntos dos niimeros racionais como sendo
o primeiro corpo, matematicamente falando a ser trabalhado no ensino basico. Desta forma, po-
deremos apresentar passo a passo a Proposicdo 3.1 do Capitulo 3 em sala de aula, acompanhada
de exemplos.

Desta forma, podemos naturalmente pensar o quem vem a ser a subtracdo entre dois nimeros
racionais?

4.2 Subtracao entre niimeros racionais positivos.

: d+b
Sabemos que para todo ?, é € Q, tem-se % + g T b; C. Como todo elemento de
)

; gz sz g . B i —&
possui um simétrico, logo o simétrico de P serd - o qual pode ser escrito como R desta

forma teremos quer:

a ¢ _a —c ad+b(-c) ad—bc

= — 4 =
b d b d bd bd
Sendo assim, somos levados a pensar na seguinte defini¢do para a subtracio:

Definicao 4.4. Definiremos a subtragdo em respectivamente por

—:QxQ-Q
(EE)HE_E_M—%
b’ d b d  bd
Exemplo: Determine% - ZS
Solugdo:
7 3  Tx4-8x3 28-24 4
8 4 §8x4 32 32
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4.3 A construcao do Algoritmo da divisao entre dois niimeros

reacionais.

Vamos dar continuidade a este capitulo, construindo a divisdo entre dois niimeros racionas (
sob certas condi¢des dadas).

Ja que estamos falando de Matemadtica, vamos aqui apresentar uma proposta algébrica para
a divisdo entre dois racionais.

Construciao do Algoritmo da Divisao entre dois Numeros Racionais sob a Luz da alge-
bra.

Vamos comecar fazendo uso de duas afirmacdes, as quais ja foram trabalhadas nos capitulos
anteriores.

Afirmacao 01: Sabemos que para todo par de nimeros racionais

G955

ainda serd um nimero racional.

Esta afirmacao foi construida de forma metodol6gica ou foi dada pela Defini¢ao 3.1 do Ca-
pitulo 3.

Afirmacdo 02: Sabemos que para todo par de nimeros inteiros (z , ) +~ x - y ainda
serd um numero inteiro.

Esta afirmag¢ao dada pela Defini¢do 2.1 do capitulo 2. Sendo z - y € Z, podemos pensar que
existe z€ Z,talquez - y=z &S 2z =z0uz - Y=22-=1Y.

Exemplo: Temos que 4 X 12 = 48 & 48 + 12 = 4oud8 =4 = 12.

2 ; a c
Agora estamos prontos para construir algebricamente o que vem a ser — + p para todo

b
L C C
5,&€@com&7€0.

Construcao Algébrica

Estd construcio € especialmente para o professor ou equivalente. J4 a apresentacdo para o
aluno, serd feita na primeira solu¢io de um exemplo que iremos apresentar logo apds a constru-
¢do do algoritmo.

Sejam %, 5 € Qcom 2 # (. Admitindo que existe & € Qtal que
) Y
e . _ =
b T d oy

Fazendo uso do Subsungor da afirmacgao 2, teremos:
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2w 8 5 = 2 = 2.2
b T d oy by d

Fazendo uso do Subsuncor da afirmacio 1, teremos:

a 2 c , & _ 3zC
by d b y-d
A Proposicido 3.3 do Capitulo 3, nos dizque (a , b) , (¢, d) € Q , tem-se que
(a,b) ~(c,d < a-d = b-c, equivalentemente temos ,
% = %ﬁ a-d = b-c.
Voltando a R teremos:
b y-d
% — ;j & a-(d-y) =b-(c-2)
& (a-d)-y = (b-c)-x
- a-d
b-c Y
o & d z
b c
a c z & a d .
Sendo — + — = — e— = — - —, podemos concluir que
b d Yy Y b c
a . ¢ a d
b d b c
.3 5
Vamos a um exemplo: Determine — -+ -

Acreditamos que esta primeira solucao deve ser feita e refeita, até que o aluno entenda o

algoritmo. Em seguida, ele devera refazer as atividades feitas e outras naturalmente, somente
fazendo uso do algoritmo.

Primeira Solugao: Faca i -+ 2 igual a = , isto €, i <+ il = , logo
4 7 Yy 4 7 Yy
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3 5 3 5
T TS, Y T, T
s iz 3.
1 Ty
& 3-(7T-y) = 4-(5-x2)
< 3-7)-y = (4-5)-x
e 3T _ 2
4-5 y
r 3 7
& S EEEE
Sendo% + % = % e% = % ?,logoteremosque
3 . 5 3 g
4 T 7T 4 5

Observacdo: Ap6s ter feito vdrias atividades como esta, podemos definir o Algoritmo da
Divisao entre dois Nameros Racionais, a saber:

a 'S e a c a d
Se?,EEQcom?;& U,temosque?v? 2 ot

Ap0s isso, as atividades poderdo ser refeitas fazendo uso do Algoritmo da Divisao entre dois
Nimeros Racionais.
5 3 7 21

3
S da Solucao: T —_— == = —.
egunda Solugdo: Temos que — - 1 5 20

4.4 Comparacao entre dois Nimeros Racionais

O Lema 3.1 e a Proposicao 3.6 do Capitulo 3 nos diz respectivamente que o conjunto €
ordenado e satisfaz certas propriedades envolvendo desigualdades.

Nesta sec@o, vamos apresentar um exercicio para motivar a verificacao da ordem entre duas
fracoes.

Exercicio: Pedro possuia R$35.000,00 e deu a Jodo e a José dois sétimos e trés quintos
da quantia total, respectivamente. Quem recebeu mais dinheiro, Jodao ou José? Justifique sua
resposta.

Solucao 1:

2
Calculando o que foi dado a Jodo: Vamos calcular - de R$35.000,00. Apés algumas contas
teremos como resposta R$10.000,00.
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Calculando o que foi dado a José: Vamos calcular €3 de R$35.000,00. Apés algumas contas

teremos como resposta R$21.000,00.
Em seguida, podemos concluir que José recebeu mais dinheiro que Jodo.

Solucio 2: Podemos simplesmente avaliar qual das fragdes é a maior. Com base nesta

informacéo, podemos a resposta correta.
Vamos trabalhar para construir uma técnica na qual seja possivel comparar por meio de cons-

trucdo geométrica duas fragoes.

R$35.000,00 serd representado pelo inteiro 1, o qual serd representado geometricamente

: T 2

pelos quadrados congruentes como mostra a Figura 4.36, nos quais indicaremos as fracdes —-
3

eg.

Jmm

}w

Q) s

[ [+

Figura 4.36: Representacdo geométrica de % e

De modo natural, podemos observar geometricamente que = ¢ menor que—, isto € José
recebeu mais dinheiro que Jodo.

Para isso, vamos fazer uma nova particdo dos quadrados @); e ()2 na horizontal em 5 e 7

partes respectivamente como mostra a Figura 4.37.



5 partes < 7 partes <

q, g,
Figura 4.37: Particdo horizontal em 5 e 7 partes

2 3 s
Observe que as fragdes — e — representadas nos quadrados (), e (), respectivamente, serao

representadas pelas fracdes — e 35 nos quadrados g, e ¢, respectivamente como mostrado na

. 35
Figura 4.38.
10 21
3 3
—— A
5 partes < 7 partes <

q, g,

; . & . 10 21
Figura 4.38: Representagdo geométrica de 3= e =

; _ 2 F . . ~
Neste caso dizemos que as fragoes - € ¢ a0 respectivamente equivalentes as fracdes 35 ©

35
’ 10 21 .
Como as fracoes 3 e 3 possuem 0 mesmo denominador, basta comparar os numeradores.
)
21
Desta forma, concluimos que — € menor que 3 Como as fragdes = e z sdo respectivamente
2
equivalentes as fragoes 35 e 35’ podemos concluir que - € menor que?.
Desta forma teremos que:
2 3 10 21
— < — & — < — & 10 < 21 & 2x5 <7 x3
7 5 35 35 7

Logo podemos concluir que:
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2 3

— < — & 2x0 < T x3.
7 5
Voltando a solucé@o do exercicio, podemos afirmar que José recebeu mais dinheiro que Jodo,
pois,
2 3
— < — & 2xX0 <7 x3.
7 5
e modo geral podemos concluir que para todo par % ; % € Q temos que
% < % & ad < be.
Outras desigualdade podem ser propostas. Para todo par % ; % € Q , temos:
% < % & oad < be
ou
% > % & ad > be
ou
% > % < ad > be.
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Consideracoes Finais

O presente trabalho visou demonstrar um exemplo de utilizagdo de TAS no processo de
ensino/aprendizagem das operacdes e propriedades do conjunto dos nimeros racionais. Foi
possivel apresentar a proposta de David Ausubel que nos orienta enquanto educadores e estu-
dantes considerar os conhecimentos prévios dos individuos que aqui foi chamado de subsuncor.
A utilizagcao da TAS ndo impede, de forma alguma, que sejam vistos 0s conceitos, proposicoes
e teoremas que embasam a matematica em sua totalidade. A inten¢ao do trabalho foi disponi-
bilizar uma forma de constru¢dao de um objeto matemadtico de maneira simples sem banalizar a
teoria matemadtica e principalmente agregar informacdes/contetidos ao conhecimento ji adqui-
rido pelos alunos.

A metodologia utilizada neste trabalho pode ser aplicada no estudo de outros assuntos dentro
da matematica e também de outras disciplinas. O papel inicial do professor nesse processo €
primeiramente investigar quais subsuncores o aluno possui € se ndo possui, permitir que ele
tenha condi¢oes de o té-lo para que esse subsuncor sirva de dncora para os novos conhecimen-
tos. Uma vez acontecendo a aprendizagem de forma lidica, de forma significativa o professor
poderd enfatizar a fundamentacdo matematica que rege o contetido explicado.

Devemos ponderar que ndo tratamos aqui de uma proposta fechada e acabada, alteracdes e
acréscimos que possam contribuir para o desenvolvimento da TAS no ensino da matematica
serao sempre bem recebidas e fazem parte da evolugdo da prética docente.
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