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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar que os teoremas de Pappus para centroides é muito
eficiente e simples na resolucdo, de algumas questdes, sobre superficies e sélidos de revolugao.
Essa é uma das muitas contribui¢des a matemadtica feita por Pappus de Alexandria por intermé-
dio de sua obra A Cole¢cdo Matemdtica (Mathematicon Synagogon). Os teoremas de Pappus nao
sdo estudados no ensino ensino médio e no nivel superior poucas vezes. As superficies e sélidos
de revolucgdo sdo estudados tanto no ensino médio quanto no nivel superior, e estes, teoremas
simplificam os cédlculos das dreas e volumes dos s6lidos de revolug@o. Aborda-se também, neste
trabalho, o centro de gravidade de figuras planas, que € de grande importancia para aplicacao
dos teoremas. Utilizou-se de teoremas e proposicdes, do cdlculo, para a demostracdo dos dois

teoremas de Pappus.

Palavras-chave: Teoremas de Pappus, Superficies de revolucdo, Sdlidos de revolugdo.



ABSTRACT

This research intends to demonstrate how efficient and how easy the use of Pappus’centroid the-
orems can be at solving problems of surface areas and solids of revolution. The use of centroid
theorems is one of the many contributions Pappus of Alexandria made to Mathematics through
his work, The Synagogue. Currently, Pappus’theorems are not studied in Secondary Education
and are not commonly studied in university; on the other hand, surface areas and solids of re-
volutions are studied both in Secondary Education and university level whilst Pappus’theorems
can be used to simplify the calculations of surface areas and solids of revolution. The research
also addresses the centre of gravity of simple plane figures, which is of extreme importance in
the application of the theorems. Finally, theorems and propositions of Calculus were used for

the demonstration of the two theorems of Pappus.

Keywords: Pappus’Theorems, Surface areas, Solids of revolution
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Introducao

Sao denominados Teoremas de Pappus para centroides os dois teoremas citados pela pri-
meira vez na obra Colecdo Matemdtica do matemadtico da antiguidade Pappus de Alexandria.
A Obra era dividida em oito livros, e no livro VII entre tantos teoremas, aparece os dois que se-
gundo Boyer [3], afirmavam: se uma curva fechada gira em torno de uma reta que nao a corta, o
volume do sélido gerado € obtido tomando o produto da drea limitada pela distancia percorrida
durante revolucgao pelo centro de gravidade da drea. Pappus justificadamente se orgulhava desse
teorema muito geral, pois abordava um grande nimero de teoremas de todos os tipos, sobre
curvas, superficies e sélidos, todos provados simultaneamente com uma demostragio. E de fato
o teorema mais geral envolvendo o cdlculo que se encontra na antiguidade. Pappus também nos
presenteou com um teorema andlogo que diz que a drea da superficie gerada pela rotagc@o de
uma curva em trono de uma reta que ndo a corta € igual ao produto do comprimento da curva
pela distancia percorrida pelo centroide da curva durante a revolucido. Os dois teoremas nos
permitem calcular a drea de uma superficie de revolucio e o volume de um sélido de revolugdo.

Para alunos do ensino superior, o cédlculo de superficies e volumes de sélidos € estudado no
calculo diferencial e integral, da maneira mais complexa, exigindo o conhecimento de vdrias
proposicdes e teoremas do Calculo.

No ensino médio, o célculo das superficies e s6lidos de revolugao é feito no estudo dos
corpos redondos: cilindro, cone e esferas. Nesse estudo sdo apresentadas varias férmulas aos
alunos para determinar drea e volume dos sélidos de revolugao.

Sendo assim, o estudo dos teoremas de Pappus para centroides se mostra bastante impor-
tante para a resolucdo de problemas de maneira eficiente e simples, possibilitando a resolu¢ao
de questdes que parecem muito dificeis para alunos do ensino médio ou até mesmo do nivel
superior.

O primeiro capitulo desta pesquisa faz uma pequena abordagem histérica, do pouco que se
sabe, sobre a vida de Pappus de Alexandria e da sua grandiosa obra, que fornece uma valioso
histérico de partes da matemadtica grega, denominada A Cole¢do Matemditica.

No segundo capitulo definiremos superficies e sélidos de revolu¢do. Também definiremos
uma abordagem dos dois teoremas de Pappus, porém as demostra¢des gerais serdo feitas no
peniltimo capitulo deste trabalho.

O capitulo trés trata dos centros de gravidade (ou centro de massa, também conhecido como
baricentro), utilizando nogdes intuitivas da geometria e definicdes do cdlculo. Todos esses



conceitos sdo de grande importancia, ja que o centro de gravidade é necessdrio para aplicacao
dos dois teoremas de Pappus.

Para uma demostragdo geral dos dois teoremas de Pappus serdao abordadas, no capitulo qua-
tro, vdrias proposi¢coes do cdlculo integral. E com essas ferramentas do cdlculo poderemos
concluir a demostracdo dos dois teoremas de maneira satisfatoria.

E por fim, o capitulo cinco trds inicialmente uma comparagdo entre resolucdo tradicional
de superficies e solidos de revolugdo e a resolug@o utilizando os teoremas de Pappus. Essas
comparacdes confirmam a eficiéncia e praticidade do uso dos teoremas.



Capitulo 1

Pappus de Alexandria

1.1 Vida de Pappus

Pappus de Alexandria foi um grande gedmetra das Escolas helénicas. Um matematico como
refere Boyer [3], "Mas durante o reino de Diocleciano ' viveu novamente em Alexandria um
matemadtico que era movido pelo mesmo espirito que animara Euclides, Arquimedes e Apolo-

nio.".

Desconhece-se a data e o local exatos do nascimento de Pappus de Alexandria. Segundo Paul
Ver Eecke [4] , "podemos com alguma razoabilidade admitir que Pappus viveu entre o fim do
século III e a primeira metade do século I'V d.C.". Teria, portanto, vivido num mundo dominado
politicamente por Roma, em particular durante o reinado do imperador Diocleciano. Também
€ desconhecido onde teria feito os seus estudos, bem como quem foram os seus mestres e dis-
cipulos. Proclo * dizia que o gedmetra teria ensinado em Alexandria, devendo ter publicado a
Colecdo Matemadtica. Nas obras de Pappus, conservadas até aos nossos dias, ndao ha qualquer
referéncia a sua personalidade ou ao seu modo de vida, a nao ser que teve um filho chamado
Hermédoro, a quem dedicou os prefacios dos Livros VII e VIII da Colecao Matemdtica. Tam-
bém se sabe da sua amizade com Pandrésio e Megécio, dois gedmetras vagamente mencionados
na sua obra, mas que, no entanto, sao desconhecidos.

Segundo Arton, Bivens e Davis [1], Pappus viveu no inicio da era crista, quando a atividade
matemadtica estava num periodo de declinio. Suas principais contribui¢des aparecem numa série
de oito livros chamadas A Colegdo (escrito de 340 d.C). Esse trabalho,que foi preservado ape-
nas s6 parcialmente, continha alguns resultados originais, mas era mais dedicado a deducgoes,
aperfeicoamentos e demostragdes de resultados de matemdticos anteriores.

I
(284-305)
2Proclo de Licia foi um filésofo neoplaténico grego do século V, que presidiu a Academia platdnica de Atenas



1.2 Obra de Pappus

A Cole¢do Matemdtica de Pappus de Alexandria € uma obra dividida em oito livros. Como
refere Boyer [3], esta obra "fornece um registo histérico muito valioso de partes da matemdtica
grega que de outro modo nio conheceriamos. Por exemplo, é pelo Livro V da Cole¢cdo que
temos conhecimento da descoberta por Arquimedes dos treze poliedros semi-regulares ou "s6-

lidos arquimedianos.

Encontramos em Boyer outra referéncia a obra:

"A Colecao de Pappus € o ultimo tratado matemético antigo realmente signifi-
cativo, pois a tentativa do autor de ressuscitar a geometria nao teve sucesso. Obras
matemadticas continuaram a ser escritas em grego por mais mil anos, continuando
uma influéncia com inicio quase um milénio antes, mas os autores que vieram de-
pois de Pappus nunca mais chegaram ao seu nivel. Suas obras tém quase exclusi-
vamente a forma de comentarios sobre tratados anteriores. O préprio Pappus € em
parte responsdvel pelos comentdrios que surgiram em seguida de todos os lados,
pois ele escreveu comentarios sobre Os Elementos de Euclides e o Almagesto de
Ptolomeu, entre outros, dos quais s6 restam fragmentos."

Em 1588 surge a primeira edi¢do latina impressa da Colecdo Matemdtica de Pappus, por
Federico Commandino (1509 - 1575), tradutor de diversos trabalhos matematicos a partir do
grego antigo. Este humanista e matematico italiano acrescenta, em notas de rodapé, comentarios
explicativos sobre os pensamentos de Pappus, usando uma linguagem algébrica e referéncias
explicitas a Euclides. O trabalho de Commandino, que passou por varias reimpressoes até 1660,
facilitou aos matemadticos do século XVII o conhecimento do método analitico dos gedmetras
da antiguidade, e das questoes metodoldgicas de Pappus, especialmente da parte do Livro IV
que trata de curvas superiores e do Livro VII que trata do Método da Andlise e Sintese dos
antigos gedmetras. A primeira edicao critica completa, traduzida para o latim, foi publicada por
Friedrich Hultsch * entre 1875 ¢ 1878.

O primeiro livro e parte do segundo encontram-se perdidos, mas, pelo conteido que resta do
Livro II, conclui-se que esses livros se ocupariam muito provavelmente de questoes de aritmé-
tica e de logistica, nome por que era designada a arte do cadlculo ( [4], p. XIV). O fragmento
que resta do Livro II comega com a proposi¢do 14, que estd incompleta, e € uma andlise e um
comentdrio a um tratado de Apoldnio, atualmente perdido, relativo a multiplicacdo de grandes
nameros. ( [4], p. XIV- XV).

No Livro Il da Colegdo Matemdtica, que comega por uma introdug¢io enderegada ao gedme-
tra Pandrésio, de quem nada mais se sabe, e depois de classificar, no capitulo VII, os problemas,

JHistoriador da matematica e tradutor especialista em grego antigo

4



do ponto de vista das construgdes geométricas necessdrias para a sua resolugdo, Pappus expoe
quatro solugdes, umas aproximadas outras exatas, para a determinacao dos dois meios proporci-
onais. Como soluc¢ao para o problema célebre da antiguidade - a duplicacdo do cubo, apresenta

as solucdes, de Eratdstenes, de Nicomedes, de Herao e dele préprio.

O livro IV ndo possui prefacio, onde provavelmente teria referéncias de Pappus sobre os au-
tores das proposi¢cdes que expde neste Livro e que foram retiradas de obras que atualmente se
encontram perdidas. Na primeira parte do quarto livro, encontra-se uma generalizacao do Teo-
rema de Pitdgoras, que permite determinar o lado de um paralelogramo que, construido sobre
a base de um tridngulo qualquer, € equivalente aos paralelogramos construidos sobre os outros
dois lados do mesmo tridngulo. ( [4], p. XXVI).O Livro IV possui estudo de trés tipos de
curvas: Espiral, concoide e quadratriz. As proposi¢des sobre a espiral constituem um pequeno
comentdrio ao tratado Das Espirais de Arquimedes ( [4], p. XXVIII). Também possui uma
proposicao que Pappus resolve o problema usando duas curvas: uma hipérbole e uma pardabola
(lugares geométricos construidos de acordo com as condi¢oes referidas em proposi¢des anteri-
ores).

No Livro V, cujo prefacio é dedicado ao gedbmetra Megécio, Pappus apresenta um tema de
grande relevancia para a Historia da Matematica - Os Problemas Isoperimétricos. Este livro
¢ totalmente dedicado as propriedades comparativas de superficies planas com o mesmo pe-
rimetro, isto €, de figuras isoperimétricas, e de s6lidos com a mesma superficie. Em duas
proposic¢des, Pappus retoma o tema dos cinco poliedros regulares inscritos numa esfera, e em
mais duas proposi¢des, compara os volumes de poliedros regulares que tenham a mesma su-
perficie. Demonstra também que estes sdo os tinicos s6lidos regulares que podem ser inscritos
numa esfera.

O Livro VI contém comentérios as obras As Esféricas e Os dias e as noites de Teodésio, A
esfera movel de Autolico, O Tratado das distiancias do Sol e da Lua de Aristarco, a Optica e 0s
Fendmenos de Euclides.

Segundo Ver Eecke [4], o Livro VII da Collection é muito precioso para a histéria da ge-
ometria grega, pois constitui a tnica fonte daquilo que conhecemos sobre trabalhos perdidos
de geometria superior que os antigos gedmetras chamavam de o lugar fixo, ou seja, a andlise
geométrica.

Neste Livro, dedicado ao seu filho Hermodoro, Pappus aborda o método de andlise e sin-
tese dos antigos gedmetras, constituindo o Tesouro da Andlise, que considera essencial para a
resoluciio dos problemas de Geometria. Apresenta-nos as proposi¢oes de trinta e trés obras,
entre as quais se destacam: os Dados, os Porismas e os Lugares de Superficie de Euclides, os

Lugares Planos, as Conicas, as Inclinacoes, as Tangéncias, a Sec¢do de Razdo, a Sec¢do de



Area e a Secgdo Determinada de Apolénio, os Lugares Geométricos de Aristeu e Sobre Mé-
dias de Eratdstenes. Encontra-se também no Livro VII da Cole¢do Matemdtica o principio dos
famosos teoremas dos centroides de Pappus e o problema de Pappus lugar relativo de trés ou
quatro retas. O Livro VIII, dedicado também a Hermodoro, refere-se a Mecéanica. Depois de
citar Arquimedes, Herdo * e Carpo °, Pappus transmite-nos o seguinte:

"Sendo a arte mecanica assim composta e repartida, julguei conveniente reunir
as coisas que os antigos demonstraram geometricamente e expor, de modo melhor
que o adotado pelos que tém escrito sobre este argumento, mais concisamente e
mais brevemente, os teoremas que sao julgados tteis."(Ver Eecke [4]).

Depois desta breve abordagem biogréfica de Pappus e da sua obra iremos, destacar os teo-
remas dos centroides de Pappus, também conhecido pele nome de teorema de Pappus-Guldin,

onde temos a seguinte afirmac¢ao:

"Outro teorema no livro VII que aparece pela primeira vez € um em que em
geral tem 0 nome de Paul Guldin ®, matemético do século dezessete: Se uma curva
plana fechada gira em torno de uma reta que ndo a corta, o volume do sélido gerado
¢ obtido tomando o produto da drea limitada pela distancia percorrida durante a
revolug@o pelo centro de gravidade da drea. Pappus justificadamente se orgulhava
desse teorema muito geral, pois inclui um grande nimero de teoremas de todos
os tipos sobre curvas, superficies, e sélidos, todos provados simultaneamente com
uma demostragio. E de fato o teorema mais geral envolvendo o cilculo que se
encontra na antiguidade. Pappus deu também o teorema andlogo que diz que a area
da superficie gerada pela revolu¢d@o de uma curva em torno de uma reta que nao
a corta € igual ao produto do comprimento da curva pela distancia percorrida pelo
centroide da curva durante a revolucdo."(Boyer [3])

410d.C.-70d.C.)

SCarpo de Antiéquia foi um antigo matemdtico grego. Nio € certo quando viveu; pode ter vivido entre qualquer
época entre o século Il a.C. e o século I d.C.

%Foi um matemdtico suico e astrénomo jesuita que viveu entre 1577 a 1643.
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Capitulo 2

Os Teoremas de Pappus para Superficies e
Solidos de Revolucao

Abordaremos uma definicdo de superficie de revolugao de Dolce [6] e o Primeiro Teorema

de Pappus que calcula a drea da superficie de sélido de revolugao encontrados em Lima [8].

2.1 Superficies de revolucao

Consideramos um semiplano « de origem e (eixo) e nele uma linha g (geratriz); girando esse
semiplano em torno de e, a linha g gera uma superficie, que é chamada superficie de revolugao,
mostrado na figura 2.1.

Figura 2.1: Superficie de revolu¢do



Exemplo

O segmento AB gera uma superficie lateral de um cilindro, mostrado na figura 2.2.

$

<l

B B

Figura 2.2: superficie lateral de um cilindro

2.2 Primeiro Teorema

Teorema 2.1 (1°Teorema de Pappus). Se uma linha plana gira em torno de de um eixo de
seu plano, a drea da superficie gerada é igual ao comprimento dessa linha multiplicado pelo

comprimento da circunferéncia descrita pelo baricentro.

Em outras palavras, se uma linha plana tem comprimento L e se x € a distancia do baricentro
dessa linha a um eixo E, conforme mostra a Figura 2.3, o 1° Teorema de Pappus afirma que a
drea da superficie de revolugao que € gerada pela rotacdo da linha em torno de E vale 27z L.
Ainda estamos usando aqui a palavra baricentro significando o centro de gravidade.

E

Figura 2.3: Linha de Comprimento L



Vamos fazer agora para uma linha poligonal.

Consideremos, entdo, como na Figura 2.4, uma poligonal plana cujos lados tém comprimen-
tos aj, as - - - , a, € cujos pontos médios distam x,, x5, x3, - - - , T, de £, respectivamente. Seja,
ainda, L = ay +as +az + - -+ + a,.

E

Figura 2.4: Rotacao da Poligonal

A rotacao de cada segmento em torno de F, gera a superficie lateral de um tronco de cone e,
portanto, a drea da superficie de revolucdo gerada pela diagonal € a soma das dreas de todos os
troncos. Temos entdo, para a drea da superficie gerada pela poligonal:

A = 2mmiay + 21000 + 2Wx303 + - - - + 2T ,00

A = 2m(x101 + 2202 + 2303 + -+ + + Tpay)

Entretanto, se = € a distdncia do centro de gravidade da poligonal ao eixo F, entdo:

T1a1 + Toas + x3a3 + -+ + THA,
L=
ay+ax+az+---+ay,

ou seja,
L = 2101 + 2209 + 2303 + - - - + Ty,
Desse modo, a drea da superficie de revoluc¢ao gerada pela rotagao da poligonal em torno do

eixo é:

A=2mzL



Veremos agora uma defini¢do de sélidos de revolugcao de Dolce [6] e o Segundo Teorema

de Pappus cujo objetivo € determinar o volume de um sélido de revolug@o encontrados em
Lima [8].

2.3 Solidos de revolucao

Consideramos um semiplano de origem e (eixo) e nele uma superficie S; girando o semi-
plano em torno de e, a superficie gera um sélido chamado sdlido de revolugdo, como mostra a
figura 2.5.

Figura 2.5: Sélido de revolugao

Exemplo

O tridngulo A ABC' gerando um cone de revolu¢do, como mostra a figura 2.6.

e e

Figura 2.6: Cone de revolucao
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2.4 Segundo Teorema

Teorema 2.2 (2° Teorema de Pappus). Seja uma figura plana que gira em torno de um eixo
de seu plano, o volume gerado é igual a drea dessa figura multiplicado pelo comprimento da

circunferéncia descrita pelo seu baricentro.

Em outras palavras, se uma figura plana tem drea S e se x € a distancia do baricentro dessa
figura 2.7 a um eixo F, o 2° Teorema de Pappus afirma que o volume do sélido de revolugcao
gerado pela rotacdo dessa figura em torno de F vale 27 X S.

E

Figura 2.7: Figura plana de drea S

Vejamos o caso em que a figura € um poligono retangular, ou seja, um poligono que € a
reunido de varios retangulos justapostos 2.8, e o eixo sdo paralelos a um lado desses retdngulos.

E
P
Ag
----------- -"56-;{"__"".
Figura 2.8: Retingulos justapostos
Consideremos, entdo, o poligono retangular P, dividido em retdngulos Ry, Rs, Rs3,--- , R,

de dreas Ay, Ay, As,--- , A, , respectivamente. Seja S = Ay + Ay + Az + --- + A, a drea de
P e seja xj, a distancia do centro do retangulo R, ao eixo £, que € paralelo a um lado desses
retdngulos e ndo atravessa nenhum deles.
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L =1

Figura 2.9: Rotacdo de P

O volume do sélido gerado pela rotacdo de P em torno de £ é a soma dos volumes gerados
pela rotacao de cada um dos retangulos 2.9 . A partir do que concluimos no item anterior,

teremos para esse volume a expressdo:

V = 2rxz1 A + 211045 + 273 A + - - - + 21T, An
V = 2n(z1A1 + 22As + 2343+ - + 2, A,)

Entretanto, se x ¢ a distancia do centro de gravidade da superficie do poligono P ao eixo E
entao:

o Ay + Agxo + Asmz + - - + Apy
N A+ A+ A3+ + A,

ou seja,
TS = Al.’l'fl + AQIQ + A;5$3 + o4 A.,i:r:n.

Portanto, o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotacio do poligono retangular P em
torno do eixo é:

V =2mzS

A demostracdo, do caso geral, dos dois teoremas de Pappus para a superficie e sélidos de
revolugdo, envolvendo elementos do célculo, sera feita no capitulo 4 deste trabalho.
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Capitulo 3
Centros de gravidade

Todos nés temos uma nogao intuitiva do que seja o centro de gravidade (ou baricentro) de
uma figura plana 3.1. Esse ponto € tal que se fixarmos nele um fio, a figura pendurada por
ele ficard em equilibrio indiferente. Em particular, se a figura estiver em um plano horizontal,
depois de pendurada permanecera horizontal.

Figura 3.1: Centro de Gravidade

Assis [2] dizia que o centro de gravidade de qualquer corpo é um ponto - pertencente ao
COrpo ou no espago vazio - tal que, se for concebido que o corpo estd suspenso por este ponto, 0
corpo assim sustentado permanece em repouso e preserva a sua posi¢ao original, sem se inclinar
em nenhuma direcdo, qualquer que seja a sua orientagao inicial em relacio a Terra.

Podemos encontrar o baricentro de uma figura F' 3.2 por um processo pratico que € o se-
guinte:

1. Primeiro penduramos a figura por um ponto P, de seu bordo e tracamos sobre F' a reta
vertical que contém esse ponto, ou seja, a reta que contém o fio.

2. Depois, penduramos a figura por outro ponto P, de seu bordo e tracamos também sobre
F' a reta vertical que contém P,.

A intersecao das duas retas € o baricentro de F'.
Vamos, agora, observar que, quando desenhamos uma linha plana fechada simples (ou seja,
sem auto intersecdes), o termo "figura"pode se referir, em geral, tanto ao conjunto de pontos

dessa linha, quanto ao conjunto dos pontos interiores. A palavra tridngulo, por exemplo, tanto

13



Py P, F
F
F -

Figura 3.2: Baricentro

pode se referir a unido dos trés lados quanto a regido interior. Naturalmente, para a determi-
nacao do centro de gravidade € preciso saber que conjunto estamos considerando. A ilustracao
mostramos dois desenhos aparentemente iguais 3.3 . Entretanto, no primeiro, a figura consiste
no conjunto dos pontos interiores a linha desenhada, e no segundo, a figura consiste apenas nos
pontos da prépria linha. Para dar uma ideia mais concreta ao que dissemos, imagine que, no
primeiro caso, a figura foi recortada de uma chapa de madeira e, no segundo caso, a figura foi
feita apenas com arame. Os centros de gravidade dessas figuras sdo G, e Gs.

Figura 3.3: Dois desenhos aparentemente iguais

Vamos tratar, agora, de mostrar como se determina o centro de gravidades de figuras simples.
Mas, para isso, devemos estabelecer como axiomas as proposicdes seguintes:

1. O Centro de gravidade de um segmento é o seu ponto médio.

2. Se uma figura possui um eixo de simetria, entdo, o seu centro de gravidade pertence a

esse eixo.

Como consequéncia, se uma figura possui um centro de simetria (interse¢ao de dois eixos de
simetria), entdo, esse ponto € o seu centro de gravidade.
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3.1 Momentos e Centros de Massa

Na se¢do anterior vimos algumas nog¢des intuitivas de geometria sobre centro de gravidade
de figuras planas.

Agora vamos abordar Momentos e Centro de Massa usando defini¢des do Célculo. Os con-
ceitos e ferramentas utilizados sdo baseados em Stewart [9].

O principal objetivo é encontrar o ponto P no qual uma fina placa de qualquer formato se
equilibra horizontalmente, como na figura 3.4 . Esse ponto é chamado Centro de Massa (ou
centro de gravidade) da placa.

[ S

Figura 3.4: Centro de Massa

Vejamos agora, uma situa¢ao mais simples mostrada na figura 3.5 , onde duas massas m, e
ms sdo presas a um bastdo de massa desprezivel em lados opostos a um apoio e a distdncia d; e
d, do apoio. O eixo ficard em equilibrio se md; = mods.

— d; > < d,

Y

Figura 3.5: Eixo de apoio

Esse é um fato experimental descoberto por Arquimedes e chamado Lei da Alavanca (Pense
em uma pessoa mais leve equilibrando outra pessoa mais pesada em uma gangorra sentando-se
mais longe do centro).

Agora suponha que o eixo esteja sobre 0 €ixo x com m; em x; € Mg em Ty € o centro de
massa em Z. Se compararmos as figuras 3.5 e 3.6 veremos que d; = T — z, € dy = =9 — T,
entdo teremos a equacio

ml(f—$1) = mz(iﬁg —.’i‘)
miT —myxy) = mao(Ty — Mel)
MiT +MmeT = MyTy] + Moo

myTy + Mol
my + Mo
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Os nimeros m;x; € mexy sao chamados momentos das massas m; € ms (em relagdo a

origem) e a equacdo diz que o centro de massa z € obtido pela soma dos momentos das massas
e dividido pela massa total m = m; + ms .

X4 X X,
. ® ® , >
0 A T T X x
m _ = m
1 X — X X, — X 2
Figura 3.6: Eixo de apoio sobre o eixo z
Em geral temos um sistema de n particulas com massas my, mo, - -- , m,, localizados nos
pontos xy,xs, - ,x, sobre os eixo x . Podemos mostrar de maneira igual que o centro de

massa do sistema esta localizado em

n n
E m;I; E m;x;

i=1 i=1

z == = 3.1)

m
E m;

i=1

onde m = ) m,; é a massa total do sistema, e a soma dos momentos individuais

n
M = E m;T;
i=1

¢ chamada momento do sistema em relagdo a origem. Entdo a equagao 3.1 pode ser reescrita
como mx = M, que diz que se a massa total fosse considerada como concentrada no centro de
massa Z, entdo seu comprimento deveria ser 0 mesmo que o momento do sistema.

Agora considere um sistema de n particulas com massas m;y, ms, - - - ,m, nos pontos (z, v ),

(z2,y2), -+, (n, yn) no plano xy como mostra a figura 3.7 . De mesmo modo podemos definir
o momento do sistema com rela¢d@o ao eixo y como

n
M, = E m;x;

=1

e 0 momento do sistema com rela¢do ao eixo x como

M, = i miyi

i=1
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V1
Y3

@

A\ J

Y2

Figura 3.7: Sistema de particulas

Entdo M, mede a tendéncia de o sistema girar ao redor do eixo y e M, mede a tendéncia de
ele girar ao redor do eixo .
As coordenadas (Z, 7/) do centro de massa sdo dadas em termos dos momentos pelas férmulas

M,

T=—2 g=—2
m m
onde m = ) m; é massa total. Como mz = M, e my = M,, o centro de massa (z,y) €é o
ponto onde uma particula tnica de massa m teria os mesmos momentos do sistema.
Portanto temos a proposi¢ao:

Proposicao 3.1 (Centro de massa). Sejam as massas de n particulas quaisquer, localizadas nos
pontos dados por (x1,y1), (2,Y2), - , (Tn,yn) do plano cartesiano. Seja M, o momento do
sistema com relagdo ao eixo x, M, o momento do sistema com relagdo ao eixo y e m a soma
das massas de todas as n particulas. O centro de massas (I, ) dessas n particulas no plano é
dado por

M, M,

m m

=i

I
U]

I
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3.2 Centro de massa do grafico de uma funcao

De acordo com Guidorizzi [7] podemos encontrar as coordenadas do centro de massa, de
uma parte, do grafico de uma fungio de comprimento L' no plano cartesiano.

Considerando um fio fino e homogéneo, de densidade linear p, como um arco. Seja f uma
fungdo definida em [a, b] e com derivada continua nesse intervalo, como mostra a figura 3.8 .

yA
f ()

0 a b x
Figura 3.8: Centro de massa do grafico de uma fungdo

Utilizando as proposicdes 4.2 e 3.1 obtemos a proposicao seguinte.

Proposicao 3.2 (Centro de massa do grafico de uma funcao). Seja f uma funcao continua, com
derivada continua no intervalo |a,b|. Seja L o comprimento do arco da funcdo [, de extremos

(a, f(a)) e (b, f(b)). O centro de massa, ou centroide (z,7), desse arco é dado por

o7 [ oVIFF@Pe ¢ g=1 [ f@VITT@P

Observamos que o centro de massa pode ndo pertencer ao conjunto de pontos desse grafico
da funcdo (ou arco da curva).

3.3 Centro de massa de uma regiao plana

Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regidao R de drea A do plano
que serd imaginada como uma lamina lisa, homogénea, de modo que a densidade superficial p
¢ constante. A regido R é determinada por duas fungdes continuas f e g, tais que f(z) > g(z)
em [a, b], como mostra a figura 3.9 .

Utilizando as proposi¢des do célculo 4.1 e 3.1 obtemos a seguinte proposi¢ao.

'Esse comprimento L pode ser calculado com a proposigio 5.2 do capitulo 5
*Essa drea A pode ser determinada na proposi¢io 5.1 do capitulo 5
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f )

R

g(x)

. |
0 a b x

Figura 3.9: Centro de massa de uma regido plana

Proposicio 3.3 (Centro de massa de uma regido plana). Sejam y = f(z) e y = g(x) duas
fungoes onde f(x) > g(x) em |a,b] e também f e g sd@o continuas no intervalo |a,b|. Se A a
drea da regido limitada pelas funcées f e g no intervalo [a,b]. O centro de massa (T, ) dessa

regido, é dado por

b b
=g [@-g@le e 5= [ 5@ - 9@ de

3.4 Calculo para determinar o centro de gravidade de uma

semicircunferéncia

Vamos imaginar a semicircunferéncia como um arame fino homogéneo de densidade linear
constante. Seja a semicircunferéncia definida pela fun¢do f(x) = +/r? — 2?2 definida e com
derivada continua no intervalo [—r, +r]. Como mostra a figura 3.10 .

Utilizando a proposi¢ao 3.2 , vamos determinar o centro de massa do gréfico da funcao f(z).
Sabendo que o comprimento L da semicircunferéncia € mr.

y‘“f(x) =Jr2 — 2

/

gx)=0

=Y

-r 0 +r

Figura 3.10: Semicircunferéncia

Solucdo: A circunferéncia possui um eixo de simetria, entdo, o seu centro de gravidade
pertence ao eixo y. Portanto z = 0.
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b r
y = % f(z) 1+[ff(x)]zdx:%/___m\/1+[(x/W)f]2dx

VA

Figura 3.11: Coordenada do Centro de gravidade da semicircunferéncia

3.5 Calculo para determinar o centro de gravidade de um

semicirculo

Vamos imaginar o semicirculo como uma chapa fina de matal homogéneo de densidade
linear constante. Seja o semicirculo definido pela regido entre as fungdes f(z) = V12 — a2 e
g(x) = 0 e continuas no intervalo [—7, +r]. Como mostra a figura 3.12 .

y"'f(x} =.r2 — 2

'

gx)=0

=Y

—r 0 +r

Figura 3.12: Semicirculo

Utilizando a proposi¢io 3.3 , vamos determinar o centro de massa da regido limitadas pelas

—~ rd b - rd # Tr?”
fungdes f(x) e g(x). Sabendo que a drea A da regido do semicirculo é -5
Solugdo: O semicirculo do mesmo modo que semicircunferéncia, também possui um eixo
de simetria. E o seu centro de gravidade pertence ao eixo y. Portanto z = 0.
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VA

Figura 3.13: Centro de gravidade de um semicirculo

Agora que determinamos os centros de gravidades da semicircunferéncia e do semicirculo,
podemos observar que sao distintos. Na circunferéncia apenas consideramos os pontos da curva.
Mas no semicirculo consideramos os pontos interiores a linha desenhada.

3.6 Calculo para determinar o centro de gravidade de um

quarto do circulo

Agora vamos determinar o centro de gravidade de um quarto de um circulo. Seja o quarto
de circulo definido pela regido entre as fungdes f(z) = r? — 22 e g(z) = 0 e continuas no
intervalo [0, +7]. Como mostra a figura 3.14 .

YAf(x)=+rz —x2

0

Figura 3.14: Semicirculo
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Utilizando a proposi¢do 3.3 , vamos determinar o centro de massa da regido limitadas pelas

fungdes f(z) e g(x). Sabendo que a drea A da regido do quarto de circulo é Vi

A 2 Jo

T /b:r[f(ft) — 4(@)) do = — /f Vim0 de= 2 [ oV

x=rsen(u) ;dz=rcos(u)du

=0 =10 (3.2)
. s Lo m
r=7 =
= 4 : . .2 . 2 5 — 4 z 3 Ana?
g = —3 i rsen(u)\/r2 — (rsen(u)) rcoa(u)du—w 4 r? cos”(u) sen(u)du
473 [ cos?(u) T 4y
- w5, -

. . , , r 4
Entdo, a posi¢ao do centro de gravidade GG do quarto de circulo € o ponto (3—, 3_;") !
74 7§

3.7 Calculo para determinar o centro de gravidade de um

retangulo

Vejamos a seguir como determinar o centro de massa de uma regido limitada pelas retas
f(z) = H e g(z) = 0 no intervalo [0, B], como mostra a figura 3.15 . Vamos determinar
o centro de massa dessa regido utilizando a proposi¢ao 3.3 . Observamos que a regidao € um

retdngulo de base B e altura H, entdo a drea A é B. H.
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A
H f&x)=H

glx) =10
0 B X

\ 4

Figura 3.15: Retangulo

1 b 1 B 1 B
F = E/a- :r[f(:r)—g(:z:)]d:z:z—B.H/U x[H_O]dI:—B.H/(; xH dx
_ 1 [2*H1® 1 [B*H 0*H| 1 [B*H| BH B
BH| 2 |, BH| 2 2 | BH| 2 | 2BH 2
= i 2 2 _ 1 21 2 2 g 2
g = Z,A,i[f(l) = g(x)?] da BH ), 5 [H —U}dﬁ?—ﬁgoff@
1 gam 1 P 1 " HLR _H
~ 2B.H [Hz], 2B.H = ) = 2B.H ]| = 2B.H = 2
3 ; B H
Portanto, o centro de massa do retangulo é o ponto L)
A
H i
_________________________ HCZ2 N W
0 B x

Figura 3.16: Centro de gravidade de um retangulo

3.8 Calculo para determinar o centro de gravidade de um

triangulo retangulo

Nessa secdo vamos determinar o centro de massa de uma regido limitada pelas retas f(x) =

H
—gr+ H e g(x) = 0 no intervalo [0, B|, mostrado na figura. A regido é um tridngulo de base

B.H . :
B e altura H, entdo a drea A é —5 Pela proposi¢do 3.3 vamos determinar o centro de massa

dessa regido.
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yA
H
H
f(x) = Ex + H
gx) =0 _
0 B X

Figura 3.17: Tridngulo retdngulo

=
1 [ H xzr B
EE|"B3 " 2], 3
B 1 [b1 1 81 H .
a 2 0

B

2
2 1 (B[H? , 2H* . 1, [H® H%* H
= —— —® - H?| dx = - Hz| =—
2/0 [ ! ik }d“" B.H[sB2 B T FL 3

B H
O centro de gravidade do tidngulo retangulo é o ponto (E 3) :

ylk

SR P ——

Figura 3.18: Centro de gravidade de um triangulo retangulo

3.9 Centro de massa de triangulos

Na sec¢@o anterior encontramos o centro de massa apenas de um tridngulo retdngulo, uti-
lizando ferramentas do cédlculo. Agora vamos abordar o centro de massa de outros tipos de

tridngulo.
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Dulce [5] define que o ponto de intersecdo (ou ponto de encontro, ou ponto de concurso) das
trés medianas de um tridngulo como o baricentro do tridngulo. E em uma pequena nota afirma
também que o baricentro de um tridngulo € o centro de gravidade.

G € o baricentro do triangulo A ABC'.Como mostra a figura 3.19.

1 1 1
GM, = g.AMl, GM, = 3-BM, e GM; = g.CMs

9 2 ele eIV
AG =2 AM,,  BG=3BM; e CG=3.CM;

A
M, M,
B ' ¢ ' c
M,

Figura 3.19: baricentro de um tridngulo

Agora vamos fazer uma andlise da altura e mediana do tridngulo em rela¢@o ao lado BC.

Figura 3.20: Andlise da altura em relagdo a mediana

Seja r, s, t retas paralelas. Temos os pontos My, P € r, G, Q € se A € t, de modo que A,
G, M, e A, @, P sejam dois ternos de pontos colineares, como mostra a figura 3.20 .
Considerando as condi¢des acima, podemos aplicar o Teorema de Tales * . Entdo temos

_— = e — :>
AQ QP H— ]

2 1
3

Podemos afirmar que a distancia do baricentro ao lado BC' € um terco da altura relativa ao
lado BC'. Do mesmo modo, podemos, determinar essa distancia ao demais lados do tridngulo.

30 Teorema foi estabelecido por Tales de Mileto, consiste em uma intersecdo entre duas retas paralelas e
transversais que formam segmentos proporcionais.
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Triangulo Isdsceles e equilatero

Ao posicionar, o triangulo iséscele, no plano cartesiano, como mostra a figura 3.21, obser-
vamos que a mediana em relacdo a base também € a altura do tridngulo. O eixo de simetria do
triangulo isosceles coincide com o eixo y. Portando z = 0.

A

y

v v h
*xy) . /g/ &, 3‘>§‘
A
\ ;
Y

> >
0 x 0 x

Figura 3.21: baricentro do tridngulo iséscele e equildtero

Pelas mesmas observagdes do tridngulo isésceles, podemos determinar o centro de gravidade
do tridngulos equildtero do mesmo modo. Entdo definimos o baricentro de ambos os tridngulos

comoz=0ey = 3

Tridngulo e suas coordenadas

Podemos determinar as coordenadas do baricentro de um tridngulo, relacionando as trés
coordenadas do ponto do triangulo.

y 4
V2
.(f, ¥)
’ P
Y1 [ i
0 X X, X3 X

Figura 3.22: baricentro do tridngulo

Essa relacdo é determinada da seguinte forma:

_ Tt a0+ 23 Y1+ Y2+ Ys
== = e = = =

3 3

~
|
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O estudo dos tridngulos sdao de grande importancia para determinar o baricentro de figuras
compostas. Por exemplo, um poligono pode ser decomposto em vdrios outros tridngulos com
areas e baricentros ja conhecidos, com isso podemos determinar o baricentro do poligono de

maneira mais simples. Na proxima se¢@o abordaremos esse método.

3.10 Centro de massa de figuras compostas

Para determinar a posicao do centro de gravidade da superficie de um poligono, vamos
imagina-lo, por exemplo, dividido em triangulos 71,75, T3, - - - , T},, com dreas A, Ay, Az, --- | A,
respectivamente, mostrado na figura 3.23 .

Consideramos um sistema de coordenadas no plano do poligono e seja (zy, yx) 0 baricentro
do tridngulo 7}.. Utilizando o raciocinio fisico de considerar a figura recortada em uma chapa
uniforme de espessura constante, temos que a massa de cada tridngulo € proporcional a sua drea.
Podemos, entao, imaginar o poligono transformado em um conjunto de particulas, cada um
deles no baricentro de um tridngulo e com massa proporcional a sua drea. Em outras palavras,
estamos imaginando que toda a massa de um tridngulo esteja concentrada no seu baricentro.

ylk

¥3

Yk
Y1

Y2

\ 4

0 X1 XoX3 Xg

Figura 3.23: Poligono dividido em tridngulos

Agora, com essas consideracoes , vamos a defini¢io seguinte.

Definicao 3.1 (Centro de gravidade de um poligono). Se um poligono P estd dividido em figuras
Ty, T, T3, -+ , T, de dreas Ay, Ay, As, - -+ , A, respectivamente, e sendo (x},, yi.) 0 baricentro

da figura Ty, o centro de gravidade da superficie de P é o ponto G = (Z,9), tal que:

Az + Agzo + Aszs + - - - + Apzy, Ay + Asyo + Asys + -+ - + Anyn

v A+ A+ A3+---+ A, ¢ y= A+ A+ As+---+ A,

Agora vamos, nos exemplos a seguir, determinar o centro de gravidade da superficie de
algumas figuras planas.
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3.11 Localizando o centro de gravidade de figuras planas

Exemplo 01. Determine a posic¢ao do centro de gravidade da superficie do trapézio ABCD
onde A=D=90°, AB=7,CD=4e AD = 3.

Solugdo: Considere o trapézio em um sistema de coordenadas, A = (0,0), B = (7,0),
C=(4,3)e D = (0,3), como mostra a figura 3.24 .

Ya
3 D C

A . E \3 .

2 4 5 7 x
Figura 3.24: Trapézio

Dividimos o trapézio em duas figuras com os baricentros conhecidos e estudados neste ca-
pitulo: um retingulo ADCFE e um tridngulo retingulo C'E B. As areas dessas figuras sio 12 e

4,5, respectivamente. O baricentro do retangulo € o ponto (2, 1,5) e do tridngulo é ponto (5, 1).
Se G = (z,y) € centro de gravidade da superficie de ABC'D, temos:

122+4,55 31 12.1,5+4,51 15
T=9ya5 1 2% ¢ ¥ 12+ 4,5 Tk

1,36 G \
A \B .

0 2,81 7 x

Figura 3.25: Centro de gravidade do trapézio

Exemplo 02. Determine a posi¢do do centro de massa da figura 3.26 .

va .
) C
3 E F
2 ot
1 lH g !
A Bl
0 1 2 4 8 x

Figura 3.26: Coordenadas dos centros de massas
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Solugdo: Dividimos a figura em um retangulo ABC' D e um quadrado EF'G H. Observamos
que o quadrado estd contido no retangulo, mas o quadrado nao possui drea. Entdo a melhor
maneira seria considerar a drea do quadrado negativa. Com essa condi¢@o, temos, as dreas do
retangulo 32 e do quadrado -4. O baricentro do retangulo é o ponto (4, 2) e do quadrado o ponto
(1,2). Se utilizarmos a defini¢@o 3.1 , temos:

YVa
D c
E F
, @)
H G
A Bl
0 4,42 x

Figura 3.27: Centro de massa da figura

324+ (—4).1
32+ (—4)

322+ (—4).2 56
32+ (—4) 28

i

31
=— =442 z J =
z ) € Y

Exemplo 03. Encontre a posi¢@o do centro de gravidade da figura 3.28 .

< 3cm 3cm

A A

3cm

5cm

Figura 3.28: Figura plana

Solugdo: Dividimos a figura em um retdngulo ABEF e um triangulo BC' D, conforme

.2 3
mostra a figura 3.29 . A dreas do retdngulo é 15 ¢m? e do tridngulo 3 em?. O baricentro do

35
retdngulo € o ponto (5 5) e do triangulo € o ponto (4,3). Se utilizarmos a defini¢ao 3.1 ,

temos:

39 5 9.
B 10.§+§.4 27 - B 15.§+ §3 34 -
15+§ 15+§
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y >
0 3 3cm  4em 6cm x
E cm

Figura 3.29: Coordenadas da figura plana

Exemplo 04. Encontre o ponto que determina o baricentro da figura 3.30 . Sabendo que o

- < - - - 25?"-
raio é 5mm e a drea de um quarto do circulo é -

Figura 3.30: Parte de um quarto de circulo
Solugdo: Observamos que a figura é formada por uma regido de um quarto de circulo menos
um quadrado de lado igual a 3mm. O quadrado possui drea negativa, portando, a drea do qua-
drado é —9mm?. O ponto que determina o baricentro do quadrado é o §> e 0 de um quarto

; 20 20
do circulo, que estd definido neste capitulo, € o ponto (—

, — ]. Com essas informacdes e a
3 3w

defini¢do 3.23, temos:

257 20+( 9)3 125 27
Fog=—4 3n 2_3 2 _ 196 ., .
25T 25m — 36 ~ 3(257 — 36) :
T_|_(_9) T

Uma observag@o importante sobre esta figura, é que o seu centro de gravidade ndo pertence
a regiao da figura.

Exemplo 05. Determine o centro de gravidade de um trapézio C'D EF is6scele de altura h,
base maior B e base menor b.
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Solugdo: A figura possui um eixo de simetria paralelo ao eixo y, entdo, o seu centro de
gravidade pertence a esse eixo, portanto ¥ = —. Agora vamos dividir o trapézio CDEF em
dois tridngulos DC'F e DFE, como mostra a figura 3.31, para determinarmos o centro de
gravidade do trapézio.

B

Figura 3.31: Trapézio iséscele

1 2
O centro de gravidade do triangulo DF'E € —h e do triangulo DC'F' € —h em relagdo a base

maior do trapézio. Sabendo que as dreas dos tridngulos DC'F' e DF' E sao, respectivamente,

-h B-h
% e h. Utilizando a defini¢ao 3.23, temos:
1. o-h B-h
 gh 35 h (2B
= b-h Bh 3 \B+b
2 2

. P . B h (2B+b 3
Portanto, o centro de gravidade do trapézio iséscele é o ponto 3 \B1p , que é
a distancia do centro de gravidade a base Maior. Agora a distancia entre o centro de gravidade

e a base menor, €

-‘—h—}—l- 2B+b\ _h (B+2b
“EETINBre) B OABHD
Como mostra a figura 3.32

r

y :

_ Gil Vi
Vp-mmmfommmmaas ot-Ti-N\--

0 7 %

Figura 3.32: Centro de gravidade do trapézio iséscele
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Capitulo 4

Os Teoremas de Pappus utilizando as
ferramentas do Calculo

Neste capitulo abordaremos proposi¢des sobre dreas entre duas curvas, comprimento de um
arco, também dreas de superficies de revolucao e volume de sélidos de revolucao. As féormulas
utilizadas podem ser encontradas em Guidorizzi [7] e Stewart [9]. Todos esses contetidos terao
como intuito a demonstracao dos Teoremas de Pappus usando conceitos de Célculo.

4.1 Area entre duas curvas

Considere uma regido A entre as curvas f(x) e g(x) e entre as retas verticaisz = ae x = b,
onde f e g sdo fungdes continuas e e f(z) > g(x) V x € [a, b], como mostra a figura 4.1.

ylk
SO
A
T —
0 a b ;C

Figura 4.1: Regido entre as curvas f(z) e g(x)

Proposicao 4.1 (Regido entre duas curvas). Seja A a drea da regido limitada pelas curvas
y = f(z) ey = g(x) e entre as retas t = a e x = b, com [ e g fungdes continuas e f(x) >
g(x) VY z € [a,b]. Entdo
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b
A= [ [f(@) - g(@)] do

4.2 Comprimento do grafico de uma funcao

Trataremos do comprimento do trecho do grifico de uma fungao f continua nas extremidades
(a, f(a)) e (b, f(b)). Esta proposi¢do nos permite calcular o comprimento, do ponto A ao ponto
B, da por¢do de uma curva obtida por uma funcdo f. Considere o grafico da fungdo y = f(z),
com z € [a, b], mostrado na figura 4.2.

r

A
(a f(a))

'/Xf(x)_"
(b, f (b))

By
L

0 a b x

Figura 4.2: Comprimento do grafico da funcdo y = f(z)

Proposicao 4.2 (Comprimento do gréifico de uma funcdo). Seja uma fungao | e sua derivada
f" sdo continuas no intervalo fechado [a, b], entdo o comprimento L do arco da curva y = f(x)
do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)) é dado por

L=/ V1+[f(@)Pda

Afirmavam Arton, Bivens e Davis [1] que, intuitivamente, podemos pensar no comprimento
de arco de uma curva como o nimero obtido alinhando um pedago de barbante com a curva e
entdo medindo o comprimento do barbante depois de espichado.

4.3 Meétodo das Cascas Cilindricas

Nessa secdo trataremos sobre o método das cascas cilindricas, também chamado de método
do invélucro cilindrico, que pode determinar o volume obtido pela rotagdo, de uma regiao, em

torno do eixo y.
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Vejamos um exemplo: Se um retdngulo que é paralelo ao eixo de rotagdo, for rotacionado
em torno desse eixo, obteremos uma casca cilindrica 4.3 .

Se a casca cilindrica possui raio interno 7, raio externo 7 e altura k. O volume V' € calculado
pela subtrac@o do volume V; cilindro interno pelo volume V5 do cilindro externo, entdo, temos

V=Vo—V,=V =ar2h—ar2h

n ]
h
[ 2

Figura 4.3: Casca cilindrica

1L
\Y)

Agora vamos obter uma expressao que determina o volume de um sélido gerado pela rotagao
de uma regido R, em torno de um eixo de rotagao.

y A
/___ﬁ
\EE L

g(x)

>

0| a b T

Figura 4.4: Casca cilindrica obtida pela rotacdo da regido R
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Seja f e g fungdes continuas no intervalo fechado [a, b], onde f(z) > g(x) > 0 para todo =
€ [a,b]. Seja R a regido limitada pelas curvas y = f(z), y = g(z) e pelas retas verticais x = a
e x = b. Seja ainda S o sélido de revoluc@o obtido pela rotacdo da regido R em torno do eixo

y. Entao S € uma casca cilindrica como mostra em parte na figura 4.4.

Proposicao 4.3 (Casca cilindrica). Seja f e g fungdes continuas no intervalo fechado [a, b], com
a > 0, onde f(x) > g(x) > 0 para todo x € [a,b]. Se R for a regido limitada pelas curvas
y = f(x), y = g(x) e pelas retas verticais x = a e x = b, se S for o sélido de revolugao obtido

pela rotagdo da regido R em torno do eixo y, e se V representa o volume de S, entdo

b
V=2r [ alf(e) - g(a))do

Quando a regido de drea A € rotacionada em torno de uma reta paralela ao eixo y o resultado
¢ semelhante do mesmo modo.

4.4 Método do Anel Circular

Na se¢do anterior o s6lido era gerado pela rotacdo de uma regido em torno do eixo y, mas
agora trataremos do volume de um sélido obtido pela rotacdo de uma regifo limitada por duas
fungdes continuas em torno do eixo z. Seja f e g duas fungdes continuas no intervalo fechado
la,b], com f(z) > g(z) > 0 para todo x € [a, b]. Seja A a drea da regido limitada pelas curvas
y = f(z) ey = g(z) e pelas retas verticais * = a e x = b, como mostra a figura 4.5 . Seja
S o sélido obtido pela rotagdo de R em torno do eixo x. Precisamos agora encontrar o volume
desse solido.

y A

fx)

__‘___‘_‘-hn-...

g(x)

A

0 a b X

Figura 4.5: Regido militada pelas curvas f(z) e g(z)
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Agora vamos considerar um pequeno retangulo que compde a regido 1, mostrado na figura
4.6.

y A

gx)

N

0 a b X

Figura 4.6: Retangulo que compde a regicdo R

Quando giramos a regido X em torno do eixo x obtemos um anel circular. Entdo temos
a figura 4.7 que mostra parte do s6lido de revolucdo que € obtido quando é rotacionado um
pequeno retdngulo que compde a regido 1.

y A
fx) \
\

] x

=l

Figura 4.7: Anel circular da rota¢ao de um retdngulo da regidao R

Entdo, temos a proposic¢do 4.4 para calcular a medida do volume do anel circular obtida pela
rotacdo da regido R em torno do eixo .

36



Proposicao 4.4 (Vomule do Anel Circular). Seja f e g duas fungées continuas no intervalo
fechado [a,b), com f(x) > g(x) > 0 para todo = € [a,b]. Seja A a drea da regido R, limitada
pelas curvas y = f(x) ey = g(x) e pelas retas verticais t = aex = b. Seja V o sélido obtido

pela rotagdo de R em torno do eixo x. Entdo

b
V=nr [ f(@)? — g(2)%] da

Quando a regido de drea € rotacionada em torno de uma reta paralela ao eixo x o resultado é
semelhante do mesmo modo.

4.5 Area de Superficie de Revoluciio

Uma superficie de revolucao € obtida quando rotacionamos uma curva em torno de um eixo
de rotagcao. Essa superficie € a fronteira lateral do sélido gerado pela rotagao. Vamos verificar
como calcular a drea dessa superficie.

Considere uma curvay = f(x) com z € [a, b, onde f(x) > 0e f'(z) é continua para todo x
€ [a, b]. Quando rotacionamos o arco de curva, de extremidades (a, f(a)) e (b, f(b)), em torno
do eixo & geramos uma superficie, mostrada na figura 4.9.

yA
y=f(x)

A
0 U

Figura 4.8: Superficie de revolu¢do em torno do eixo x

Aplicando ferramentas de Cdlculo € possivel encontrar a drea da superficie de revolugdo.
Vamos mostrar as féormulas nas proposigoes:

Definimos a drea da superficie de revolucdo obtida pela rotacdo de f em torno do eixo x:

Proposicio 4.5 (Area de superficie de revolucdo em torno do eixo x). Seja f(x) uma funcdo
definida no intervalo fechado [a,b], com f(z) > 0 e [’ sdo continuas nesse intervalo, entdo a
drea A da superficie obtida pela rotagdo de y = f(x), com x € [a,b], em torno do eixo x é
dada por
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b
A=2r [ f(x)v/1+[f'(z)]?dz

De mesma forma, a drea da superficie obtida pela rotagdo, em torno do eixo y:

yA

y=f()

>
0 ;5

Figura 4.9: Superficie de revolu¢@o em torno do eixo y

Proposiciio 4.6 (Area de superficie de revolugio em torno do eixo ). Seja f(z) uma funcdo
definida no intervalo fechado [a, b, com f(x) > 0 e [’ sd@o continuas nesse intervalo, entdo a
drea A da superficie obtida pela rota¢do de y = f(z), com z € [a,b], em torno do eixo y é dada

por

A=2m /bx\/l + [f'(x)]? dx

4.6 O Primeiro Teorema de Pappus

Ap6s a abordagem das vdrias proposi¢des do Calculo, onde determinamos a drea entre duas
curvas,centro de massa de uma regido plana, comprimento e centro de massa do grafico de uma
funcado, método das cascas cilindricas, método do anel circular, drea de uma superficie de revo-

lugdo, podemos demostrar os teoremas de Pappus.
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Para uma superficie de revolugdo, o teorema 2.1 afirma:

Se uma linha plana gira em torno de de um eixo de seu plano, a drea da superficie gerada
é igual ao comprimento dessa linha multiplicado pelo comprimento da circunferéncia descrita

pelo baricentro.

Demostracdo: Se uma linha plana de comprimento L é rotacionada em torno do eixo y,
utilizando as proposi¢oes 4.2 e 3.2 , para determinarmos a drea A da superficie gerada do
mesmo modo que a proposicdo 4.6 , temos que

A = Qﬁfb:z:\/l + [f'(x)]? dx
= QFTL.% /b:z:\/l + [f'(z))? dzx

= 2wlx
= 2nzL

Entdo temos A = 27z L, onde L é o perimetro da linha plana rotacionada e 27z é o compri-

mento de uma circunferéncia cujo raio x € a distancia entre o centro de gravidade (baricentro)
da linha plana e o eixo y.

Agora vamos obter a drea da superficie de revolucdo para uma linha plana rotacionada em
torno do eixo x, do mesmo modo que a proposi¢do 4.5 , novamente utilizando as proposicoes
4.2e3.2, temos que

A = wa fVIF @R d
= Q?TL.%/- f(@)V1+[f(z)]?de

= 2rmly
= 2myL
Portando A = 27y L, onde L representa o perimetro da linha plana rotacionada e 27y é o

comprimento da circunferéncia cujo raio y € a distancia entre o centro de gravidade da linha
plana e o eixo x.

Para o caso de uma linha plana (curva) rotacionando em torno de uma reta paralela a um dos
eixos € obtido do mesmo modo.

39



4.7 O Segundo Teorema de Pappus

Para um sélido de revolugdo, o teorema 2.2 afirma:

Seja uma figura plana que gira em torno de um eixo de seu plano, o volume gerado é igual a
drea dessa figura multiplicado pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo seu baricen-
tro.

Demostra¢do: Se uma figura plana de regido A é rotacionada em torno do eixo y. Pelo
método das cascas cilindricas abordado na proposi¢ao 4.3 e utilizando a proposicao 3.3 , temos
que

V = 2 / 2f(2) - g(a)] de

(13

b
= 271'/—1.%/ z[f(xz) — g(z)| dz
= 2mAZ L
= 2nzA

Entdo temos V = 2nz A, onde 27Z € o perimetro da circunferéncia cujo raio z € a distincia
do eixo de rotag@o y ao centro de gravidade (baricentro) da regido, de drea A, que foi rotacio-
nada.

Agora vamos obter o volume do sélido de revolugao da regidao plana rotacionada em torno
do eixo x. Pelo método do anel circular abordado na proposic¢ao 4.4 e utilizando a proposi¢ao
3.3, temos que

b
Vo= x [1faf - g@)d

A
= 2mAy

= 2ngA

1 i 1 2 2
= 2rA.— 5[(3;) — g(z)*] dz

Portanto V' = 27y A, onde 27y € o perimetro da circunferéncia cujo raio ¥ € a distancia do

centro de gravidade da regido de drea A ao eixo de rotagio x.

Para o caso de uma regifo plana € rotacionada em torno de uma reta paralela a um dos eixos
¢é obtida do mesmo modo.
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Afirmava Stewart [9] que, esses teoremas fazem uma surpreendente conexao entre centroides
de linhas e regides planas e s6lidos de revolugao.
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Capitulo 5

Aplicacoes dos Teoremas de Pappus

Neste capitulo abordaremos algumas questoes relacionadas aos teoremas de Pappus. O pro-
posito é mostrar, que algumas questoes, sobre superficies e sélidos de revolugdo, sdo solucio-
nadas de maneira mais simples, utilizando o teorema de Pappus.

Questao 1. (PROFMAT MA13 2013) e
c 2 D

O trapézio ABCD de bases AB e C D, representado na

figura abaixo, gira em torno do eixo e que passa por A e 3 3

€ perpendicular a AB gerando o sélido de revolugdo R.

Dados AB=4,CD=2e BC =AD = 3. B 5 A

a) Calcule o volume de R.

b) Calcule a érea total de R. ) _
Figura 5.1: Trapézio

Uma solugdo proposta pelo PROFMAT: ~ p——oo E
: ; 2 s 3 3 |h

Seja F a intersec¢ao da reta C'D com o eixo e. Como o

trapézio € isosceles, a distdncia de D aoeixo é DE = 1. 4

No triangulo retdngulo AED, AE = h = 2+/2. B g

Figura 5.2: Trapézio isOscele
O sélido de revolugao & é um tronco de cone de altura A com bases de raios AB e EC,

subtraido de um cone de altura h e base de raio £ D.
a) O volume do sélido R é:

72v/2

V =
3

sy 1
(4—+3-+4-3)—§N-12-2\/§=24m/§

42



b) Calcularemos a 4rea gerada por cada segmento. Area gerada por AB (circulo).

S, =7-4° = 167

Area gerada por C'D (coroa circular).

So=7-3—-7-12=8n

Area gerada por AD (superficie lateral de um
cone).

Sy3=m-1-3=3nr

Area gerada por BC (superficie lateral de um
tronco de cone).

Figura 5.3: Sélido gerado pelo trapézio
Sy=7-(4+3)-3=2In

A drea total de R € a soma das dreas geradas pelos lados do trapézio ABCD. Assim,

S=8+8+83+8S1=(16+8+3+21)r =487

Solucdo utilizando os teoremas de Pappus

O trapézio ABC D possui um eixo de simetria, entdo,o seu centro de gravidade pertence a
esse eixo, portanto, a distancia do eixo de simetria ao eixo de rotacdo € igual a 2. Sabendo que
a drea do trapézio é 6v/2, temos que o volume do sélido gerado é

V = 21%A = 27 - 2 - 6V2 = 2471V/2

Sabendo que o perimetro do trapézio ABC D € 12, temos que a drea da superficie é

A=2rzL =27-2-12 =487
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Questao 2. (Dolce [6])

Calcule a drea e o volume gerado pela rota¢ao

da figura dada em torno do eixo indicado XY

Uma solugdo:
a) Area

Area gerada por ABC — Supc
Area lateral do cone — Sap
Area lateral do tronco — Sac
Area da coroa — Spe

Sapc = Sap + Sac + Sbe

Figura 5.5: Tridngulo equilatero
Férmulas:

Tronco de cone: A; = w(R+1)g

Coroa circular: A = 7(R? +1?)g

3a 3a . . it ST . .
Sapc =T (20, + —) a+m (— + a) a + 7[(2a)* — @?] = —ma® + 2 ra? + 37a? = 9ma’®

2 2 2 2
b) Volume
Férmula:
Volume gerado por ABC' — Ve
Volume do tronco de cone — Vxapy V = ?T_h(Rz + Rr + Tz)
3

Volume do tronco de cone — Vx acy

T aVv3 5 3a 3a\> T a3 Fa\ 2 3a 9

VABC = § " 5 [(2&) + (2(1) * (?) + (?) ] = 5 9 l(?) + (?) a-+a
T aV3[, o ., 9% 9® 3a® L] 7w aV3 94> 3v3
= —-—4 —_— e — ——_— = —_— —— = — *
3 2 [ R N R R R



Solucio utilizando os teoremas de pappus

O tridngulo equildtero ABC possui um eixo de simetria paralelo ao eixo de rotagdo XY,

3a
entdo, a distancia entre o centro de gravidade e o eixo de rotacdo é T = R
a) Area €
____________________________ X
Sabendo que o perimetro do tridngulo
ABC é 3a, temos 3a
2] d
A = 2nzL v
= 27 on %« B e c g
B 2
= 9ma®
Figura 5.6: Centro de gravidade do tridngulo equilatero
b) Volume
43
Sabendo que a drea do tridngulo equildtero é , temos
V = 2nzA
= 2?T3—a . a’v'8
2 4
3v/3 .
= —
4
Questao 3.
Ya

Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao, /—y\

em torno do eixo OY, do circulo de raio 1 e ~ >

centro (4,0). 0 \U X
4 L}

Figura 5.7: Circulo de raio 1

f

Uma solugdo utilizando cdlculo:

Tomemos as equagdes paramétricas do circulo:

z = cos(t) b [—y—=]

y =sen(t)
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Sejam z; = z1(y) e za = x2(y), fungdes cujos graficos sdo, respectivamente, obtidos para

- T 3T ; F
i€ [7, 3 eparat € 5o | Para cada y € [—1, 1] a sec@o transversal ao eixo OY é um
anel circular de raios externo e interno, respectivamente, iguais a z;(y) e z2(y). Logo, a se¢ido
transversal tem a drea A = 7 - 27 — 7 - 23 € 0 volume do sélido é igual a

V= W/il (z1)*dy — ?r/_l (z2)*dy

ou usando simetria

1 1
V = 271'] (z1)*dy — 27r/ (z2)*dy
0 0

Substituindo por ¢ temos

V= 2w f%(cos(t) +4)% - cos(t)dt — 2w f%(cos(t) +4)% - cos(t)dt
0

™

= 27 f%(cos3(t) + 8 cos®(t) + 16 cos(t))dt — 2m /i‘(cos:}(t) + 8 cos®(t) + 16 cos(t))dt
~ or ( [ = senedt-+4 71+ coseryar + [sen(t)](f) -

27 (/%(1 — sen’(t))dt + 4 fg(l + cos(2t))dt + [sen(t)]f) = 8n?

Este s6lido chama-se Toro. Veja sua representacao grafica na figura 5.8.

Figura 5.8: Toro
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Solucio usando o teorema de Pappus para sélidos de revolu¢ao

Sabendo a drea do circulo é A = 7 e que a distancia entre o centro de gravidade do circulo e

o eixo de rotagdo € igual a T = 4, temos

V = 2nzA
= 2wm-4d-7

= 8r?

Também podemos calcular a drea da superficie, utilizando o teorema de Pappus para super-
ficies de revolucdo. Considerando uma circunferéncia de raio 1, temos que o comprimento €
igual a 27 e a distancia entre o centro de gravidade e o eixo de rotagdo é = = 4, temos

A = 27zl
= 27r-4-27
= 167>

A superficie do Toro tem o formato de uma camara de ar de um pneu de automével , con-
forme indicado na figura 5.8.

Questao 4.

(Uemg 2014) Uma empresa deseja fabricar uma pe¢a macica cujo formato € um solido de
revolucdo obtido pela rotacdo de um trapézio iséscele em torno da base menor, como mostra a
figura 5.9. As dimensdes do trapézio sdo: base maior igual a 15 ¢m, base menor igual a7 cm e
altura igual a 3 ¢m. Determine o volume da pega.

%9_

Figura 5.9: Trapézio isdscele

Conforme o exemplo 3.11 podemos determinar a distincia y; entre o centro de gravidade e
a base menor do trapézio iséscele




Agora, vamos determinar o volume da pega, sabendo que a drea do trapézio € igual a 33 cm?,

entao temos

29

V=2rpA=2r -2 .33=87n

Portando o volume da peca 5.10 é igual a 877 em?.

22

2

Figura 5.10: Peca gerada pela rotacao do trapézio

Veremos na préxima questao, uma outra forma de utilizar o teorema de Pappus para superfi-

cies de revolugao.

Questio 5.

Encontre o centro de gra-
vidade da curva, mostrada
na figura 5.11, que é um
quarto de uma circunferén-
cia de raio 7.

y.l

0

r x'

Figura 5.11: Um quarto de uma circunferéncia

Se utilizarmos a proposicdo 3.2, que € uma ferramenta do célculo para determina o centro de

: . o r ~
gravidade de curvas, e sabendo que o comprimento da curva € igual a L = 5 ea funcdo que

determina essa curva é f(z) = V/r? — z?2 teriamos

T = %fbm\/1+[f’($)]2d$:%/‘Ta:\/l—l-[(m)’]?dm e
b T

y = %f f(a:)\/l—l—[f’(:r)]zda::ﬂ—i i (r2—$2)\/l+[(my]2dx
a 2

Porém, se utilizarmos o teorema de Pappus para superficies de revolucdo, sabendo que essa
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curva for rotacionada em torno do eixo y gera uma semicircunferéncia, de drea A igual a 2mre,
entao temos

A = 27xzL
Tr
2 2 — 2 T oo —
Tr TT 5
P 2. 272
 2remwr
_ 2r
r = —
T

Se a curva for rotacionada em trono do eixo x, do mesmo modo, encontrar o mesmo valor.

; ; e g 2r 2r
Portando o centro de gravidade de um quarto de uma circunferéncia é o ponto (—, — .
T

Utilizando o célculo integral certamente encontrariamos o centro de gravidade da curva, mas
com o teorema de Pappus, determinamos da maneira mais simples.

o

Questdo 6. (Insper 2011) B

h..l
ol

Considere o sélido gerado pela rota-

cdo completa do tridngulo ABC, de a

drea S, em torno de um eixo que passa S

pelo lado BC, que tem comprimento A
a. Qual o volume desse sélido? _‘CFT

Figura 5.12: Tridngulo ABC' de 4rea S
Solucao:

Nesse problema temos a drea S do tridngulo ABC' que gira em torno de um eixo que passa
pelo lado BC' = a. Sabendo que a drea .S do triangulo € igual a metade do produto da base pela
altura, podemos determinara a altura A/ como

A distincia entre o centro de gravidade (ou baricentro) do tridngulo e o eixo de rotac¢do é
igual a um terco da altura em rela¢do ao lado BC', conforme secao 3.9. Temos entao



Agora podemos determinar o volume utilizando o teorema de Pappus para s6lidos de revo-
lucao:

V = 2nzA
25
3a

47 S?
3a

Questio 7.
Calcule o volume do sélido gerado pela rotacao de 360°
do tridngulo em torno do eixo y, conforme mostra a

figura 5.13.

Solugdo:

Podemos determinar a distincia entre o baricentro do tri-
angulo e o eixo de rota¢do y, conforme 3.9, utilizando a
média das coordenadas do tridngulo.

0+2+4 ~ 0+8+8 16
—3 =2 e y=—=—

T =
3 3 0 2 4

R‘F

Porém vamos utilizar apenas Z, pois o tridngulo serd ro-

tacionado em trono do eixo y. Figura 5.13: Triangulo agudo

F 9

Sabendo que a drea A do tridngulo € 8,
temos que o volume do sélido gerado
pela rotacao de 360° é

V = 27zA
= 27-2-8
= 321

A J

Figura 5.14: Solido gerado pelo tridngulo agudo
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Questao 8.

Calcule a drea da superficie gerado pela rotacdo

de 360° do quadrado de lado igual a 4 em torno 4

do eixo e, conforme mostra a figura 5.15.

Solugao: 4 4

Podemos determinar a distancia entre o centro ﬂ R
de gravidade do quadrado e o eixo de rotacao e, 4 e

conforme 3.7. Porém vamos utilizar apenas 7,

pois o tridngulo serd rotacionado em torno do Fignmoloshiniedulnignilad

eixo e que € paralelo ao eixo .

Portanto y = 2. Sabendo que o perimetro do quadrado ¢ L = 16, temos que a area da
superficie gerada pela rotacdo do quadrado em trono do eixo e é

A = 2nyL
= 2r-2-16
= 064r

Conforme mostra a figura 5.16.

-

m"’

~

Figura 5.16: Superficie gerada pela rotacdo do quadrado
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Questao 9

Determine o volume do sélido gerado pela

rotacdo da regido sombreada ao ser rotacionada v A
em torno do eixo y.

Solugao:

Agora utilizando a definicdo 3.1, vamos deter-
minar a distdncia T entre o centro de gravidade
da regido sombreada e o eixo de rotagao y.
Observamos que a figura € formada por um qua-

drado de lado igual a 3 menos um quarto de um >
circulo de raio 3. O quadrado possui drea 9 e 0 X

91 .
a drea de um quarto de circulo é —. A distan-
£

cia do centro de gravidade ao eixo de rotagao s, 1 Regilgmombreaca

3 4
do quadrado € — e de um quarto de circulo € —,

T
conforme secdo 3.6, entdo temos

0.3, (_9m) 4
2 T 2

e 9_9_71' R
4

oy

Sabendo que a drea sombreada € igual a

7 9(4— )
A=9——=—~
4 4
Agora podemos determinar ¥ ///
o volume do sélido "‘-. ;'"
™, /
V = 2nzA . /
2 94— . )
= 27. . ( Tr) e e
4 — 4 Peas T
= 97 T

\_//—/

Figura 5.18: Solido gerado pela regidao sombreada

52



Consideracoes Finais

Ao logo desta pesquisa sobre os dois teoremas de Pappus relativos as superficies e
s6lidos de revolugao foram vistos conceitos do Cdlculo integral para uma demostraciao formal.
As ferramentas do Cdlculo, como por exemplo as proposi¢des sobre superficies e sélidos de
revoluc@o, tornam a demostra¢ao dos sois teoremas mais simples e acessivel para todos que
tenham interesse em comprovar a veracidade dos teoremas.

Outra abordagem significativa neste trabalho foi o estudo dos conceitos geométricos e do
célculo sobre centros de gravidade, que sdo utilizados na aplicacdo das férmulas dos teoremas
de Pappus para superficies e solidos de revolugdo.

Ap6s a abordagem dos conceitos que verificam a credibilidade dos teoremas, iniciamos as
aplicacdes. Tais aplicacdes confirmam a praticidade e eficiéncia dos dois teoremas, algo que

pode ser igualmente proveitoso para alunos de ensino médio e de nivel superior.
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