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Resumo

Esta dissertacao visa produzir um texto que sirva de motivagdo para o
estudo de geometria discreta, tanto para professores do ensino médio quanto para
estudantes de licenciatura em Matemética. A partir de um levantamento
bibliografico, foram selecionados alguns problemas que inspiraram o desenvolvimento
dessa subarea da matematica. Em meio a narrativa de episdédios histéricos, a uma
introducdo ao estudo de transformagoes geométricas do plano e de grafos e &
retomada de alguns legados de Arquimedes, sdo destacados problemas que parecem
apenas um simples enigma ou um quebra-cabega, mas podem suscitar resultados
relevantes em aplicacoes para diversas areas. Nesse sentido, os principais problemas
abordados neste trabalho estdo relacionados ao Stomachion de Arquimedes e aos
poliominés. Sdo também sugeridas algumas atividades pedagbgicas em geometria

discreta que incluem o uso de recursos computacionais como ferramenta de apoio.

Palavras-chave: Grafos e isometrias do plano; Stomachion de Arquimedes; Teorema de

Pick; Poliominés; Ensino de Matematica.



Abstract

The aim of this dissertation is to produce a text that serves as a
motivation for the study of discrete geometry for both high school teachers and
undergraduate students (licentiate) in Mathematics. From a bibliographic survey,
some problems that inspired the development of this subarea of mathematics were
selected. In the midst of the narrative of historical episodes, an introduction to the
study of geometric transformations of the plane and graphs and the resumption of
some Archimedes’ legacies, problems that seem only a simple riddle or a puzzle are
highlighted. However, they can raise similar results whose applications are relevant to
several areas. In this regard, the main issues of this dissertation are related to the
Archimedes' Stomachion and to the polyominoes. Some pedagogical activities in
discrete geometry are also suggested, which include the use of computational

resources as a support tool.

Keywords: Graphs and isometries of the plane; Arquimedes’ Stomachion; Pick’s

theorem; Polyominoes; Mathematics Teching.
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Introdugao

Ao longo da histéria, muitos ramos da Matematica foram motivados a
partir de problemas fundamentais de célculo, da observacdo da natureza ou, ainda,
do estudo de estruturas abstratas. No entanto, outras &areas surgiram de forma
despretensiosa por meio de enigmas ou desafios projetados como passatempos. Apesar
da aparente trivialidade desses quebra-cabecas, estes capturaram o interesse de
matematicos(as), o que gerou o desenvolvimento de uma infinidade de novos
conhecimentos. Esta dissertagdo investiga alguns episédios historicos que ilustram
essa situacao.

No Capitulo 1, abordamos alguns conceitos preliminares aos capitulos
posteriores. Inicialmente, exploramos algumas nog¢oes basicas sobre a teoria dos grafos
e alguns problemas que motivaram seu desenvolvimento. Entre eles, destacamos as
pontes localizadas na cidade de Konigsberg, construidas para interligar as margens do
rio Pregel com a ilha Kneiphof, e o curioso problema que despertou a atencéo de
Leonhard Euler, um dos mais importantes matematicos de todos os tempos.

Adiante, apresentamos alguns resultados importantes no estudo das
isometrias do plano, transformagodes geométricas que preservam distancias. Também
abordamos as simetrias do quadrado e do retangulo.

No Capitulo 2, resgatamos um breve historico de Arquimedes e abordamos
alguns dos seus mais importantes legados, entre eles O método. Depois, narramos o
processo de restauragdo do Cddexr Arquimedes, tecnicamente conhecido como Cddex
C, obra arquimediana que ficou perdida durante séculos. Esta ressurgiu no século XX,
desaparecendo novamente e reaparecendo num leilao realizado em Nova lorque, em
1998, e contém valiosos tratados, que incluem o Stomachion, sendo este um quebra-
cabeca que ganhou maior destaque ap6s uma pergunta feita por Arquimedes: “De
quantas maneiras pode-se formar um quadrado utilizando as catorze pecas do

Stomachion?”.
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Essa questao despertou, no século XXI, a atencéo de alguns pesquisadores,
que acreditavam estar diante do primeiro problema de combinatéria que se tem
registro na historia. A partir disso, apresentamos uma abordagem usando grafos feita
para encontrar a solucdo da questao de Arquimedes. Como um problema interessante
a ser proposto aos estudantes, exibimos o calculo da area das pecas do Stomachion de
duas formas distintas: a primeira, utilizando o teorema de Pick e a segunda, os
determinantes, métodos que nao aparecem usualmente em livros didaticos.

No Capitulo 3, apresentamos algumas sugestoes de atividades em
geometria discreta que incluem o uso de recursos computacionais. Inicialmente,
selecionamos dois objetos educacionais da Colecdo M?, um projeto que produziu
centenas de recursos em diversas midias visando auxiliar no ensino da Matemética.

Na sequéncia, exploramos os poliominds, figuras planas formadas por
quadrados iguais e justapostos. Estes foram “criados” por Solomon W. Golomb e
amplamente divulgados por Martin Gardner, matemaéaticos notaveis por suas
contribuigdbes nao-convencionais e proposi¢ao/divulgagdo de problemas. Por fim,
exibimos alguns problemas em aberto associados aos poliominés, entre eles a famosa
conjectura de Golomb-Welch, que se relaciona com a geometria do tdxi e com a area
de comunicacgoes.

Como consideragoes finais, destacamos que temas, como os abordados
neste trabalho, podem contribuir para uma nova experiéncia aos estudantes do ensino
bésico, colaborando tanto para o ensino-aprendizagem da Mateméatica quanto para a

percepcao de aspectos do desenvolvimento cientifico.
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Capitulo 1

Simetrias e Grafos

“Portanto, em certo sentido, a matemadtica esteve mais avancada para
)

aqueles que se distinguiram pela intuicdo do que por provas.’

Felix Klein

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos preliminares aos capitulos
posteriores. Primeiramente, fazemos um breve historico sobre a teoria dos grafos. Em
seguida, exploramos algumas nocdes bésicas e problemas que motivaram o
desenvolvimento desta teoria, tais como as pontes de Konigsberg e o problema do
caixeiro viajante. Junto a isso, demonstramos alguns resultados que auxiliam na
resolucdo desses problemas. Por fim, exibimos algumas definicbes e teoremas

importantes sobre as simetrias. As principais referéncias utilizadas neste capitulo

foram [2], [3], [4], [5], [10], [12], [19], [24] e [25].

1.1 — Breve historico da teoria dos grafos

A teoria dos grafos é uma area que comecou a ser desenvolvida no século
XVIII e, desde entdo, passou a ter extensa utilizacdo na matematica aplicada, pois
constitui uma ferramenta importante na modelagem de diversos problemas em
diferentes ramos da ciéncia, tais como na Quimica, na Biologia e na Engenharia
Elétrica.

O primeiro registro sobre os grafos aconteceu com o problema das Pontes
de Konigsberg, resolvido por Leonhard Euler, em 1736, cuja solucéo sera apresentada
na se¢do 1.3. Euler (1707 — 1783) foi um matematico sui¢o reconhecido por suas
inimeras contribui¢dbes em diferentes areas da Matemética. Ao longo de sua vida

cientifica, ele produziu mais de 900 tratados, livros e artigos sobre Algebra,
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Geometria, Teoria dos Numeros, Topologia, Calculo, Equagdes Diferenciais, entre

outros (ver se¢do 12.5, em [11]).

Figura 1.1 — Leonhard Euler (1707 — 1783): pintura de Jakob E. Handmann, em 1753

Outro matematico que contribuiu para o desenvolvimento dos grafos foi o
britdnico Arthur Cayley (1821 — 1895). Ele também ¢é conhecido pela quantidade de
livros e artigos que produziu durante sua carreira académica. Além disso, tinha uma
formagdo heterogénea, tendo estudado direito e alimentado grande aprego por

romances e pinturas.

Figura 1.2 — Arthur Cayley (1821 — 1895)

Na teoria dos grafos, Cayley destacou-se por estudar uma classe particular

dos grafos, as chamadas drvores. No artigo “On the Analytical Forms Called Trees”,
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publicado em 1881, no periddico American Journal of Mathematics (vol.4, n.1, p.266—
268), ele apresenta resultados sobre o ntimero de arvores com N vértices. Isso teve
diversas implicagoes na Quimica teorica, tais como no estudo de isémeros.

Diversos outros mateméticos também dedicaram-se ao estudo dos grafos.
Entre eles, notamos: Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865), que desenvolveu um
jogo utilizando os vértices e arestas de um dodecaedro, o qual serd abordado na secao
1.4; o matematico hingaro Dénes Konig (1884 — 1944), que escreveu o primeiro livro
texto sobre teoria dos grafos (ver [4]); Francis Guthrie (1831 — 1899) e August De

Morgan (1806 — 1871), que investigaram o conhecido Teorema das Quatro Cores.

1.2 — Nogdes basicas

Um grafo G (V, A) é um conjunto (finito e ndo-vazio) V de elementos
chamados vértices, um conjunto A de elementos chamados arestas, e uma relacao de
incidéncia, que associa a cada aresta um ou dois vértices chamados de extremidades.

Consideramos neste trabalho grafos planares nado-orientados, em que cada
aresta ¢ um par nao-ordenado {i,j}, onde i e j sdo suas extremidades. Dizemos que
um grafo é planar se pudermos desenhé-lo no plano de modo que suas arestas nao se
cruzem. Observamos, ainda, que i e j ndo sdo necessariamente distintos. Se i = j,
dizemos que a aresta {i,i} é um laco.

Caso nenhuma aresta incida em um determinado vértice, dizemos que este
é isolado. Além disso, se mais de uma aresta possuir as mesmas extremidades,
chamaremos o grafo de multigrafo. Um grafo é dito conezro se qualquer par de vértices

estiver conectado por uma sequéncia de aresta.

Exemplo 1.1. Na figura abaixo, o grafo A possui quatro vértices e cinco arestas. O
grafo B pode ser chamado de multigrafo, pois os vértices 1 e 3 possuem duas arestas
que os unem. Estas duas arestas podem ser denotadas por {1,3} ou, para diferencié-
las, nomeamos cada uma delas por uma letra mintscula. O grafo C tem trés vértices e

quatro arestas, sendo a aresta {1,1} um lago.
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Grafo A Grafo B Grafo C

Figura 1.3 — Exemplos de grafos

A seguir introduzimos algumas defini¢des e provas de resultados que serdo

utilizados posteriormente.

Defini¢éo 1.2. O grau de um vértice é a quantidade de arestas incidentes no vértice,
sendo que cada lago conta como duas arestas. Denotamos o menor e o maior grau

presente em um grafo por §(G) e A(G), respectivamente.

Exemplo 1.3. Na figura (1.3), o grau do vértice 1 do grafo A é igual a 3. No grafo B,
temos que §(G) = 1, que é o grau do vértice 2, e A(G) = 3, que é o grau do vértice 1.

No grafo C, o grau do vértice 1 ¢é igual a 4.

Teorema 1.4 A soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do nimero de arestas.
Demonstragdo: Provaremos o teorema por indugéo sobre o ntimero de arestas do grafo.
Seja G um grafo qualquer com n arestas. Se n = 0, entdo o grau de cada vértice sera
igual a zero e, consequentemente, a soma dos graus dos vértices também sera igual a
zero, ou seja, 2n = 2.0 = 0.

Hipotese de inducao: Suponhamos que n =k e a soma dos graus dos vértices de G é

igual a 2k. Adicionando mais uma aresta em G, obtemos um grafo G’ com k + 1
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arestas. Observamos que a inclusdo desta aresta fard com que a soma dos graus dos
vértices de G seja incrementada em 2, pois temos duas possibilidades:
(i) A aresta adicionada ser um lago: Nesse caso, o grau de um dos vértices aumentara
em 2 unidades, pois o laco conta como duas arestas;
(ii) A aresta adicionada néo ser um lago: Nesse caso, sera incrementado 1 unidade no
grau de cada vértice onde tal aresta incidir.

Como, pela hipotese de inducéo, a soma dos graus de G era igual 2k e o
grafo G’ terd duas unidades a mais que G, concluimos que a soma dos graus dos

vértices de G’ é da forma 2k + 2 = 2(k + 1), como querfamos demonstrar. ®

Corolario 1.5. O ntmero de vértices de grau impar de um grafo é par.

Demonstragdo: Consideremos o grafo G (V, A). Denotamos por d; o grau do vértice i.
Pelo Teorema (1.4), segue que:

ieN ieN|d; é par ieN|d; é impar

Separamos o somatério em duas parcelas, a primeira contendo os graus
pares e a segunda os impares. Entao, a primeira parcela é par, mas a soma das duas
parcelas também é par, pois o lado esquerdo da igualdade mostra o dobro da
cardinalidade de A. Dai segue que a segunda parcela também é par.

Por fim, observamos que, para termos uma soma de parcelas impares
resultando em ntumero par, devemos ter uma quantidade par de parcelas, o que

conclui a demonstracido.m

2

Defini¢do 1.6. Um passeio entre os vértices v, e v, de um grafo é uma sequéncia
(aq,ay,++,ax_1,a;), onde a; é uma aresta tal que a; = {v;_1,v;}. O vértice vy é o

inicio do passeio e o vértice v, é o seu término.
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Podemos observar que denotar o passeio pela sequéncia de vértices geraria

uma imprecisdo no caso de multigrafos.

Definicdo 1.7. Um caminho é um passeio sem arestas repetidas e um ciclo é um
caminho fechado, isto é, um passeio em que apenas os vértices inicial e final

coincidem (vy = vy).

Exemplo 1.8. Na figura (1.3), entre os vértices 1 e 4 do grafo A temos o seguinte
passeio: ({1,3},{2,3},{1,2},{1,4}). Entre esses mesmos vértices existem os caminhos
({1,31,{2,3},{2,4}) e ({1,3},{2,3},{2,4}). No grafo C, o caminho ({1,2},{2,3},{1,3}) ¢

um ciclo, pois o vértice 1 é o inicio e o fim do passeio.

1.3 — Problema das Pontes de Konisgsberg

A figura abaixo foi retirada do livro “Topographia Prussiae et Pomerelliae’
escrito no século XVII (ver [4]). Ela apresenta o mapa da antiga cidade de
Konigsberg, territorio da Prussia até 1945, que é cortada pelo rio Pregel. Atualmente,

esta cidade pertence a Rissia e é chamada de Kaliningrado, enquanto o rio foi

renomeado para Pregoélia.

KONINGSBERGA

Figura 1.4 — Cidade de Konigsberg, no século XVII (extraida de [4])
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Como vemos na imagem, o rio Pregel rodeia uma ilha (chamada Kneiphof)
e, na direita do mapa, ele separa-se em dois ramos. Para permitir que os moradores
circulassem entre a ilha e as margens do rio, foram construidas sete pontes. A imagem

abaixo destaca o caminho do rio e a localizagado dessas pontes.

Figura 1.5 — Destaque: Rio Pregel, em Konigsberg

A partir disso, as pessoas passaram a entreter-se buscando uma rota ao
redor da cidade que cruzaria cada uma das sete pontes apenas uma vez. Diante de
diversas tentativas frustradas, passou-se a acreditar que seria impossivel existir um
caminho que cumprisse tais condi¢oes. Entretanto, somente em 1736, o problema foi
tratado matematicamente por Leonhard Euler e ficou comprovada a impossibilidade
de encontrar tal rota.

Em artigo denominado “Solutio Problematis ad Geometriam Situs
Pertinentis” [Solugdo de um problema relacionado a geometria da posigéo|, Euler
produziu aquele que ficou conhecido como o primeiro trabalho sobre teoria dos grafos
(ver capitulo 1, em [4], e se¢do 12.8, em [11]). Ele propds que as margens e a ilha
seriam representadas por vértices e as pontes seriam as arestas. A solucdo consiste
em, partindo de qualquer vértice, tentar atravessar todas as arestas uma tnica vez e
retornar ao vértice de origem. Em termos de grafos, é preciso achar um caminho

fechado entre os vértices.
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B

Figura 1.6 — Grafo proposto por Leonhard Euler, em 1736

Observando o grafo, podemos verificar que o conjunto de vértices é dado por
V ={A,B,C,D} e o conjunto de arestas por A = {a,b,c,d,e, f}. Dai notamos que este
grafo ¢ um multigrafo conexo e nao-orientado. Fuler, ao propor solugdo para este
problema, preocupou-se também em descobrir condi¢bes para que grafos desse tipo
admitam um caminho fechado que passe por todas suas arestas uma tunica vez. Todo
grafo que possui tal caminho é dito grafo euleriano. O teorema a seguir, enunciado

por Euler, define uma condicao para que um grafo seja euleriano.

Teorema 1.9. Um grafo conexo G é euleriano se, e somente se, os graus de todos os
vértices sdo pares.

Demonstragdo. (=) Suponhamos, inicialmente, que o grafo G seja euleriano. Entéo,
existe um caminho fechado para tal grafo, isto é, partindo de qualquer vértice,
podemos cruzar todas as arestas uma tUnica vez e retornar ao vértice de origem. Ao
passarmos por cada vértice, utilizamos duas arestas, uma para chegar outra para sair,

e deste modo o grau do vértice é par.

(&) Suponhamos que todos os vértices de G tenham grau par. Tomemos um vértice
qualquer de G, digamos o vértice i, e vamos percorrer o grafo a partir dele, sem
repetir arestas, até alcancarmos um vértice tal que todas as arestas incidentes nele ja
tenham sido percorridas. Como todos os vértices tem grau par, este vértice tem que

ser o vértice i. Logo, temos duas opgoes:
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(i) Se o caminho C assim construido contiver todas as arestas do grafo, a
demonstracao esta concluida.

(ii) Sendo, o grafo possui alguma aresta, digamos a aresta e, que ndo pertence ao
caminho. Como G ¢é conexo, existe um caminho C' entre algum dos vértices do
caminho C, digamos o vértice j, e alguma das extremidade da aresta e, digamos o
vértice k. Sem perda de generalidades, este novo caminho ndo contém arestas de C.
Sendo assim, vamos percorrer o grafo a partir de j utilizando o caminho C' até k, em
seguida passamos pela aresta e, e depois continuamos livremente sem, no entanto,
repetir arestas ja percorridas ou pertencentes a €. Como C é um caminho fechado,
mesmo “retirando” as arestas de C, os vértices de G continuam tendo grau par.
Portanto, esse novo caminho C" s6 podera terminar no vértice j. Por fim, observamos
que podemos combinar esses dois caminhos C e C" a fim de obtermos um caminho
uinico que contenha todas as arestas de G. Para tanto, basta percorrermos o caminho
C comegando de j e, quando retornarmos em j, fazemos o caminho C", o que conclui

a demonstracdo. m

Esta ultima etapa da demonstracio ndo apenas prova o teorema (1.9), como
nos fornece um procedimento para encontrar um caminho euleriano. Além disso,
podemos concluir que o grafo das pontes de Konigsberg (mostrado na figura 1.6) néo

¢ euleriano, pois todos os seus vértices possuem grau impar.

1.4 — Grafos Hamiltonianos

Um grafo G é dito ser hamiltoniano se existe um ciclo em G (isto ¢, um
passeio em que apenas os vértices inicial e final coincidam) que contenha todos os
seus vértices. Este ciclo é chamado de ciclo hamiltoniano. Dessa forma, um grafo é
hamiltoniano se ele contiver um ciclo hamiltoniano.

O problema que motivou essa definicio é conhecido como o “Caixeiro
viajante” e teve origem no quebra-cabega “The Icosian Game” criado por Willian

Rowan Hamilton, em 1857 (ver exercicio 13.24, em [11]). Sir Hamilton nasceu na
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cidade de Dublin, na Irlanda, e teve uma carreira brilhante como cientista, tendo
produzido importantes legados tanto para Mateméatica quanto para a Fisica.

O quebra-cabega é baseado num dodecaedro regular, onde cada um dos seus
vinte vértices representa uma cidade e as arestas sdo estradas que unem tais cidades.
O objetivo do jogo é fazer com que o caixeiro consiga viajar entre todas as cidades
passando uma tnica vez por cada vértice, com a restricdo de que s6 é possivel viajar
de uma cidade a outra se existir uma aresta entre os vértices correspondentes. Em
termos de grafos, é preciso achar um ciclo hamiltoniano entre os vértices desse

dodecaedro.

Figura 1.7 — Problema do caixeiro viajante: uma possivel solugéo

Apesar deste problema ser semelhante aos grafos eulerianos, encontrar um
ciclo hamiltoniano é uma tarefa muito mais complexa, pois nao existem condic¢oes
necessarias ou um método consistente para determinar se um grafo ¢ hamiltoniano.
Existem teoremas e resultados especificos que definem condic¢ées suficientes, mas o
problema mais geral ainda estd em aberto. Alguns exemplos de teoremas que

apresentam condigoes suficientes para determinar um ciclo hamiltoniano sao: Ore,

Dirac, Chvéatal & Erdos e Tutte (ver [4]).



24

Exemplo 1.10. Na figura abaixo, o grafo (I) é hamiltoniano, mas n&o é euleriano, pois
possui vértices com grau impar. O grafo (II) é euleriano, mas ndo é hamiltoniano,
enquanto o grafo (III) é euleriano e hamiltoniano. Estas figuras podem ser exploradas

em exercicios para a distingéo entre os conceitos de euleriano e hamiltoniano.

(1) (11) (I11)

Figura 1.8 — Exemplo 1.10

1.5 — Simetrias

As simetrias sado transformacoes geométricas e possuem uma presenca
marcante na natureza. A humanidade desenvolveu diversos padroes estéticos em que
elas foram utilizadas como um elemento referencial capaz de ajudar na busca de uma
ordem para as diferentes formas. Podemos verificar isso desde as pinturas rupestres

do sitio de El Buey, na Bolivia. Ou ainda, em ceramicas chinesas do periodo

Neolitico, produzidas cerca de 3000 a.C.

Figura 1.9 — Pinturas rupestre, na Bolivia (a esquerda), e ceramica chinesa (& direita)
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A arquitetura grega, como o templo Parthenon; a ceramica marajoara, feita
por indigenas da Ilha de Marajo; as pinturas de Leonardo da Vinci, tais como O
homem vitruviano; e as obras de Maurits Cornelis Escher, famosas por seus belissimos
padroes geométricos, sdo outros exemplos de construcdbes humanas que utilizaram
simetrias como ferramenta estética.

A origem do estudo das simetrias estd intimamente ligada a estética e
filosofia grega, onde a palavra simetria pode significar proporc¢édo, harmonia, equilibrio
e perfeicio. Entretanto, a formalizacdo matematica para tais transformagoes
geométricas ocorreu apenas no século XIX, com o matematico alemao Felix Christian
Klein (1849 — 1925). Ele tornou-se professor titular da Faculdade de Filosofia e
membro do Conselho da Universidade de Erlanger com apenas vinte e trés anos e

rapidamente demonstrou seu talento e a relevancia de sua pesquisa (ver segdo 14.8,

em [11]).

Figura 1.10 — Felix Klein (1849 — 1925)

Nessa época, havia um costume de novos membros da universidade
realizarem uma palestra de apresentacdo mostrando para a comunidade académica
seus interesses de pesquisa. Klein surpreendeu seus novos colegas e expressou sua
visdo pedagogica ideal para uma educacdo completa. Além disso, ele expds um
trabalho onde fez uma notavel abordagem de geometria que serviu para classificar

todas as geometrias existentes a época. Este trabalho ficou conhecido como Programa
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Erlanger e a parte matematica foi escrita utilizando pesquisas sobre teoria dos grupos,

realizadas em parceria com Sophus Lie (1842 — 1899).

1.6 — Transformagdes geométricas

Uma transformacdo geométrica no plano é uma funcdo bijetora que
estabelece uma relacdo entre pontos de um mesmo plano, ou planos distintos. De
outra maneira, numa transformacao T, para todo ponto P, existe um tnico ponto P’

tal que T(P) = P' e para cada ponto P’ existe um tnico ponto P tal que T(P) = P'.

Exemplo 1.11. A identidade do plano no plano, definida por I(P) = P para cada
ponto P no plano, é uma transformacdo geométrica, pois é uma correspondéncia
biunivoca. A funcio T:R?* — RZ?, definida por T(x,y) = (2x,2y), é também uma
transformacdo geométrica que leva cada vetor v num vetor de mesma direcdo e

sentido, mas com modulo diferente.

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre as isometrias,
transformacoes do plano no plano que preservam distancia. A menos de mencio em
contrario, a nocdo de distdncia no plano que utilizaremos neste trabalho para

apresentar isometrias é a distancia euclidiana usual do plano (R?), isto é, para P =

(x1,y1) € Q = (x3,¥,), temos que d(P,Q) = \/(Xz —x1)%+ (y2 —y1)%

Defini¢do 1.12. Seja T uma funcao tal que T: T — II'. Dizemos que T é uma isometria
se dados dois pontos P e Q pertencentes ao plano, tal que T(P) =P’ e T(Q) = Q’,
entao d(P,Q) = d(P',Q"), sendo d(P, Q) a distancia entre os pontos P e Q.

Proposig¢do 1.13. Uma isometria ¢ uma transformagao geométrica.

Demonstragdo. Seja T:I1 — I1' uma isometria. Basta verificarmos que T é uma bijegao:
(i) T é injetiva: sejam P e QQ pontos distintos do plano II tais que T(P) = P’ e T(Q) =
Q'. Sabemos que d(P,Q) # 0, pois P # Q. Como T ¢ isometria, temos que d(P,Q) =

d(P',Q") # 0. Dai segue que P’ # Q', o que implica em T ser injetiva.
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(ii) T ¢é sobrejetiva: para mostramos esta parte, assumiremos dois resultados cujas
demonstragdes sdo simples e estdo feitas em [2] e [19]. Sdo eles: toda isometria
transforma retas em retas e uma isometria transforma retas perpendiculares em retas
perpendiculares. Com isso, tomamos um ponto arbitrario P’ € [I' e vamos procurar
um ponto P € II tal que T(P) = P'.

Para isso, tomemos uma reta r pertencente ao plano Il. A imagem de r por
T é uma reta ' € II' do plano. Se P’ € r’, entdo existe um tnico ponto P € r tal que
T(P) = P', por definicio de imagem. Caso contrario, tracamos uma reta s’ por P’
perpendicular a reta 1’ e seja Q' um ponto tal que Q' =r'Nns’. Como Q' € r', existe
Q €r tal que T(Q) = Q". Seja s a reta perpendicular a r passando por Q. A imagem
de s pela isometria T ¢ perpendicular a ' e contém Q'. Logo, T(s) = s'. Como P’ € s',

existe P € s tal que T(P) = P'. m

Observacgdo 1.14. A inversa T™! de uma isometria é também uma isometria. Além

disso, se T: R> — R? e S:R*> — R? siio isometrias, entdo T o S ¢ isometria (ver [19]).

Quando dizemos que uma figura plana é simétrica, estamos considerando
que existem isometrias do plano, além da identidade, que deixam essa figura
inalterada enquanto permutam suas partes. As translagoes, as rotacdes ao redor da
origem, as reflexdes através de uma reta passando pela origem e as composicoes

destas sao exemplos de isometrias do plano.

Exemplo 1.15. Seja T: R> — RZ? dada por T(x,y) = (x + a,y + b). A transformacio T

é uma transla¢do segundo o vetor (a,b), como a,b # 0. Na forma matricial, tomando
> N . X _ 1 0 X a

o vetor v = (x,y) na forma coluna, podemos escrevé-la como: T [y] = [ 0 1] [y] + [b]

Observamos de forma direta que a translacdo T é uma isometria. De fato:

dados dois pontos distintos P = (x1,¥;) e Q = (x3,¥,), temos que d(P,Q) =

\/(xz —x1)%+ (2 —y1)?% Como T(P)=(x;+ay;+b) e T(Q)=(x;+ay,+Db),

temos:
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d(T(P),T(Q) = [(x2 + @) — (x; + )1? + [(y2 + b) — (y1 + b)]?
= \/(xz —x1)*+ (2 —y1)? =d(P,Q)

Exemplo 1.16. Seja Ry: R? — R? dada por R,(x,y) = (x,—y). A transformacio R, é

uma reflexio em torno do eizo X. Esta transformacao também é uma isometria e, na

forma matricial, podemos escrevé-la como: R, [;C,] = [é _01] [;C,]

Figura 1.11 — Reflexdo em torno do eixo X

Exemplo 1.17. Seja Ry: R? — R?, dada por Ry(x,y) = (—x,—y). A transformacio R,

é uma reflexdo na origem, que equivale a uma rotacdo de 180°. Na forma matricial,

podemos escrevé-la como: Ry [;] = [_01 _01] [;]

v

Figura 1.12 — Reflex&o na origem O
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Um resultado cléssico da geometria euclidiana é que uma isometria do plano
que deixa um ponto fixo ou é uma rotagdo ou uma reflexdo por uma reta passando
por este ponto. A seguir, apresentamos algumas definigdes e resultados que nos

ajudam a caracterizar tais isometrias.

Definicdo 1.18. Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma transformacao linear é uma
funcao T: V — W que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) Dados u,v €V, temos que T(u +v) =T(u) + T(v);

(ii) Dados k € R e v € V, temos que T (kv) = kT (v).

Observagdo 1.19. Decorre dessa definicao que uma transformacéo linear T:V — W leva
o vetor nulo de V no vetor nulo de W. Logo, se T(0) # 0 € W, entao T nao é linear.
Portanto, a translagio, mostrada no exemplo (1.15), ndo é linear. Considerando
vetores ¥ do plano na forma coluna e A uma matriz quadrada 2x2, a transformacio
que leva ¥ em AV é linear e, como é conhecido, toda transformacao linear pode ser

escrita desta forma.

Seja Y uma isometria tal que Y(0,0) = (a,b), com a,b # 0. Podemos compo-
la com T(x,y)=(x—ay—b) e teremos que W =ToY(0,0)=(00). Logo, a
transformacdo W fixa a origem. Portanto, ¥ é uma rotacdo ao redor da origem
(denotada por Rpg) ou uma reflexdo pela origem por meio de uma reta r que passa
pela origem e forma um angulo a com o eixo X (denotada por R, ). As isometrias Ry g
e R, sdo transformacoes lineares e, a seguir, mostramos como descrevé-las

matricialmente, considerando o vetor ¥ = (x,y) na forma coluna. Vejamos:

(i) A transformagdo Ryg: R?> — R? ¢ uma rotagio de um angulo 6 ao redor

cosf —send

x
send  cosd [y] De fato: dado um

X
da origem e pode ser descrita por: Rpg [y] = [

rcosa

 soma: sendo T = G

- X . -
vetor v = [ , podemos escrevé-lo assim: v = [

y)
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— R [x]_[COSH —sené@ [TCOSG]_[rcosacosﬁ—rsenasen@]_
06 ly senf cos@ llrsena rsenf cosa + rsenacos6@

_ [r cos(a + 0)

rsen(a + 6)

Figura 1.13 — Rotagao de um angulo 8, no sentido anti-horario

(i) A transformagdo R, ,: R?> — R? é uma reflexdo por meio de uma reta r

que passa pela origem e forma um angulo @ com o eixo X e pode ser descrita por:

X1 _[cosf senf 1[X .
Ry o [y] = [sene _ cos 9] [y], em que 8 = 2a. De fato, podemos descrever R, , como

X
uma composta de trés isometrias. Dado um vetor v = [y]’ primeiramente

rotacionamos ¥ e r um angulo - a ao redor da origem (Ry _g), depois refletimos ¥ em
relacio ao eixo X (Ry) e, em seguida, rotacionamos novamente, com um angulo a, ao

redor da origem (Ry o). Com efeito, temos que:

cosa —sen a] . [é _01] . [ cosa sen a] [;C]] —

X
— Ry . R, Ry [ ]:[
O, 7x-10,~a |y sena@ cosa —sena cosa

~[sene “cosal b}
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Figura 1.14 — Reflexdo por uma reta r que passa pela origem

Com isso, caracterizamos as transformacoes geométricas do plano que
preservam distancia, pois observamos que qualquer isometria pode ser dada por uma
composicao das formas apresentadas acima com uma translagdo, apresentada no

exemplo (1.15).

Exemplo 1.20. Vamos rotacionar o vetor ¥ = (4,3), no sentido anti-horario, por um

angulo de 90° ao redor da origem.

= Roawr[3] = [conooe “coesor |3l =[1 o1ls1= 7]

r

h 4

U

-3 0

Figura 1.15 — Rotagdo, no sentido anti-horério, do vetor ¥ ao redor da origem
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Exemplo 1.21. Vamos refletir um vetor ¥ = (x,y) pela reta r:y = 2x que passa pela

origem. Primeiramente, sendo a o angulo da reta de reflexdo, vemos que sena = \/ig e
2 1\ /2 4
cosa = 7. Como 6 = 2a, segue que: senf = sen2a =2 (ﬁ) (ﬁ) = e cosf =
12 2% -3
cos2a = (ﬁ) — (ﬁ) =< Logo, temos que:
-3 4 3x 4 4y
X1 _[cos® sen® 1[¥X1_|5 5|*1_| 5 5
:>Rr[y]_[sen6 —cosﬁ][y]_lf E‘[}’]_l‘l_xi_ﬂ
5 5 5 5

Em particular, para v = (1,4), temos:

v

Figura 1.16 — Reflexdo pela uma reta r:y = 2x

1.6.1 — Simetrias do quadrado
O quadrado possui oito operagdes de simetria, sendo quatro reflexdes (em
relacio a retas distintas) e quatro rotagdes (em relacio ao ponto central O). As

rotagoes sao realizadas no sentido horario com angulos de 90°, 180°, 270° e 360°,

enquanto as reflexdes sdo realizadas em relagéo aos eixos AC e BD e as diagonais 13 e
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24. Ressaltamos que nestas transformagdes geométricas toda a regido quadrada é
levada nela mesma. Essas oito simetrias do quadrado formam um grupo denominado

grupo diedral Dy.

B
2 & * 3
N s
N ! ’
N | 7/
N | 7
N /
~ | s
~ | 4
N /
N | /
~ 1 2
N, O
A¢--—----- - - - - - - e C
PN I
e 1 *
/ N
s | ~
’ | N
s N
’ | ~
7/ 1 N
s | ~
’ N
/ | N
1@ & ® 4
D

Figura 1.17 — Simetrias do quadrado

1.6.2 — Simetrias do retangulo
O retangulo possui quatro operacdes de simetria, sendo duas reflexdes (em
relacio a retas distintas) e duas rotagdes (em relagio ao ponto central O). As

rotagoes sao realizadas no sentido horéario com angulos de 180° e 360°, enquanto as

reflexdes sao realizadas em relacdo aos eixos AC e BD. Assim como no quadrado, essas
transformacoes geométricas levam toda a regiao retangular nela mesma. Essas quatro
simetrias do retadngulo formam um grupo denominado grupo diedral D, ou grupo V,,

conhecido como Klein's Vierergruppe.

B
K . ¢ ® 3
|
I
|
I
|
10
Ad---------- - --------- 9 C
|
|
|
|
|
|
le ® ® 4
D

Figura 1.18 — Simetrias do retangulo
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Capitulo 2

Arquimedes e o Stomachion

114

. 0 que parece ser o primeiro registro de resultados em combinatoria na
Antiguidade.”
Reviel Netz

Neste capitulo apresentamos, inicialmente, um breve histéorico da vida e
obra de Arquimedes, destacando algumas de suas contribuicdes para o
desenvolvimento do conhecimento mateméatico. Adiante, incluimos uma breve
narragdao sobre a restauracdo do Codex C, obra arquimediana que contém diversos
textos relevantes e curiosos, entre eles o Stomachion. Este quebra-cabeca, composto
por catorze pecas, movimentou a comunidade matematica, no século XXI, em busca
de uma solugédo. Por fim, apresentamos o calculo da area das pecas do Stomachion,
utilizando o teorema de Pick e os determinantes. Esses resultados simples e
interessantes ndo aparecem usualmente nos textos de ensino em geral. As principais

referéncias utilizadas neste capitulo foram (8], [9], [11], [13], [17], [18] e [23].

2.1 — Um breve passeio pela historia de Arquimedes

Examinando as obras dos mais notaveis matematicos da historia,
frequentemente nos deparamos com algum legado arquimediano. Galileu, por
exemplo, produziu suas obras baseando-se diretamente nos conhecimentos de
Arquimedes. Podemos ver isso em suas obras sobre os centros de gravidade, lei do
equilibrio ou, ainda, na aproximacao de curvas. Também notamos as influéncias
arquimedianas analisando o desenvolvimento do célculo feito por Newton, os
principios de Bonaventura Cavalieri, os trabalhos de fisica elaborados por Kepler,

entre outros.
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Figura 2.1 — Tlustragéo de Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.)

Arquimedes, natural da cidade grega de Siracusa, teria nascido por volta
de 287 a.C. Ele era filho de um astronomo chamado Fidias e neto de um artesédo, o
que talvez explique o motivo pelo qual em seus trabalhos arte, ciéncia, beleza e
ordem, todas aparecem juntas em perfeita harmonia. Ele estudou em Alexandria,
onde aprendeu a Matematica da época e fez alguns amigos, com os quais se
correspondia, apos voltar para Siracusa para servir ao rei Hierdo. Entre eles, estava
Eratostenes.

Existem muitas histérias pitorescas que possivelmente envolveram
Arquimedes, tais como: a criagio de engenhos magnificos para proteger Siracusa,
como catapultas e guindastes; a invencao de espelhos usados para queimar navios
adversarios; os famosos gritos de “Eureca, eureca” ao descobrir a solucdo do problema
que envolvia uma suspeita sobre o ourives que confeccionou uma coroa para o rei
Hierdo. Nao conseguimos ter certeza sobre a veracidade desses episddios, mas é fato
que os trabalhos de Arquimedes sdo obras-primas de exposicdo matematica que
demonstram suas habilidades e originalidade.

Segundo o historiador Plutarco (46 d.C. — 120 d.C.), durante a Segunda
Guerra Punica (218 — 202 a.C.), a cidade de Siracusa resistiu por muito tempo aos
ataques romanos devido as estratégias de defesa desenvolvidas por Arquimedes, que

acabou morto por um soldado ap6s uma batalha em 212 a.C. (ver [9]).
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2.2 — Alguns legados arquimedianos
2.2.1 — Area do circulo

A primeira expressdao, como conhecemos hoje, para determinar a area de
um circulo foi feita por Arquimedes. Ele deu esse passo fundamental que influenciou
no desenvolvimento de muitos conhecimentos ao longo da histéria (ver se¢do 4.8, em
[11]). Em um pequeno tratado chamado A medida de um circulo, ele introduz uma
ideia para mostrar que area de um circulo é igual a drea de um tridngulo cuja base é

o comprimento da circunferéncia e cuja altura é o raio do circulo (ver [13]).

Figura 2.2 — Igualdade de areas demonstrada por Arquimedes

Para isso, ele aplicou uma técnica de demonstragido conhecida como dupla
reducdo ao absurdo. Primeiramente, tomemos um poligono regular de n lados, cada
um deles medindo um certo valor L,. Ligando-se o centro do circulo com seus
vértices, obtemos uma decomposicdo com n triangulos isosceles, iguais entre si, de

base Ly e altura A (o apotema do poligono). Logo, a area S,, do poligono é da por:

() (oo -

onde P = nL, é o perimetro do poligono.

Adiante, chamemos de A¢ e Ar, respectivamente, as areas do circulo e do
triangulo da figura (2.2). Suponhamos, inicialmente, que A¢ > Ar e tomemos ¢ = A¢
— Ar. Logo, existe um poligono regular inscrito no circulo tal que a diferenca entre a
area do circulo e a sua area (Ap) é menor do que & ou seja:

A —Ap <A —Ar = Ap>Ap

Mas isto é um absurdo, porque, sendo o comprimento da circunferéncia

maior do que o perimetro do poligono e o raio do circulo maior que o apétema, a area

do tridngulo ndo pode ser menor do que a area do poligono. Portanto, A¢ nao pode
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ser maior do que Ar7. Analogamente, concluimos que A¢ < Ar é também um absurdo.
Dessa forma, chegamos que A¢ = Ar.

A partir dessa proposicao, Arquimedes pode intuir que, se 0 comprimento
da circunferéncia ¢ dado por 2kR, entdo a area do circulo é dada kR? (ambas escritas
na notagdo utilizada atualmente). De outra maneira, havia um numero a ser
encontrado que possibilitaria calcular o perimetro e a area do circulo. A partir disto,

podemos definir uma formula de recorréncia (ver [13]) e encontrar uma excelente

. - 223 22
aproximagcao para o valor de k = m: T < mT<—.

2.2.2 — O método

Em um tratado denominado O método, Arquimedes apresentou uma ideia
fundamental que ajudaria, futuramente, no desenvolvimento do Célculo (ver [13]).
Neste trabalho, Arquimedes descreve a Eratostenes um método de descoberta para
alguns resultados, algo que ele considera ndo menos importante do que as provas em
si. Para determinar o volume de uma esfera, ele realizou a atomizacao da esfera, do
cilindro e do cone, gerando fatias que serdo vistas como cilindros achatados. Em
seguida, pendurou esses pedagos numa das extremidades de uma alavanca, de tal
maneira a estabelecer o equilibrio entre as figuras. Vejamos com maiores detalhes

uma versdo, adaptada a linguagem atual, do processo realizado por Arquimedes.

/DB A

/G/

H
7
0

2R

0\
Ax Xe

Figura 2.3 — Método para descobrir o volume da esfera
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Seja uma esfera de raio R e com o didmetro polar sobre o eixo x, sendo o
ponto A a origem. Construimos um cilindro a ela circunscrito e um cone obtido pela
rotaciio do triangulo ABD em torno do segmento AD. A figura acima apresenta um
corte do conjunto por um plano passando no centro da esfera e contendo o segmento
AD. Sabendo que AF = x, tomemos nos trés soélidos as fatias verticais delimitadas
pelas sec¢oes de abscissas = e x + Ax. Os volumes dessas fatias sdo, aproximadamente,

Esfera: m(EF)*Ax = mx(2R — x)Ax

Cone: m(FG)*Ax = mx*Ax

Cilindro: m(DH)*Ax = mR*Ax
Observe que o triangulo ADE é retangulo. Segue que: (EF)? = AF.FD = x(2R — x).
Suponhamos, agora, que as fatias do cone e da esfera sejam penduradas no ponto I,
enquanto as do cilindro permanecam onde estdo, isto é, a uma distancia z do ponto

A. O momento do volume!, em relagdo ao ponto A, sera dado por:

Esfera e Cone: [tx(2R — x)Ax + mx?Ax]2R = 4mR*xAx (2.1)

Cilindro: R*Ax.x = mR*xAx (2.2)

O momento do volume (2.1) é igual ao quadruplo do momento (2.2). Dessa
forma, repetindo esse procedimento com um numero grande de fatias, resulta que:

8mR3

l = 87R* = Vistera =§7TR3

2R [Vesfera +

Essa prova adaptada apresenta o método utilizado por Arquimedes para
descobrir o volume da esfera. Sua imensa criatividade e consciéncia matematica
possibilitaram a concepcao desse método da descoberta, a partir do qual diversos

outros cientistas puderam avancgar na elaborac¢ao do Calculo.

1O momento de um volume em relacio a um ponto é o produto do volume pela distancia do ponto ao
centroide do volume.
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2.2.3 — Proporgao entre o cilindro e a esfera

Em outro tratado chamado Sobre a esfera e o cilindro, Arquimedes fez
uma elegante sintese de seus estudos sobre estes solidos. Ele considerava esta a sua

mais bela descoberta, tanto que solicitou que, quando morresse, fosse gravado em sua
. - . . _ 3
lapide um cilindro com uma esfera nele inscrita, acompanhados da relagao 5 que os

une.

/ﬁ\Ar

e,

Figura 2.4 — Comparando area e volume da esfera e do cilindro

3 3
Acitinaro = (2nR)(2R) + 2(7TR2) = E (4‘7TR2) = EAesfera

V'l' d =27TR3 =§<£7TR3>=§V
cilindro 2\3 2 esfera

2.3 — O Stomachion

Arquimedes era conhecido também por seu interesse em enigmas e pela
utilizagdo de artimanhas. Segundo relatos, ele era capaz de concentrar-se
intensamente na resolugdo de algum problema. Isso resultou numa personalidade
cientifica muito peculiar em sua obra. Sendo assim, um quebra-cabeca tdo curioso
como o Stomachion nao poderia passar despercebido por suas maos.

O Stomachion, ou Dor de Estomago (pela dificuldade de resolugéo), é uma
espécie de quebra-cabeca composto por 14 pecas de formatos diversos. Nao se sabe
exatamente quem o inventou, mas existem diversos textos, anteriores e posteriores a
Arquimedes, com referéncias sobre ele. O maior interesse sobre esse quebra-cabeca

ocorreu a partir da citacdo numa das obras de Arquimedes, o chamado Cédex C.
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2.3.1-0Codex C

No inicio do século XIII, Constantinopla sofreu um grande saque, realizado
por soldados cristdos em missdo para libertar Jerusalém. Nesse periodo, a cidade
guardava um verdadeiro tesouro literario do mundo antigo. Entre eles, havia tratados
de Arquimedes. Apesar de diversos livros destruidos, o saque nao atingiu trés
contendo textos dele.

Dentre eles, o primeiro a desaparecer foi o Codex B. A tultima noticia que
se teve dele foi no comeco do século XIV, em Roma, na biblioteca do papa. O
proximo a desaparecer foi o Cédex A. O ultimo relato de seu paradeiro foi feito na
biblioteca de um humanista italiano, por volta de 1560. Este livro tinha copias
através das quais outros matematicos, como Leonardo da Vinci e Galileu, puderam
conhecer as obras de Arquimedes.

O terceiro livro, o Cédex Arquimedes, tecnicamente conhecido como Codex
C, reapareceu oitocentos anos apds o saque realizado em Constantinopla. Ele foi
copiado em pele de animal, como boa parte dos manuscritos medievais. Entretanto,
durante o periodo em que ficou desaparecido, tornou-se um palimpsesto (ver [23]).

O palimpsesto é uma espécie de pergaminho cujo texto original foi raspado
para dar lugar a outro. No caso do Codex C, os textos de Arquimedes foram
sobrescritos por oragoes, o que dificultou muito no processo de restauracao.

Em 1907, o jornal The New York Times noticiou que o professor Johan
Ludwing Heiberg, de Copenhague, havia descoberto manuscritos de Arquimedes no
Metochion, um arquivo localizado na cidade de Constantinopla. Apds investigar os
textos, ele concluiu que se tratava do reaparecimento do Codex C.

Entre 1910 e 1915, Heiberg transcreveu um trabalho, conhecido como “O
método”, contendo cartas de Arquimedes a Erastotenes em que descreve ideias de
como concebeu certos resultados, tais como os apresentados na subsecdo (2.2.2).
Contudo, logo o professor teve seu acesso limitado aos manuscritos, o que

impossibilitou a continuidade das pesquisas.
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Em meio a Primeira Guerra Mundial, devido aos grandes conflitos
militares e pressoes politicas, grande parte dos livros do Metochion foi levada para
Atenas, na Grécia. Essa transferéncia foi realizada de forma secreta visando a
seguranca do valioso acervo, porém o Palimpsesto de Arquimedes foi um dos
manuscritos que nunca chegaram a cidade grega.

Somente em 1998, a preciosa obra arquimediana reapareceu num leildo
realizado em Nova Iorque, nos EUA. Um milionario, que teve sua identidade
preservada, arrematou o livro por cerca de dois milhoes de doélares. Depois, a obra foi
confiada ao Museu de Arte Walters para ser restaurada. O curador do museu,
William Noel, liderou uma equipe que auxiliou no processo de recuperagio. Entre os
membros, estava Reviel Netz, professor da Universidade de Stanford e um grande
especialista quando o assunto é Arquimedes.

Os principais trabalhos contidos no Codex C sdao O Método, apresentado

na segdo 2.2.2, e Stomachion, que sera descrito na se¢io a seguir.

2.3.2 — Juntando as pegas

Quando Heiberg estudou os manuscritos de Arquimedes, no inicio do
século XX, ele chegou a traduzir um pardgrafo onde havia uma mencdo ao
Stomachion, porém nada que agregasse alguma descoberta ou problema matematico
relevante.

Apo6s um século, no processo de restauragio, Netz voltou a se deparar com
este texto. Entretanto, essa parte estava muito deteriorada e poucas novidades se
pode extrair.

Somente em 2003, ap6s mais avancos na recuperacgdo do Palimpsesto,
surgiu um fragmento que apresentou um problema que intrigou a comunidade
académica. Arquimedes, na verdade, havia se perguntado em seu tratado: “De
quantas maneiras pode-se formar um quadrado utilizando as catorze pecas do

Stomachion?”.
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A partir desse trecho, os pesquisadores perceberam que estavam diante de
um problema de combinatéria e, mais do que isso, poderia ser o primeiro trabalho
registrado na Antiguidade sobre essa area da Matemaéatica. Em seguida, diversos
estudiosos dedicaram-se mais intensamente sobre o problema, entre eles Fabio Acerbi,
Persi Diaconis, Susan Holmes, Nigel Wilson, Bill Cutler, Ron Graham e Fan Chung
(ver [23]).

v
X111
VI

v

IIT XIT

X1

Vi1
11 VIT

Figura 2.5 — Stomachion: arranjo original encontrado no Coédex C

Aos poucos foram surgindo diversos quadrados com combinagoes diferentes
para as catorze pecas, o que gerou a necessidade de descobrir-se uma estratégia para
determinar o nimero de solugodes.

Uma das primeiras observagoes que ajudaram na solucdo foi realizada
empiricamente por Bill Cutler. Ele observou que o Stomachion poderia ser visto como
um quadrado com lado medindo 12 unidades e, além disso, os vértices das pecas tém
sempre coordenadas inteiras.

A partir disso, Chung e Graham perceberam que ha uma particdo tnica das

pecas que formam quatro tridngulos chamados de basicos. Esses tridngulos sao
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retangulos e tem lados medindo 6 e 12 unidades. A figura abaixo apresenta os

tridngulos bésicos que chamaremos de 1, 2, 3 e 4.

Figura 2. 6 — Triangulos basicos na montagem do Stomachion

A seguir, o passo fundamental foi observar que, nesses tridngulos basicos, as
pecas I e II, TIT e IV e XII e XIII, seguindo a numeracao apresentada na figura 2.5,
devem ficar juntas, duas a duas, independente da combinagao. Isso reduziu o
problema de catorze para onze pecas. A configuracdo com onze pecas é conhecida
como Stomach. O criador e designer de jogos George Miller produziu uma versao

fisica do Stomach para auxiliar na busca de solugoes.

Figura 2.7 — Stomach: versdo composta por 11 pegas
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Com isso, foi possivel definir 24 quadrados fundamentais que constituem o
nicleo da contagem. Na figura a seguir, os rotulos sdo definidos pela ordem em que os
tridangulos basicos aparecem de cima para baixo e x’ indica que o tridngulo x passou
por alguma operagado simétrica (ver subsec¢oes 1.6.1 e 1.6.2) em relagdo ao quadrado
inicial, denominado 1234. Por exemplo: o quadrado 123’4’ foi obtido a partir de uma
reflexdo dos tridngulos 3 e 4 em relacdo a um eixo vertical que passa pelo centro do

quadrado.

1234 1234 1243 1243 1324 1324 1342 1342

1423 1423 1432 1432 2134 2134 2143 2143

|/

3124 3124 3142 3142 4123 4123 4132 4132

Figura 2.8 — Vinte e quatro quadrados fundamentais para a contagem (extraida de [17])

A partir de cada um desses quadrados pode-se, através de movimentos locais
(isto é, modificando apenas a posi¢do de pegas adjacentes), obter outras configuragoes
distintas. Essas novas possibilidades geradas constituem um mini-grafo?, em que a
distancia entre elas representa a quantidade de operagoes aplicadas sobre o quadrado
fundamental.

A imagem abaixo mostra o mini-grafo associado ao quadrado 1234. Nela

verificamos que este é representado pelo vértice azul-escuro e gera seis novas

2 Essas informagoes foram extraidas de [17] e ndo ha nesse trabalho referéncias que detalhem a
utilizacdo dos grafos na obtengdo da solugdo. No entanto, é possivel inferir que os grafos permitiram
organizar as diferentes combinagoes do Stomach.
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composicoes e o mini-grafo possui sete vértices. O vértice verde, por exemplo,
representa o quadrado em destaque e foi obtido por meio de trés movimentos locais

aplicados no quadrado fundamental.

@Fan Chug 8Ron Gralam

Figura 2.9 — Mini-grafo associado ao quadrado fundamental 1234 (extraido de [17])

Os quadrados do niicleo de contagem geram quantidades diferentes de novas
possibilidades. Com efeito, é possivel verificar que: os quadrados 1234, 1243, 124’3,
123’47, 213’4°, 214’37, 2143 e 2134 geram 6 novas configuragoes cada; os quadrados
1324, 132°4°, 312’47, 314’27, 3142 e 3124 geram 9 possibilidades cada; os quadrados
1423, 142’37, 143’27, 413’2°, 4132, 4123 e 412’3’ geram 13 novas configuragdes cada;
os quadrados 134’2’ e 1432 geram 17 possibilidades cada; e o quadrado 1342 gera 15
novas configuragoes. Dessa forma, sdo totalizadas 268 maneiras distintas para formar-
se um quadrado Stomach, desconsiderando suas simetrias.

Todas essas configuragoes foram colocadas num grafo maior (ver figura 2.10),
em que cada mini-grafo representa um vértice e possuem cores diferentes, de acordo
com a quantidade de configuracoes geradas. Pode ser observado que esse grafo possui
936 arestas e permite a formacédo de um ciclo hamiltoniano.

Finalmente, o resultado é obtido ao considerar as simetrias em cada um dos
268 quadrados para obtermos o total de combinac¢des. Primeiramente, observa-se que
as pegas V e IX e VI e VIII sdo congruentes (ver figura 2.5). Portanto, é possivel
fazer quatro modificacoes entre elas. A seguir, é notado que as pecas I e II juntas
formam um tridngulo congruente a peca XI. Com isso, obtem-se mais duas

combinacoes diferentes.
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Adiante, conforme visto na subsecao 1.6.1, o quadrado possui oito simetrias,
sendo quatro rotagdes e quatro reflexdes. Dai segue que o nuamero total de
combinacoes serd igual a 4 X 2 X 8 X 268 = 17.152.

Essa solucao foi encontrada, primeiramente, por Bill Cutler. Como cientista
computacional, ele definiu um algoritmo que descrevia como criar um quadrado
Stomachion. Com o ntimero de solugdes, Fan Chung e Ron Graham puderam ter

certeza que tinham chegado a resolugéo correta do problema.

Figura 2.10 — Grafo elaborado por Chung e Graham (extraido de [17])

2.4 — Calculando areas

Como visto na secao 2.3, o Stomachion é formado por catorze pecas sendo 11
triangulos, 2 quadrilateros e 1 pentagono. Nesta secao, apresentaremos duas maneiras
distintas para calcular a area de cada peca do Stomachion. A primeira é feita através
de determinantes, enquanto a segunda é feita utilizando o teorema de Pick. Elas

podem ser exploradas por estudantes do Ensino Médio ao estudarem areas.
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2.4.1 — Calculo de area por determinantes
Primeiramente, vamos enunciar uma proposicdo que seréd utilizada a seguir na

demonstracdo de um resultado mais geral.

Proposigdo 2.1. A 4rea de um tridngulo no plano cartesiano de vértices Py = (xq,¥o),
P; = (x1,¥1) e P, = (x,,¥,) dados no sentido anti-horario é expressa pela seguinte
soma de determinantes:

2@ =3y il Ly vl le 30

Demonstragdo: Seja PyP;P, um triangulo situado no plano cartesiano conforme
mostrado na figura abaixo.

A

Yop === ======

NpEp=—=-—==-

- —

v

Figura 2.11 — Proposigao (2.1)

Para determinar sua area podemos somar a area do triangulo PyEP, com a &area do

trapézio EF P; P, e subtrair a area do triangulo PyF Py, ou seja:

A(PyP,P,) = A(PyEP,) + A(EFP,P,) — A(PyFP;)

Substituindo as coordenadas destes pontos, temos:

(72 = y0) (x2 — xp) + [(71 = Yo) + 2 — yo)1(x1 — x2) _ (71 — ¥0) (x1 — xo)

A(P0P1P2) = 2 2 2
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Manipulando algebricamente essa expressdo, podemos reescrevé-la da seguinte

maneira:

1
A(PyP.P,) = 5 [(xoy1 — x1Y0) + (x1Y2 — x%2¥1) + (X2Y0 — X0¥2)]

Portanto, podemos expressar a area do triangulo com vértices no sentido anti-
horario através do calculo dos determinantes formados pelas coordenadas do
triangulo:

A:1(|x0 J’0| |x1 J’1| |x2 3’2|)’

2\X1 Y1 X2 Y2 Xo Yo

como queriamos mostrar. ®

A partir da proposi¢do (2.1) encontraremos uma féormula mais geral para
determinar a &rea de um poligono convexo, com n+1 lados ([8]).

Figura 2.12 — Poligono convexo com n+1 vértices

Proposigdo 2.2. A area da regido delimitada por um poligono convexo de vértices Py,
Po,..., Pu.1, Py, percorridos no sentido anti-horario é dada por:

A=1(|x0 }’0| |x1

1 Xn—-1 yn—1|+|xn yn|)
2\IX1 Y1 X2 '

:)}]I;| to +| Xn Yn Xo Yo

Demonstragdo: Fixando o vértice Py, dividimos o poligono nos seguintes tridngulos
adjacentes, PyP;Ps, PyPsPs,..., PoP, 1P, Desta forma, podemos calcular a area do
poligono somando-se a area de cada triangulo, isto é,
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A =A1+A2 + .. +Al+ +ATL—1
onde cada A; corresponde a area do i-ésimo triangulo.

Escrevendo-se a area do poligono como soma das areas dos triangulos, usando

a proposi¢ao (2.1), temos:

_;(rfo yo| |x1 y1| |xz y2|) 1(|xo yo| |xz y2| |x3 Y3|)+...

X1 W X2 Y2 Xo Yo E X2 Y2 X3 Y3 Xo Yo

1 _ -
F1 RPN B I L B

Analisando essa expressdo, nota-se que o ultimo determinante de A; se anula
com o primeiro determinante de A;.;, pois trocando-se as posicées das linhas de uma
matriz obtém-se o determinante com sinal trocado. Logo, a equagao (2.5) pode ser

expressa por:

_ 1(|xo y0| n |x1

1 Xn-1 yn—1|+|xn yn|)
2\X1 )1 X2 ’

;];| to +| Xn Yn Xo Yo

que podemos reescrever como,
n
1
A= > (Xi¥i41 — Xis1Yi)
i=1

onde (l'n+1, yn+1) - (1'0, yO)-.

Exemplo 2.3. Vamos determinar a &area do poligono ABCD utilizando a proposicao

(2.2):

v

Figura 2.13 — Exemplo: calculo de area por determinantes
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Auco =5 (00 |+

1
g1 (G303 R R R P B )

Xc YC| |xD YD|)

il’i|+|x0 Yp Xa Ya

1
=33+ + @+ (1) =6
Portanto, a area do poligono ABCD ¢ igual 6.

E importante observar que a proposi¢ao 2.2 pode ser estendida para o célculo
de areas de poligonos nao convexos. Esse resultado pode ser encontrado com maiores
detalhes na referéncia [8]. Observamos também que essa expressao é valida para

poligonos no plano em que os vértices com coordenadas nao-inteiras.

2.4.2 — O Teorema de Pick

Georg Alexander Pick (1859 — 1942) nasceu em Viena, na Austria. Filho de
uma familia judia destacou-se logo na juventude quando publicou seu primeiro artigo
aos dezessete anos de idade. Durante sua carreira, trabalhou na Universidade de
Viena e publicou cerca de setenta artigos onde abordou muitos topicos, tais como

Algebra Linear, Anélise Funcional, Calculo de Integrais e Geometria.

No entanto, seu trabalho mais conhecido foi o artigo Geometrisches zur
Zahlenlehre publicado em 1899, na cidade de Praga. Nele foi apresentado um teorema
que ficou conhecido como teorema de Pick. Esse resultado ganhou mais notoriedade
na segunda metade do século XX, sobretudo, por sua simplicidade e elegancia. Para

enunciarmos o teorema de Pick precisamos de duas defini¢oes:

Defini¢do 2.4. Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos regularmente
distribuidos ao longo de retas perpendiculares, de modo que a distancia de cada um

deles aos pontos mais proximos na horizontal ou na vertical é igual a 1 unidade.
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Definigdo 2.5. Um poligono é dito simples quando sua fronteira é uma poligonal
fechada que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo

vértice.

Teorema 2.6. (Teorema de Pick) A area de um poligono simples cujos vértices sdo

pontos de uma rede é dada por:
A=Lyr-1,
2

em que f é a quantidade de pontos da rede situados sobre a fronteira do poligono e I é

o namero de pontos da rede situados no interior do poligono.

Demonstragéo: Ver [18].

Exemplo 2.7. Vamos determinar a area do poligono ABCD, mostrado na figura 2.13,
utilizando o teorema 2.6. Podemos observar que os pontos na fronteira desse poligono
sao A, B, C e D e que os pontos interiores sdo (2, 2), (3, 2) (4, 2), (3, 3) e (4, 3).
Entao, f =4 e I = 5. Segue que:

A—4+5 1=6
=3 =

Como calculado no exemplo 2.3, a area do poligono ABCD ¢ igual 6.

E importante observar que o teorema de Pick pode ser aplicado em poligonos
nao convexos. Além disso, se a unidade for diferente de 1, a &rea sera dada por u?4,
onde u? ¢ igual a area de cada quadrado da rede. Notamos, ainda, que a area do

poligono sempre serd um multiplo de 0,5, pois f é natural.

2.4.3 — Area das pegas do Stomachion
Conforme apresentado na secdo 2.3.2, o Stomachion forma um quadrado com

lado medindo 12 unidades e, além disso, todas as coordenadas dos vértices sao
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inteiras. Aplicaremos a proposicdo 2.2 e o teorema de Pick a fim de determinarmos a

area de cada uma das pecas. E importante observamos que as pecas V e IX e VI e

VIII tém mesma area, pois sao congruentes.

F 3

XHr

VI

XV
11 XII

X1

VIT .
11 VITT

Figura 2.13 — Stomachion no plano cartesiano

Primeiramente, vamos utilizar a proposi¢ao 2.2:

1 0+12+0
w=3( U+ YR -2

2

1
wea=3 (4B 90E -

2
1 042440
A”’zi(?} g|+|421 180|+|(2) 100|)= 7 12
1 0+24+0
A"’:E((z) 100|+|(2) }(2)|+|g 102|)= ;12

v

—12+18+0_3

Av=%(|0 12|+|4 8|_|_6 12)_—48+0+72=12

4 8 6 12 0 12 2
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1 24 +36+0
I I s

! —-18+0+36+24+0
AVII:§(|2 8|+|2 8|+|2 2|+|46} g|_|_|;L 2|): +0+36+24+0 _

> 21
1 24 + 24 — 36
AVIIIZE(g 2|+|2 g|+|2 8|):+:6
1 0 + 48 — 24
=515, ol+[% A+18 ==
1 _48 4+ 72 — 12
AX:§(|182 g|+|192 2|+|Z 2)= +2 =6

1 72472418
=33 G0 A 8T

1 —18 424+ 0
=313, Gl G2 o)

1 0+48 + 72 — 72
AX"’=5(|192 g|+|£ 182|+|162 1§|+|g 162|)= 2 =

1 72 =36 — 30 + 18
=7 Sl el G 8Tt

Agora, usaremos o teorema de Pick (2.6) para determinar a area dessas pegas:
A =4+ ° 1=6
I - 2 -
A =0+ 8 1=3
n= 2 =
8
AIII = 9+__1 = 12
2
16
AIV=5+7_1=12

12
AV=7+7—1=12

10
AVI=2+7—1=6
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AVII:13+7_1:21

10
AVI”:2+7_1:6

12
AIX:7+7_1:12

A —3+8 1=6
X — 2 -
12
AXI:4+__1:9
2
6
AXII=1+E_1=3

14
AXIII= 18+7_1=24‘

12
AXIV=7+7_1=12
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Os dois resultados permitem calcular a area das pegas do Stomachion com

eficiéncia. Podemos ainda observar que:

XI1v

ZAn = Ay + Ay + o+ Ay + Agry = 6+ 3+ 4+ 24+ 12 = 144 = 12% = Agyaarado

n=I
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Capitulo 3

Recursos didaticos

“A ciéncia moderna realmente deve estimular em todos ndés uma humildade perante a
imensidao do inexplorado e a tolerdancia por hipoteses malucas.”

Martin Gardner

Neste capitulo sugerimos algumas atividades pedagogicas em geometria
discreta que incluem, entre outras coisas, o uso de recursos computacionais como
ferramenta de apoio. Primeiramente, apresentamos alguns recursos educacionais da
colecio M3. Em seguida, exploramos os poliominés, criados por Solomon W. Golomb,
e o ladrilhamento de retangulos. As principais referéncias utilizadas neste capitulo

foram [1], [6], [7], [15], [16], [19], [20], [21] e [22].

3.1 — Projeto Matematica Multimidia (Colegdo M?)

O projeto Matemdtica multimidia, conhecido como Colecdao M?, foi criado a
partir de um edital do Ministério da Educagao (MEC) e Ministério da Ciéncia e
Tecnologia (MCT), publicado em 2007, que visava o desenvolvimento e a produgao
de recursos educacionais em midias digitais para o Ensino Médio de Matemaética no
Brasil. Todos recursos foram desenvolvidos por uma equipe de profissionais de
diversas &areas, na sua maioria vinculados a Universidade Estadual de Campinas
(Unicamp), sob coordenagdo do Prof. Dr. Samuel Rocha de Oliveira. A execugao
aconteceu durante quatro anos, aproximadamente, e produziu cerca de 350 recursos
educacionais no formato de videos, audios, softwares e experimentos, que estéo
disponiveis no portal do projeto (ver [21]) e licenciados sob uma licenga Creative
Commons. A seguir, apresentamos alguns recursos que se relacionam com os temas

abordados nesta dissertacao.
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3.1.1 — Video: “Um caminho para combater a dengue”

O objetivo desse material é introduzir o conceito de grafos aos estudantes por
meio de uma situagdo cotidiana. O video utiliza o exemplo de uma agente de
endemias que dedica-se no combate a dengue, inspecionando residéncias e orientando
os moradores sobre possiveis focos da doenca. Como faz todo seu trajeto a pé, ela
resolve buscar uma forma de otimizar o seu caminho. Para isso, pede ajuda para uma

amiga que trabalha com engenharia de trafego.

Figura 3.1 — Residéncias que devem ser visitadas pela agente de endemias (extraida de [21])

A partir dessa situacao-problema, o material introduz alguns conceitos sobre os
grafos, tais como passeio e caminho. As personagens dialogam em busca de uma
solucdo que otimiza o percurso entre as casas que devem ser visitadas. A abordagem
proposta neste video é acessivel e permite a exploracdo de outros problemas

interessantes.

Os recursos fisicos necesséarios para exibicdo desse material estdo presentes na
maior parte das escolas. E importante ressaltar que é possivel baixar o video antes da
aula para ser exibido sem necessidade de utilizar internet, pois sabe-se que algumas

escolas publicas nao possuem conexao de rede.
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Assim como em todos os recursos do projeto, este material apresenta um guia
do professor com orientacoes pedagogicas que podem ser seguidas pelo docente. Além
disso, sugere algumas atividades que podem ser trabalhadas junto ao video, bem

como referéncias bibliograficas para complementar o estudo.

Figura 3.2 — Grafo proposto para modelar o problema (extraida de [21])

Geralmente, os grafos ndo sdo estudados no Ensino Médio, nem sdao um
conteido obrigatorio previsto nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN),
documento referencial responsavel por orientar um modelo curricular. No entanto,
estes pardmetros ndo devem ser vistos como um formato rigido, homogéneo e
impositivo, segundo o proprio documento (ver [6]). Sendo assim, o professor pode
inserir o estudo dos grafos no cronograma de ensino. Este tema pode ser explorado

com a andlise combinatoria, por exemplo.

3.1.2 — Experimento “Espelhos e simetrias”

O objetivo desse experimento é estudar as simetrias por meio de espelhos
planos. Inicialmente, o estudante deve encontrar linhas de simetrias em uma figura. A
seguir, utilizando dois espelhos, o aluno precisa observar a quantidade de imagens

obtidas variando a abertura entre os espelhos. Por fim, pretende-se encontrar uma
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formula que relacione o angulo formado pelos espelhos com o nimero de imagens
formadas. Todas essas etapas sdo guiadas por questdes que visam estimular o

raciocinio dos estudantes.

|!

Figura 3.3 — Guia do professor: Orientagdes para a realiza¢io do experimento (extraida de [21])

Ao contrario dos grafos, o estudo das simetrias é previsto nos PCN e deve ser
feito no Ensino Fundamental II. Nesse momento, é importante que haja um tempo
dedicado & formalizagdo dos conceitos que envolvem os diferentes tipos de simetrias,
tendo em vista que tais conceitos nao voltardo a ser formalmente apresentados no

Ensino Médio.

Durante este ciclo, as simetrias podem ser trabalhadas indiretamente em
problemas de geometria geral ou, ainda, em projetos interdisciplinares. Por exemplo,
os alunos estudardo Optica, em Fisica; Geometria Molecular, em Quimica; Zoologia e
Botanica, em Biologia. Todos esses temas relacionam-se com as simetrias, o que

permite uma nova abordagem deste contetdo.
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3.2 — Poliominos

Em 1953, o termo poliomino foi utilizado pela primeira vez em uma palestra
dada pelo matematico Solomon Wolf Golomb (1932 — 2016) ao Harvard Mathematics
Club. Desde entao, ele dedicou-se intensamente buscando ampliar os conhecimentos

relacionados a este tema.

Figura 3.4 — Solomon W. Golomb (1932 — 2016)

Golomb era dotado de uma incrivel criatividade e destacou-se, sobretudo, por
suas criacoes e engenhosidades. Em 1954, quando tinha apenas 22 anos, publicou o
artigo Checker boards and polyminoes, no periddico The American Mathematical
Monthy (vol.61, n.10, p.675-682), propondo diversos problemas envolvendo o

recobrimento de um tabuleiro de xadrez utilizando poliominos.

Em 1965, Solomon publicou seu primeiro livro dedicado aos poliominds,
chamado Polyominoes: Puzzles, Patterns, Problems and Packings. Esta obra ganhou
uma edigdo revisada e expandida, publicada em 1994 (ver [15]). No prefacio da
primeira edicdo, ele relata que, apods ter “inventado” os poliominds, tomou

conhecimento de um antigo jogo que utilizava os pentaminés (um tipo de poliomind
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que sera estudado a seguir). Este problema foi publicado no livro The Canterbury

Puzzles, em 1907, escrito pelo inventor inglés Henry Ernest Dudeney.

Outro importante matematico contribuiu para o desenvolvimento dos
poliominés, Martin Gardner (1914 — 2010). Umas das grandes inspiragdes no campo
das recreacbes matematicas, Gardner dedicou-se a divulgacao cientifica. Ele ficou
conhecido por produzir artigos que apresentam propostas nao-convencionais que se

relacionam com a filosofia, o ilusionismo e a literatura.

Figura 3.5 — Martin Gardner (1914 — 2010)

Segundo Golomb (ver prefacio, em [15]), os poliomin6s ganharam amplo
destaque a partir das publicagoes feitas por Gardner em sua coluna na revista
Scientific American. Mais do que isso, ele tornou-se uma referéncia no esclarecimento
de novas ideias e resultados encontrados por leitores de sua coluna. A partir destas
contribuicoes, Gardner forneceu novas fontes bibliograficas que ajudaram Golomb na

reviséo de seu livro sobre os poliominoés.
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3.2.1 — Explorando os poliominos

Um poliominé é uma figura plana formada por quadrados iguais e justapostos,
isto ¢, pelo menos um lado de cada quadrado deve coincidir com o lado de outro
quadrado. E importante ressaltar que dois poliominos sdo considerados iguais se

puderem ser sobrepostos apds aplicarmos uma rotacao ou reflexao.

A partir dessa defini¢do, concluimos que existem apenas um poliominé de um
quadrado (chamado monomind), um poliomindé de dois quadrados (domind), dois
poliominés de trés quadrados (triminds) e cinco poliominés de quatro quadrados

(tetraminds). A figura abaixo apresenta esses poliominos.

Tetraminos

] ¥ ]
Monominé A
i ! i

T T 1

Domino : : :

— L — S

Triminds

Figura 3.6 — Poliominds com até 4 quadrados

Os pentaminds sdo poliominés formados por cinco quadrados. Dessa forma,
podemos formar doze figuras distintas em que cada uma se assemelha a uma letra
maitscula diferente. Por isso, cada pentaminé é identificado por uma letra. Apods

apresentar a regra de formacdo e os primeiros poliominds aos estudantes, uma

atividade interessante é pedir para que eles encontrem os pentaminés.
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Figura 3.7 — Pentaminoés identificados por letras

A partir dos hexaminds, poliominés formados por seis quadrados, o numero de
pecas que podemos formar aumenta demasiadamente, o que dificulta um pouco a
exploragao didatica dessas figuras. Existem 35 hexaminés, 108 heptaminés (formado

por sete quadrados) e 369 octaminés (formado por oito quadrados), por exemplo.

3.3 — Ladrilhando retdngulos com poliominds

Em 1968, David A. Klarner definiu a ordem n de um poliomin6 P como o
numero minimo de copias congruentes de P (sendo permitido aplicar translagéo,
rotagdo e reflexdo) necessarias para formar um retangulo. A figura (3.8) apresenta

alguns possiveis padrdes obtidos pela unido de poliominés idénticos.

O retangulo (I) é formado por dois pentaminés L, que possuem ordem 2. O
retangulo (II) possui trés dominds, que possuem ordem 1. Observamos que nao ha
poliominés de ordem 3. Este resultado foi provado por Ian Stewart, da Universidade
de Warwick, na Inglaterra, em 1992. De fato, a tnica maneira de dividir um
retangulo em trés copias idénticas de um poligono ¢é dividi-lo em trés retangulos e, por
defini¢do, um retangulo tem a ordem 1. Por fim, o retangulo (III) é composto por

quatro nonominds, poliominés formado por nove quadrados, que possuem ordem 4.



63

1
1
1
1
1
r
1
1

I
1
1
1
1
1
=
1
1
1
1
=
1
1

(I1) (I11)

Figura 3.8 — Retangulos formados por poliominés

A partir da definicdo feita por Klarner, muitos padroes de ladrilhamento de
retangulos foram descobertos. Consequentemente, ja conhecemos poliominos de
diferentes ordens. Por exemplo, a figura abaixo ilustra um heptaminé de ordem 76 e
um hexaminé de ordem 92. Esses padroes foram feitos por Karl A. Dahlke, em 1987,

e descobertos por T. W. Marlow, em 1985 (ver capitulo 8, em [15]).

=

|

S

I [ |
=it

Figura 3.9 — Um heptaminé de ordem 76 (a esquerda) e um hexamin6 de ordem 92 (a direita)

No entanto, o mais famoso problema envolvendo ladrilhamento de retangulos
por poliominés diz respeito aos pentaminés (ver Apéndice C, em [15]). Pergunta: De
quantas maneiras diferentes podemos formar um retangulo utilizando os doze
pentaminés? Primeiramente, como cada pega contem cinco quadrados, o retangulo

formado terd 12 x5 = 60 quadrados. Dai segue que podemos formar retangulos com
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dimensdes 6 x 10, 5 x 12, 4 x 15 e 3 x 20. Este problema ja foi solucionado (ver [22]) e

a figura abaixo apresenta algumas combinagoes possiveis.

1524 20x3

Figura 3.10 — Retangulos formados pelos doze pentaminés (extraida de [22])

Todas as construgoes apresentadas nessa secao podem ser exploradas
didaticamente em sala de aula e constituem possiveis atividades de investigagdo para
os estudantes. Elas podem ser trabalhadas tanto no Ensino Fundamental, durante o

estudo de simetrias, quanto no Ensino Médio, no estudo de analise combinatoria.

3.4 — Poliominés associados & Geometria do Taxi
A geometria do tdri é uma geometria ndo-Euclidiana feita sob um sistema de
coordenadas cartesianas no plano com eixos ortogonais. Esse nome vem da associagao

a trafegar por ruas perpendiculares na lateral dos quarteirdes (ver figura 3.11).

Uma métrica M (ver [20]) ¢ uma funcdo d: MxM — R que associa cada par
ordenado (x,y) € M a um numero real d(x,y), chamado distancia de x a y. Essa

funcao satisfaz as seguintes condicoes:
(i) d(x,x) = 0;
(ii) Se x # y, entdo d(x,y) > 0;
(iii) d(x,y) = d(y,x);

(iv) d(x,2z) < d(x,y) +d(y,2),Vx,y,z € M.

De forma geral, tomando dois vetores x e y de Z"™ (ou R"), a métrica

conhecida como métrica l,,, com 1 < p < o, é definida por:
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1
n p
dp(X,}’) = (Zm - Yi|p>
i=1

Assumindo p = 2, temos a distancia euclidiana usual. Podemos escrevé-la

assim: Se d:R"xR"™ — R, entdo d(X,Y) = \/(xl —y1)2+ -+ (x, —y,)% Por outro
lado, se p = 1, temos a distancia do taxi, também conhecida como distincia de Lee.

Ou seja, di(X,Y) = desyi (X, Y) = |21 — y1| + |x2 — Y2l + -+ x5, — .

Esta distancia em Z? pode ser interpretada como o menor ntmero de quadras
a serem percorridas de um ponto na malha quadrada. A geometria do taxi € um tema
muito interessante para ser abordado com alunos do Emnsino Médio, sendo uma

excelente motivagdo para introduzir o estudo de geometria discreta e combinatoéria.

Figura 3.11 — Software “Geometria do Taxi — Distancias”, da cole¢io M3 (extraida de [21])

Na figura acima, tomando o ponto P como origem do sistema cartesiano, temos

que d(P,Q) =+/(8—0)24+(6—0)2=v100=10 e dyy =|8—0/+]6 -0/ =14. A
Coleciio M? apresenta alguns recursos destinados ao estudo da geometria do téxi (ver
[21]), tais como o software “Geometria do Téaxi — Distancias”, que podem ser

utilizados para apresentar este assunto aos estudantes do Ensino Médio.
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3.4.1 — A conjectura de Golomb-Welch

Consideramos uma bola fechada de raio R, com R € N, e centro (a,b) na
métrica do taxi, como sendo todos os pontos em Z™ com distancia menor ou igual a
R do centro dessa bola. Podemos mostrar (ver [20]) que tal bola em Z? contém
exatamente R + (R + 1)? pontos. Para n > 3, o nimero de pontos de uma bola ¢é

estabelecido recursivamente por meio de uma série hipergeométrica.

Um problema ligado & area de comunicagio/transmissao de sinais é como
distribuir pontos no plano de tal forma que as bolas de um determinado raio cubram
(ou cubram o méximo possivel) todo o espago. Uma abordagem interessante deste
problema é proposta em [16] ao associar cada bola a um poliominé composto por
quadrados de lado 1 centrado nos pontos da bola. Na figura abaixo, sao ilustrados

poliominés associados a bolas de raio 1 centradas em diferentes pontos.

.

Figura 3.12 — Poliominés associados a bolas de raio R = 1

Na figura (3.12), a esquerda, os centros estdo em pontos em que as
coordenadas sao multiplos de 3; & direita, conseguimos um ladrilhamento do plano
por estes poliomindés quando os centros das bolas séo vetores do plano dados por
combinacoes inteiras de v; = (1,2) e v, = (—2,1), isto é, os centros das bolas sdo os
pontos i(1,2) +j(—2,1), com i,j€Z. Os centros dessas bolas compdem o que

chamamos de um cddigo perfeito de raio 1 na métrica de Lee (ou do téxi).
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De modo geral, os codigos perfeito de raio R sdo, a menos de simetria, dados
por combinagoes inteiras de U = (R,R+ 1) e ¥ = (—(R + 1),R) e formam uma malha
quadriculada rotacionada. Na figura (3.13) é mostrado um codigo perfeito de raio 2 e

os poliominoés associados a estas bolas.

Figura 3.13 — Poliominé associado a bola de raio R = 2 (extraida de [7])

E importante ressaltarmos que a associacio de bolas a poliominés ¢ feita sendo
estes tltimos formados por “cubos” de lado 1 em R™ centrados nos pontos da bola de
raio R em Z". Por exemplo, uma bola de raio 1 em Z3 tem 7 pontos e o poliomind

associado serd composto por 7 cubos.

De maneira mais geral, esses padroes de ladrilhamento do plano (R?) com esses
tipos de poliomin6és motivam uma pergunta: quais poliominés associados a bola na
norma [; conseguem ladrilhar o R™? Uma conjectura, postulada em 1970, surgiu a
partir dessa questdo e afirma que, para dimensdes maiores que 2, poliominds
associados a bolas com raio R > 1 nado ladrilham o R™. A seguir enunciamos tal

conjectura:

Conjentura (Golomb-Welch). Para n > 2 e R > 1, o poliominé L;(n,R) nao ladrilha o

R™.

Ela apareceu, pela primeira vez, em um artigo publicado por S. W. Golomb e

L. R. Welch [16] e sua solugdo permanece em aberto. Apesar disso, muitos
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pesquisadores acreditam em sua veracidade, tendo em vista que ela vem sendo

resolvida para alguns casos especiais.
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Consideragoes finais

A partir dos estudos apresentados nos capitulos desta dissertacdo, fazemos
algumas consideracoes. Primeiramente, buscamos enfatizar uma abordagem
matemaética ndo apenas construida dentro da formalidade académica. Muitas areas e
conhecimentos surgiram ou foram motivados por atividades recreativas, que
despertaram o interesse e agugaram a intuicdo de algumas pessoas. Dessa forma,
vemos a Matematica mais como uma criacdo humana do que como um saber
construido pela genialidade de poucos, ainda que admiremos a criatividade e as

engenhosidades nas criagdes e solugdes elaboradas por matematicos(as).

Nesse sentido, é possivel propor aos estudantes do Ensino Bésico experiéncias
abordando novos conceitos em Matematica. Uma possibilidade é justamente a de nos
valer de atividades recreativas, como o Stomachion e os poliominés, a fim de
estimular seu raciocinio. Sendo assim, os conceitos matematicos sdo apresentados de
forma a transcender o carater instrumental, mas assume uma funcao cientifica de

investigacdo e um papel fundamental para o avango de outras ciéncias.

Com isso, é possivel também notar uma beleza estética sempre presente nessas
construgdes. E o que seria essa tal beleza? Observando os temas abordados neste
trabalho, vemos como a busca por regularidades e padroes estd sempre presente na
evolucdo dos conhecimentos matematicos. Além disso, ao generalizarmos ou
formalizamos um conceito, alcancamos uma confiabilidade nos resultados obtidos.

Essas sédo pistas para compreendermos a beleza matemética.

Ressaltamos ainda a importancia didatica da inclusao da historia da
Matemaética. Ao longo dos capitulos, buscamos narrar alguns episoédios historicos em
meio as teorias. Acreditamos que conhecer os acontecimentos e as personagens que
participaram do desenvolvimento cientifico estimula na obtencdo desses
conhecimentos, além de contribuir para uma visdo de mundo mais ampla e uma

melhor interpretacdo da realidade.
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Por fim, podemos destacar a apresentagdo de problemas em aberto como um
recurso didatico imprescindivel, por demonstrarem aos estudantes que a Matematica
ndo é imutavel e nem conclusa, mas sim permanece em construcdo. O estudo de
algumas conjecturas, tais como a de Golomb-Welch, possibilita que os alunos
percebam que ainda existem muitos caminhos a serem percorridos buscando

aprimorar conhecimentos e descobrir outros novos.

Analisando [6], percebemos que essas consideragdes séo possiveis e estao, direta
ou indiretamente, previstas nos PCN. Acreditamos que essas sao formas que podem
proporcionar aos estudantes uma formagdo escolar mais completa e prazerosa, capaz

de torné-los cidaddaos mais auténomos e capacitados.
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