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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo de resultados basicos sobre as isometrias,
apresentando os dezessete grupos de revestimentos possiveis no plano euclidiano. Para fazer a
andlise desses grupos de revestimentos, foram usados conhecimentos de grupos, transformacoes
geométricas, isometrias (translagio, rotacao, reflexao e reflexao deslizante) e suas composigoes.
Apos a classificacao e estabelecidos os dezessete grupos de revestimentos, foram propostas e
desenvolvidas atividades para os professores do ensino basico, afim de incentivar e auxiliar a
aprendizagem de simetrias para os seus discentes.

Palavras-chave: Grupos de Simetrias, Simetria, Transformacoes Geométricas, Iso-
metrias, Grupos de Revestimento.



Abstract

This work aims to study the basic results on isometries and extends itself to the sev-
enteen groups of possible wallpaper in the Euclidean plane. To make an analysis and conclusion
of these symmetries, we used experiments with group knowledge, geometric transformations,
isometries (translation, rotation, reflection and sliding reflection) and their compositions. Af-
ter the classification and establishment of the seventeen groups of wallpaper, activities were
proposed and developed for teachers of basic education, in order to encourage and help the
learning of symmetries for their students.

Keywords: Symmetry Groups, Symmetry, Geometric Transformations, Isometries,
Wallpaper Groups.
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Introducao

Pretendi dar continuidade a minha formagao matematica no curso de mestrado na
Universidade Estadual de Campinas com o proposito de melhor atender como um docente
profissional na arte da matemética, bem como uma realizagdo pessoal e afinidade/prazer com
os estudos. Quando chegou o momento de escrever a dissertacdo de mestrado, sabia que queria
estudar um assunto que envolvesse algo de minha area preferida - a geometria - e que se prestasse
a um desenvolvimento didatico com utilizagdo de meios inovadores para a compreensao de
conteudos matematicos. Quando a Professora Doutora Claudina Izepe Rodrigues me propos
estudar sobre os dezessete grupos de simetrias de padroes no plano, nao sabia nada sobre o
assunto e foi apds uma pesquisa sobre o tema que decidi aceitar faze-16.

O desenvolvimento tedrico deste texto se baseia principalmente no livro Transfor-
mation Geometry: An Introduction to Symmetry, de Martin, George E. Trata-se das trans-
formacgoes geométricas que acontecem no plano euclidiano, que como o préprio nome ja diz,
transformam um objeto geométrico em outro, seguindo determinados padroes. Em especial
trataremos das isometrias no plano que sao transformacgoes que preservam distancias. Também
um dos objetivos desta dissertacao é o de desenvolver de modo acessivel, a professores do ensino
basico, as no¢des matematicas referentes a este tema.

No primeiro capitulo falaremos de forma breve sobre a teoria de grupos e as trans-
formacoes geométricas no plano, cujas definigoes e proposicoes sdo a base para o estudo que
faremos neste trabalho.

No segundo capitulo trataremos do tema isometrias, que é o estudo das proprieda-
des de figuras que se mantém invariantes quando sujeitas a transformacgoes geométricas que
preservam distancias. Faremos a classificacdo das isometrias no plano, mostrando que uma
isometria é ou uma rotacao, ou uma translacao, ou uma reflexdo, ou uma reflexao deslizante.
Uma figura transformada por uma isometria ou composicao de isometrias mantém o mesmo
aspecto da figura original.

No terceiro capitulo desenvolveremos os conceitos de reticulado, que trata de um
conjunto infinito adequado de pontos no plano; de rede, que é a estrutura que esse conjunto
de pontos no plano forma; de célula basica, que é a menor regiao de uma rede; de centros
de simetria, que sao centros de rotacao, e por ultimo falaremos de forma sucinta de simetrias
axiais de alguns poligonos, a saber, de poligonos que usaremos como células bésicas de grupos
de simetrias de padroes no plano, ou seja, grupos de revestimentos.

No quarto capitulo estudaremos os grupos de revestimentos e mostraremos que exis-
tem dezessete ao todo. Sera feita a construgao, andlise e classificagdo de cada grupo. Também
apresentaremos ilustragoes que possibilitam a visualizacao dos grupos e um algoritmo para
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ajudar na identificagdo do grupo de revestimento. Gostariamos de mencionar que esses grupos
de revestimentos recebem nomenclaturas diferentes dependendo do autor e podem ser deno-
minados grupos de papéis de parede, grupos cristalograficos no plano ou grupos de simetrias
bidimensionais.

No quinto e tltimo capitulo sao propostas algumas atividades que tratam de isome-
trias. Visamos mostrar nesse trabalho aspectos teéricos matematicos que estruturam e organi-
zam a ideia de simetria no plano euclidiano como subsidio para auxiliar o professor, assim como
seu aperfeicoamento. Apresentaremos atividades voltadas para o ensino béasico que exploram
os conceitos de isometrias e facilitam o aprendizado do aluno. Com o objetivo de facilitar o
entendimento, a maioria das atividades foram elaboradas de forma concreta e ludica.
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Capitulo 1

Grupos e Transformacoes

Ao tentar reconhecer padroes e simetrias, nos deparamos informalmente com o con-
ceito de estrutura de grupo. O conceito de grupo, defini¢oes e resultados, fornecem os principios
basicos e fundamentais para estabelecermos o estudo das simetrias de figuras.

O conjunto das transformacoes geométricas no plano, ou seja, o conjunto de apli-
cacoes bijetivas do plano no plano tem uma estrutura de grupo cujo produto é dado pela
composicao de transformagoes. As isometrias sdo transformacgoes que preservam distancias e
constituem um subgrupo do grupo das transformacoes. As simetrias de uma figura sao as
isometrias que deixam a figura inalterada.

Neste capitulo apresentaremos um estudo de conceitos e resultados de grupos e
transformacoes necessarios para o estudo que faremos no capitulo 4 sobre os possiveis grupos
de simetrias de revestimentos no plano.

Este capitulo tem como referéncias as bibliografias [3] e [6].

1.1 Grupos

Definicao 1.1.1. Dizemos que G ¢ um grupo se G € um conjunto nao vazio e . o produto de
uma operagao bindria que satisfazem as sequintes propriedades:

1 - Dados a,b € G, dizemos que G ¢ fechado quando o produto a -b € G.
2 - Tem a propriedade associativa quando a,bec € G ea-(b-c)=(a-b)-c.

3 - Fxiste um elemento em G que é chamado de neutro ou identidade, chamaremos
de e, tal que a - e = a para todo elemento a.

4 - Para qualquer a € G, existe wm elemento inverso ' € G, tal que a-a™' = e.

Definicao 1.1.2. Se para todo a,b € G, tivermos a-b="0-a, entio G é chamado abeliano ou
comutativo.

Definicao 1.1.3. Se um grupo G tem exatamente n elementos, entao G € chamado finito e
dizemos que G tem ordem n. Caso contrdario, G € chamado infinito.
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Definicao 1.1.4. Dado um elemento a em um grupo G, denotamos por a" o produto a-a---a,
isto €, o produto de n wvezes o elemento a. Se existe um menor inteiro positivo n tal que
a=a-a---a=e, entdo a tem ordem n e € finito, caso contrdrio a tem ordem infinita.

Definicao 1.1.5. Se G é um grupo e a € G, o periodo de a é o menor inteiro positivo n tal
que a" = e. Se nao existe tal inteiro, dizemos que a tem periodo infinito.

Deﬁnigéo 1.1.6. Dizemos que G é um grupo ciclico se existe um elemento a € G tal que
G = {a’|z’ € Z} e escrevemos G =< a >. Todo elemento a que satisfaz esta condi¢io é
denominado gerador do grupo ciclico G.

Proposicao 1.1.1. Unicidade do elemento neutro.

~ / . ~ / . / /
Demonstragcio. Suponhamos que e e e sejam elementos neutros, entdao e = e - e, pois e é
elemento neutro e e pertence a0 grupo. Agora, como também e é elemento neutro temos
e-e =¢. Assim, e =€ - e = e ou seja, e = e . Portanto, o elemento neutro é tnico. O

Proposicao 1.1.2. Unicidade do elemento inverso

Demonstragcao. Dado a em um grupo, o seu inverso é Uinico, pois se x e y sao inversos de a,
r-a=a-xr=eey-a=a-y=e, pela Definicao 1.1.1. Entao:

T T-e,

z-(a-y)

= (v-a)-y,
— ey
_—

Portanto, x = y e, assim, o elemento inverso é tinico.
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Proposicao 1.1.3. Em um grupo, o inverso de um produto € o produto dos inversos na ordem
contrdria, tal que (a-b)"' =b"'-a'.

Demonstragdo. Sejam a e b pertencentes ao grupo G e (a - b)~' o inverso do produto a - b.
Vamos mostrar que (a-b)"' =b"'-a"t. Defato, (a-b)-(b""-a )= ((a-b)-b)-a ' =
(a-(b-b1))-at=(a-e)-a'=a-a'=e

Assim, pela unicidade do elemento inverso em um grupo temos (a-b)' =b""-a7!.

1.1.1 Subgrupos

Definicao 1.1.7. Um subconjunto H de um grupo G é dito um subgrupo de G se, com relagdio
ao mesmo produto de G (mesma operacao bindria de G) e o mesmo elemento neutro de G, o
proprio H € um grupo. Ou seja:

(i) e € H.

(it) Se a,b € H entioa-be H.

(iii) Se a € H entdo a™' € H.

Definicao 1.1.8. Dizemos que um grupo G € gerado pelo subconjunto H se todo elemento de
G pode ser representado como um produto de elementos de H.

1.2 Transformacoes

Definicao 1.2.1. Uma transformacao no plano ¢ é uma fungaot : ¢ — @ bijetora, que associa
a cada ponto P do plano um dnico ponto Q, tal que t(P) = Q e, de forma bilateral, para cada
ponto Q) existe um unico ponto P tal que t(Q) = P.

Exemplo 1.2.1. A identidade do plano no plano é uma transformacdo. Denotamos a trans-
formacao identidade por 1.

Definicdo 1.2.2. Seja t uma transformagdio. Considere t™" definida por: t~(P) = P’ se, e
somente se, t(P') = P. Dizemos que t™' ¢é a inversa det e, também, t" é uma transformagdo.

Definicao 1.2.3. Sejam t; e ty transformacoes. O produto tity é a correspondéncia tal que
(t1t2)(P) = (ty o t1)(P), ou seja, a transformagao tits € definida pela composicio ts o ty. Note
que, dado um ponto P, primeiro aplicamos t, e depois ts.

Proposicao 1.2.1. O produto de tits é uma transformagao, ou seja, o produto de duas trans-
formacoes é uma transformacao.

Demonstragio. sejam P, Q tais que (t1t2)(P) = (t1£2)(Q). Temos, (t5 0 t1)(P) = (t2 0 t1)(Q)
e, portanto, to(t1(P)) = t2(£1(Q)). Como ty é injetora, pois é uma transformagao, obtemos
t1(P) = t1(Q) e sendo t; também injetora temos P = @, ou seja, t1ty € injetora.
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Agora para mostrar que tty é sobrejetora, consideremos P um ponto qualquer no plano. Como
ty ¢ sobrejetora, existe P’ no plano tal que tg(P/) = P. E, como t; ¢ sobrejetora, existe P" no
plano tal que t1(P") = P'. Portanto, (t1t,)(P") = ta(t1(P")) = to(P') = P, o que implica que
ti1to € sobrejetora. O

Proposicao 1.2.2. O conjunto G de todas as transformagoes no plano é um grupo.

Demonstragcdo. Mostraremos as quatro propriedades como feito na definicao de grupo:

i) Seja G' o conjunto de todas as transformacoes no plano com o produto definido
em 1.2.1. O conjunto G é nao vazio, tem elemento identidade (transformagao identidade) e
possui a propriedade do fechamento.

ii) O conjunto G tem elemento inverso definido em 1.2.2, pois (tt~')(P) = (t ' o
t)(P) = I(P) = P. Portanto, tt~ ' = 1.

iii) O conjunto G tem a propriedade associativa, ou seja, t1(tats) = (t1t2)ts, com tq,
ty e t3 transformacoes.
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Capitulo 2

Isometrias

As isometrias sao transformagoes geométricas que preservam distancias entre pontos.
Aplicando isometrias a ponto, segmento, semirreta, reta, angulo ou poligonos, os elementos
transformados sdo geometricamente iguais aos elementos originais. De um modo geral, dizemos
que duas figuras sdo congruentes se existe uma isometria que transforma uma das figuras na
outra.

Neste capitulo desenvolveremos um estudo das isometrias no plano. Definiremos
isometrias, analisaremos o resultado de alguns produtos de isometrias e apresentaremos as
isometrias bésicas, a saber, translacao, rotacao, reflexao e reflexao deslizante.

Para compor este capitulo, consultamos as referéncias [1], [5], [6] e [10].

2.1 Definicao de isometria

Nesse trabalho, se subentende que o plano ¢ é o plano R? e a distancia entre dois
pontos é dada por:

d(P,Q) = \/(fh —p1)? + (g2 — p2)?, onde P = (p1,p2) e Q@ = (q1, g2)-

Definicao 2.1.1. Uma isometria no plano ¢ € uma funcao f : ¢ — ¢ que preserva distincia
entre dois pontos quaisquer, ou seja, f € uma isometria se, e somente se, dados P e ) arbi-

trdrios em o temos d(P,Q) = d(f(P), f(Q)), isto é, PQ = f(P)f(Q), ou ainda, se f(P) = P’
e f(Q)=Q', entio PQ = P'Q’.

Veremos no final dessa secao que uma isometria é um funcio injetiva e sobrejetiva.

Proposicao 2.1.1. A inversa de uma isometria é uma isometria.

Demonstragio. Seja f uma isometria tal que f~'(P') = P e f Q) = Q com P,P,Q e
Q' sendo pontos do plano. Pela Definicao 2.1.1 temos que PQ = P'Q’, pois f é isometria.
Mas se PQ = f (P f Q) entdio P'Q = f1(P)f HQ'), o que mostra que f~' é uma

isometria. O
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Proposicao 2.1.2. Se f e g sdo isometrias, entdo o produto fg é uma isometria.

Demonstragio. Seja f(P) = P', g(P")=P", f(Q) = Q" e g(Q") = Q", devemos ter
d((fg9)(P),(fg)(Q)) = d(P,Q), para todo ponto P e @ do plano. De fato,

d((f9)(P), (f9)(Q)) = d(g(f(P)),9(f(Q))) = d(g(F), 9(Q")) = d(P", Q") = P",Q".

Como f e g sdo isometrias, entao as distancias PQ = P'Q' e P'Q" = P"Q", logo,
PQ — PNQ”.
]

Definicao 2.1.2. Seja f uma isometria, dizemos que P é um ponto fixo ou invariante de f se,
e somente se, f(P) = P.

Definicao 2.1.3. Seja f uma isometria, dizemos que r € uma reta invariante de f se, e somente

se, f(r)=r.

Teorema 2.1. Se f é uma isometria, entao f preserva as distancias e transforma:

i) pontos colineares em pontos colineares;

ii) pontos médios dos segmentos de reta em pontos médio dos segmentos de reta;

iii) segmentos, semirretas e retas em, respectivamente, segmentos, semirretas e retas;
iv) tridngulos em tridngulos congruentes;

v) dngulos em angulos congruentes;

vi) retas perpendicularidade em retas perpendiculares.

Demonstragio. Em cada pardgrafo, considere f uma isometria tal que f(P) = P, (Q) = Q' e

f(R) =R com P,Q,R,P',Q" e R sendo pontos do plano.

i) Os pontos P, e R sao colineares se, e somente se, PQ + QR = PR, como as
distancias PQ = P'Q', QR = Q'R' e PR = P'R', entao P'Q" + Q'R' = P'R’, logo, se P,Q e R
sao colineares, entao P, Q" e R’ também sdo colineares.

ii) Sejam P,@Q e R pontos colineares no plano, se PQ = QR, entao P'Q" = Q'R’,
isto é, se Q é ponto médio de P e R, entao Q' é ponto médio de P’ e R'.

iii) Se PQ é um segmento da unido dos pontos P e @) e todos os pontos dentro
desse intervalo, entao f(PQ) é a uniao de P’ e @' e todos os pontos nesse intervalo. Logo
f(PQ) = P'Q" e f preserva a mesma distancia entre os segmentos. Caso andlogo para semir-
retas e retas.

iv) Seja P, @ e R pontos nao colineares, entao PQ + QR > PR, desse modo, temos
P'Q + QR > PR com P',Q e R nao colineares. Seja PQR o tridngulo da unidao dos seg-
mentos PQ,QR e PR, entao concluimos que A(PQR) = A(P'Q'R).
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v) Como f preserva triangulos, segue que f também transforma angulos em angulos
congruentes, tal que f(PQR) = P'Q'R’.

Vi)/\COHl a mesma analogia do item anterior temos que PQ) 1 QR, em que PQR =
90°, entdao P'Q'R' = 90°, logo P'Q’' L Q'R’.

O
Proposicao 2.1.3. Toda isometria é uma fungdo injetiva.
Demonstragio. Sejam P e () pontos do plano.
Se P#£Q=dP,Q)>0=dP,Q)=dP,Q)>0= P #+£Q.
O

Proposicao 2.1.4. Toda isometria € uma fungdo sobrejetiva.

Demonstragio. Seja f um isometria tal que f(P) = P e f(Q) = Q' com P,Q e suas imagens
sendo pontos do plano e, ainda, f(r) =" e f(s) = s’ com r,s e suas imagens sendo retas do
plano. Dividiremos a demonstracao em dois casos.

i) Caso trivial, se P’ € r' entdo, por defini¢do, existe um ponto P € r tal que

f(P)=P.

ii) Caso contrario, se P’ ¢ ', seja s’ uma reta perpendicular a r com P’ € s' e @/
o ponto de interse¢ao de v’ com s’. Como Q' € 1, existe Q € r tal que f(Q) = Q. Seja s a
reta perpendicular a r passando por Q. A imagem de s pela isometria f é perpendicular a r’ e
contém Q'. Logo, f(s) =s'. Como P’ € ¢, existe P € s talque f(P) = P'.

]

Desse modo, toda isometria no plano é bijetora e também é uma transformacao.
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2.2 Transformacgoes isométricas do plano

2.2.1 Translacao

Definicao 2.2.1. A translacao associada ao vetor u pode ser representada por T= ou Tag no
qual T = Tag, em que A e B sdo pontos e as extremidades do vetor W, com sentido de A

para B e faz corresponder a cada ponto P do plano um ponto P’ tal que Tap(P) = P', com
PP = AB.

Se 0s pontos A, B e P forem colineares, entdo o ponto P’ também serd colinerar,
sendo o unico ponto pertencente a reta definida pelos pontos A e B, que se encontra a distancia
de P tal que AB = PP’, com BP e AP’ tendo o mesmo ponto médio. Veja a Figura 2.1

P A P B
*-—-o e e
A P B P
[ & 2 - -9
A B P =
° ° - ————————— == °

Figura 2.1: Translacao entre pontos colineares

Se o ponto P for ndo colinear com os pontos A e B, entdio os pontos A, B, P e
ormam um paralelogramo, conforme estd representado na figura 2.2. Da mesma forma, o
P f lel f tda tad fi 22. D f

ponto P’ é o inico ponto que se encontra a distancia de P igual a AB. O segmento PP’ ¢
paralelo a AB.

Figura 2.2: Translacao entre pontos nao colineares

Proposigao 2.2.1. Sejam A e B pontos do plano. A translacio Tap é uma isometria.

Demonstragdo. Considere dois pontos P e () do plano e suas imagens, pela translacao Tap,
P, = TAB(P) (§ Q/ = TAB(Q)

Se a reta r que contém P e () é paralela a AB, entao T4p aplicada em algum ponto
deréTyg:r—r.
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Vamos verificar os casos observando a Figura 2.3. No primeiro caso, os segmentos PP e QQ’
nao tém pontos em comum e no segundo tém.

Q Q P P P_Q Pa
L. o o . —e—o -~
~ N / \ \
N ~ / \ : \ :
/ / \ \
N N 7 A ~ 7 . \
-—% &
A B A B
17 Caso 2° Claso

Figura 2.3: Translagoes de comprimento AB

Assim, no primeiro caso, temos:

P'Q =PQ+QQ =PQ+ PP =PQ
e no segundo caso, temos:

PQ =QQ = PQ=PP = PQ=PQ

Ainda, se r nao é paralela a AB, entao PP’ e QQ' sao lados opostos de um parale-
logramo, o mesmo ocorre para PQ e P'Q’. Logo, P'Q)' = PQ. Veja a Figura 2.4:

Figura 2.4: Paralelogramo formado por T4z

]

Observagao 2.2.1. A inversa de Typ ¢ denotada por Tyg, em que Typ = Tpa.
Se A = B, entdo a translacdo € a identidade e tem deslocamento nulo. Qualquer translagdo, de
deslocamento nao nulo, € uma isometria que mantém os pontos nao invariantes.

Uma translagao Tap nao possui ponto invariante, pois para cada ponto P no plano com Tag(P) =
P, temos PP' = AB o que implica P = P'.
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2.2.2 Reflexao

Definicao 2.2.2. Sejam P, P’ e M pontos do plano e a reta r sendo um eizo de reflexdo
no plano. As distancias de P e P’ em relagio a reta v sdo iguais, com r sendo a mediatriz
do segmento PP’ e M o ponto de intersecio entre PP' er. Denotamos a reflexdo emr por R, e:

i) se P €r entio R,(P) = P;
ii) se P ¢ r entio R,(P) = P'.

Figura 2.5: Reflexdo em relacao a reta r

Proposicao 2.2.2. Seja r uma reta no plano. A reflexao em r, denotado por R,, € uma
isometria no plano.

Demonstragio. Seja r uma reta qualquer do plano, com P’ = R.(P) e Q' = R,(Q) para
quaisquer pontos P e @ do plano, entao R, é uma isometria se, e somente se, d(P, Q) = d(P', Q).

Vamos analisar os quatro casos diferentes conforme a localizacao dos pontos P e ()
em relagao a r.

Caso 1: Se P ¢ r e @Q € r. Desse modo temos que R,.(Q) = @, com Q' = @, como
r é a mediatriz do segmento de reta PP’, entdo d(P,Q) = d(P’,Q").

Caso 2: Se o segmento P@) nao é perpedicular, nem paralelo a r e P,Q ¢ r, entao
temos os pontos M, N € r que sao os pontos médios de PP’ e QQ', respectivamente. Pelo cri-
terio LAL os triangulos APNQ e AP'NQ' sdo congruentes, pois PN = P'N, PNQ = P'NQ'
e QN = @Q'N, logo, PQ = P'Q’. Na Figura 2.7 vemos duas imagens, uma vez que o caso é
valido independente se os pontos P e () estao do mesmo lado ou em lados opostos de r.

Caso 3: Se P,Q ¢ r e PQ é perpendicular a r, entdo temos duas situagoes:
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P

|
|

- ’—| Q=Q'
|
|
|
|

P

Figura 2.6: Reflexdo em r em que P€re @ ¢ r

| |
/ {1 Tl ﬁ "]:1 J
M ,/,FTN M, SCEN
- | | ™
| -
:\o , Q
OI p

Figura 2.7: Reflexdo em r em que P,Q ¢ r e PQ) nao perpendicular a r

i) PQ tem intersegao com r no ponto M, logo d(P, Q) = QM + PM. Pela Defini¢ao
2.2.2, temos ainda que d(P', Q') = Q'M + P'M = QM + PM = d(P,Q), que era o resultado
desejado.

ii) PQ nao tem intersegdo com r, logo d(P,Q) = |PM — QM|, temos ainda que
d(P,Q")=|P'M—QM|=|PM—-QM|=d(P,Q)
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]
ks

*

P

Figura 2.8: Reflexdo em r em que P,Q ¢ r mas PQ) perpendicular a r

Caso 4: Situacao trivial da demonstragao, se P,Q € r, entao R,.(P) = P' = P e
R.(Q)=Q" = Q,logo d(P,Q) = d(P', Q)

Figura 2.9: Reflexdo em r em que P,Q € r

]

Observagao 2.2.2. O produto de duas reflexoes em relacao a mesma reta r é a identidade,
R,.R,. = 1. A inversa de uma reflexdo em r é denotado por RT_I, com R;l = R,. A reflexio R,

em torno da reta v deixa invariante todos os pontos de r, ou seja, transforma os pontos da reta
r neles proprios.

2.2.3 Rotagao

Definicao 2.2.3. Uma rotacao é determinada por um centro de rotagio O e por um angulo c,
denotados por Rp.. Assim, se a rotacdo de centro O e angulo a for aplicada a um ponto P,
obtém-se:

(i) P' se P # O, tal que Roo(P) = P', OP = OP' € o dangulo orientado /(OP,OP")

tem amplitude o;

(i1) O se P = O, tal que Roo(P) = O.

Observacao 2.2.3. Seja a o angulo da rotacio Ro, com centro no ponto O. O sentido da
rotagao é determinado pelo valor de . Considera-se que se a > 0 (positivo) a rotagio é feita
no sentido anti-hordrio e se o < 0 (negativo) a rotagio € feita no sentido hordrio.

Proposicao 2.2.3. Toda rotagdo é uma isometria.
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Demonstragio. Considere a rotacao Roq.

Se os pontos O, A e B forem colineares, temos as seguinte situagoes, ou AB =
OB—0OA = A'B'ou AB=0B+0A = A'B’ (ver Figura 2.10), em ambas situagoes AB = A’'B’
e os segmentos de reta OA = OA’ e OB = OB'.

Figura 2.10: Rotacoes de angulo o de pontos colineares

Mas, se os pontos O, A e B nao forem colineares, entao AOB' e A'OB tém a mesma
bissetriz b, logo AOB = A'OB’, aplicando o critério de congruéncia de tridAngulos LAL, pois
OA =0A e OB = OB, podemos concluir que AB = A'B’. Veja a figura abaixo.

Figura 2.11: Rotacoes de angulo o de pontos nao colineares

O

Observacgao 2.2.4. A rotacao deiza invariante um unico ponto no plano, o centro da rotacao.
A inversa da rotagio Ro € a rotagdo Ro(—qy, isto €, R(_)(ll = Ro(—a). Quando o = 180°, a
rotacao Roa € simetrica ao ponto O ou meia-volta de centro O, denotamos a meia-volta em O
por Hp.

2.2.4 Reflexao Deslizante

Definicao 2.2.4. A reflexao deslizante é a isometria que se obtém pelo produto de uma reflexdo
numa dada reta r, a saber R,., sequida por uma translagio Tag com A e B sendo pontos do
plano e AB paralelo d reta r, ou vice-versa, isto €, o produto de uma translacao sequida de uma
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reflexao, tendo a reta r e o segmento AB a mesma diregdo. Denotamos a reflexdo deslizante
por v e definimos ela pelo produto R, Tag. Desse modo, dado um ponto P no plano temos
R, Tag(P) = P'. Veja a figura abaizo:

Figura 2.12: Reflexdo deslizante v(P) = R, Tap(P) = P’

Proposicao 2.2.4. Toda reflexao deslizante é uma isometria.

Demonstragio. A reflexao deslizante é a composicao das isometrias reflexao e translacao, como
vimos na Proposi¢ao 2.1.2, o produto de duas isometrias é uma isometria, logo, a reflexao
deslizante é uma isometria.

]

Observacao 2.2.5. A inversa da reflexio deslizante v € representada por v~ '. A reta r da
reflexao deslizante € invariante, mas 0s pontos pertencentes a r ndo sao fixos.

2.3 Produto de isometrias

As Proposigoes 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3 sao resultados que usaremos para justificar os
produtos das isometrias que veremos a seguir.

Proposicao 2.3.1. Se f é uma isometria que fiza dois pontos distintos de uma reta r, entdo
f fixa todos os pontos de r.

Demonstragdo. Seja f uma isometria que fixa os pontos distintos A e B de uma reta r.

Se existe um ponto P € r tal que P’ = f(P) # P entao, pelo fato de d(A, P) =
d(f(A), f(P)) =d(A, P'), temos que A é o ponto médio do segmento PP’
Analogamente, terfamos que B seria o ponto médio de PP’, logo A = B, que é um absurdo.
Logo, temos que f fixa qualquer ponto da reta r.

[]

Proposicao 2.3.2. Se f é uma isometria que fixa trés pontos nao colineares, entao f € a
identidade.
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Demonstragio. Sejam P, f(A) = A, f(B) = B e f(C) = C com A, B e C sendo pontos
quaisquer do plano e nao colineares. Desse modo e pela Proposicao 2.3.1, temos que as retas
que contém os pontos: Ae B, Ae C e B e C sao invariantes por f.

Agora tracemos uma reta m em P que intersecta o triangulo AABC' em pelo menos dois pontos
distintos, chamemos de P, e P,. Como esses dois pontos da reta m pertencem a duas retas
distintas que fixam seus pontos, entdao, novamente pela Proposicao 2.3.1, m é uma reta cujo os
pontos sao fixos. Portanto, como P € m, entao f(P) = P para todo ponto P do plano, logo f
¢ a identidade.

Figura 2.13: Reta m invariante

]

Proposicao 2.3.3. Se f e g sdo isometrias que coincidem em trés pontos distintos nao coli-
neares, entao f = g.

Demonstragdo. Seja f e g isometrias que coincidem em trés pontos nao colineares A, B e C,
entao temos que f(A) =g(A) = A", f(B)=g(B)=B"e f(C)=g(C)=C".
Desse modo podemos dizer que:

(gf )(A) =f1(A)=4A
(9f)(B)=f1(B)=B
(gfHC)=fC)=C

Logo, segue da Proposicao 2.3.2 que gf ' = I. Podemos concluir entdo que f = g.

2.3.1 Produto de Translagoes
Proposicao 2.3.4. O produto de translagoes é uma translagdao.

Demonstrag¢io. Como analisado na Definicao 2.2.1, a translagao estd associada a um vetor e
esse vetor pode ser definido através de pontos. Tomemos A, B e C pontos do plano, agora
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Figura 2.14: Composi¢ao duas translagdes é uma translacao

sejam T; = Ty e Ty = Tge, se W é o vetor soma de u e ¥, entao temos que Tz = T =
T3T5 = TapTc = Tac.

[]

2.3.2 Produto de reflexoes

Proposicao 2.3.5. Seja r uma reta qualquer no plano e sejam m e n retas perpendiculares a r
que a interceptam, respectivamente, nos pontos P e ). A isometria h composta pelas reflexoes
f e g nas retas m en € uma translagdo paralela a r de comprimento igual ao dobro da distincia
entre m e n e com sentido de m para n, ou seja, h = fg = R, R, = Topg

Demonstragdo. Seja r uma reta perpendicular as retas m e n e ainda, A, B e C pontos distintos
do plano, com AB perpendicular a r, com B,C € r e C' € m . Pela Definicao 2.2.2 temos
que R, (A) = A" e R,(A") = A” e se os pontos P e @ sdo os pontos médios de AA" e A’A",
respectivamente, em que P € m e Q € n, temos que AP = A'P e A'/Q = A”Q. Como o
comprimento do segmento AA” = AP + A'P + A'Q + A”Q, a distancia entre m e n pode ser
dada por d = AP + A”Q, logo AA” = 2d. Caso andlogo para o ponto B, ji que AB ¢é paralelo
am, assim R,,R,(B) = B', com BB’ = 2d.

Verificando o que acontece no ponto C, temos que R,,(C) = C e R,(C) = C’', com
CC'=2d=2(PA + A'Q). Se considerarmos uma translagao com deslocamento igual ao dobro
do comprimento de PQ e com sentido de P para @, temos que Topg(A) = A" Topg(B) = B' e
Typg(C) = C'. Logo, Pela proposi¢ao 2.3.3, R, R, = Topg.

Podemos concluir que quando se efetuam reflexdes em eixos paralelos, se o niimero
de reflexdes for par, a isometria obtida é uma translacao. O

Proposicao 2.3.6. O produto de duas reflexoes em eizos nao paralelos € uma rotacao. De outro
modo, sejam 1 e s retas do plano e O o ponto de interseccio entre essas retas, se f = R, R,
com r e s ndo paralelas, entdo f € uma rotagdo com centro no ponto O e com angulo igual ao
dobro do angulo que as duas retas fazem entre si.

Demonstragdo. Seja O o ponto de intersec¢ao entre r e s e P e A pontos do plano.
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Figura 2.15: A composicao de duas reflexdes paralelas é uma translagao

Sejam P' = R.(P) e P" = R,(P'). Seja A € r o ponto que r intersecta PP' e A’ € s
o ponto s que intersecta P'P".
Como AP = AP', entdo os angulos AOP e AOP' sdo iguais, pois os tridngulos AAOP e
AAOP' sao congruentes, caso andlogo para AA'OP" e ANA'OP".

Para determinar o ngulo da rotagio, seja v = ziléP = AOP', B =" AOP' = A'OP"
e =a+ 3, como POP" = AOP + AOP' + AOP' + A/OP”, temos que:

POP' =a+a+ B+ =20

Em outra situacao pode-se obter o valor para 6 através de a« — f = 6. A demons-
tracao é feita de modo andlogo ao anterior, mas com os vértices dos triangulos dispostos em
lugares diferentes, porém o resultado final se mantém inalterado, POP” = a+a — 3 — 3 = 26.

Logo, POP" =20 ¢ a rotagao esta centrada no ponto de interseccao dos eixos.

Pode-se concluir que quando se efetuam reflexoes em eixos nao paralelos se o niimero
de reflexdes for par, a isometria obtida é uma rotacao.

[]

Proposicao 2.3.7. Seja | uma reta passando por um ponto O e Rgo uma rotagdo nesse ponto.
Entao existem e sdo unicas as retas r e s tais que Rgo = R, Ry = RiRs e 0s angulos entre r el

7

el es sao iguais a 5

Demonstragio. Seja Rgo(P) = P'. De acordo com a Proposi¢ao 2.3.6, temos que a rotagao
Ryo pode ser definida como o produto de duas reflexdes em retas concorrentes, com centro no
ponto de intersec¢ao e sendo o angulo entre essas duas retas a metade do angulo existente na
rotacao.

Logo, as retas r e s sdo tnicas e tem o mesmo angulo com [. Veja a Figura 2.17
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Figura 2.17: Rgo = RTRl (§ RQO = RIRS

Proposicao 2.3.8. Sejam r,s e t trés retas concorrentes passando por um ponto P. Entdo
existe uma unica reta | passando por P tal que R.R;R; = R;.

Demonstragdo. Sejam os eixos de R,., R, e R; concorrentes no ponto P. Tomemos a reta [
também passando por P tal que o angulo entre [ e t é igual ao angulo entre r e s e o sentido
de [ para t é o mesmo que de r para s. Pela Proposicao 2.3.7 temos que R,.Rs = R R;.

Logo, o produto R,R;R; = RiR;R; = R;.
O

Proposicao 2.3.9. Sejam r,s e t retas ndao concorrentes num mesmo ponto e nem duas a
duas paralelas, entao o produto entre essas trés retas € uma reflexdo deslizante v, ou seja,
R, R;R; = .

Demonstragcao. Suponhamos que r e s se intersectam no ponto P e seja [ a reta que passa por
P e é perpendicular a reta t, seja ainda () o ponto de interseccao das retas [ e t. Usando a
Proposicao 2.3.8, sabemos que existe uma reta m passando por P tal que R.R, = R, R; e
multiplicando por R; em ambos lados da equacao obtemos R,.R,R; = R, R/ R;.

Consideremos ainda a reta n que passa por @ perpendicular a m e n’ a reta que passa por
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Figura 2.18: R.R;R;, = R,

perpendicular a n, entao temos a meia volta Hy = Ry = Ry R,.

Como n é perpendicular a n’ e n é perpendicular a m, segue que m e n’ sdo paralelas, desse
modo considere a translacao T,y = R, R, .

Logo, temos que R, R,R; = R, R R, = T, R, = é uma reflexdo deslizante com eixo em n
e a translacdo com deslocamento igual ao dobro da distncia entre mn’'.
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Figura 2.19: R, R;R; =y

O

Proposicao 2.3.10. Sejam as retas r e s perpendiculares, o produto R,.Rs ¢ uma meia-volta
cujo centro é o ponto de interseccao entre as retas r e s.

Demonstragio. Seja O o ponto de interseccao entre as retas perpendiculares r e s, pela Propo-
sicao 2.3.6 temos que R, Ry = Rpg, com 0 igual ao dobro do angulo entre as retas r e s, isto é,
0 = 180°. Desse modo R,R, = Roizoe = Ho, com Hp sendo a meia volta de centro em O.

]

Proposicao 2.3.11. O produto de duas meias-voltas é uma translacao e, reciprocamente, uma
translagcao sempre pode ser escrita como o produto de duas meias-voltas.

Demonstragio. Seja r e s duas retas paralelas do plano perpendiculares a reta t e, ainda, os
pontos P e () sdo interseccoes de r e s em ¢, respectivamente. Considere Hp = R, R, e Hg =
R.R,, fazendo o produto entre essas duas meia-volta teremos HpHg = R, iRy = R, R;,
como 7 e s sao paralelas, e de acordo com a Proposicao 2.3.5, temos que o produto R, R, é uma
translacao com deslocamento igual ao dobro da distancia entre as retas e com sentido de r para
s. Caso analogo para a volta.

[]

Proposicao 2.3.12. O produto de uma meia volta e uma reflexdao (ou vice-versa) é uma reflexdo
deslizante, desde que o centro da meia volta ndo pertence a reta de reflexao.

Demonstragdo. Seja a meia volta Hp e a reflexdao R,, em relagdo a reta m. Considere a reta r
perpendicular & reta m passando pelo ponto O, e seja O a intersecao das retas r e m. Assim,
R,, = H,R, = R.H{,. Logo, HoR,, = HoH,R, = TR, = R, T, em que T é a translacio
HoHY, pela Proposigdao 2.3.11 . Observe que o segmento OO’ esté contido na reta r, assim o
deslocamento da translagao é na direcao da reta r. Entao o produto de uma meia volta Hp e
uma reflexao R,, é uma reflexdo deslizante, desde que o centro da meia volta nao pertence a
reta de reflexdo.

[]
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2.3.3 Produto de rotacoes

Proposicao 2.3.13. Sejam A e B pontos do plano, considere ainda as rotagoes Ra, e Rpg.
A isometria resultande do produto RapRp depende da soma entre o e [3, isto é, se o+ [3 for
igual a 0° ou 360° entdo o produto RanRps € uma translagdo, caso contrario a isometria é uma
rotacao.

Demonstragdo. De acordo com a Proposicao 2.3.6, uma rotacao pode ser escrita como o produto
da reflexao entre duas retas concorrentes. Considere entao as rotacao Ry, = R, R, e podemos
impor, sem perda de generalidade, que uma dessas retas do produto de R4, também pertence
ao produto de reflexdes de Rpg, seja essa reta s, desse modo Rpg = R R;.

Assim RaoRps = R, RsR;R; = R, R, isto é, o produto de duas rotacoes é igual ao produto de
duas reflexoes.

Sabemos que o produto de duas reflexdes em retas concorrentes ¢ uma rotagao, logo RaaRpg =
Rca+s, sendo C o ponto de intersecgao entre as retas r e t. Caso contrario, as duas retas serao
paralelas e teremos uma tranlacao e a+ 3 sera 0° quando o sentido de rotagdo dos angulos sao
diferentes ou 360° quando o sentido de rotagao dos angulos sao iguais, entao RaonRps = T4,
com T}, sendo a translagao com o dobro do deslocamento da distancia entre r e t e com sentido
de r para t.

]

2.3.4 Produto de reflexoes deslizantes

Proposicao 2.3.14. Sejam v e € reflexoes deslizantes. A isometria resultande do produto e
¢ ou uma rotacao, se as retas de simetria das reflexoes deslizantes sao concorrentes, ou € uma
translacao, se as retas de simetria das reflexoes deslizantes sao paralelas.

Demonstragio. Pela Defini¢ao 2.2.4, uma relfexao deslizante é dada pelo produto de uma re-
flexdo e uma translacao, em que o deslocamento da translagao é paralelo a reta de reflexao. E,
como uma translagdo pode ser expressa como o produto de duas reflexdes em retas paralelas,
as reflexdes delizantes v e € podem ser expressas por

¥ = RiRsR3 = R3R Ry
€ = R4R5R6:R6R4R5. (231)

com Ry, Ry, R3, R4, R5, Rg reflexdes em relacdo as retas ry, 1o, r3, 14, 75, 76, sendo Ry Ry
e R4Rs; as translacoes de v e €, respectivamente, e R3 e Ry as reflexdes de v e €, também
respectivamente. Além disso, r; e o sdo paralelas e perpendiculares ao eixo r3 da reflexdo
deslizante v e, também, r4 e r5 sao paralelas e perpendiculares ao eixo rg de €.

Agora, para analisar o produto das reflexdes 7y e €, consideramos dois casos.

Caso 1: Os eixos r3 e rg das reflexoes deslizantes 7y e €, respectivamente, sao paralelos.
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Temos que v¢ = RyRyR3RsR4R5, em que os produtos RyR,, R3Rs e Ry4Rs sao
translagoes, pois o produto de reflexdes em retas paralelas é uma translacdo. E, pela Propo-
sicao 2.3.4, sabendo que o produto de translacoes é uma translagao, concluimos que ve é uma
translacao.

Caso 2: Os eixos r3 e rg das reflexoes deslizantes 7 e €, respectivamente, sao concor-
rentes.

Seja P o ponto de intersecao dos eixos r3 e rg das reflexoes deslizantes v e €, respecti-
vamente. Asretasry, ry, r4 € r5 podem ser tomadas com 75 e 74 passando pelo ponto P. Como ry
é perpendicular a r3 e também r4 é perpendicular a rg, entdao RoR3 = R3Ry = RyR¢ = RgRy =
Hp, desse modo ve¢ = RiRyR3RyRsRs = R1RsRyR4R5Rs = R1R¢RsR¢ = RiRgR¢Rs = R1R5.
Como 71 e r5 sao perpendiculares a r3 e rg, respectivamente, e ainda, r3 e rg s40 concorrentes,
entao r; e r; tem ponto de interseccao. Portanto, podemos concluir que o produto Ry R5 = e
¢ uma rotacao.

]

2.3.5 Isometrias opostas e diretas

Teorema 2.2. As isometrias translagdo, reflexdo, rotacao e reflexdo deslizante podem ser es-
critas como o produto de no maximo trés reflexoes.

Demonstragao. Caso trivial para a isometria reflexao.

As demais isometrias do teorema ja foram comprovadas nas proposicoes anteriores, a saber:
pela Proposicao 2.3.5, a translagdo pode ser escrita como o produto de duas reflexdes em
retas paralelas , pela Proposicao 2.3.6, a rotagao pode ser escrita como o produto de duas
reflexoes em retas concorrentes e, pela Proposicao 2.3.9, a reflexdo deslizante foi expressa como
o produto de uma reflexdo e uma translagao, como essa tltima pode ser escrita como o produto
de duas reflexdes em retas paralelas, temos que a reflexdo deslizante pode ser escrita usando
trés reflexdes.
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/)

translagao rotacao reflexao reflerao deslizante

Figura 2.20: Isometrias apresentadas como o produto de no maximo trés reflexoes

]

Proposicao 2.3.15. O produto de quatro reflexoes pode ser expresso pelo produto de duas
reflexoes, de forma geral, o produto de um niumero par de reflexoes pode ser escrito como o
produto de duas reflexoes.

Demonstracao. Sejam as reflexoes Ry, Ry, R3, Ry em relacao as retas ri,7o, 73,74, respectiva-
mente. Considere um ponto P na reta ry. Existem retas 75 e r3, com P pertencente a 75 e
RyR3 = RyR;, em que R, e R3 sdo as reflexdes em relagao as retas ry e r3, respectivamente,
assim, R1R2R3R4 = RlRéRéRzl

A seguir, considere as retas 5 e 1y com P pertencente a reta rj e RsRy = Ry R}, em que Rj e R}
sdo as reflexoes em relagao as retas ry e 1y, respectivamente. Logo, Ry ReR3 Ry = R1RyRyRy =
RiR,R;R) com P pertencente as retas das trés primeiras reflexdes. Assim, pela Proposi¢ao
2.3.8, existe uma reta r passando pelo ponto de concorréncia P das retas destas trés reflexoes
com RiRyRy = R,, em que R, é a reflexdo em relacao a reta r. Portanto, Ry RyR3Ry = R, R},
ou seja, o produto das quatro reflexdes pode ser expresso como o produto de duas reflexoes.
Como o produto de trés reflexdes sempre pode ser escrito como o produto de uma reflexao,
entao podemos concluir que um ntimero par de reflexoes, 2n com n € N, pode ser escrito como
o produto de duas reflexoes. O

Proposicao 2.3.16. O produto de um niumero impar de reflexdes pode ser escrito como um
produto de trés reflexdes ou € igual a uma reflexdo.

Demonstragdo. Segue como consequencia da Proposicao 2.3.15. O

Defini¢ao 2.3.1. Uma isometria é direta (ou par) se é dada pela composicao de um nimero
par de reflexdes, caso contrdrio a isometria é oposta ( ou impar).

Observacao 2.3.1. A identidade I é uma isometria direta, pois pode ser expressa como o
produto de duas reflexées, ou seja, I = R.R,, em que r é uma reta qualquer do plano.

Proposicao 2.3.17. Uma isometria par ou é uma rotacao ou uma translacdo e uma isometria
impar ou € uma reflexdo ou uma reflexao deslizante.

Demonstragao. Essa demonstragao segue do Teorema 2.2. O]
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Proposicao 2.3.18. Uma isometria no plano com um ponto invariante € ou uma reflexdo ou
um rotacdo, dependendo se é direta ou oposta.

Demonstragcdo. Como visto na Proposicao 2.2.3, a isometria de rotagdo Rpg, com angulo 6 # 0,
deixa invariante apenas um ponto, que é o centro de rotagao O. Ainda, na Proposicao 2.2.2,
temos que a reflexdo R, deixa invariante todos os pontos que pertencem a reta r.

Logo, segue que as isometrias, nao identidade, que possuem pontos invariantes ou é
uma rotacao, se for direta, ou uma reflexao, se for oposta.

]

Proposicao 2.3.19. Toda isometria oposta sem ponto invariante é uma reflexao deslizante.

Demonstracdo. Seja f uma isometria oposta sem ponto invariante e A um ponto do plano com
f(A) = A’ Logo, A # A, pois f ndo tem ponto invariante. Seja a meia volta Hop tal que O
é o ponto médio do segmento AA’. Assim, Hp(A) = A" e Hp(A") = A. Considere a isometria
dada pelo produto Ho f, que é oposta pois Hp é direta (rotacao de 180°) e f é oposta. Entao
(Hof)(A") = f(Ho(A") = f(A) = A’ pois Ho(A') = A e f(A) = A", Assim, a isometria oposta
Hof tem o ponto invariante A, e isto implica que Hof é uma reflexdo R, na reta r, isto é,
Hof = R,. Portanto, f = HoR, com R,.(O) = Hpof(O) = f(HO(O)) = f(O) # O pois f
nao tem ponto invariante. Assim a reta r da reflexdo R, nao contém o ponto O e, entao f é
o produto de uma meia-volta e uma reflexdo em relagao a reta r que nao passa pelo centro da
meia-volta. Logo, r é uma reflexdo deslizante.

]
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Capitulo 3

Reticulados, Redes, Centros de
Simetria e Simetria Axial

Neste capitulo apresentamos os conceitos de revestimento, reticulados, redes, centros
de simetria e célula basica. Célula basica constitui em uma pequena parte de um padrao
ornamental no plano, que possui as caracteristicas gerais do padrao, e, ainda, que possibilita
reconstrui-lo completamente por meio de cépias da célula e justapostas de modo adequado.
Estabeleceremos o Teorema da Restrigao Cristalografica que diz sobre os possiveis centros de
simetria de rotagao de um padrao no plano. Estes conceitos e teorema sao importantes para o
estudo que faremos no capitulo 4 sobre os grupos de simetrias de padroes no plano, ou seja, os
grupos de revestimentos.

Os grupos de revestimentos serao estudados no capitulo 4, mas serdo definidos nesse
momento. Este capitulo estd fundamentado principalmente nas Referéncias [6] e [10].

3.1 Reticulados e redes

Definicao 3.1.1. Um grupo de revestimento VW é um grupo de isometrias cujas translagoes sao
as de um grupo < T, Ty > em que Ty =Tap e Ty =Tsrc e A, B e C sdo pontos ndao colineares.

Observacao 3.1.1. Dizemos que as translacoes Ty e Ty sao translagoes independentes quando
0s pontos A, B e C' ndo sao colineares e T1 =Tap € Ty = Tyc.

Definicao 3.1.2. Seja W um grupo de revestimento. Um reticulado de VW determinado pelo
ponto A € o conjunto de todas as imagens de A pelas translagoes do grupo V.

Observagao 3.1.2. Toda translagio no grupo VW é do tipo Tszj. Dado um ponto A no plano, os
pontos A;; formam um reticulado onde A;; = (1713 )(A). O quadrildtero A;; Agit1)j A1) (+1)Ai+1)
¢ um paralelogramo.

Definicao 3.1.3. Sejam r e s as retas que contém os segmentos AB e AC, respectivamente,
com A, B e C sendo pontos ndo colineares. A rede, de um grupo YV de revestimento, sao todas
as imagens de r e s pelas translacoes Tag € Tac do grupo WW.
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Definicao 3.1.4. Uma célula bdsica para um grupo YV de revestimento com rela¢do a um ponto
A e translagoes geradoras T e Ty é uma regido quadrildtera com vértices Aj, A1)y, Aii+1)(j+1) €
A1), €, € sempre uma regido determinada por um paralelogramo. Um reticulado determinado
por translacoes com uma célula retangular é chamado reticulado retangular e, se for determinado
por uma célula em forma de um losango é chamado reticulado rombico. Uma célula basica é
também chamada uma regido fundamental.

[ ] L ] L ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ |
L ] L ] L ] L] L] L ] L ] L ]
A1) Al+1)G+1)
[ ] [ ] L ] “z L ] L ] [ ] [ ]
J A1)
L ] L ] L ] L ] L ] L ] L ] L ]
Az Aoz
[ ] [ ] [ ] L ] L ] L ] L ] a
A 14 Ao At Agy Az
L] L] L] L] L] L] L] L]
Ao A Ao Ao Asg A4g Asg Aso

Figura 3.1: Reticulado para o grupo de translacoes determinado pelo ponto A : A;; = (TiT3)(A)

77777777
;T

A

Figura 3.2: Rede determinada por um reticulado
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Figura 3.4: Reticulado rémbico

Figura 3.3: Reticulado retangular

A forma da regiao fundamental (célula bésica) ndo é unica. Qualquer paralelogramo
servird, desde que tenha 4 pontos do reticulado para seus vértices e nenhum outro em seus
bordos ou em seu interior.

Proposicao 3.1.1. O grupo gerado pelas translacoes T e Ty é da mesma forma gerado pelas
translagoes TOTY, TCTy desde que ad — be = 1
Demonstracdo. Seja G1 =< Ty, Ty > e Gy =< T{‘sz, TfTZd >:

(1) G1 C Go Devemos mostrar que 11, Ty € Go, ou seja, T; e Ty sdo expressos pelas
translagoes T2TY e TCTY. Sejam z e y tais que (TOTY)*(TETHY = Ty = (TP ) (T9 %) = T3

ar +cy =1
br+dy =0

det (Z ;) =ad—bc=1+#0 (por  hipdtese)

Portanto . J
x:(0d>— _d
(4d) ad—cb
© al b
y_(b()): - — b
(3d) ad—cb

Logo, (THTHNTETS)™ = Ty e, portanto, T € Go.(1)

Agora, sejam x e y tais que (TfTQI’)I(TfTQd)y =T = (Tf“cy)(szb”dy) =T =
ax+cy bx+dyy
(TP N)(1Y) =T,

ar+cy =0
bxr + dy =
Portanto o
$:(1d)_ ¢ _ _.
(ba) ad—bec
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Assim, (TT2)"(T¢TH)® = Ty e, portanto, Ty € Gy. (2)
De (1) e (2), temos G1 C G. (I)

(i1) Gy C G,

Como TIT? e TETE € Gy =< Ty, T, >, pois sdo expressos pelos geradores de Gy,
temos Go C Gy. (1)

De (I) e (II), temos G = Gs, ou seja, < Ty, Ty, >=< TeTS, T¢TY >, quando
ad —bc=1

De modo analogo, vale quando ad — bc = —1

Figura 3.5: Exemplos de células basicas

3.2 Centros de Simetria

Primeiramente vamos mostrar através de proposicoes que um reticulado por trans-
lagoes é rombico ou retangular quando W contém isometrias opostas.

Proposicao 3.2.1. Se R; esta em um grupo de revestimento VW, entao | é paralela a diagonal
de uma célula basica rombica de VW ou | é paralela ao lado de uma célula basica retangular de

W.

Demonstracio. Supor que a reflexdo R; pertence a VV. Vamos provar que [ é paralela a uma
diagonal de uma célula basica rombica ou [ é paralela a um lado de uma célula basica retangular.
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Seja A um ponto na reta de reflexdo [ e Typ uma translacdo minima distinta da identidade em
W. Vamos dividir a demonstracao em 3 casos.

Caso 1: A reta AP é distinta de [ e, também, ndo é perpendicular a reta [. Seja @) a
imagem do ponto P pela reflexdo em relacao a reta [, ou seja, Q = R(P) . A isometria TagR;
coincide com a isometria R;T4p , pois coincidem nos trés pontos nao colineares A, P e (), ou
seja:

(TagR)(A) = (RiTap)(A) =P
(Taglh)(P) = (RiTap)(P) = 1
(TagR)(Q) = (RiTap)(Q) = Q2.
Assim, TagR; = RiTap , e Tag = R/TapR; . Logo, a translacao T'yg pertence ao grupo W e,
como Typ e Tag sao translagoes independentes, o grupo < Tup,Tag > € o grupo de todas as
translagoes em We [ contém uma diagonal de uma célula basica rombica (em forma de losango).

Caso 2: A reta AP é perpendicular a reta [. Seja m a mediatriz do segmento AP e n
a imagem pela reflexdo em relagdo a reta [ da reta m, isto é,n = R;(m) . Seja Taq a translacao
minima em W que nao estd no grupo < T4p >, isto é, Tyg nao é obtida a partir da translacao
Tap . Agora, vamos analisar onde pode estar localizado o ponto ). Se () nao esta em m,n,
ou entre as retasm en, temos que a translacao TX}TAQ ou a translacao T'4pT4q €é mais curta
que T4 (para obter esse resultado vale lembrar que em um triangulo ao maior lado opoe-se o
maior angulo, também pode ser usado semelhanga de tridngulos).

Podemos supor, sem perda de generalidade que o ponto @) estd em m, [ ou entre m
e [, pois, por exemplo, se () esta entre n e [ podemos verificar de modo andlogo ao caso 1 que
Taq pertence ao grupo W, em que Q' = R)(Q) e AQ = AQ' , e, assim, em vez de considerar
Q) podemos utilizar Q'

Agora supondo que @ estd entre [ e m e Q" = R)(Q) , a translagdo TugTg 4 tem
deslocamento menor do que o deslocamento de Tap , na direcdo deAP, o que nao é possivel.
Logo, @ nao pode estar entre [ e m. (T4 pertence ao grupo W, como no caso 1, e assim
TagTy 4 também pertence a W. )

Portanto, () deve estar em m ou em [.

(i) Se @ estd em m, < Tag,Tag >=< Tap,Tag >, em que Q" = R)(Q) , pois
Tap = TagTga = TAQTKé, , ou seja, TapTagr = Tag . Assim,o grupo das translacoes é
gerado por Tyg e Tyra , € | é paralela a uma diagonal de uma célula basica rombica. (Pode ser
verificado que Ty 4 pertence a VW de modo andalogo ao caso 1.)

(ii) Se @ estda em [, < Tap,Taq >¢é o grupo das translacoes em W e [ é paralela a
um lado de uma célula béasica retangular.

Caso 3: A reta AP ¢é paralela a [. Seja m a mediatriz do segmento AP e a a
reta perpendicular & reta [ passando pelo ponto A. Considere T4 a translacdo de menor
deslocamento em W que nao esta em < Typ >. Seja n a imagem pela reflexdo em relacao a
reta a da reta m, isto é, n = R,(m) .
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Como no caso anterior, é possivel verificar que podemos assumir que o ponto ) esta
entre as retas m e a, ou em m ou em a. Agora, se Q estd entre as retas m e a e Q' = R(Q)
, a translacao T4q estd no grupo W. Assim TsoTaq € uma translacao na mesma direcao da
translacao AP e de deslocamento menor do que o deslocamento da translacao Tsp , 0 que nao
pode ocorrer. (Pode ser verificado que Ty 4 pertence a W utilizando o mesmo argumento do
caso 1.). Assim, o ponto () deve estar na reta a ou na reta m.

(i) Se Qesta na reta m, temos que o grupo das translacoes é gerado por Tag € Tag,
pois < Tag, Tag >=< Tap,Taqg >, pois Tap = TagTaq - Assim o reticulado tem uma célula
bésica em forma de losango. (Pode ser verificado que T4 pertence a W utilizando o mesmo
argumento do caso 1.)

(ii) Se @ estd na reta a, o grupo de translagoes é gerado por T4 € Tap € tem uma
célula bésica retangular e [ é paralela a um dos lados de uma célula retangular.

]

Proposicao 3.2.2. Se o grupo de revestimento VW contém uma reflexao deslizante, entao VW
tem um reticulado rombico ou retangular.

Demonstragdo. Se o grupo contém uma reflexao o resultado vale pela Proposicao 3.2.1.
Vamos supor que o grupo nao contém reflexdo e tem uma reflexao deslizante. Podemos supor
que 72 é a translacdo minima deixando ! invariante, com I sendo a reta da reflexdo deslizante.
Seja A um ponto em [. Seja a a reta perpendicular & reta [ em A, m = y(a) , p = y*(a) e
P =~*(A) . Assim, T4p é uma translacio minima em < v >.

Seja Tup a translacio minima em W que nao estd em < v* >. Se B nio estd nas
retas p ou p’ = R,(p), ou entre estas retas, a translagdo TapTap ou TapTpa tem deslocamento
menor do que o deslocamento de T)4g , 0 que nao é possivel.

Assim, B nao pode estar a esquerda da reta p’ = R,(p) e também ndo pode estar
a direita da reta p. Também B nao pode estar em p e em p’ pela mesma razao. Além disso,
podemos supor sem perda de generalidade que B esta entre as retas a e p, pois, por exemplo, se
B estd entre as retas p’ e a temos que Tap pertence ao grupo W, em que B’ = Tga(A) (Tap
é a inversa de Tap), e, assim, em vez de considerar B podemos utilizar B’ que estd entre a e p.

Agora, temos duas possibilidades:

(i) Seja B entre a reta a e areta pe C = Ry(B) . Como v = Tay Ry = Ri/Tan
temos Tapy = TapTan B = Tax Ry , em que X = TapyTap(A) e YTac = RTanTac = RiTay
,com Y = R)(X) . Assim, pelo lema anterior 7Tyc = Tupy € Tac = v 'Tapy . Portanto,
Tsc pertence ao grupo gerado por v e Typ . Como TypTsc é uma translagao na direcao da
translacao 72 e pertence ao grupo W, entao deve estar no grupo gerado pela translacio 72 .
Sendo assim, a tinica possibilidade é ThpTac = v* . Logo, o ponto B pertence a reta m e o
reticulado determinado pelas translagoes Txp e T'ac € rdmbico com [ contendo a diagonal.

(ii) Se B esta na reta a, o grupo de revestimento ¥V tem um reticulado retangular
e | é paralela a um lado de uma célula bésica retangular.

[]

Proposicao 3.2.3. Se uma reflexdo deslizante em um grupo de revestimento W deixa um
reticulado invariante, entao VW contém uma reflexdao.
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Demonstragdo. Seja v uma reflexao deslizante em WV que leva o ponto A no ponto P pertencente
ao reticulado, ou seja, 7(A) = P. Como os pontos A e P estao no reticulado determinado pelo
ponto A, entdo a translacdo T4p e sua inversa Tpy pertencem ao grupo de revestimento W.
Assim, o produto da reflexdo deslizante v e a translagao Tr4 também pertence ao grupo W.
Sendo o produto 7vTp4 uma isometria oposta que fixa o ponto A, pois YTpa(A) = A, entdo Tpa
¢ uma reflexao no grupo de revestimento W.

O

A seguir, vamos analisar os n-centros do grupo de simetrias de uma figura. Veremos
que o conjunto dos n-centros de uma figura é invariante para toda isometria no grupo.

Definicao 3.2.1. 1. O ponto P € um n-centro para o grupo G de isometrias se as rotagoes
em G com centro P formam um grupo ciclico finito C,, com n > 1.

2. Uma figura geométrica € qualquer conjunto ndo vazio de pontos.

3. Se P é um n-centro para o grupo de simetrias de uma figura, entao P € também chamado
um n-centro para a figura.

4. Um centro de simetria é um n-centro para algum n.

A defini¢do acima também pode ser colocada da seguinte forma: P é n-centro de GG
se, e somente se, o subgrupo H = rotpy € G;0 < 0§ < 27 = C,, para algum n > 1.

Proposicao 3.2.4. Para um dado n, se o ponto P é um n-centro para o grupo G de isometrias
e G contém uma isometria que leva P em @, entao () € um n-centro para G.

Demonstrag¢io. Seja o uma isometria em G e «(P) = (). Vamos mostrar que P um n-centro
para o grupo G se, e somente se, o ponto () também é um n-centro para o grupo G.

Seja X um ponto arbitrdrio, a(X) = X’ e Y a imagem do ponto Rpy(X) pela
isometria «, ou seja, a(Rpy(X)) = Y. Entdo, se @ é uma isometria direta a(Rpy(X)) =
Y = Rgo(X') = Rge(a(X)). Logo, (Rppa)(X) = (aRge)(X) para qualquer ponto X. Assim,
Rppor = aRge. Também, se a é uma isometria oposta a(Rpg(X)) = Y = Rgg(X') =
RQ(_Q)(O{(X)) , O que implica (R}:@CM)(X) = (OCRQ,9>(X) e Rngé = OéRQ(_g).

Assim, em qualquer caso temos aRg+g) = Rpga. Portanto, Rg+e) = a 'Rpga e
Rpy = aRQ(ig)a’l. Isto implica que Rpg pertence ao grupo G se, e somente se, Rgy pertence
ao grupo GG, quando « pertence ao grupo. Portanto, P é um n-centro se, e somente se, ) ¢ um
n-centro em que @ = «o(P). O

360
Proposicao 3.2.5. Se Ry, e Rpy,, com 0, = — en > 1, e P # A, estao no grupo de

n
revestimento W, entdo 2AP nao € menor do que o comprimento do deslocamento da translacao,
nao identidade, minima em Y.
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Demonstragao. Sejam A e P pontos do plano, com Rag, , Rpg, € VW, como as rotacoes Rao, €
Rps, estao no grupo W, entao W contém o produto Ra—s,)Rps, que ¢ uma translacao T77: g,
assim Rpp, (A) = (Rap, T{T3)(A) = A;j. Nessa condicdes, temos duas possibilidades:

(1) Quando n =2, P é o ponto médio de AA;;, entdo 2AP = AA;;

Figura 3.6: 2AP = AA;;

(17) Quando n # 2, entdo AAPA;; é isbsceles e, pela desigualdade triangular,
2AP = AP + PA;; > AA;;.

Figura 3.7: 2AP;;

Portanto, em qualquer situagao temos 2AP > AA;;. Assim 2AP nao é menor que
o deslocamento de toda translacao diferente da identidade, de outro modo, 2AP nao é menor
do que o comprimento do deslocamento da translacdo minima em W.

]

Pela Proposicao 3.2.5 o podemos concluir que os centros de simetria nao podem estar
arbitrariamente préximos. Se A é um centro de simetria e d é o comprimento da translacio
minima, entdo nao existe outro centro de simetria P com AP < d/2. Logo,

1. Dois n-centros, de mesmo n, nao podem ser os mais proximos.

2. Um 2-centro e um 4-centro nao podem ser os mais proximos.
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3. Um 3-centro e um 6-centro nao podem ser os mais préximos.

4. Um 2-centro e um 6-centro nao podem ser os mais proximos.

Teorema 3.1. (Restrigao Cristalogréafica)Se o ponto P é um n-centro para um grupo de re-
vestimento, entao n é 2, 3, 4 ou 6.

Demonstragcdo. Suponha que P é um n-centro para o grupo de revestimento W. Seja () um
n-centro mais proximo de P com P # (). A existéncia do ponto () é garantida pelas Proposi¢oes
3.2.5 €324 . Seja P’ = Rgo(P), em que 6 = 360/n. Entao P’ é um n-centro e PQ = QP'.
Seja Q' = Ry p(Q). Entao Q éum n-centro e PQ = P'Q". Se Q = P, entdo n = 6. Se
Q' # P, entao devemos ter QP> PQ = PQ, pois Q é o n-centro mais préximo de P. Logo,
se Q/ # P, entao n < 4. Portanto, as possibilidades para n sao: 2, 3, 4 ou 6.

]

2win

2win

P n==06 Q =4 n==>a Q P n="T Q

Figura 3.8: Construgoes geométricas para alguns valores de n do Teorema da Restrigao Cris-
talografica

Corolario 3.2. Se um grupo de revestimento W tem wum j-centro, entao o grupo nao tem
3-centro e também ndo tem 6-centro.

Demonstragdo. Se um grupo de revestimento tem um 4-centro P e um 3-centro (), entao as
rotacoes Rgio0 € Rp(—g0) pertencem ao grupo de revestimento. Assim, o produto Rgi20/2p(—90)
também pertence ao grupo de revestimento. Temos, Rp_go)Rgi20 = RR.R.Ry = RyRy =
Rx39. Assim, o produto Rp(_gp)fRg120 da origem a rotacao de 30° no ponto X, ou seja, n = 12.
Mas, pelo Teorema 3.1 (Restrigdo Cristalografica) um grupo de revestimento nao tem n-centro
para n > 6. Assim, como por hipoétese, o grupo tem um 4-centro, entao nao pode ter um
3-centro e também nao pode ter um 6-centro. O
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3.3 Simetria axial de Poligonos

Nesse subtopico, identificaremos as retas de simetria de poligonos que serdao usados
como célula basica nos reticulados. O tema sera abordado de forma breve. Esse estudo tem
como objetivo analisar qual a célula bésica adequada a ser usada em um grupo de revestimento
W que contém a isometria de reflexao.

Definigcao 3.3.1. Uma figura geométrica F' é dita ter uma reta de simetria r se € invariante
sob a reflexdao em relacao a reta r.

Uma isometria que deixa uma figura geométrica F' invariante é chamada uma si-
metria de F' e dizemos que a isometria é uma operagao de simetria. O conjunto de todas as
simetrias, incluindo a identidade, de uma figura F' forma um subgrupo do grupo de isometrias
chamado o grupo de simetrias da figura. Vale lembrar que nao iremos analisar a isometria de
rotacdo, apenas a reflexdo. Algumas importantes figuras geométricas admitem nenhuma, uma
ou mais retas de simetria interna. Vejamos:

i) No tridngulo equildtero, ha trés retas de simetria: as mediatrizes dos lados.

ii) No paralelogramo, nao existe reta de simetria.




Capitulo 3 - Reticulados, Redes, Centros de Simetria e Simetria Axial 47

iii) No losango, ha duas retas de simetria: as retas suportes das diagonais

1y

iv) No retdngulo, ha duas retas de simetria: as mediatrizes dos lados;

v) No quadrado (losango e retdngulo), hd quatro retas de simetria: as retas suportes
das diagonais e as mediatrizes dos lados;
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vi) No hexdgono regular, hé seis retas de simetria: as mediatrizes dos lados e as

retas que passam pelos vértices opostos;
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Capitulo 4

Grupos de Revestimentos

Neste capitulo analisaremos os grupos de simetrias possiveis de padroes no plano,
que possuem simetrias de translacdo em duas direcoes distintas. A andlise inicia com os grupos
que contém centros de rotagao e, devido a Restrigdo Cristalografica, é suficiente considerar
centros de rotacao de 60, 120, 90 e 180 graus. Por meio de todas as combinagoes de simetrias
possiveis confirmaremos a existéncia de dezessete grupos de simetria de padroes no plano, ou
seja, dezessete grupos de revestimentos.

A ordem dos n-centros foi feita com propésito de facilitar seu entendimento, a
sequéncia é dada eliminando as possibilidades ja criadas. Este capitulo estd fundamentado
principalmente nas Referéncias [6], [10] e [14].

4.1 Grupos de revestimentos com 6-centro

Proposicao 4.1.1. Suponha que A € um 6-centro para um grupo de revestimento YW. Entdo
nao existem 4-centros para VV.

Demonstragdo. Pelo Corolario 3.2, concluimos que o grupo nao tem 4-centro, pois ele afirma
que se o grupo de revestimento tem 4-centro, entao nao tem 3-centro e nem 6-centro.

]

Proposicao 4.1.2. Se A é um 6-centro, o centro de simetria mais proximo de A é um 2-centro
M.

Demonstragdo. Seja X o n-centro mais préximo do 6-centro A com X # A. Se X fosse um
3-centro entao as rotagoes R g0 € Rx120 estariam em W e, assim, o produto R 60 R x120 também
pertenceria a W. Mas, Rag0Rx120 = RsR,. R, Ry = R;R; = Hyy, onde Ry, R,., R; sdao as reflexdes
nas retas s, r, t, respectivamente, e M é o vértice do tridngulo AM X, retangulo em M, como
na Figura 4.1.

Assim, o produto seria uma meia-volta no ponto M. Deste modo, o 2-centro M
estaria mais proximo de A, o que contraria a hipotese do ponto X ser o n-centro mais préximo
do ponto A. Portanto, o n-centro mais proximo de A nao pode ser um 3-centro.
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Figura 4.1: Produto RAGORXlQO = HM

Também, podemos concluir que X nao pode ser um 6-centro, pois, caso contrario,
(Rxe0)® = Rx120 pertenceria ao grupo de revestimento e, com a mesma analise feita acima,
encontrariamos o ponto M tendo uma meia-volta e mais proximo de A, o que nao pode ocorrer.

Portanto, podemos concluir que o grupo de revestimento W possui 2-centros e o
centro de simetria mais proximo de um 6-centro é um 2-centro.

O

Proposicao 4.1.3. Se A é um 6-centro, entdo ele é o centro de um hexdgono regular cujos
vértices sao 3-centros e cujos pontos médios dos lados sao 2-centros. Todos os centros de
simetria para VW sao determinados por A e o 2-centro M.

Demonstragio. Considerando o 6-centro A e o 2-centro M, temos que as rotagoes I24(—ep)
e Rynigo estao no grupo de revestimento. Assim, o produto R4—go)f2aris0 estd no grupo e
Ra—s0yRanso = RsR. R, Ry = RyR; = Rgiz, onde R, R, R, sao as reflexdes nas retas s, r, t,
respectivamente, e G é a intersecao das retas s e t, como na Figura 4.2. Note que o angulo
entre as retas s e t é 60°. Portanto, existe no grupo uma rotagao de 120° no ponto G, Rg120-

Figura 4.2: Produto RA(—6O)RM18O = RG120
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Vejamos que nao existe uma rotacao de 60° em (. Se existisse uma rotacao de
60° em G, o produto RagRaeo estaria no grupo e como RagRaeo = Ry RRsRy = R, Ry =
Rj(—240) = Rji20, em que J é a intersecao das retas r e g, como na Figura 4.3. Isto nao
pode ocorrer, pois M é o centro de simetria mais proximo do ponto A e ndo podemos ter uma
rotagao pertencente ao grupo em um ponto J mais proximo de A do que M. Assim, se em G
nao podemos ter uma rotagao de 60° e existe em GG uma rotacao de 120°, entdo G deve ser um
3-centro.

Figura 4.3: G nao é um 6-centro, pois J estaria mais proximo de A do que M

Assim, em um grupo de revestimento de 6-centro temos a seguinte configuragao:

G

3 — centro

A P
6 — centro 2 — centro

Figura 4.4: AAMG com G sendo um 3-centro

Como o 6-centro A e o 2-centro M estao em W, podemos aplicar as transformagoes
nesses pontos para configurar os demais pontos. Desse modo, o ponto B, simétrico do ponto A
em relagdo ao ponto M, é um 6-centro, pois a meia-volta Hy; leva o 6-centro A em um 6-centro,
e, também, o ponto C, rotagao de 60° do ponto B em relagao ao ponto A, é um 6-centro. Note
que o ponto G é o centro do tridngulo equildtero ABC.
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6 — centro

3 — centro

M

6 — centro 2 — centro 6 — centro

Figura 4.5: Hy(A) = B e Rago(B) = C

Aplicando as transformacoes do grupo W, podemos entao verificar que em um grupo
de revestimento que tem um 6-centro temos a configuracao da Figura 4.6 e, consequentemente,
a célula é rombica.

6 — centro 6 — centro

[ ]
3 —rcentro

2 — centro

6 — centro 2 — centro 6 — centro

Figura 4.6: Regiao da célula basica de um grupo 6-centro

Finalmente, as imagens do 3-centro GG pelas poténcias da rotagao R 460 Sa0 0s vértices
do hexagono citado na afirmacao da Proposicao 4.1.3 e estas imagens sao 3-centros. O]
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G-centro

G e

M 3-centio
2-centro
G.®
A
G-centro D-pentro G-centro
@ o)
Ca G
¢
4

Figura 4.7: As imagens de G por R g

Observe que a meia-volta em A estd no grupo, pois Hy = (Ra60)>, € o produto dessa
meia-volta e a meia-volta em M é uma translagdo que pertence ao grupo e leva o 6-centro A
no 6-centro B. De modo analogo, o produto das meia-voltas Hy e Hy é uma translacao que
esta no grupo e leva o 6-centro A no 6-centro C, em que B e C' sao os 6-centros existentes mais
proximos de A. Lembrando-se de que uma translagdo no grupo deve levar um n-centro em um
mesmo n-centro. Desse modo, concluimos que os produtos HaHy; e HyHy, com HyHy =
RsR.R.R, = RsR, =Type H\Hy = RyR R R, = Ry R, = Tyc, sao as translagoes minimas
no grupo de revestimento W, veja as Figuras 4.8 e 4.9. Logo, as translacoes T'ap e T devem
gerar o subgrupo de translagoes do grupo de revestimento WW.

Figura 4.8: Tap
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Figura 4.9: Ty¢

A regiao menor em destaque na Figura 4.10 é chamada de motivo para p6. O motivo
pode ser usada para criar padroes de revestimentos tendo o grupo p6 como grupo de simetrias.
Se na regiao em destaque temos um desenho assimétrico, ou seja, uma figura com grupo de
simetria a identidade, entao utilizando os geradores do grupo p6 podemos criar um revestimento
tendo como grupo de simetrias este grupo. Neste caso, como ja visto, o grupo pode ser gerado
pela rotacao de 120° e centro GG e a meia-volta em relacao ao ponto M ou pela rotagao de 60°
e centro A e a meia-volta em relagdo ao ponto M.

O
of WS »
Y 7
/! A" /
! N 7
F Y ™ /
/! A% /
N . ,
A /
G \ ,
A /
Mooy
Ny
A Mo %

Figura 4.10: Célula bésica de p6 e um exemplo de motivo

Observacgao 4.1.1. Para melhor ilustrar a célula basica e o motivo de um grupo de revestimento
W, utilizaremos a partir de agora a Tabela 4.11 de simbolos.
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Simbolos

Descricao

2-centro (180°)

Centros
de

3-centro (120°)

rotacao

4-centro (90°)

e \O(p|e

6-centro (60°)

Eixo de reflexao

Eixo de reflexdo deslizante

Figura 4.11: Tabela de simbolos

Pela Proposicao 4.3, obtemos o primeiro tipo de grupo de revestimento, de reticu-
lado rémbico, que é o grupo gerado por uma rotacao de 60° e uma meia-volta, ou, como ja

demonstrado anteriormente, gerado por uma rotacao de 120° e uma meia-volta:

p6 =< Raeo, Hyr >=< Rgi20, Hyr >
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/

Figura 4.12: Um exemplo de um grupo de revestimento p6 e sua célula basica

No tipo de grupo anterior, isto é p6, nao existe isometria oposta. Agora vamos ana-
lisar o tipo de grupo de revestimento que tem 6-centro e também isometria oposta. Desde que
o reticulado rémbico de 6-centros determinado pelo 6-centro A deve ser invariante por qualquer
isometria no grupo de revestimento W e, além disso, pela Proposicao 3.2.3, se uma reflexao
deslizante no grupo de revestimentos WV deixa um reticulado invariante, entao ¥V contém uma
reflexdo e qualquer extensao de p6 é obtida acrescentando-se reflexdes que deixam invariante o
reticulado. Uma reflexao no grupo W deve deixar invariante o reticulado rombico. Entretanto,
acrescentando-se uma das possiveis reflexoes requer a introducao de todas as possiveis reflexoes.
Por exemplo, se a reflexdo na reta que passa pelos pontos C' e G esta no grupo, entao a reflexao
na reta que passa por A e M também esta no grupo, pois Hy Rog = RamvRoaRog = Ran, ou
seja, a reflexdo Rajs pertence ao grupo como produto da rotagdo Hj,; e da reflexdo Rog que
pertencem ao grupo.
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Figura 4.13: HyyReg = Ram

Da mesma forma, podemos verificar que as reflexdes nas retas que passam pelos
segmentos AC, BC, AG e BG pertencem ao grupo, se a reflexdo na reta em C'G estd no grupo.
Também, podemos ver que se a reflexdo na reta em CG estd no grupo entdo as reflexdes nas
retas em C'D e BD pertencem ao grupo. E facil ver também que se partissemos da hipétese de
pertencer ao grupo qualquer uma das reflexdes citadas acima, de modo analogo concluiriamos
que as demais reflexdes também pertenceriam ao grupo. Entao, além do grupo p6, temos apenas
mais um tipo de grupo de revestimento tendo 6-centro, que é o grupo que contém isometrias
opostas, denotado por p6m. Este grupo, pelo que vimos acima, é gerado por uma rotacao
de 60° de centro A, uma meia-volta no ponto M e uma reflexdo em relagao a reta em CG.
Da mesma forma, este grupo é gerado pelas reflexdes em relagdo as retas em MG, AG, AM,
ou seja, reflexdes em relagao aos trés lados do tridngulo retangulo AMG (30°,60°, 90°), pois
Raso = RamRag, Hu = RamvRuc-

Figura 4.14: Célula bésica de p6m e as retas de reflexoes em AG e MG

pbm =< Raeo, Hyy Rea >=< Ry, Rac, Rav >
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Figura 4.15: Um exemplo de um grupo de revestimento p6m e sua célula basica

Assim, todo o padrao de revestimento contendo 6-centro tem ou p6 ou pbm como
grupo de revestimento.

e pb o grupo possui centro de rotacao de 60° e 120° e 180°. Nao tem reflexdes ou reflexdes
deslizantes.

e pbm O grupo possui 6-centro, 3-centro e 2-centro. Ele também tem reflexdes em seis
dire¢bes distintas. Ha reflexdes deslizamtes em seis diregoes distintas, cujos eixos estao
localizados nas mediatrizes das retas de reflexdes, mas nao estdo contidas nas retas de
reflexao.

4.2 Grupos de revestimentos com 3-centro

Proposicao 4.2.1. Se W é um grupo de revestimento que possui 3-centros e nao possui 6-
centro, entao YW nao possui ponto de simetria e, também, nao possui 2-centro e 4-centro.
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Demonstragio. Como visto anteriormente pelo Corolario 3.2, em um grupo de simetria que
possui 3-centro nao existe um 4-centro.

Agora, supondo que exista o ponto P de simetria (2-centro), A um ponto qualquer
do plano e, ainda, considere as retas r, s e t do plano, entao:

(I) RA(7120) = Rer
(II) Hp = R, R,

De (I) e (I1) temos Ra—120/Hp = R;R, R, Ry = R,R; = Rxe0

3 — centro 6 — centro

2 — centro

Figura 4.16: Ra(—120)H, = Rxeo

Portanto, X tem rotacao de 60°, o que nao pode acontecer, pois o grupo nao tem
6-centro. Logo, nao tem ponto de simetria e, também, nao tem 2-centro.

]

Proposigao 4.2.2. Sendo A um 3-centro e G um 3-centro mais proximo de A, entdo o produto
Rai20Rai20 pertence ao grupo W, além disso, Raiz0Rgi20 = Ry—120), em que J ¢ tal que o
triangulo AGJ € equildtero e A € o centro de um hexdgono reqular cujos vértices sao 3-centros.

Demonstracio. Sejam A e G 3-centros, entdo o produto das rotagoes Rai20 € Rgioo também
estao em W. Como Raio0Rci120 = RsR R Ry = RyRy = Rjy(—120), entao Rj_120) pertence ao
grupo. Assim, J pode ser um 3-centro ou um 6-centro. Mas como o grupo nao tem 6-centro,
entao J é um 3-centro e AGJ é um triangulo equilatero.
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Figura 4.17: Raia0Rc120 = Ry(-120)

Seguindo, considere as imagens de G e J pelas poténcias da rotagdo Ra199. Estas
imagens sao 3-centros e sao vértices de um hexagono de centro A, pois G é 3-centro e J é
3-centro e A; = Ra120(J), As = Ra120(G). Portanto A; e Ay sdo 3-centros.

).
Além disso, A3 = Ra120(A1), Ay = Ra120(As). Portanto Az e Ay sdo 3-centros, pois
Aq e Ay sao 3-centros.

Figura 4.18: Hexdgono regular com centro A e todos os vértices 3-centro

]

Proposicao 4.2.3. Sejam os pontos B e C definidos por Tap(A) = (Rai2oRj(—120))(A) = B
e Tac(A) = (Ra—1200Rn120)(A) = C, respectivamente, entao Tap e Tac sio as translagoes
minimas em W.

Demonstragcdo. Vamos considerar as translagoes que podem ocorrer em um grupo de 3-centros.
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Como G e J sao os 3-centros mais proximo de A (lembre-se do tridngulo equilatero AGJ),
vamos verificar se Tyg e Ty pertencem ao grupo W, logo:

o Tue & W, pois TagRa120 = Ry RyRyRy = Ry R), = Rgia0 € neste caso () seria um 3-centro
mais proximo do ponto A, mas por hipdétese GG é 0 mais préximo.

o Tyy & W visto que Ra—1200Ta; = RjR;R;Ry = R;Ry = Rg,(—120) nao pode acontecer,
pois ()1 seria um 3-centro mais préximo de A do que G.

Figura 4.19: Pontos @) e (J; mais proximos de A do que GG

.. Tac e T'ay nao pertencem ao grupo W.

Também temos (RAlgoRJ(_lgo))(A) = RJ(_lgo) (RA120(A)) = RJ(—IZO) (A) = B, em
que B é o vértice do losango AGBJ e B é um 3-centro mais proximo, desconsiderando os
vértices do hexagono JGA;A;A3A, com centro em A. De modo andlogo, analisamos Tsc.

Como a translagao deve levar um 3-centro em outro 3-centro e Txy € Tag ¢ W, entao
Tap e Tyc sao as translagoes minimas de W. Como A e J sdo 3-centros distintos, podemos
concluir que a rotagdo do ponto A em torno de J no sentido anti-horario (120°) gera o ponto
C' e a rotagao do ponto A em torno de J no sentido horério (—120°) gera o ponto B.
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Figura 4.20: Tap(A) = B e Tyc(A) =C

Se Tap e T'xc sdo as translagdes minimas em W, entao os pontos B e C' sdo 3-centros,
mas nao sao vértices do hexdgono JGA;A3A3A, de centro A. De outro modo, Tap(A) = B e
Tac(A) =C.

De modo analogo, podemos concluir que os demais vértices A, do hexagono de
centro A também sdo tais que nao existe translagao que leva o ponto A em um destes vértices.

]

O grupo de revestimento gerado por Tag, Tac € R 120 € 0 mesmo que o grupo gerado
por Rai20 € Ryi20, ou seja, < Ty, Tac, Rai20 >=< Ra120, Rj120 >. Vejamos:

Seja Gy =< Tap,Tac, Raiz0 > e Ga =< Rai20, Rj120 >, entao:

(Z) G C Gy

Tap = Ra120R5(—120) € G2, pois Rai20 € Rj—120) pertencem a Go.
Tac = Ra—120Rj120 € G2, pois Ra(—120) € Rji20 pertencem a Go.

Logo, como os geradores de Gy pertencem a G5, o grupo gerado por eles, isto é Gy,
estd contido em Gs.

Gl C GQ (I)

(i1) Gy C G,
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R 1290 € G, basta concluir que R 199 também pertence a G.

Ainda, Rj120 = Ra120Tap também € G, pois Ra120 € Tap pertencem a Gy.

Logo, o grupo gerado por Ra129 € R 190 esta contido em Gy

De (I) e (I1), Gy = Gb.

Se W nao contém isometrias opostas, entao seu grupo é denotado por:

p3 =< Tap,Tac, Rai20 >=< Ra120, Rj120 >.

Figura 4.21: Um exemplo de um grupo de revestimento p3 e sua célula basica. Arte "Three
Dogs"por Francine Champagne.

Seguindo, vamos extender p3 a um grupo de revestimento ¥V que possui reflexao
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deslizante.

Supondo que v é a reflexdo deslizante em W que leva o ponto A para o ponto G
entao, segundo a Proposi¢ao 2.3.12, v = HzR,, em que Z é o ponto médio de A e G e z é alguma
reta que passa por GG, desde que R, mantenha invariante o conjunto de todos os 3-centros e Hy
também leve qualquer 3-centro em outro 3-centro. Desse modo e considerando as simetrias do
hexagono regular, pelo Tépico 3.3 item vi, podemos supor, sem perda de generalidade, que z
ou ¢é a mediatriz de JB ou z é igual a reta que contém G.J. Vide Figura 4.22:

Figura 4.22: Tlustracao das retas de reflexdes passando por G, em GJ e GF

A primeira situacdo é impossivel, pois o produto (7?Tpa)(A) = Tea(7*(A) =
Tpa(H)) = K seria uma translagdo em W de comprimento AG, que é menor que a trans-
lacdo minima T4p. Logo, z ¢ a reta que contém o segmento G.J. Portanto, yRg—120) =
H;R.R.Ryqg = HzRac = RzjRacRac = Rzy e VW contém reflexdo na mediatriz do segmento
AG.

Caso analogo, a presenca de uma reflexdo deslizante levando A para J implica que
a reflexdo na mediatriz de AJ estd em VW. Em qualquer caso, o grupo W deve conter uma
reflexdo se VW é uma extensao de p3 e contém uma isometria oposta. Todas as extensoes de p3 a
grupos obtidos adicionando isometrias opostas que nao contém 6-centro sao obtidas adicionando
reflexoes.

Se adicionarmos R; em p3, entao [ deve ser uma reta de simetria para um conjunto
de 3-centros. Ja que tal reta passa por ao menos um 3-centro do reticulado, como analisado
nas simetrias do hexagono, temos que os grupos p3ml e p31m sao geradas de p3 adicionando a
reflexdo por uma das duas diagonais da célula unitaria rombica determinada por A, R, = R4 D
ou R; = RpC respectivamente, porém, nao é possivel ambas diagonais da célula basica serem
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de um mesmo grupo W, pois adicionando reflexdes em ambas as diagonais da célula se introduz
uma meia-volta e um 6-centro. De outro modo, os grupos p3m1 e p31m podem ser obtidos por
trés reflexdes em trés retas contendo os lados de um tridngulo equilatero, AAGJ e ANABC,
respectivamente.

p3ml =< Tup,Tac, Rai2o, Rac >

S
.

>

Figura 4.23: Um exemplo de um grupo de revestimento p3ml e sua célula basica

p3lm =< Tup,Tac, Rai20, Rap >
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Figura 4.24: Um exemplo de um grupo de revestimento p31m e sua célula basica

Assim, todo o padrao de revestimento contendo somente 3-centro tem ou p3 ou p3m1
ou p31lm como grupo de revestimento.

e p3 possui 3-centro mas nao tem 6-centro,e nao tem retas de simetria.

e p3ml possui 3-centro mas nao tem 6-centro, existem retas de simetria em trés direcoes
diferentes, cada 3-centro estd em uma reta de simetria, possui reflexdes deslizantes cujos
eixos estdo nas mediatrizes das retas de simetria, mas nao estao contidos nas retas de
reflexao.

o p3lm possui 3-centro mas nao tem 6-centro, existem retas de simetria em trés direcoes
diferentes, ha 3-centro que estdo fora da reta de simetria, possui reflexdes deslizantes
cujos eixos estao nas mediatrizes das retas de simetria, mas nao estao contidos nas retas
de reflexao.

4.3 Grupos de revestimentos com 4-centro

Proposicao 4.3.1. Se W é um grupo de revestimento que contém um 4-centro, entdo ndo
existem 3-centro e 6-centro em VV.
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Demonstragio. Pelo Colorario 3.2, se o grupo de revestimento WV tem um 4-centro, entao ele
nao tem 3-centro e também nao tem 6-centro. Dessa forma, VW s6 pode ter 2-centro e 4-centro.

]

Proposigcao 4.3.2. Se W é um grupo de revestimento que contém um 4-centro A, entdo o
n-centro mais proximo de A é um 2-centro M.

Demonstragio. Agora seja M o centro de simetria mais proximo de A. Se M é um 4-centro,
entao o AAMK, retangulo em K, é obtido pelo produto Ry—g0)Ra(—90) = RsR, R, Ry =
RsR; = Ri130 = Hj. Assim, K seria um centro de simetria mais proximo de A do que M, isto
nao é possivel, portanto, nao pode M ser um 4-centro. Como M é determinado como o centro
de simetria mais proximo de A, entdo M deve ser um 2-centro.

Figura 425 RMgoRAgo = RKlSO = Hk

]

Proposigao 4.3.3. Seja A um 4-centro, entdo A € o centro de um quadrado cujos vértices sao
4-centros e cujos lados sao bissectados por 2-centros. Todos os centros de simetria de VWV sdo
determinados por A e M.

Demonstragio. Seja E um 4-centro obtido por Ra—g0)Hy = RyR. R, R; = Rpgo. As imagens
de E e M através de R 499, sa0 respectivamente, os vértices e pontos médios de um quadrado
nas condicoes da Proposicao 4.3.3.

]

Considerando agora as translagoes minimas existentes em W, observamos que Txg
nao esta em WV, pois se isso ocorresse, existiria um ponto Z, com H Trg = RiR,. R, R, = Hy,
em que r e s sao retas do plano, que seria o centro de simetria mais préximo de A do que M,
o que é um absurdo, j& que M é o n-centro de simetria mais préximo de A. Logo, Tap ¢ W.
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Figura 4.27: HpTxp = Hy

Agora seja N = Rago(M), Tap = HaHy e Tae = HaHy, entdo temos o qua-
drado NAME e Tap e Tac sao as translagoes minimas em W, pois Tap(A) = HaHy(A) =
Hy(Ha(A)) = Hy(A) = B, em que o ponto B é o 4-centro mais préximo do 4-centro A,
excluindo os 4-centro das imagens de F pelas rotagdes em A, que sdo os vértice do quadrado
de centro A. Caso andlogo para a translagdo Tac(A) = C, portanto, Tap e Tac sd0 o subgrupo
das translagoes de W.

Logo, segundo a Proposicao 3.2.5, nao existe mais centros de simetria entre os pontos
determinados acima.
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Entao, se E é o centro do quadrado ABC'D temos que:

p4d =< Rago, Rpgo >=<Tap,Tac, Rago >

Figura 4.28: Um exemplo de um grupo de revestimento p4 e sua célula basica

Para analisar os demais tipos de grupos de revestimentos tendo 4-centro, deve ser
considerada a presenca de isometrias opostas em p4. Para isso é necessario considerar as
simetrias presentes no quadrado, que sao quatro, dois eixos de simetria nas diagonais e outros
dois eixos de simetrias nas medianas dos lados.

Assim, se considerarmos o quadrado AEM N, podemos ou ter uma reflexao no eixo
de simetria que passa por um 4-centro, como a reta que contém AFE, ou uma reflexdo no eixo
de simetria fora de todos os 4-centros, como a reta em MN. Porém, essas duas isometrias
nao podem ser adicionadas no mesmo grupo, pois se isso ocorresse, como ja foi analisado
anteriormente, teria um centro de simetria mais proximo de A do que M, na interseccao das
diagonais do quadrado AEM N. Dessa maneira, adicionando Rag em p4, temos:

pdm =< Tap,Tac, Rago, Rarp >
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Figura 4.29: Um exemplo de um grupo de revestimento pdm e sua célula bésica.

E, do mesmo modo, adicionando R,y em p4, temos:

pdg =< Tap,Tac, Rago, Run >
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Figura 4.30: Um exemplo de um grupo de revestimento p4g e sua célula basica. Escher, M. C.,
“Anjos e Demdnios”, 1941, nanquim, lapis de cor, tinta branca.

Assim, todo o padrao de revestimento contendo 4-centro tem ou p4 ou pdm ou pdg
como grupo de revestimento.

e p4 possui 4-centro e 2-centro. Nao existe simetria oposta no grupo.

e pdm possui 4-centro e 2-centro. Tem quatro retas de simetria em dire¢oes opostas, todas
elas passando por um 4-centro. Possui reflexoes deslizanes cujos eixos nao sao de simetria.

e pdg possui 4-centro e 2-centro. Tem duas retas de simetria em dire¢oes opostas que nao
passam por 4-centro, mas passam em todos os 2-centro. Existem reflexoes deslizantes
cujos eixos nao sao de simetria.
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4.4 Grupos de Revestimentos com 2-centro

Supondo que W contém um 2-centro A, entdo Hy € W e, apds analisar os casos dos
grupos de revestimento com 6-centro, 3-centro e 4-centro, podemos concluir que todo centro
de simetria de W é um 2-centro. Além disso, seja < Tap,Tac > o subgrupo das translagoes
minimas em W e que Hy; = HaTap, Hy = HaTac e He = HyyHaHy ! com M, N e E sendo
2-centros e o ponto médio, respectivamente, de AB, AC' e AD, e que D = (T4Tac)(A). Desse
modo, temos o quadrilatero ABC'D sendo a célula basica do grupo de revestimento W.

Além disso, todo ponto A;; no reticulado é um 2-centro, assim como o ponto médio
de dois pontos quaisquer do reticulado. Veja a figura abaixo:

Figura 4.31: Reticulado de 2-centro, célula bésica e alguns exemplos de motivos

Nao existe mais n-centros de simetria além dos descritos acima. Logo, estes sao
todos os centros de simetria de WW. Assim, se o grupo de revestimento ¥V nao contém reflexdes
e nem reflexdes deslizantes, temos:

p2 =<Tup,Tac, Ha >=< Hy, Hg, Hy >.

INota: para demonstrar basta usar a Proposicio 2.3.3, mostre que Hg e Hy HaHy coincidem em trés
pontos ndo colineares
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Figura 4.32: Um exemplo de um grupo de revestimento p2 e sua célula basica

Considere o grupo W, a seguir, como uma extensao de p2, entao, adicionando a p2
isometrias opostas obteremos outros grupos de revestimentos.

Suponhamos que uma reflexao tenha seu eixo na reta [ com R; € W e, pelo Teorema
3.2.1, o reticulado de W é rombico ou retangular.

No caso de um reticulado rombico, se a reta [ é paralela a uma diagonal da célula
basica e passa por um 2-centro, podemos supor que o ponto A é o 2-centro que esta contido
em [, entao [ contém uma diagonal da célula basica ABC'D do reticulado determinado por A.
Logo, acrescentando uma reflexdo em uma diagonal da célula bésica, necessariamente, tem a
reflexdo na outra diagonal, pois as retas AD e BC sao perpendiculares e, ainda, o centro da
célula basica é um 2-centro E, em que Hg R p = Rpc, desse modo obtemos:

cmm =< Typ,Tac, Rap, Rpc >=< Rap, Rpc, Hy >
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Figura 4.33: Um exemplo de um grupo de revestimento cmm e sua célula basica

Entao, no caso do reticulado rombico, nés temos somente uma possibilidade, que
¢ o grupo de revestimento cmm. Para este grupo de revestimento, existe um caso especial
quando a célula basica é quadrada, pois suas diagonais também formam um angulo de 90° e
ela contempla o grupo emm e o grupo de revestimento ¥V que veremos a seguir, em que a
célula basica é um retangulo. Estendendo p2 a um outro grupo de revestimento WV, em que o
reticulado é retangular, nao é possivel que haja uma reflexdo em uma diagonal da célula basica,
pois ndo existe eixo de simetria na diagonal de um retangulo ?. Entao, s6 resta considerar o caso
em que a reta de reflexdo na em [, com R; € W, é paralela a um lado da célula determinada
por ABCD. Desse modo, temos dois casos:

Caso 1: A reta [ passa por um 2-centro.

Introduzindo [ no lado que contém AN do retangulo NAMFE temos o eixo de re-
flexdao em AN e ainda HARAN = RAMRANRAN = RAM, HMRAM = RME (S HERME = RNE,
determinamos entao:

2Exceto no caso especial quando a célula bésica é um quadrado
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pmm =< Tap,Tac, Rap, Ran >=< Ram, Rye, Ran, Rvg >

Figura 4.34: Um exemplo de um grupo de revestimento pmm e sua célula basica

Caso 2: A reta [ nao passa por um 2-centro.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que [ é paralela a AM e p é a mediatriz
de AN, além disso, todas as retas de reflexdes sao paralelas a reta [, pois caso contrario, teriamos
duas retas de reflexdo concorrentes e isso geraria um n-centro que nao pertenceria ao grupo,
desse modo temos:

pmg =< TABaTACrHA)Rp >=< HA7HM7RP >
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Figura 4.35: Um exemplo de um grupo de revestimento pmg e sua célula basica

Agora vamos estender p2 a um grupo de revestimento YW que contém reflexao des-
lizante, mas nao contém reflexdo.

Seja a uma reflexao deslizante, com p sendo o eixo de simetria de a. Nenhum centro
de meia-volta ocorre no eixo p, pois, caso contrario, supondo A um 2-centro em p, podemos
escrever: Hy = R, R,, com a reta r passando por A e perpendicular a p e a = R,T,, em que
T, é a translacao na direcao do eixo p. Assim, T, pode ser expressa como o produto de duas
reflexoes em retas paralelas e perpendiculares ao eixo p.

Seja T,, = R, Rs. Assim,
Hjyo = R.R,R,R,R; = R;.
Logo, a reflexdo R4 pertence ao grupo W, pois H4 e a pertencem a W. Isto ndo

ocorre, pois W nao tem reflexdo. Dessa forma, conclui-se que o centro da meia-volta nao esta
contido em um eixo de reflexao deslizante.
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Entao, considere A o ponto de meia-volta mais préximo do eixo p da reflexdo deli-
zante .

P

Seja T} a translacdo de menor deslocamento na direcao da translaciao de o. Entao
o® = T}, para algum i inteiro, que pode ser assumido como positivo. Existem dois casos a
serem considerados.

Caso 1: o® = T?", com i = 2n e n sendo inteiro positivo.

Como a1y = Tha, pois a diregao da translagao envolvida na translacao deslizante e
a direcao de T} sao iguais, temos

AT =1
a7 =1
oIy "I =1

(T ™)? =1

Assim, oT]™ tem periodo 2, e, como é uma isometria oposta, consequentemente
¢ a reflexao R, ou seja, a1} " = R, pois p é o eixo da reflexao deslizante o. Dessa forma
concluimos que a reflexao R, estd no grupo de revestimento ¥V o que nao acontece pois o grupo
nao tem reflexdo. Logo, o caso 1 fica excluido.

Caso 2: o2 = T2 com i = 2n + 1 e n sendo inteiro positivo.
1 )

AT =Ty
a7V =T
ol "Iy =14

(I7™)? =T,

Neste caso, (a1 " 2 = ﬂ e, assim, a7, ™ nao tem periodo 2. E, como é isometria
’ 1 ) ’ 1 )
oposta, é uma reflexdo deslizante.

Seja v = aT; " e y(A) = E. Assim, v* = (o1, ")* = T.

Todas as reflexdes deslizantes tendo eixo p podem ser expressas a partir de v. De
fato, se temos a reflexdo deslizante a; com eixo p, existe um inteiro positivo n; tal que aj =
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P

Tt — (42)2H = 4 2@t 1 que implica que:

% 2n1+1)2.

a; = (v

2n1+1

Assim, a; =y . Portanto, a; pode ser expressa a partir de ~.

Sejam as retas p’ paralela a p por A, ¢’ perpendicular a p por A e ¢ paralela a ¢
equidistante de ¢' e E.

P

3

Assim,

HA'V == Rp/Rq/Rq/Rqu
= RyR,R,
= R,RyR,

Seja Ty, a translagdo Ry R,, ou seja, Toy, = Ry Ry, € seja € = R 2p'p. Assim,
€ = Havy e, portanto, a reflexao deslizante € de eixo ¢ pertence ao grupo W.

Sejam v*(A) = C, €(A) = B e D = *¢*(A). Assim, 7> = Tuc e € = Typ.

Como Tyg = HaHys, com M sendo o ponto médio de AB e Tyc = HaHy, com N
sendo o ponto médio de AC', assim como os pontos médios de C'D e BD, desse modo, temos a
seguinte configuragao:
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Com isto, concluimos que a célula basica é retangular e obtemos o grupo:

pgg =< TAB>TACa HA,")/ >=<7v,€>
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Figura 4.36: Um exemplo de um grupo de revestimento pgg e sua célula basica

Assim, todo o padrao de revestimento contendo somente 2-centro tem ou p2 ou cmm
ou pmm ou pmg ou pgg como grupo de revestimento.

o p2 cada centro de simetria é um 2-centro e nao existe isometria oposta no grupo.

o c¢mm cada centro de simetria é um 2-centro, contém reflexodes em diregoes perpediculares,
cujo ponto de interseccao ¢ um 2-centro, porém, nem todo 2-centro esta contido em uma
reta de simetria. Ainda, os eixos de reflexao deslizante ndo estao nas retas de simetria.

o« pmm cada centro de simetria é um 2-centro, contém reflexdes perpendiculares e cada
2-centro esta no ponto de interseccao das retas de simetria.

o pmg cada centro de simetria é um 2-centro, tem reta de simetria e todas as retas de
simetria sdo paralelas. Os eixos de reflexao deslizante sao todos perpendiculares as retas
de simetria. Todos os centros de simetria estao contidos nos eixos de reflexao deslizante
e nenhum centro de simetria pertence a reta de reflexao.

e pgg cada centro de simetria é um 2-centro, nao tem reta de simetria, mas possui refle-
x0es deslizantes perpendiculares. Nenhum 2-centro esta contido nos eixos das reflexoes
deslizantes.
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4.5 Grupos de revestimentos sem n-centro

Finalmente, consideremos os grupos de revestimentos que nao possuem centros de
rotagoes. O caso trivial é aquele em que o grupo W contém apenas as translacoes Tag e Tac
com os pontos A, B e C sendo nao colineares e o ponto D = TapTac(A). Dessa forma temos
o grupo de revestimento:

pl =<Tup, Tac >

Figura 4.37: Um exemplo de um grupo de revestimento pl e sua célula basica

Acrescentando isometrias opostas em pl temos as variagoes e outros grupos de re-
vestimentos em V. Verifquemos entao o que acontece quando é adicionado R; em pl, com [
sendo uma reta do plano. Para isso, divideremos a situacao em dois casos. Se R; € W, com
A € [, entao, pela Proposicao 3.2.1:

Caso 1: [ passa pela diagonal AD da célula basica rombica ABCD, dessa forma:

cm =< Typ,Tac, Rap >
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Figura 4.38: Um exemplo de um grupo de revestimento cm e sua célula basica

Caso 2: [ contém o lado AC' da célila basica ABC D, que é retangular, entao teremos:

pm =< Tap, Tac, Rac >
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DABEDEDN

Figura 4.39: Um exemplo de um grupo de revestimento pm e sua célula basica

E facil observar que WV nao pode conter ambas as reflexdes Rac e Rap, pois W nao
contém rotagoes, além disso, todos as retas de reflexdes sao paralelas, tanto em ¢m quanto pm,
ja que W nao possui n-centros.

Agora, vamos fazer uma comparacao das reflexdes deslizantes que acontecem nos
grupos cm e pm. Suponhamos que VW contém uma reflexdo deslizante A com eixo em NK,
que leva N em K, em que N é o ponto médio de AC' e K é o ponto médio de C'D, logo
AN =Tup = TapTac-
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Figura 4.40:

Note que A € ecm, pois ecm =< X\, Rap >=< Tap,Tac, Rap >.

Desse modo podemos verificar que o eixo de reflexdo deslizante em c¢m é paralelo a
reta de reflexdo e passa pelos pontos equidistantes de duas retas de simetria, mas nao passa
por reta de reflexao.

Por outro lado, toda reflexao deslizante em pm pode ser escrita da forma T~ (T4 g Rac),
com i # 0, em que seus eixos de reflexdes deslizantes também sao as retas de simetria para pm.
Portanto, em pm, os eixos de reflexao deslizante sdo retas de reflexao.

Estas propriedades da reflexao deslizante nesses grupos podem ser usadas para dis-
tinguir padroes entre os grupos de revestimento cm e pm.

Em seguida, vamos considerar a extensao de pl somente com reflexao deslizante.
Assim, consideremos 7 € W o eixo de reflexao deslizante, sendo todas as reflexoes deslizantes
de W, pela Proposicao 2.3.14, paralelas, pois W nao contém rotacoes. Portanto consideremos
7 a reflexao deslizante de eixo AB que leva A em M, entdo v2 = Tup e 7Tac = €, em que € é
a reflexao deslizante de eixo NE que leva N em E. Logo, temos:

pg =< TABaTACU’y >=<7,e>
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Figura 4.41: Um exemplo de um grupo de revestimento pg e sua célula basica. Arte "Run Away
Office Boy'por Francine Champagne.

Assim, todo o padrao de revestimento contendo sem n-centro tem ou pl ou cm ou
pm ou pg como grupo de revestimento.

o pl contém apenas translagoes; nao héa rotagoes, reflexoes, ou reflexdes deslizantes.

e c¢m nao tem rotagoes, mas tem eixos de reflexoes e todos sao paralelos. Ha reflexdes
deslizantes, esses eixos estao nas mediatrizes da distancia entre duas retas de reflexao,
mas nao estao contidas nas retas de simetria.

e pm nao tem rotacoes, mas tem retas de reflexdes, todas elas sdo paralelas e a reflexdo
deslizante esta contida em toda reta de simetria.

e pg nao tem rotacdo, nem reta de simetria; contém apenas reflexdes deslizantes e transla-
coes.

4.6 Classificacao dos tipos de grupos de revestimentos

Para a classificagdo dos tipos de grupos de revestimentos, devemos considerar as
seguintes situacoes:
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a) Considerar o grupo W tendo 6-centro e 3-centro.

)
b) Considerar o grupo W tendo 3-centro e sem 6-centro.

(
(
(¢) Considerar o grupo W tendo 4-centro e 2-centro.
(d) W contendo apenas 2-centro.

(

e) W nao contendo n-centro.

A seguir, vamos enunciar o teorema de classificacao dos 17 tipos de grupos de re-
vestimentos possiveis.

Teorema 4.1. Se W é um grupo de revestimento, entao VW é um dos dezessete grupos:

p6 =< Raeo, Hyr > p3 =< Tuap,Tac, Rar20 > p4d =< Rago, REgo >
pbm =< Raeo, Hy, Rog > p3lm =< Tup,Tac, Raizo, Rac > pidm =< Tap,Tac, Rago, Rap >
p3lm =< Tap,Tac, Raizo, Rap > p4g =<Tap,Tac, Rago, Run >

P2 =< Tap,Tac, Ha > pl =< Tap, Tac >
emm =< Tap,Tac, Rap, Rpc > cm =< Tap,Tac, Rap >
pmm =< Tap,Tac, Ran, Ran > pm =< Tap, Tac, Rac >
pmg =<Tap,Tac, Ha, Ry, > pg =< Tap,Tac,y >

P99 =< Tap,Tac, Ha,y >

De outro modo, o Teorema 4.1 pode ser mostrado na Tabela 4.1.
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Grupo Geradores dos grupos de revestimentos
iy = ' Tem 6-centro
1. | pb uma meia-volta e uma rotacdo de 120 m SE
Tem 2-centro
- ~ A -] ] o
2. | pbm |reflexGes em tréslados de um tridngulo (30°, 60°%, 90°) | \z0tem a-centro
3. |p3 duas rotacdes de 120° Tem 3-centro
4 Im1l flexd e i | 15 MEotem 6-centro
. | p3m1 | reflexGes nos trés lados de um tridngulo equilatero ST
5. | p31m | uma reflexdo e uma rotagdo de 120° NEo tem 4-centro
6. |pd uma meia-volta e uma rotagdo de 90° Tem 4-centro
Tem 2-centro
- ” o ] o o
7. | p4m | reflexBes nos trés lados de um tridngulo (45°, 45°,90°) | \z0tem e-centro
8. | pdg uma reflexdo e uma rotacdo de 90° NEo tem 3-centro
9. | p2 trés meia-voltas
10. | emm | duas reflexdes perpendiculares e uma meia-volta Tem 2-centro
11 Aloxd tro lad d 3 | Mdo tem 6-centro
.| pmm | reflexdes nos quatro lados de um retangulo NZo term 3-centro
12.|pmg | uma reflexdo e duas meia-voltas N&o tem 4-centro
13.| peg duas reflexes deslizantes perpendiculares
14, | pl duas translagdes
15| Ehii uma reflexdo e uma reflexdo deslizante paralela N&o tem n-
16. | pm duas reflexfes e uma translagdo saplies
17. | pg duas reflexdes deslizantes paralelas

Tabela 4.1: Classificagao dos 17 grupos de revestimentos

Ainda, apresentamos dois algoritmos para identificar um grupo de revestimento, o
primeiro como mapa conceitual e o segundo na forma de tabela:
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Capitulo 4 - Grupos de Revestimentos

Algoritmo I

Figura 4.42: Algoritmo I de identificacao de grupos de revestimentos
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Capitulo 4 - Grupos de Revestimentos

Algoritmo II

apepiun Z1/T LIS LIS 9 |[euo8exay wgd
apepiun 9/t oeu oeu 9 |[euo8exay 9d
S90X3|J31 3P SP13J SEP BI04 01JUII-E 3pepiun 9/1 LIS LIS € |[euo8exay wried
SD0X3|J31 3P SBIDJ SEU 0IIUII-E OPO)} Ipepiun 9/1 LIS LIS € |[euo8exay twgd
apepiun €/t oeu oeu € |[euo8exay ed
S20X3|J31 3P SP13J SEeP BI04 013UID-F 3pepiun 8/ LIS LIS ¥ epeipenb  8yd
S90X3|J31 3P SBIAJ SEU 01Ut OPO) Ipepiun g/1 LIS LIS ¥ epeipenb  wid
apepiun /1 oeu oeu ¥ epelspenb d
salenaipuladiad sa0x3|421 3p se1a1 3pepiun ¢/1 LIS LIS [4 BIIQUIQS LW
apepiun /1 LIS oeu [4 Jeinguelas  98d
se|ajeled s30xa)a1 ap sel3) apepiun /1 LIS LIS [4 Jen8uelar  Swd
apepiun /1 oeu LIS [4 Jen8uelas  wwd
apepiun z/1 LIS LIS I BIIQUUQ wo
apepiun z/1 LIS oeu I Jenguelal ad
apepiun z/1 oeu LIS I ien8uelar wd
apepiun z/1 oeu oeu [4 eweidolajeled zd
apepiun 1 oeu oeu I eweidolajeled 1d
oe5ejod
Jin8unsip esed sspepalidold OAl1O Al e OBX3|jay JoIe|p Ep S odnio
oexa|}oy it Ep eininiys]

Tabela 4.2: Algoritmo II de identificagdo de grupos de revestimentos
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Capitulo 5

Atividades

A primeira vista as transformacgoes geométricas podem parecer um assunto que nao
tem relagdo com o dia-a-dia, mas, refletindo e observando um pouco, nota-se, por exemplo,
que as simetrias estao muito presentes no cotidiano, podemos notar com veemeéncia a insercao
dessa regularidade, equilibrio e elegancia em toda a natureza e nas proprias construgoes dos
seres vivos. Além do mais, as atividades de transformagao sdo fundamentais para que o aluno
desenvolva habilidades de percepcao espacial e podem favorecer a construcao da nogao de
congruéncia de figuras planas.

O estudo de simetria é rico em informagoes historicas e culturais. Antes de iniciar
esse estudo seria interessante explorar e dizer que as transformacoes geométricas fazem parte da
histéria da humanidade, ha mais tempo do que se possa imaginar, para isso, seria conveniente
produzir um material para ser usado em um projetor para visualizacao das imagens de simetria.
Como exemplos, pode ser interessante citar que uma das primeiras evidencias que aparece na
pintura rupestre do sitio de El Buey na Bolivia; na ceramica chinesa, que remonta ao periodo
Neolitico (3000 a.C.), pode notar-se a presenca do uso de transformagoes geométricas na sua
decoragao; a cerdimica marajoara (Brasil), é considerada uma das mais antigas artes cerdmicas
do continente Americano; no tapete Pazyryk (Sibéria) datado do século V a.C. pode-se observar
padroes geométricos e simetrias na sua ornamentacao; o artista Escher, cujas obras ficaram
conhecidas pelos seus desenhos impossiveis e simétricos, pelas ilusdes espaciais que concebeu e
pelos padroes que desenvolveu.

Essas sao algumas referéncias que podem ser usadas como iniciagdo a esse topico
da geometria, a gama de materiais, histérias e ilustragoes ¢ ampla e é adequado usar para
instigar o discente a se interessar pela matéria. Na elaboracao destas atividades, procuramos
escolher procedimentos que abordem os conceitos basicos e interessantes de se verificar, de
modo mais concreto e ludico possivel, buscando torna-los acessiveis a todos os alunos. Apenas
foram aplicadas as atividades 1 e 2 do Tépico 5.6 (Revestindo o plano), um breve relato de
como ocorreu a aplicacao dessas atividaes sera descrito logo apds a apresentacdo das mesmas.



Capitulo 5 - Atividades 91

5.1 Translacao

Orientagoes
Numero de aulas previstas: 3 aulas
Piblico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Materiais utilizados:
- Copias das atividades.
- Lapis.

Objetivos:

- Mostrar que um segmento AB e sua imagem A’B’ pela translacao Ty, sdo paralelas
e suas medidas sao iguais.

- Todos os pontos da figura inicial e os seus respectivos transformados definem a
mesma dire¢ao, o mesmo sentido e estdo a mesma distancia.

Atividade 1:
Roteiro:

- A figura A ¢ o transformado de A por uma isometria de

Figura A Figura A’
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Atividade 2:
Roteiro:

- Indique a situagao que representa uma translacgao:

eI

Atividade 3:
Roteiro:

- Indique qual é o transformado da figura F’ por uma translacao com direcao da reta
AB, no sentido de B para A e de distancia igual ao comprimento do segmento de reta AB.

— b
P 4
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Atividade 4:
Roteiro:

- Observe a figura 5.1.

v

vd A
o
P B
L] @
V2 o
D B
L] L
Figura 5.1:

- Indique a imagem de P pela translagao associada:
a) ao vetor 7.
b) ao vetor 3.
¢) ao vetor v3.

d) ao vetor vj.
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5.2 Rotacao

Orientagoes
Numero de aulas previstas: 3 aulas
Piblico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Materiais utilizados:
- Copias das atividades.
- Transferidor.

- Lapis.

Objetivos:

- Mostrar que, no plano, uma rotacao de centro A e amplitude o é uma transfor-
macao geométrica que a cada ponto B faz corresponder um ponto B’ tal que: AB = AB ¢ = a.

- Mostrar que a figura A e sua imagem A" pela rotacdo Rog, tem medidas iguais.

- Identificar e medir a amplitude do angulo de rotacao.

- Desenhar figuras com simetria de rotacao.
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Atividade 1:
Roteiro:

- Em cada alternativa, as figuras P’ foram obtidas da figura P por uma rotacio de
centro C'. Indetifique, em cada caso, a medida da amplitude do angulo de rotacao.

Atividade 2:
Roteiro:

h)

T
i
0
|

- Desenhe o tridngulo A’ B'C’ transformado do tridngulo ABC pela rotacao de centro

em C e amplitude 180°.
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Atividade 3:
Roteiro:

- Dé os pares ordenados (x,y) que representam os pontos A, B e C' do tridngulo na
figura 5.2.

A
"Il-__---
\ Lk B
IRE \
\ X
C

Figura 5.2: Triangulo ABC na malha quadriculada

- Gire o tridngulo anterior em —90° considerando o ponto C' como centro de rotagao
e a represente na malha quadriculada (plano cartesiano) 5.3.

- Dé os pares ordenados (x,y) que representam os novos pontos A, B' e C' da nova
figura.

Figura 5.3: Malha quadriculada
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5.3 Reflexao em relacao a uma reta

Orientagoes

Numero de aulas previstas: 8 aulas

Publico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.
Recursos multimidia: Softwares ludicos de sites com fins educacionais.

Materiais utilizados:
- Copias das atividades
- Lapis

- Espelho méagico

- Espelho

- Geoplan

- Elasticos

Observacgoes:

- O material espelho magico é uma placa retangular de acrilico vermelho transparente
com aproximadamente 3mm de expessura, através do qual é possivel visualizar uma figura
refletida e assim desenhar sua imagem pela reflexao, veja a Figura.

Objetivos:

- Identificar no plano figuras simétricas em relagao a um eixo.
- Desenhar no plano figuras simétricas relativas a um eixo.
- Desenhar a imagem de uma figura refletida em relagao a uma reta usando o espelho méagico.
- Usar o espelho magico para encontrar a reta de simetria, dadas uma figura e sua imagem por
uma reflexao.
- Mostrar que a distancia entre um ponto P e sua imagem P’ pela reflexao em relacio a uma
reta r € igual ao dobro da distancia entre o ponto P e a reta r.
- Mostrar que o segmento PP’ ¢ perpendicular a reta r.
- Mostrar que o ponto de intersecao entre o segmento PP’ e a reta r coincide com o ponto
médio de PP'.
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Orientacoes para o professor:

- Alguns exemplos de imagens para se fazer o desenho estao no apéndice A.

- Veja o exemplo da figura 5.4.

e

e

Figura 5.4: Espelho méagico

Atividade 1:

Roteiro:

- Usando o espelho magico, desenhe a imagem da figura refletida.

- Antes de iniciar o desenho, mova a figura que serd reproduzida e observe o que
acontece com o seu reflexo. Escreva as mudangas que vocé notou.
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Atividade 2:
Roteiro:

- Encontre e desenhe a reta s de simetria que permite transformar um dos poligonos
no outro.

a) b)

Atividade 3:
Roteiro:

- Desenhe a imagem do poligono pela reflexdo do eixo 7.

a)
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Atividade 4:
Roteiro:

- Observe a figura 5.5 e complete frase:

Figura 5.5:

'"A composigao de duas reflexdes é uma

Atividade 5:
Orientcoes para o professor:

- Se desejar e achar conveniente, essa atividade pode ser apliacada com o geoplan.

Roteiro:

- Identifique os eixos de simetria nas figuras apresentadas abaixo, ou entao explique
porque a figura nao tem eixo de simetria.

a)llllllllll b) . C) .
; = [ o
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idade 6:

1v1

At

Roteiro

- Identifique os eixos de simetria de reflexao da figura 5.6.

i
]

1

1

-

] 1 ] ] ]

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

I I i 1 ] ]

I e e e e e A e 1

] 1 ] ] ] ]

] 1 ] ] ] ]

1 1 1

- 4

1 1 1 1

' ' '

1 1 ]

1 1 ]

-—-= ===

1 1 1 1
1 1 1 ]
' ' ' ' ' ' '
1 1 ] 1 ] I ]
| e B e 1
' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1
1 1 1 1 ]
. R Y R L

Figura 5.6:
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idade 7:

1v1

At

Roteiro

- Complete a figura abaixo sabendo que possui uma simetria de reflexao em relagao

a reta tracejada.

A L
'
1
]
'

!
__-.il____ ===
i

Figura 5.7:
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Atividade 8:
Roteiro:

- Observe a imagem destacada em cada um dos quadros. Com o uso do espelho,
diga quais das imagens dispostas dentro dos retangulos é possivel obter?

w e | [ m |asas

fhdh | AL
W X:g* Iy

Y le iw | | hAs | Atk

B -
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5.4 Simetrias e poligonos

Orientagoes
Numero de aulas previstas: 4 aulas
Piblico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Materiais utilizados:
- Copias das atividades.
- Tesoura. - Papel cartao. - Lapis.

Objetivos:

- Recordar os conceitos de geometria plana: ponto, reta, semirreta e angulos;
- Reforcar o conceito de simetria;
- Identificar poligonos regulares e irregulares.

- Analisar poligonos regulares adequados para recobrir superficies e identificar suas
propriedades.

- Incentivar a criatividade através do uso da simetria.

Atividade 1:
Orientagoes para o professor

- Expor imagens que retratem a simetria na natureza (sugestoes no Apéndice B).
As imagens podem ser mostradas através de slides ou cartazes.

- Explorar o conhecimento prévio dos alunos sobre simetria em cada imagem apre-
sentada.

- Explicar de maneira informal os conceitos de figura invariante e de simetria.
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Atividade 2:
Orientacoes para o professor

- Relembre os conceitos de poligonos regulares e irregulares.

Roteiro

a) Marque 2 em alguns tridngulos nio regulares e 2’ em alguns regulares.

)
b) Marque y em alguns quadrildteros nio regulares e 3 em alguns regulares.

¢) Marque z em alguns pentdgonos nio regulares e 2’ em alguns regulares.

d) Marque w em alguns hexdgonos nao regulares e w’ em alguns regulares.
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Atividade 3:
Roteiro

- Assinale o ponto de encontro dos mosaicos da ilustragao 5.8 e depois responda:

o |
o = e

oe BXEE

Figura 5.8:

a) Quantos quadrados encontram-se em um ponto? Quanto vale o dngulo em cada
um deles? Quanto vale a soma dos angulos cujos vértices encontram-se em um ponto?

b) Quantos tridngulos encontram-se em um ponto? Quanto vale o dngulo em cada
um deles? Quanto vale a soma dos angulos cujos vértices encontram-se em um ponto?

¢) Quantos hexdgonos encontram-se em um ponto? Quanto vale o dngulo em cada
um deles? Quanto vale a soma dos dngulos cujos vértices encontram-se em um ponto? (Uma
dica: Decomponha o hexdgono regular em seis triangulos regulares, isto é, eqiiilateros, cujos
angulos internos valem 60°. A partir disso, conclua quanto vale cada dngulo interno do hexagono
regular.)

d) E possivel revestir uma superficie apenas com octégonos regulares (Figura 5.9)
idénticos? Apresente seus argumentos.

Figura 5.9:
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Atividade 4:
Orientacoes para o professor

- A intencao dessa atividade é que o aluno perceba as relagoes de simetria que sao
criadas com a dobradura e as diferentes simetrias que surgem desse experimento.

- Incentive a criatividade, explorando os diversos tipos de simetria e os nimeros de
eixos. Note a possibilidade de debater sobre a relagao entre a matematica e a forma de alguns
elementos da natureza.

Roteiro

- Com a tesoura e papel cartao, recortem diferentes figuras simétricas da seguinte
maneira (observem os exemplos em cada passo):

Passo 1: Se desejar recorte a folha, depois dobre ela da maneira que almejar. Na
figura abaixo a folha nao foi recortada, as dobras aconteceram nos pontos médios dos lados e
nas diagonais.

Figura 5.10: Atividade 4.1
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Passo 2: Com o uso da tesoura, faca cortes vazados, na parte dobrada do papel.

Figura 5.11: Atividade 4.2

Figura 5.12: Atividade 4.3
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Passo 3: Refaca a atividade. Use a criatividade explorando os diversos tipos de
simetria e os nimeros de eixos. Note que a possibilidade de construgao é infinita.

Figura 5.13: Atividade 4.4
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5.5 Ladrilhamento ou pavimentacao

Orientagoes
Numero de aulas previstas: 12 aulas
Piblico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Recursos multimidia:
Materiais utilizados:
- Copias das atividades.
- Copias do apéndice C.
- Lapis.

- Tesouras.

- Folhas de sulfite.

Objetivos:

- Identificar poligonos regulares.

- Reconhecer a conservacao e justaposicao de medidas dos lados e angulos de figuras
poligonais.

- Perceber a relagao entre poligonos regulares na construgao de ladrilhamentos.
Nota:

Todas as atividades desse topico foram retiradas do livio AAA3 do GESTAR II de
matematica, de dominio piblico, alguns exercicios sofreram pequenas modificagoes. O material
do GESTAR II de matematica pode ser encontrado em:

http://portal.mec.gov.br/par/195-secretarias-112877938 /seb-educacao-
basica-2007048997/13056-programa-gestao-da-aprendizagem-escolar-gestar-ii-matematica.
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Orientacoes para o professor:

- Na criacao de revestimentos existe uma técnica que é chamada de ladrilhamento
ou pavimentacao, que consiste no preenchimento do plano com poligonos, sem superposi¢oes ou
buracos. Normalmente, o ladrilhamento esta presente nos pisos, assentamento de azulejos, etc.
Num mosaico feito pelo ladrilhamento as formas geométricas precisam se encaixar ou fechar. A
técnica de ladrilhamento é conhecida desse modo por poder misturar diferentes poligonos para
recobrir o plano. Forneca essas informagoes para que o aluno saiba distinguir um ladrilhamento
de um revestimento com um dnico motivo.

- No apéndice C ha um modelo de figuras para as atividades 1 até a 7.

Atividade 1:
Roteiro

Vocé ja viu alguns trabalhos feitos com pedagos de azulejos e pisos chamados de ou
revestimentos ou mosaicos ou pavimentagao? Veja um exemplo:

Figura 5.15: Padrao Persa
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Passo 1: Tire a folha e recorte o interior das figuras geométricas.

Passo 2: Pegue uma cartolina ou folhas de papel colorido e marque com a figura
desejada.

Passo 3: Recorte as figuras e construa um ladrilhamento. Veja o exemplo 5.16.

Figura 5.16: Ladrilho com quadrados e octégonos
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Atividade 2:
Roteiro

- Complete os ladrilhamentos a seguir, usando as figuras que vocé confeccionou com
o molde da atividade 1:

a)

b)

Atividade 3:
Roteiro

- Observe as construgdes da atividade 2: os angulos dos poligonos juntos em um
mesmo ponto somam quantos graus?
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Atividade 4:
Roteiro

Conforme a conversa entre os dois personagens, responda: por que os pisos nao tém
formato pentagonal?

Seu Joaquim, meu pai me man-
dou escolher um piso bem le-
gal 14 pra casa. Entdo gostaria
que ele tivesse a forma de um
pentagono. O que acha?

Impossivel. Nao tem como la-
drilhar um piso exclusivamente
com pentagonos, porque nao
é possivel fechar.

. cinco lados!
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Atividade 5:
Roteiro

- Do que vocé estudou até aqui, existe alguma explicacao geométrica para que os
pisos e azulejos tenham o formato de retangulos ou quadrados? Qual?

Atividade 6:
Roteiro

- Analise os poligonos regulares do molde da atividade 1: tridngulo, quadrado, pen-
tagono, hexagono, heptagono e verifique quais deles podem ser usados em um ladrilhamento
que adote apenas um desses poligonos:
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5.6 Revestindo o plano

Orientagoes
Numero de aulas previstas: 12 aulas
Piblico alvo: Alunos do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Recursos multimidia:

- TV ou projetor.

- Caixas de som.

- Computador com acesso a internet.
- Iphone, ipad ou ipod touch.

Materiais utilizados:
- Copias das atividades.
- Lapis.

- Tesouras.

- Papel cartao.

- Papel colorido.

- Cartolina.

Objetivos:

- Analisar poligonos regulares adequados para recobrir superficies.
- Construir um motivo.

- Fazer uso de tecnologias para o revestimento do plano.

- Explorar na geometria a arte. (Interdisciplinaridade )

- Criar um motivo, que nao seja uma figura geométrica padrao, a partir do trans-
formado de um tridngulo equilatero, quadrado ou hexagono regular.
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Atividade 1:
Orientacoes para o professor

- Articulando Artes e Matematica é possivel explorar na geometria dos revestimen-
tos as contribuicoes do artista plastico M. C. Escher, sao ricos os conceitos mateméaticos no
ensino de simetria que compoem suas obras. Seria interessante explorar um pouco das suas
criacOes, mostrar as simetria que ele fez em seus motivos e o que ele teve de estudar para
fazer essas construgoes. Para melhor explorar esses detalhes, aqui esta o endereco eletronico do
documentéario em video da vida de Escher:

https://www.youtube.com/watch?v=pVwrUUwzBRo

- Também é farto e de facil acesso o contetdo digital de seus trabalhos. Nas obras
de Escher é constante o revestimento e a pavimentacao regular de uma superficie, usando pa-
droes que se justapoe sem deixar espago vazio. As proximas atividades propiciam um ensino
de matematica contextualizado e significativo, também desperta no aluno a sensibilidade e a
curiosidade pelo mundo das Artes.
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Atividade 2:

- Observe o transformado de um triangulo, quadrado e hexagono que M. C. Escher
criou, essas sao algumas das diversas células basicas que ele produziu.

Figura 5.17: Transformado de um triangulo num passaro de mesma area
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Figura 5.19: Transformado de um hexdgono numa lagartixa de mesma area

- Escolham uma das formas de poligonos (tridngulo eqiiildtero, quadrado ou hexéa-
gono regular) e a partir disso e com o uso do papel cartao, crie o seu modelo (célula basica). A
parte que é repetida dentro da célula basica é chamada de motivo.

- Agora preencha a cartolina com a célula bésica que construiu.
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5.6.1 Comentario sobre a aplicacao e resultados obtiddos das ativi-
dades 1 e 2

Em 2.016 lecionei na escola municipal de Campinas CEMEFEJA Pierre Bonhomme,
com alunos da educacao de jovens e adultos, nos 4° termos A e B, a faixa etaria desses alunos
variava entre 15 a 83 anos. O estudo da matematica realizado com esses discentes acontecia de
forma pratica, entao pude trabalhar essa atividade 2 com eles.

Alguns dos alunos apresentavam defasagem matematica severa e também possuiam
dificuldades para o aprendizado teoérico, porém, tinham grande facilidade no trabalho pratico
e manual. Para que acontecesse de forma produtiva essa atividade, falei de forma breve para o
alunos sobre a ideia matematica de rotacao, translacao, reflexdo e poligonos regulares, mostrei
o documentario da vida do artista Escher - encontrado na Atividade 1 dessa secao - e alguns dos
seus trabalhos, com foco nos de simetria plana. Tendo salientado essas informagdes, introduzi
de forma pratica a construcdo de um motivo para revestir o plano, construindo um exemplo
concreto com eles para facilitar o entendimento. Dai em diante, fui auxiliando os alunos para
que cada um produzisse sua propria célula basica e motivo, decorando e fazendo os desenhos de
modo que achasse mais pertinente. Todos os moldes formaram desenhos abstratos, que foram
sendo repetidos em uma cartolina afim de destacar a ideia de revestir o plano.

O contetdo teve retorno positivo por partes dos alunos, a maioria das senhoras
que estudavam na escola possuiam algum tipo de habilidade artesanal, o que facilitou muito
durante a atividade. Alguns dos estudantes se identificaram e gostaram tanto da atividade que
comecaram a criar por conta proprio e em suas residéncias outros revestimentos. Uma parte da
producdo dos alunos foi para a exposicdo do PESCO ' de 2.016. Veja exemplos das producoes
dos alunos nas Figuras 5.20 e 5.21.

!Programa Pesquisa e Conhecimento na Escola. Criado para apoiar o trabalho dos professores da rede
municipal de Campinas.



Capitulo 5 - Atividades

Figura 5.20: Exemplo 1 de revestimentos
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Figura 5.21: Exemplo 2 de revestimentos

Atividade 3:
Orientagoes para o professor

Essa atividade teve como referéncia [17]. Existem diversas atividades semelhantes
a essa, pode modificar conforme achar pertinente. Se preferir, essa atividade pode ser aplicada
no lugar da atividade 1 desse topico, ou antes dela.

Passo 1: Construgao de um motivo.
Desenho a - Construir um triangulo equilatero;
Desenho b - Construir um poligono em um dos lados do tridngulo (em vermelho);
Desenho ¢ - Recortar este poligono e colar em seu lado adjacente, conforme indicado na seta;
Desenho d - Marcar o ponto médio, M, do lado do tridngulo e construir um poligono utilizando
apenas metade do lado (em vermelho);
Desenho e - Recortar este poligono e colar na outra metade do lado, conforme indicado na seta;
Desenho f - Construir um poligono no contorno de toda a figura e colorir. Esse serd o motivo
que sera usado no revestimento.
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Passo 2: Processo para construcao e translacao da estrutura da rede.

Desenho a - Escolher um dos vértices do triangulo que sera usado como centro de rotagao. Fazer
uma rotacao de 60° da base inicial em relagao ao vértice indicado. Colorir esse poligono (em
vermelho), repetir esta operagao (em verde escuro, amarelo, marrom e verde claro) encaixar os
poligonos formados. Estas seis rotagoes das areas recortadas geram a estrutura da rede, que se
repetida revesti o plano.

Desenho b - Transladando esta estrutura da rede e encaixando um nos outros, seguindo com os
encaixes dos hexagonos, esta feito o revestimento.

(b)
(a) | s |

Atividade 4:
Orientagoes para o professor

- Como propostas informatizada, trago um software chamado "simetrizador'que re-
veste o plano com figuras pré-estabelecidas. Nesse programa é possivel usar as simetrias de
rotagdo, translacao e reflexdo de um tunico motivo, além de poder pinta-los. O programa é
online, nao precisa de instala¢ao, seu manuseio é simples e torna o aprendizado lidico. Alguns
dos motivos usados sdao da criagao do artista Escher. O programa esta disponivel em:
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http://mdmat.mat.ufrgs.br/anos iniciais/

Roteiro

- Com o uso do software online “simetrizador”, o desafio é recobrir o plano com as
figuras disponiveis no programa, através das translacoes, rotagoes e reflexdes das imagens.

Veja alguns exemplos dos revismentos feitos com o "simetrizador":

Desenhos [[] Refletir horizontalmente
[] Refletir verticalmente

Reiniciar Instrugoes Desafios Créditos

Figura 5.22: Imagem 1 simetrizador
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Desenhos [ Refletir horizontalmente

7 Refletir verticalmente

Reiniciar Instrucoes Desafios Créditos

Figura 5.23: Imagem 2 simetrizador

Atividade 5:
Orientagoes para o professor

- Essa tltima atividade é opcional e também serve para o professor tomar ciéncia da
existéncia desse recurso. Tal atividade faz uso do aplicativo gratuito KaleidoPaint, encontrado
na applestore, que para ser utilizado é necessario ter um desses trés aparelhos: ipad, iphone ou
ipod touch. Mesmo que a sala como um todo nao possa usar o recurso, é interessante falar a res-
peito do aplicativo, pois alguns alunos podem conter algum desses trés aparelhos citados acima.

- Como ele funciona: de forma bésica, para desenhar no KaleidoPaint vocé precisa
primeiro escolher um dos 17 grupos de simetria, depois basta ajustar o pincel e selecionar as
cores desejadas, apos essa etapa basta passar o dedo na tela para desenhar até criar um design
desejado, e infinitamente repetitivo.

Francine Champagne, que faz imagens fantasticas com o KaleidoPaint, da dicas de
como utilizar melhor o aplicativo e todas suas ferramanetas disponiveis em:

https://tessellations.ca/2016/12/28 /tileable-rectangles-from-kaleidopaint

Algumas caracteristicas e recursos do aplicativo:
- Possue os 17 grupos de revestimento no plano;
- Rola, gira, tem zoom;
- Suavizagao das curvas;
- Preenchimento de area;
- Reformar e recolorir qualquer ponto, curva ou area;
- Desfazer / Redugdo ilimitada;
- Exportar suas pinturas favoritas para um aplicativo de Fotos, ou envia-las diretamente para
um amigo.
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- Como atividade, seria interessante explorar seu uso de forma pratica, fazendo ra-
biscos, para os alunos notarem os padroes de simetria.

- As Figuras 4.28, 4.32, 4.36, 4.37, 4.38 dessa dissertacao foram feitas por mim, com
o uso do aplicativo KaleidoPaint.

- Segue alguns exemplos de outras imagens criadas com o KaleidoPaint:

< Drawings Carmen #1 o

Figura 5.24: Tamgem KaleidoPaint 1
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< Drawings Carmen #3 o

Colar Thickness Background Symmetry -~ eai [T 7

Figura 5.25: lamgem KaleidoPaint 2

< Drawings Butterfiies o

Edit line

Edit color
Edit thickness.

Delete line

Delete control peint
split control paint

Convert control point

Golor Thickness Background Symmetry - oraw [f] 7

Figura 5.26: lamgem KaleidoPaint 3
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Colar Thickness Background Symmetry Caval eait [T 7

Figura 5.27: lamgem KaleidoPaint 4
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Apéndice A

Desenhos para uso do espelho magico

//ff\
f 0.2
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Desenhos para uso do espelho magico
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Apéndice B

Simetria na natureza

il A
T

https://flic.kr/p/Se5EVf https://flic.kr/p/a3NeWH
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L Ji d

https://flic.kr/p/6NbZ1Z https://flic.kr/p/qqfdkt
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Apéndice C

Molde para confeccionar poligonos
regulares
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