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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é contribuir no @mbito académico para o
ensino de Trigonometria. Dessa maneira, 0 presente trabalho estd fundamentado
em uma pesquisa-a¢do que toma como base o uso de recursos tecnoldgicos no
ensino de matematica com enfoque em Trigonometria. Assim, serd apresentado o
uso de ambientes de geometria dinamica para o ensino de matematica, em especial,
a utlizagdo do software GeoGebra, bem como a fundamentagdo tedrica da
Trigonometria, além de uma proposta e aplicagdo de ensino de Trigonometria
utilizando o GeoGebra.

Palavras-chave: Recursos Tecnoldgicos. GeoGebra. Trigonometria. Proposta de

ensino.



ABSTRACT

The main objective of this work is to contribute in the academic scope for the
teaching of Trigonometry. In this way, the present work is based on an action
research that takes as a base the use of technological resources in the teaching of
mathematics with focus in Trigonometry. Thus, it will be presented the use of
dynamic geometry environments for teaching mathematics, especially the use of
GeoGebra software, as well as the theoretical basis of Trigonometry, as well as a

proposal and application of Trigopnometry teaching using GeoGebra.

Keywords: Technological Resources. GeoGebra. Trigonometry. Teaching proposal.
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INTRODUCAO

A Matematica € considerada uma ciéncia exata, “sendo estruturada em bases
l6gicas bem definidas” (Fiorentini e Lorenzato, 2006, p.4). Ela foi desenvolvida ao
longo dos anos a partir da observacao e do estudo da natureza e seus fendbmenos
que apresentam regularidades. O conhecimento matematico possibilitou a
investigacado, a representacdo e a comprovacao desses fen6menos por meio de uma
linguagem particular. Ao construir teorias e praticas, valendo-se de seus cédigos e
conceitos, 0 pensamento matematico vem auxiliando na formacdo de cidadaos
capazes de refletir com légica e coeréncia, posicionando de maneira ética e critica
na vida em sociedade.

Segundo D’Ambrésio,

A disciplina de Matemética foi uma estratégia desenvolvida pela espécie
humana ao longo dos anos para explicar, para entender, para manejar e
conviver com a realidade sensivel, perceptivel, e com 0 seu imaginario,

naturalmente dentro de um contexto natural e cultural. (D’AMBROSIO,
1996, p. 7)

De acordo com Devlin,
A Matematica ndo é algo que diz respeito a nimeros, mas sim a vida. Ela é
algo que nasce do mundo em que vivemos. Lida com ideia. E, longe de ser
aborrecida e estéril, como muitas vezes é tratada, ela é cheia de
criatividade. (DEVLIN, 2005, p.98)

Um dos grandes desafios para o professor de matematica é encontrar 0s
caminhos que levem os estudantes a apropriarem-se desse conhecimento. E
fundamental que o professor de Matematica ndo conceba tal disciplina apenas como
um fim em si mesma, priorizando os contetdos formais e a abstracdo. Os conceitos
ndo devem ser apresentados de forma fragmentada, pois mesmo que se faca tal
apresentacdo de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno
estabeleca alguma significacdo para as ideias isoladas e desconectadas umas das
outras. O professor deve ser criativo e dinamico, primando pela investigacdo dos
alunos em busca do conhecimento, tornando a aula de matemética atrativa.
Acreditamos que para tornar a aula de matematica prazerosa e atrativa para os
estudantes é necessario que o professor estabeleca conexfes entre os conteddos
curriculares desenvolvidos em suas aulas e o contexto pessoal e social do

estudante, de modo a dar significado ao que esta sendo aprendido para que o
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estudante esteja capacitado a relacionar os conteddos matematicos com suas
aplicac6es em outras areas do conhecimento.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais 2000 (PCN’s):

A matematica deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e
estratégias para serem aplicadas a outras areas do conhecimento, assim
como para a atividade profissional. Ndo se trata de os alunos possuirem
muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de desenvolverem a iniciativa e a
seguranca para adapta-las a diferentes contextos, usando-as
adequadamente no momento oportuno. Nesse sentido, € preciso que o
aluno perceba a Matematica como um sistema de cédigos e regras que a
tornam uma linguagem de comunicacdo de idéias e permite modelar a
realidade e interpreta-la. (BRASIL,2000, p.40)

Acreditamos ainda que tornar a sala de aula um ambiente onde a curiosidade e
o desafio servem como motivacdo intrinseca para que o aluno crie, explore e
investigue problemas matematicos é totalmente propicio a aprendizagem da
disciplina. Neste contexto, o uso de recursos tecnolégicos, em particular o
computador e os ambientes de geometria dinamica, podem dar uma importante
contribuicdo para o processo de ensino e aprendizagem da disciplina, modificando a
dindmica da sala de aula.

Diante do que foi exposto, este trabalho tem como objetivo principal contribuir
no ambito académico para o ensino de Trigonometria utilizando recursos
tecnolégicos, apresentando ao leitor, professores e alunos do Ensino Médio, a
utilizacdo do software GeoGebra', um ambiente de geometria dinamica, como
ferramenta para o ensino e aprendizagem de Trigonometria e suas aplicacbes em
outras areas do conhecimento. Para tanto, dividimos o trabalho em capitulos.

No capitulo 1, abordamos o uso de novas tecnologias no processo de ensino e
aprendizagem da disciplina de Mateméatica, especificamente o uso dos
computadores e dos ambientes de geometria dindmica enfatizando o software
GeoGebra, com intuito de proporcionar aos professores o conhecimento dessa
tendéncia de ensino.

No capitulo 2, estudamos a definicdo de semelhanca de triangulos que é um
dos requisitos para o estudo da Trigonometria.

! O software GeoGebra pode ser baixado gratuitamente no site www.geogebra.org. A comunidade
mundial do Geogebra oferece diversos recursos incluindo materiais introdutérios, tutoriais € um férum
de discussoes.



http://www.geogebra.org/
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No capitulo 3, estudamos a Trigonometria no triangulo retangulo definindo as
razdes trigonométricas.

No capitulo 4, estudamos a Trigonometria na circunferéncia, abordamos
inicialmente o conceito de arcos e angulos, definimos a circunferéncia
trigonométrica, as razdes trigonomeétricas na circunferéncia e a relacéo fundamental
da trigonometria.

No capitulo 5, estudamos Funcbes Trigonométricas, seus graficos e suas
propriedades.

No capitulo 6, trabalhamos uma proposta de ensino, descrevendo passo a
passo as construcdes utilizando o software GeoGebra do contetudo de Trigonometria
desde a Semelhanca de triangulos até as Funcdes Trigonométricas, propomos
exemplos de aplicacdo e sugerimos exercicios para que o professor leitor possa
montar e aplicar as aulas aos seus alunos e expomos algumas dessas atividades
que foram desenvolvidas com uma turma do Curso Técnico em Edificacdes
Integrado ao Ensino Médio do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncias e Tecnologia
do Espirito Santo, campus Colatina.

No capitulo 7, expomos os resultados obtidos da aplicacdo de questionarios ao
professor de matematica e aos alunos da turma em que foi aplicada a proposta de
ensino, que teve como objetivo principal verificar se a utlizacdo do software
GeoGebra como ferramenta para o0 ensino de trigonometria auxiliou no processo de

ensino/aprendizagem de tal contetddo.
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1 USO DE NOVAS TECNOLOGIAS E A MATEMATICA

A renovacdao da prética docente e a instituicido de novos objetivos e func¢des da
educacao escolar, inegavelmente, incluem considerar o uso de novas tecnologias
como recurso didatico para o processo de ensino/aprendizagem na disciplina de
matematica. Dentre elas podemos destacar os computadores e os ambientes de
geometria dindmica, aonde s&o utilizadas literalmente centenas de imagens
sobrepostas, que se articulam entre si e sdo manipuladas de forma interativa. Esses
ambientes possibilitam a construcdo e a manipulacédo de figuras geométricas com
rigor e agilidade, potencializando o raciocinio I6gico-dedutivo através da visualizacéo
dos resultados, envolvendo os alunos mais ativamente na realizacdo das tarefas.
Dessa forma, temos uma enorme quantidade de ideias que podem ser traduzidas
com o auxilio da geometria dinamica.

De acordo com Onuchic e Allevato (in Bicudo e Borba 2005) ndo € mais
possivel ignorar que a utilizacdo de novas tecnologias no ensino tem alterado
profundamente as abordagens de ensino, a dindmica das aulas e as formas de
pensar.

Corroborando com essas ideias Schefer enfatiza:
“Trabalhar a informatica na escola na perspectiva de produzir
conhecimentos permite ao aluno fazer andlises de modo a poder refletir
sobre seus procedimentos de solucéo, testes e conceitos empregados na
resolucao de problemas” (Scheffer, 2002, p.23).
Moran (2014) destaca
O professor precisa aprender a trabalhar com tecnologias sofisticadas e
tecnologias simples; com internet de banda larga e com conexao lenta; com
videoconferéncia multiponto e com teleconferéncia; com softwares de
gerenciamento de cursos comerciais e com softwares livres. Ele ndo pode
se acomodar, porque a todo o momento, surgem solu¢cdes novas para
facilitar o trabalho pedagdégico. (Moran, 2014, p.35 e 36)
O matematico Seymour Papert, influenciado pelos anos que trabalhou ao lado
de Piaget, em Genebra, desenvolveu, na década de 60, o Construcionismo para o
desenvolvimento e o uso de tecnologias, em especial, do computador, na criagéo de
ambientes educacionais, em uma sintese da teoria construtivista de Piaget.
Macedo (2002), como estudioso da teoria de Piaget e suas aplicacdes escolares ou

psicopedagodgicas, buscou definir construtivismo contrastando com a visdo nao-
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construtivista do conhecimento buscando analisar sua complementaridade. De
acordo com o autor, segundo a versao que lhe deu Piaget, as visbes nao-
construtivistas do conhecimento valorizam a transmissdo de conceitos e ndo a
producdo de um conhecimento. Dessa forma a linguagem é seu instrumento mais

primoroso. Em contrapartida define o construtivismo da seguinte forma,

Ao construtivismo interessam acbes do sujeito que conhece. Estas,
organizadas enquanto esquema de assimilagdo, possibilitam classificar,
estabelecer relacdes, na auséncia das quais aquilo que, por exemplo, se
fala ou se escreve perde seu sentido. Ou seja, 0 que importa é a acao de ler
ou interpretar 0 texto e ndo apenas aquilo que, por ter se tornado
linguagem, péde ser transmitido por ele. (Macedo, 2002, p.15)

Seguindo essas ideias, Papert (1994) posiciona o computador como algo que
viabiliza a criacdo de situacdes mais propicias, ricas e especificas para a construcao
de conhecimentos através de a¢fes tomadas pelo aluno.

Utilizando um computador e um ambiente de geometria dinamica, o aprendiz
assume uma postura ativa frente ao seu aprendizado e novas ideias sao
incorporadas de acordo com suas construcbes. Para construir um triangulo
retangulo, por exemplo, além de saber que um tridngulo retdngulo € um triangulo
gue possui um angulo reto e os outros dois angulos agudos, somos impelidos a
refletir sobre como garantir na propria construcéo, que dois lados do triangulo sejam
perpendiculares entre si. Quando construimos um triangulo retangulo com lapis e
papel, comumente marcamos entre dois lados do triangulo um quadradinho com um
ponto central para indicar um angulo reto.

Em geral, as propriedades de um determinado objeto representado apenas
com papel e lapis, sdo indicadas somente pela utilizacdo de certas notacdes. Em
contrapartida, para construir uma representacdo para determinado objeto em um
ambiente de geometria dindmica é necessério fazermos reflexdes sobre suas
propriedades e relacdes matematicas.

Corroborando com essas idéias Giraldo (2012) enfatiza que em um ambiente

de geometria dindmica

A garantia de validade das propriedades e relacdes mateméticas do objeto
representado € incorporada concretamente no proprio processo de
construcdo da representacdo. Dessa forma, as proprias experiéncias de
construir representacdes em geometria dindmica ja constituem, por si s,
exercicios que demandam um maior nivel de conhecimento matematico dos
objetos e podem ainda fornecer pistas de outras propriedades e relagbes
dos objetos construidos. (Giraldo, 2012, p. 114)

E reconhecido que as tecnologias vieram transformar o ensino da matematica,

permitindo novas formas de abordar e explorar os contetdos curriculares. Cabe
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ressaltar que as tecnologias e as ferramentas tecnologicas ndo carregam em si a
possibilidade de construgdo dos conhecimentos, porém, se bem utilizados, poderéao
favorecer os processos de ensino/aprendizagem.

Dentre os ambientes de geometria dinamica, destacamos nesta dissertacao, o
software GeoGebra que integra recursos geométricos e algébricos em um unico
ambiente (dai seu nome), dessa maneira, podemos trabalhar conceitos de geometria
plana, geometria espacial (ha no software a janela de visualizagcdo 3D), podemos
definir lugares geométricos, articular geometria e funcdes, podemos ainda gerar
graficos de funcbes reais elementares a partir de suas expressdes algébricas,
podemos também gerar véarias fungdes reais, introduzindo um ou mais parametros
reais nos graficos tracados os quais, a partir da sua variacdo, modifica o grafico
original da funcdo em um movimento continuo. Enfim, sdo indmeras as
possibilidades de utilizacdo do software como ferramenta de ensino/aprendizagem
em mateméatica, cabe ao professor planejar suas aulas de tal forma que tal
instrumento de ensino possa contribuir de maneira satisfatéria para uma
aprendizagem significativa.

Vérios estudos mostram que a utilizacdo do software GeoGebra na sala de
aula pode trazer importantes beneficios pelo fato de possibilitar ao aluno a
construcéo e exploracdo de figuras, a formulacdo de conjecturas e propriedades que
se evidenciam de maneira intuitiva durante o processo de manipulagéao do software.

Amado et al (2015), ao realizar um trabalho em uma turma de alunos do Ensino
Basico sobre a utilizacdo do GeoGebra na demonstracdo matematica em sala de
aula, relatou que os alunos ndo apresentaram dificuldade alguma em utilizar o
computador e, em particular o software GeoGebra, muito pelo contrario, revelaram
uma grande satisfacdo e entusiasmo na manipulacdo desta ferramenta tecnoldgica.
Os autores relataram ainda que a utilizacdo do recurso foi determinante no
desenvolvimento de argumentos para demonstracoes.

Lopes, Oliveira e Amorin (2013) ao realizarem um trabalho com alunos e
professores de um curso de Licenciatura em Matematica sobre o uso do software
GeoGebra como recurso didatico na sala de aula perceberam que os alunos, mesmo
nao tendo conhecimento do software, ndo apresentaram dificuldade em manusea-lo
e se adaptaram com rapidez. Os pesquisadores destacaram ainda que a
visualizacdo foi um ponto forte no levantamento de hipdteses e formulacdo de

conjecturas a partir da analise das construcdes produzidas.
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Lopes (2010) em um trabalho envolvendo a construcédo e aplicacdo de uma
sequéncia didatica para o ensino de Trigonometria usando o software GeoGebra
destacou as potencialidades desse ambiente de geometria dindmica na realizacéo
de tarefas de investigacdo em tal conteudo principalmente pela possibilidade de
construgcdo, pelo dinamismo, pela maior oportunidade de investigacdo, de
visualizacéo e de criacdo de argumentos matematicos validos.

O que é fundamental durante a utilizacdo de qualquer recurso tecnoldgico nas
aulas de matematica é o papel do professor como mediador do processo de
ensino/aprendizagem. E necessario que o professor fagca um planejamento
adequado para conduzir de maneira satisfatéria as atividades que serdo executadas,
permitindo aos alunos o trabalho com uma gama maior de exemplos cuja
manipulacdo seria dificil apenas com lapis e papel podendo assim enfocar aspectos
mais qualitativos nos conceitos da Matemética.

De acordo com Macedo (2002, p. 19) “sé a agao espontédnea do sujeito, ou
apenas nele desencadeada, tem sentido na perspectiva construtivista.”

Corroborando com as ideias de Papert, Macedo e Piaget, Resnick (apud
Bicudo e Borba) (2005) destaca que o professor ndo deve a priori definir metas e
resultados as atividades propostas para que as mesmas nao sejam simplesmente
uma sequéncia de passos repetidos pelo aluno. A ideia central é a de que se
aprende melhor fazendo. O ideal é criar um ambiente no qual o aluno esteja
conscientemente engajado e construindo suas proéprias ideias, tendo mais controle
sobre a definicdo e resolucéo de problemas.

Tendo em vista as ideias supracitadas, podemos constatar que a utilizacdo de
novas tecnologias em sala de aula dependera do planejamento e da conducédo do
professor. O mais importante ndo é utilizar os mais sofisticados recursos
tecnologicos, mas sim a maneira como utiliza-los, pois mesmo tendo em méos a
ferramenta mais moderna e completa possivel, dependendo do modo como for
utilizada, pode levar a resultados completamente diferentes do esperado. O ideal é
gue seja criado um ambiente de aprendizado que favoreca a participacédo ativa do
aluno propiciando ao aprendiz a possibilidade de construir conhecimentos a partir de

suas proprias acoes.
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2 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

A palavra Trigonometria possui origem grega, a saber, tri (trés) + gonia
(dngulos) + métron (medida). Os primeiros povos que desenvolveram esse ramo de
estudo foram os Egipcios e os Babilénicos e seu objetivo inicial estava diretamente
associado ao calculo de medidas nos triangulos, recorrendo-se a proporcionalidade
entre os lados paralelos de dois triangulos semelhantes. A semelhanga de triangulos
€ a base de sustentacdo da trigonometria. De fato, ha registro de uma teoria ha
respeito de semelhanca de triangulos em um pairo escrito por volta de 1650 a. C.
Posteriormente, com os matematicos gregos, é que se desenvolveu a nocao de
angulo.

Dois triangulos sdo semelhantes se € possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre cada um de seus vértices de modo que os angulos

correspondentes sejam iguais e os lados correspondentes sejam proporcionais.

A B D E
Figura 1: Semelhanca de tridangulos

Consideremos os triangulos semelhantes ABC e DEF da Figura 1. Se os
vértices A, B, C correspondem, respectivamente, aos vértices D, E, F, entdo temos
as seguintes igualdades:
=k,sendo k a razdo de proporcionalidade entre os dois
triangulos;

eA=D,B=Ee C=F.

Usaremos a notacdo ABC~DEF para indicar que os dois tridangulos séo
semelhantes e a ordem em que aparecem 0s vertices € dada a correspondéncia
entre eles.

Existem trés casos de semelhanca de triangulos:

Caso AAA: Se dois triangulos ABC e DEF s#o tais que BAC = EDF, ACB =
DFE e CBA = FED, entdo ABC~DEF.
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C
/Z\\ -
A E D E

Figura 2: Caso AAA de semelhanca

Caso LAL: Se dois triangulos ABC e DEF s&o tais que BAC = EDF e % = g_—i,
entdo ABC~DEF.
c
//\ :
A 8 D E
Figura 3: Caso LAL de semelhanca L
Caso LLL: Se dois triangulos ABC e DEF séao tais que % =% =%, entao

ABC~DEF.

[
/\ F
A B D E

Figura 4: Caso LLL de semelhanca
A demonstracdo dos trés casos de semelhanca pode ser encontrada na

referéncia [20].
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3 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO?
3.1 Triangulo Retangulo

Um triangulo ABC é retangulo quando um de seus angulos internos é um
angulo que mede 90°(angulo reto).

Figura 5: Tridngulo Retangulo
No triangulo retdngulo da Figura 5, o lado AC, oposto ao angulo reto, é

chamado de hipotenusa e os lados AB e BC, adjacentes ao angulo reto, s&o
chamados catetos do triangulo.

3.2 Razdes Trigonométricas
Consideremos o angulo BAC = a, 0° < a < 90° e tracemos, a partir dos pontos
Bi,By, B3, ...,B,, da semirreta AB perpendiculares B;Cy,B,C,,B5C5,...,B,C,, a

semirreta AB. E possivel observar que os triangulos AB,C;, AB,C,, AB3Cs,...,AB,C,
da Figura 6 sdo semelhantes (caso AAA).

ot

Figura 6: Triangulos Semelhantes

Dessa forma, podemos escrever:

BiC; _B,C;, BsC;  B,C,
AC, AC, AC; — AC,
AB, AB, AB; 4B,
AC, AC, AC;  AC,

% Os contetidos das secOes 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 foram retirados da referéncia [3].
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BiC; B,C, BiC;  B,G,

AB, AB, AB; 4B,

Como as razbes acima sao caracterizadas apenas pelo angulo a para serem

obtidas, ou seja, ndo dependem do tamanho do triangulo, elas recebem nomes
especiais.
A razao entre o cateto oposto ao angulo « e a hipotenusa € chamada de seno

de a e é denotada por sen «a:

Hipotenusa
Cateto Opostoaa

-

Cateto Adjacente aa

Figura 7: Razbes trigonométricas

Cateto Oposto a a

sena = -
Hipotenusa

A razdo entre o cateto adjacente ao angulo a e a hipotenusa é chamada de

cosseno de a e é denotada por cos a:

Cateto Adjacente a a

cosa = -
Hipotenusa

A razao entre o cateto oposto ao angulo a e o cateto adjacente ao angulo a é

chamada de tangente de a e é denotada por tg a:

Cateto Oposto a a

tga = .
g Cateto Adjacente a a

3.3 Angulos Complementares

Consideremos o triangulo retangulo ABC da Figura 8:

Figura 8: Angulos complementares
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Temos as seguintes razdes trigopnométricas:

a b

sena = —, senf§ =—
c c

b 8 a

cosa =—, cos B =—
c c
tga=2  tgp="
a{:—’ —_——

g b g a

~ . b
Podemos observar pelas expressodes obtidas que sen a = %: cospfesenf = -

= cos a, iSS0 ocorre pois 0s angulos a e f sdo complementares, isto é, a + = 90°.

Dessa forma, podemos fazer a seguinte generalizacao:

sena = coSs
a+pf =90°-> { P
senfl = cosa
Podemos observar ainda que
sena a ¢
=—-=tga.
cosa b g

3.4 Razdes Trigonométricas dos angulos notaveis no triangulo

Existem alguns angulos cujas razdes trigonométricas podem ser determinadas
algebricamente, com exatiddo, sem recorrer a medicao direta e sem a necessidade
de arredondamento ou aproximacdes. Esses angulos sdo conhecidos como angulos
notaveis, € o caso dos angulos 30°, 45° e 60°, cujas razbes trigonométricas serao
demonstradas.
3.4.1 Razdes trigonométricas dos angulos de 30° e 60°

Consideremos um tridangulo equilatero de lado L. Sabemos que seus angulos

internos sao congruentes e medem 60°.

A B
Figura 9: Triangulo Equilatero

Tracando a altura h relativa ao lado AB, do triangulo ABC da Figura 9, temos:



25

A " L B
2
Figura 10: Altura do triangulo Equilatero

L\? L2 12 312 LV3
LZ:h2+(§) sl e 38 3

4 4 4 2
Para o angulo de 30°, no triangulo BCM da Figura 10, temos:
L LV3 L L
o_2_1 o_h_S _N3 o_z_2 _1_WB
sen30—L—2, cos 30 =T= =7 e thO—h—&—\/g—3
2
Para o angulo de 60°, temos:
s V3 51 BB
ot _2 _ V3 °o_2 1 o1 _ 2 _
sen 60 === cos60—L—2 e tg60—%—§—\/§

3.4.2 Razdes trigonométricas do angulo de 45°
Consideremos um triangulo retangulo isdsceles de catetos L e hipotenusa a.

Seus angulos agudos séo congruentes e medem 45°.

Figura 11: Triangulo Retangulo Isésceles

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC da Figura 11, obtemos a
hipotenusa a:

a?=L+1*= a?=21>= a=LV2



Figura 12: Hipotenusa do Triangulo Retangulo Is6sceles

Assim temos:

sen45°=LL—ﬁ=%=g, cos45°=LLﬁ=\%=g e tg45°=%=1
Podemos resumir os valores obtidos acima na seguinte tabela:
a sena cosa tga
30° 1 V3 3
2 2 3
45° V2 V2 1
2 2
60° 3 I NG
B3 2
Figura 13: Razbes trigonométricas dos arcos notaveis

26
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4 TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

No capitulo anterior, fizemos a definicdo do seno, do cosseno e da tangente
para angulos agudos. Estenderemos esses conceitos para angulos maiores ou
iguais a 90°. Esse estudo sera feito sobre a circunferéncia de raio 1.

Faremos a principio, uma exposi¢cao a respeito dos arcos e angulos e suas
unidades de medida que séo pré-requisitos necessarios ao estudo da trigopnométrica
na circunferéncia.

4.1 Arcos e angulos na Circunferéncia
4.1.1 Arco

Toda corda divide a circunferéncia em duas partes denominadas arcos.

B B B

Figura 14: Arcos determinados por uma corda AB
Alguns arcos que merecem destaque, visualizados na Figura 15:

Figural5: Arco nulo, arco de uma volta e arco de meia volta na circunferéncia

4.1.2 Angulo Central
Um angulo é central quando possui o0 vértice no centro da circunferéncia.

Na Figura 16, o angulo central « determina na circunferéncia o arco APB.

B

Figural6: Angulo Central
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4.1.3 Medida do Arco

A medida de um arco de circunferéncia é a medida do angulo central. Na
Figura 16 a medida do arco APB é a. E importante ndo confundir a medida de um
arco com o comprimento desse arco.

Na Figura 17 podemos observar que os arcos AB e CD possuem a mesma

medida a, porém ndo possuem 0 mesmo comprimento.

Figura 17: Medida de arco e comprimento de arco

4.1.4 Comprimento da circunferéncia
Em qualquer circunferéncia, a razdo entre seu comprimento e seu diametro €
constante. Essa constante € o nimero « (onde m = 3,14).

Consideremos a circunferéncia de raio r representada na Figura 18.

Figura 18: Comprimento da Circunferéncia

. C
Chamando de C o comprimento do arco de uma volta, temos que S =T

Assim C = d m. Como d = 2r, podemos concluirque C =2 r.
4.1.5 Unidades de medida de angulo
4.1.5.1 Grau

1 .
O arco de um grau (1°) corresponde a 360 do arco de uma volta. Sendo assim,

0 arco de uma volta mede 360°.
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4.1.5.2 Radiano
Um arco mede um radiano (1 rad) quando seu comprimento € igual ao raio da

circunferéncia que o contém.

"

_—
/ Comprimento do arco =7
/ r

/

|
\ a=1rad |

Figura 19: Comprimento do arco

Para determinar a medida, em radianos, do arco de uma volta, faremos a regra

de trés representada na Figura 20:

Medida do arco Comprimento do arco
1rad r
a 2nr

Figura 20: Tabela Medida e comprimento do arco

2nr.1

Dai temos «a = = 2nrad.

Assim, concluimos que o arco de uma volta mede 2r radianos. Veja Figura 21.

Comprimento do arco @ 2r

o = 2 rad

Figura 21: Comprimento do arco de uma volta

4.1.5.3 Converséo Grau-Radiano
Para transformar em graus uma medida dada em radianos ou em radianos uma

medida dada em graus, fazemos a regra de trés representada na Figura 22:

Medida do arco Medida do arco
(em radianos) (em graus)
2m 360
X > a

Figura 22: Tabela de Converséo Grau-Radiano
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4.2 A Circunferéncia trigonométrica

A circunferéncia trigonométrica (ou ciclo trigonométrico) é a circunferéncia
representada em um sistema de coordenadas cartesianas xOy, com 0 centro na
origem dos eixos e raio unitario, ou seja, o raio é igual a 1. Deste modo, 0s eixos do
sistema de coordenadas cartesianas dividem a circunferéncia em 4 partes iguais,
que sao denominados quadrantes. Os pontos A(1,0),B(0,1),C(—1,0) e D(0,—1) séo
0s pontos de interseccao da circunferéncia com os eixos cartesianos sendo o ponto
A a origem dos arcos na circunferéncia, onde adotamos o sentido positivo como

sendo o anti-horério e o sentido negativo o horério (veja Figura 23).

B=(0,1)

2° Quadrante 1° Quadrante

C=(1,0 A=(1,0)

0

3F° Quadrante

4° Quadrante

Figura 23: Circunferéncia Trigonométrica

Cada um dos quatro quadrantes possui a extremidade dada em grau ou

radiano conforme Figura 24.

B90° (; rad)

17 Quadrante

2° Quadrante

A0° (0 rad)
360° (27 rad)

180° (7 rad)C

o]

3° Quadrante

4° Quadrante

/g N\
D270° k 2"' rad |

Figura 24: Extremidades dos Arcos
4.2.1 Arcos Negativos
Arcos Negativos em trigonometria sdo aqueles que partindo da origem dos

arcos A(1,0), percorrem a circunferéncia trigopnométrica no sentido horario.
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Figura 26: Arcos Negativos 1° e 2° quadrantes

4.2.2 Arcos Maiores que 360°
Os arcos maiores do que 360° (ou 2w rad) sdo aqueles que ultrapassam o arco

de uma volta no ciclo trigonométrico. Por exemplo, se partimos do ponto A no

sentido positivo e percorremos uma volta mais um sexto da volta no ciclo

. Lo ~ L . 7 . .
trigopnométrico entdo o arco AP terd medida a = 420° ou «a =?” radianos (veja

Figura 27).

P Tn
o = 42(PF =
3

A
N

Figura 27: Arcos Maiores que 360°.
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De modo geral, se partimos do ponto A(1,0) e damos k voltas sobre o ciclo
trigonométrico e paramos no ponto P, a medida desse arco AP é a = (360k + 6)° ou
(2k + 0) rad, onde 6 é a medida do angulo central AOP e k € um nimero inteiro.

A Figura 28 representa o arco partindo do ponto A, percorrendo uma volta mais trés

guartos no ciclo trigonométrico no sentido negativo. Assim o arco AP tera medida

negativa dada por « = —630° ou a = _zﬂ radianos (veja Figura 28).

Figura 28: Arcos Maiores que 360° no sentido horario.

Assim, os arco AP (arcos com origem em A e extremidade em P) tem medida
da forma a = (360k + 6)° ou (2k + 0) rad, com k € Z. Esses arcos sao chamados
Arcos Congruos, ou seja, quando a medida entre dois deles diferem por um mdultiplo
de 360° ou 21 rad.

Considerando f a medida de um arco, a expressdo geral das medidas dos
arcos congruos a ele é dada por a = (B +k.360)° ou a = (B + k.2m) rad, onde
k € Z.

4.2.3 Razdes trigonométricas na circunferéncia
4.2.3.1 Seno e Cosseno

Consideremos na circunferéncia trigopnométrica um ponto P(x,y), extremidade
de um arco AP, onde P esta no primeiro quadrante e A(1,0) € a origem dos arcos.
Seja a a medida do angulo central que subtende o arco AP. Sejam OP o raio da
circunferéncia, C e D as projecdes do ponto P, nos eixos Ox e Oy respectivamente,

conforme Figura 29.
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o

A=(1.0)

Figura 29: Ponto P na circunferéncia
Considerando o triangulo retangulo OPC da Figura 29, temos que:

oc

PC — oc —
— :>sena=PCecosa=ﬁ:>cosa=T:>cosa=OC.

sena = =>sena =
oP

=g

Assim, sendo P(x,y)um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica e a a
medida do arco AP, definimos o seno de a« como sendo a ordenada do ponto P e o
cosseno de @ como sendo a abscissa do ponto P: sena =y € cos a = x.

Diante dessa definicdo, podemos estabelecer o estudo trigonométrico para
angulos de qualquer medida.

A Figura 30 ilustra o seno e o0 cosseno nos demais quadrantes da

circunferéncia trigonométrica.

18]

S5enCe

A=(1,0) C cosce |0 A=(1,0) cosce © VA=(1,0)

COSCx

[

BETx SETLY

1 D

Figura 30: Representagdo do seno e cosseno na circunferéncia
Pela Figura 30 podemos observar que no 2° Quadrante temos sena >
0 ecosa < 0, no 3° Quadrante temos sena < 0 ecosa < 0 e no 4° Quadrante temos
sena < 0 ecosa > 0. Analisaremos essas propriedades no capitulo 5.
4.2.3.1.1 Relagdo Fundamental da Trigonometria
Considerando o0s resultados obtidos anteriormente, podemos fazer a

representacao abaixo:



34

ISETLO

L3
A=(1,0)

Is) COScx ¢

Figura 31: Relacdo fundamental da trigonometria na Circunferéncia Trigonométrica

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OPC da Figura 31, temos:
PC? + 0C? = OP?
sen’a + cos’a =1
A ultima equacédo é conhecida como a relacdo fundamental da trigopnometria.
4.2.3.2 Tangente
Consideremos na circunferéncia trigpnométrica um ponto P extremidade de um
arco AP, com P no primeiro quadrante e A(1,0) a origem dos arcos. Sejam a a
medida do arco AP, OP o raio da circunferéncia e Q a projecéo ortogonal do ponto P
no eixo das abscissas. Consideremos a reta t, tangente a circunferéncia

trigopnométrica no ponto A. Seja T o0 ponto de interseccdo da reta OP com areta t,
conforme Figura 32.

Figura 32: Tangente na Circunferéncia Trigonométrica

Observando a Figura 32 e as constru¢des acima descritas temos que para o
A R . ~ TA TA —
triangulo retangulo OAT, vale a seguinte relacdo tg a = S otga=—T>tga= TA.

Assim, sendo P(x, y)um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica e « a medida do

arco AP, a ultima relagcdo motiva definirmos a tangente de a« como sendo a ordenada
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do ponto T,desde que P seja distinto de B(0,1) ou D(0,—1). Com tal definicdo, o
valor da tangente de um angulo podera ser lido sempre sobre a reta t.

Como os triangulos OAT e 0QP séao semelhantes, temos:
m_oBL T L g

PQ 0Q sen a cos a cos a’

~

sen a

Sendo assim podemos concluir que tg @ = ——, com cos & # 0, isto &, a # — +

km, k € Z.
Adotaremos entéo a reta t como eixo para a leitura da tangente.
A Figura 33 ilustra a tangente nos demais quadrantes da circunferéncia

trigonométrica.

A=1,0) A=(10) A=(1,0)

=\
W
—— Y

Figura 33: Representacédo da Tangente nos demais quadrantes

Pela Figura 33 podemos observar que no 2° Quadrante temos tga < 0, no 3°
Quadrante temos tg a > 0 e no 4° Quadrante temos tg a < 0. Analisaremos essas
propriedades no capitulo 5.
4.2.3.3 Cossecante e secante

Consideremos um ponto P na circunferéncia trigonométrica e no primeiro
quadrante. Sejam a a medida do arco AP, OP o raio da circunferéncia e Q a projecéo
ortogonal do ponto P no eixo das abscissas. Consideremos a reta t tangente a
circunferéncia trigopnométrica no ponto P. Seja R o ponto de interseccao da reta t
com o eixo das ordenadas e S o0 ponto de interseccdo da reta t com o0 eixo das

abscissas, conforme Figura 34.
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Figura 34: Secante e Cossecante na Circunferéncia Trigonométrica

Observando a Figura 34 e as construcdes acima descritas, podemos concluir
qgue os triangulos retangulos OPR e PQO sao semelhantes, assim vale a seguinte

relacao:

OR 1 — 1
— = = OR = .
1 sen a sen a

sIE

=

SIS

Assim, sendo P(x,y)um ponto sobre a circunferéncia trigopnométrica e a a
medida do arco AP, a Ultima relacdo motiva definirmos a cossecante do angulo «a

como sendo a ordenada do ponto R, desde que P seja distinto de A(1,0) ou C(—1,0)
e € indicada por cossec a = ﬁ com sena # 0, isto é, a # km, k € Z. Com tal

definicdo, o valor da cossecante de um angulo podera ser lido sempre no eixo no
eixo Oy, 0 que é coerente com o sinal de sena.

Podemos observar também na Figura 34, que os triangulos OPS e OQP sao
semelhantes, assim vale a seguinte relagéo:
oS 1 —= 1

opP
0Q 1 cos a cos a

Sendo P(x,y) um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica e « a medida do
arco AP, a ultima relagcdo motiva definirmos a secante do angulo @« como sendo a
abscissa do ponto S, desde que P seja distinto de B(0,1) ou D(0,—1) e é indicada por

1 . . s N
seca =——, COM cos a # 0,isto e, a # ”3 + kmr, k € Z. Com tal definicdo, o valor da

secante de um angulo podera ser lido sempre no eixo Ox, 0 que é coerente com 0
sinal de cosa.
A Figura 35 ilustra a cossecante e a secante nos demais quadrantes da

circunferéncia trigonométrica.
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Cosseca

_ |cosseca
R ~il\ /s

s

Figura 35: Representacdo da Secante e da Cossecante nos demais quadrantes

Pela Figura 35 podemos observar que no 2° Quadrante cossec > 1 e seca <
—1, no 3° Quadrante cossec < —1 e seca < —1, e no 4° Quadrante cossec < —1 e
seca = 1. Analisaremos essas propriedades no capitulo 5.
4.2.3.4 Cotangente

Consideremos na circunferéncia trigpnométrica um ponto P extremidade de um
arco AP, com P no primeiro quadrante e A(1,0) a origem dos arcos. Sejam a a
medida do arco AP, OP o raio da circunferéncia e Q a projecéo ortogonal do ponto P
no eixo das abscissas. Consideremos a reta t' tangente a circunferéncia
trigonométrica no ponto B(0,1). Seja T'o ponto de interseccado da reta OP com areta
t', conforme Figura 36.

Figura 36: Cotangente na Circunferéncia Trigonométrica

Observando a Figura 36 e as construcdes acima descritas, podemos concluir
que os triangulos retangulos OBT' e PQO sao semelhantes, assim vale a seguinte
relacéo:

OB BT’ 1 — cosa
——— = = .
PQ cos a sen a sen a

Q|| =
ﬂ
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Assim, sendo P(x,y)um ponto sobre a circunferéncia trigopnométrica e a a
medida do arco AP, a ultima relacdo motiva definirmos a cotangente do angulo «

como sendo a abscissa do ponto T', desde que P seja distinto de A(1,0) ou €'(—1,0)

e é indicada por cotga =——, com sena #0, isto &, a# km,k €Z. Com tal

definicdo, o valor da cotangente de um angulo podera ser lido sempre sobre a reta t".
Adotaremos entéo a reta t' como eixo para a leitura da cotangente.

A Figura 37 ilustra a cotangente nos demais quadrantes da circunferéncia
trigonométrica.
_ 7T cotge B

T cotgoe B
~

A=(1,0) A= (1,0)

Figura 37: Representacdo da Cotangente nos demais quadrantes
Pela Figura 37 podemos observar que no 2° Quadrante cotga <0, no 3°

Quadrante cotga >0 e no 4° Quadrante cotga <0. Analisaremos essas

propriedades no capitulo 5.
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5 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo abordaremos as razdes trigpnométricas sob a Otica da teoria
das funcdes. Vamos transferir para a circunferéncia trigonomeétrica os numeros reais.
Como o raio da circunferéncia trigonométrica mede uma unidade, o ponto P da
circunferéncia correspondente ao numero 1 coincidira com a extremidade do arco
AP de medida 1 radiano. Assim, cada numero real x esta associado a um ponto P na
circunferéncia trigonométrica, que é a extremidade do arco AP de medida x
radianos.

Na reta real ha uma correspondéncia biunivoca entre seus pontos e 0s
nameros reais ja na circunferéncia trigopnométrica isso nao ocorre, pois sabemos que
cada ponto da circunferéncia corresponde a uma infinidade de numeros reais, que
diferem entre si por um multiplo de 2m. Assim, se a um ponto P da circunferéncia
trigonomeétrica associarmos um numero real x,, todos os ndmeros reais da forma
x=xy+ k.2n, K € Z , serdo representados pelo mesmo ponto P como vimos no
capitulo anterior em arcos céngruos.

5.1 Funcéo Seno

A cada nuamero real x, podemos associar na circunferéncia trigopnométrica um
anico ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Chamamos de seno de x e
denotamos por sen x a ordenada do ponto P em relagdo ao sistema xOy. Logo, a
todo numero real x estd associado um Gnico numero real sen x. Dessa forma
podemos definir uma funcéo f de R em R denominada funcdo seno:

fR->R
f(x) =senx

y

Figura 38: Funcdo Seno

Uma funcdo f € dita periddica se existe um numero real p,p > 0, tal que
f(x+p) = f(x), para todo x do seu dominio. O menor nimero p que satisfaz a

condicao acima € chamado o periodo da fungéo f.
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5.1.1 Grafico da Func¢édo Seno
Considerando a funcdo f(x) = sen(x), ao fazer x variar em R, obtém-se a

curva ilustrada na Figura 39.
4y

1

smiz X

Figura 39: Grafico da Funcao f(x) = sen x, onde p € o periodo
5.1.2 Propriedades
I. O dominio da funcédo seno € o conjunto R, pois ela é definida para todos os
reais.
Il. A imagem da funcdo seno é o conjunto [—1,1], isto é —1 < senx < 1, para

todo x real.

lll. Se x pertence ao intervalo (0,

NS

) a funcao é crescente e positiva.
IV. Se x pertence ao intervalo (gn) a funcédo é decrescente e positiva.

. 3 ~ 2 .
V. Se x pertence ao intervalo |, 7”) a funcéo é decrescente e negativa.

. 3 ~  « .
VI. Se x pertence ao intervalo (7" 27r) a funcéo é crescente e negativa.

VII. A funcédo seno é periddica e possui periodo p = 2, isto quer dizer que a cada
intervalo de comprimento 2 0s valores do seno voltam a se repetir.
VIIl. A funcdo seno € impar, isto €, sen(—x) = —sen(x). O grafico da funcédo é
simétrico em relacao a origem do sistema cartesiano ortogonal.
5.2 Funcédo Cosseno
A cada numero real x, podemos associar na circunferéncia trigonométrica um
anico ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Chamamos de cosseno de x e
denotamos por cos x a abscissa do ponto P em relacdo ao sistema xOy. Logo, a
todo numero real x estd associado um unico numero real cos x. Dessa forma
podemos definir uma funcéo f de R em R denominada fun¢do cosseno:
f:R->R

f(x) =cos x
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Figura 40: Funcdo Cosseno
5.2.1 Grafico da Funcédo Cosseno
Considerando a funcdo f(x) = cos (x), ao fazer x variar em R, obtém-se a

curva ilustrada na Figura 41.

Figura 41: Grafico da Func¢éo f(x) = cos x, onde p € o periodo

5.2.2 Propriedades
I. O dominio da funcéo cosseno é o conjunto R, pois ela é definida para todos
oS reais.
Il. A imagem da funcdo cosseno é o conjunto [—1,1], isto € —1 < cosx < 1, para

todo x real.

lll. Se x pertence ao intervalo (0, %) a funcéo é decrescente e positiva.

3n

IV. Se x pertence ao intervalo (gn) a funcéo é decrescente e negativa.
V. Se x pertence ao intervalo (n, 7) a funcéo é crescente e negativa.

. 3 ~ 7 .
VI. Se x pertence ao intervalo (7" Zn) a funcéo é crescente e positiva.

VII. A funcdo cosseno é periddica e possui periodo p = 2, isto quer dizer que a

cada intervalo de comprimento 2m 0s valores do cosseno voltam a se repetir.
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VIII. A funcdo cosseno é par, isto €, cos(—x) = cos(x). O gréfico da funcédo é
simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.

5.3 Funcédo Tangente

Dado um numero real x # =+ km, k € Z, associamos na circunferéncia
2

trigonomeétrica um ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Definimos a tangente

de x e denotamos por tg x a raz&o ——. Logo, a todo nimero real x # =+ kr, k € Z,

sen x

esta associado um Unico numero real tg x = -

Dessa forma podemos definir uma

0s x

fungéo f denominada fungao tangente:

f:{xE]R/x;tg+k7T,kEZ}—>]R

senx
f(x) = =tgx
COS X
t I
|
T
LY
P
tox
sene
o [cosz g A=(1,0) X

Figura 42: Funcao Tangente

senx A

Na Figura 42, como os triangulos OPQ e OTA séao semelhantes, AT.

cos x

5.3.1 Grafico da Func¢édo Tangente

Considerando a funcao f(x) =tg (x), ao fazer x variar em R, com x ¢§ +

km, k € Z, obtém-se a curva ilustrada na Figura 43.
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Figura 43: Gréfico da Funcgéo f(x) = tg x, onde p é o periodo
5.3.2 Propriedades
I. O dominio da funcdo tangente é o conjunto {x € R/x # §+ km, k € Z}.

II. A imagem da funcéo tangente é o conjunto R.

lll. Se x pertence ao intervalo (O, %) a funcéo é crescente e positiva.

IV. Se x pertence ao intervalo (%n) a funcéo é crescente e negativa.
. 3 ~ 7 .

V. Se x pertence ao intervalo (n, 7") a funcéo € crescente e positiva.

. 3 ~ :
VI. Se x pertence ao intervalo (7” Zn) a funcéo é crescente e negativa.

VII. A funcéo tangente é periddica e possui periodo p = m, isto quer dizer que a
cada intervalo de comprimento 7 0s valores da tangente voltam a se repetir.
VIII. A funcéo tangente é impar, isto é, tg (—x) = —tg (x). O gréfico da funcao é
simétrico em relagdo a origem.
5.4 Funcédo Cossecante
Dado um numero real x # km k €Z, associamos na circunferéncia

trigonométrica um ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Definimos a

~ 1 .
cossecante de x e denotamos por cossec x a razao — Logo, a todo namero real

L, . , . , 1
x # km, k € Z, esta associado um uUnico numero real cossecx = — Dessa forma

podemos definir uma funcéo f denominada fungéao cossecante:
f{xeR/x #kn,k€Z} > R

f&) =

= cossecx
senx
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COSSe)

Figura 44: Fungdo Cossecante

Na Figura 44, como os triangulos OPR e PQO sao semelhantes, = OR.

1
sen x

5.4.1 Grafico da Funcédo Cossecante

. ~ . R
Considerando a funcdo f(x) = cossecx, ao fazer x variar em R, com {x €E—#

km, k € Z}, obtém-se a curva ilustrada na Figura 45.

e === mfrmmmmmmmmmmmmm == ==

oo ooonooooootha ol boooo

Figura 45: Gréafico da Fungéo f(x) = cossec x, onde p é o periodo
5.4.2 Propriedades
I. O dominio da fun¢do cossecante € o conjunto {x € R/x # km, k € Z}.

Il. A imagem da funcdo cossecante € o conjunto {y e R/y < —1ouy > 1}.

[1l. Se x pertence ao intervalo O,E a funcéo é decrescente e positiva.
2
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IV. Se x pertence ao intervalo (%n) a funcéo é crescente e positiva.
. 3 ~ 7 .
V. Se x pertence ao intervalo (n, 7) a fungéo é crescente e negativa.

. 3 ~ 2 .
VI. Se x pertence ao intervalo (7” Zn) a funcao é decrescente e negativa.

VII. A funcéo cossecante € periddica e possui periodo p = 2m, isto quer dizer que
a cada intervalo de comprimento 2w, 0s valores da cossecante voltam a se
repetir.

VIII. A funcéo cossecante é impar, isto €, cossec(—x) = —cossec(x). O gréfico da
funcéo é simétrico em relagdo a origem.

5.5 Funcao Secante

Dado um numero real x # % + km, k € Z,associamos na circunferéncia
trigonométrica um ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Definimos a secante

~ 1 p
de x e denotamos por sec x a razédo — Logo, a todo numero real x + % + km, k € Z,
P . ;. , 1 ..
esta associado um Unico numero real secx = — Dessa forma podemos definir uma

funcdo fdenominada funcéo secante:

e R T i knkez) SR
f.{x ;¢§+ T, e}—>

1
flx) = v secx

Figura 46: Funcdo Secante

Na Figura 46, como os triangulos OPS e OPQ sao semelhantes, ﬁ = 0S.
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5.5.1 Grafico da Funcéo Secante

Considerando a fungéo f(x) = sec(x), ao fazer x variar em R, com {x € R/x #

% + km, k € 7}, obtém-se a curva ilustrada na Figura 47.
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Figura 47: Grafico da Funcéo f(x) = sec x, onde p é0 periodo '

e

5.5.2 Propriedades

|. O dominio da fung&o secante € o conjunto {x € R/x # % + km, k € Z}.
Il. A imagem da funcdo secante é o conjunto {y e R/y < —1ouy > 1}.

lll. Se x pertence ao intervalo (O, %) a funcéo é crescente e positiva.

IV. Se x pertence ao intervalo (gn) a funcao é crescente e negativa.
. 3 ~ s .
V. Se x pertence ao intervalo (n, 7") a funcao é decrescente e negativa.

. 3 ~ 2 .
VI. Se x pertence ao intervalo (7” 27r) a funcao é decrescente e positiva.

VII. A funcdo secante é periddica e possui periodo p = 2m, isto quer dizer que a
cada intervalo de comprimento 2 0s valores da secante voltam a se repetir.
VIII. A funcdo secante é par, isto €, sec(—x) = sec(x). O gréfico da funcéo é
simétrico em relacéo ao eixo das ordenadas.
5.6 Funcédo Cotangente
Dado um numero real x +#km k€ Z, associamos na circunferéncia

trigonométrica um ponto P tal que a medida do arco AP seja x. Definimos a

cotangente de x e denotamos por cotg x a raz&o % Logo, a todo nimero real



x # km,k € Z, estd associado um uUnico numero real cotg x =

coSs X

sen x

podemos definir uma funcdo f denominada fungéo cotangente.
fi{xeR/x#+kn,k€Z} >R

5.6.1 Grafico da Funcéo Cotangente

Na Figura 48, como os triangulos OBT'e PQO sao semelhantes, = BT".

CoS X
= C()té].x
senx
Ay
B cotgr T t
— — ==
_—

BENT

of ecosz o JA=(1,0)0x

Figura 48: Fungdo Cotangente

cos x Y,

sen x
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Dessa forma

Considerando a funcao f(x) = cotg(x), ao fazer x variar em R, com x # km,

k € Z, obtém-se a curva ilustrada na Figura 49.

5.6.2

B et T e LT
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Figura 49: Grafico da Funcao f(x) = cotg x, onde p € o periodo

Propriedades

O dominio da funcdo cotangente é o conjunto {x € R/x # km, k € Z}.

. Alimagem da funcado cotangente € o conjunto R.

Se x pertence ao intervalo (O, %) a funcao é decrescente e positiva.
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IV. Se x pertence ao intervalo (%n) a funcado é decrescente e negativa.
. 3 ~ 7 L.
V. Se x pertence ao intervalo (n, 7”) a funcéo é decrescente e positiva.

. 3 ~ 2 .
VI. Se x pertence ao intervalo (7” 2n) a funcao é decrescente e negativa.

VII. A funcéo cotangente é periodica e possui periodo p = m, isto quer dizer que a
cada intervalo de comprimento 7 0s valores da cotangente voltam a se repetir.
VIIl. A funcdo cotangente € impar, isto €, cotg(—x) = —cotg(x). O grafico da
funcdo é simétrico em relacdo a origem.
5.7 Funcdes do tipo F(x) = a+ b.sen(cx + d) ou G(x) = a+ b.cos(cx + d)
Faremos a interpretacdo dos graficos dessas funcdes tendo como parametros
as fungodes f(x) = sen (x) ou g(x) = cos (x).
5.7.1 Parametro a
O parametro a nos fornece o deslocamento do grafico na direcdo do eixo Oy.
Se a > 0, o grafico translada |a| unidades verticais para cima e se a < 0, o grafico

translada |a| unidades verticais para baixo. Observe as Figuras 50 e 51.

f(}() = sen(x) FI:K:I = CO%S (x)
o) =a + senx G(x) =a + cos (x)

a>0

Figura 50: g(x) = a+sen (x) ou G(x) =a+cos (x),a>0
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f(x) =sen(x) 6(x)=cos(x)
F(x) = a + sen (x) G(x)=a + cos (x)

Figura 51: F(x) = a + sen (x) ou G(x) = a + cos (x),a < 0
5.7.2 Parametro b
O parametro b nos fornece a amplitude do grafico. Se |b| > 1, o grafico amplia
verticalmente. Se |b| <10 grafico comprime verticalmente. Se b < 0, o gréfico
reflete em torno do eixo Ox. Observe as Figuras 52, 53, 54 e 55.

f(x) = sen (x) b>1 d(x)=cos (x)
b F(x)= b.sen (x) G(x) = b.cos (x)

Figura 52: F(x) = b.sen (x) ou G(x) = b.cos (x),b>1



f(x) = sen (x) b < -1 g(x) = cos (x)
b F(x)= b.sen (x) G(x)=b.cos (x)
.......... {1 Y A 45 VR VRN AU

i :

: :

] ]

! :
amplitude | !

] 8]

o ] !

I ] ]

i : 1

i s s
_______ AL ML N A N DN
e A N

Figura 53: F(x) = b.sen (x) ou G(x) = b.cos (x), b < —1

f(x) = sen (x) 0<b<1ngwm
F(x) = b.sen (x) G(x)=b. cos (x)

Figura 54: F(x) = b.sen (x) ou G(x) = b.cos (x), 0<b <1

50
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fl)=sen(x) -1 <p <Q 9X=cosk
F(x)=b.sen (x) G(x)=b. cos (x)
____________ L SRR
} |
] AN ef [RVANSIR .
ampl'rlude1 o i E
I
b |
[N R —————— g S .y T— _: _________________________
|
XA S L N Y -

Figura 55: F(x) = b.sen (x) ou G(x) = b.cos (x), =1 <b <0
5.7.3 Parametro ¢

O parametro c interfere no periodo da funcéo. Se |c| < 1, aumenta o periodo,

. . , , e 2
se |c| > 1, diminui o periodo. O novo periodo sera dado por p =ﬁ. Observe as

Figuras 56 e 57.

f(x) = sen (x) g(x) = cos (x)
| Fw=senen © >1 G- cos ox
: 1 ;

0 | 1'r

_________ Al

2w : T

P i i

|"'| 1 :

- - :

p=2m i

= -

Figura 56: F(x) = sen (cx) ou G(x) = cos (cx) ,c > 1
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f(x) = sen (x) g(x) = cos(x)

F(x) = sen (cx) G(x)=cos (cx)

Figura 57: F(x) = sen (cx) ou G(x) = cos (cx),0<c <1
5.7.4 Parametro d

O parametro d fornece um deslocamento do grafico na direcéo do eixo Ox. Se

d > 0, o grafico translada em |%| unidades para a esquerda. Se d < 0, o gréfico

translada em |%| unidades para a direita. Observe nas Figuras 58 e 59 que

consideramos ¢ = 1.

f(x) = sen (x) g(x) = cos (x)
1] Foo=sen(x+d) 90 G(x)=cos (x+d)

Figura58: F(x) =sen (x +d)ou G(x) = cos (x +d),d <0

fix)=sen(x) g»g 9(X)=cos(x)
F(x) = sen (x+d) G(x) = cos (x + d)

demmm e m o

Figura59: F(x) =sen(x+d) ouG(x) =cos(x+d),d>0
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5.7.5 Exemplo de aplicagdo: Modelagem, Trigonometria e horéario de verao

O horério de verdo consiste em adiantar o relégio em uma hora durante as
estacdes do ano nos quais os dias sdo mais longos, isso ocorre durante a primavera
e o verdo. Esta é uma medida adotada com o objetivo de reduzir o consumo de
energia elétrica, fazendo as pessoas aproveitarem mais a iluminagdo natural do sol.
O horério de verdo existe atualmente em 30 paises. A grande exce¢ao sao 0s paises
localizados na faixa equatorial, onde ndo existem variacdes de estacfes e o clima
mantém-se 0 mesmo em quase todo o ano. O Brasil adotou pela primeira vez o
horario de verdo em outubro do ano de 1931, com o decreto de lei n° 20.466.

A Figura 60 representa as datas de inicio e término do horéario de verdo no

Brasil para os proximos 10 anos de acordo com a fonte contida na referéncia [14].

2017 15 de outubro 19 de fevereiro
2018 21 de outubro 18 de fevereiro
2019 20 de outubro 17 de fevereiro
2020 18 de outubro 16 de fevereiro
2021 17 de outubro 21 de fevereiro
2022 16 de outubro 20 de fevereiro
2023 15 de outubro 19 de fevereiro
2024 20 de outubro 18 de fevereiro
2025 19 de outubro 16 de fevereiro
2026 18 de outubro 15 de fevereiro
2027 17 de outubro 21 de fevereiro

Figura 60: Previsdo de inicio e término do horéario de verdo
No Brasil, apenas os estados da regido Sul, Sudeste e Centro-Oeste participam
do horario de verdo por estarem localizados mais afastados da linha do equador e
assim terem os dias mais longos do que as noites. Os estados da regidao Norte e
Nordeste ndo participam do horéario de verdo por estarem localizados mais proximos

a linha do equador.
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' Estados que ndo mudam ‘ '@

Estados que adiantam 1 hora
o relogio

Figura 61: Estados brasileiros e o horario de verao
Com base nessas informacdes, foram coletados os dados do nascer e do por
do sol da cidade de Vitéria, capital do estado do Espirito Santo (ES), no periodo de
01/06/2016 a 01/06/2017, em intervalos de 10 dias, para ser obtida a duragdo dos
dias para a modelagem dos dados no periodo. Foram obtidos os dados
representados na Figura 61, segundo o site praticagem Espirito Santo contido na

referéncia [13].

01/06/2016  06:09 17.09 11h
11/06/2016 06:13 17:09  10h:56min=10,93h
21/06/2016 06:15 17:11  10h:56min=10,93h
01/07/2016 06:17 17:14  10h:57min=10,95h
11/07/2016 06:17 17:17 11h
21/07/2016 06:15 17:21  10h:06min=11,1h
01/08/2016 06:11 17:25  11h:14min=11,23h
11/08/2016 06:05 17:28  11h:23min=11,38h
21/08/2016 05:58 17:31  11h:33min=11,55h
01/09/2016 05:49 17:34  11h:45min=11,75h
11/09/2016 05:40 17:36  11h:56min=11,93h
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21/09/2016 05:31 17:38  12h:07min=12,12h

01/10/2016 05:22 17:40 12h:18min=12,3h
11/10/2016 05:13 17:43 12h:30min=12,5h
21/10/2016 06:05 18:47 12h:42min=12,7h
01/11/2016 05:58 18:52 12h:54min=12,9h
11/11/2016 05:54 18:57 13h:03min=13,05h
21/11/2016 05:52 19:03  13h:11min=13,18h
01/12/2016 05:52 19:10 13h:18min=13,3h
11/12/2016 05:54 19:16  13h:22min=13,37h
21/12/2016 05:58 19:22 13h:24min=13,4h
01/01/2017 06:04 19:26  13h:22min=13,37h
11/01/2017 06:11 19:28  13h:17min=13,28h
21/01/2017 06:17 19:28  13h:11min=13,18h
01/02/2017 06:24 19:25  13h:01min=13,02h
11/02/2017 06:30 19:21  12h:51min=12,85h
21/02/2017 05:35 18:15  12h:40min=12,67h
01/03/2017 05:38 18:09 12h:31min=12,52h
11/03/2017 05:42 18:01  12h:19min=12,32h
21/03/2017 05:45 17:52  12h:07min=12,12h
01/04/2017 05:48 17:42 11h:54min=11,9h
11/04/2017 05:51 17:34  11h:43min=11,72h
21/04/2017 05:54 17:26  11h:32min=11,53h
01/05/2017 05:57 17:20  11h:23min=11,38h
11/05/2017 06:01 17:14  11h:13min=11,22h
21/05/2017 06:05 17:11 11h:06min=11,1h
01/06/2017 06:09 17:09 11h

Figura 62: Duracgéo do dia
De acordo com as informacg0des coletadas, surge a seguinte situagao-problema:
qual € o periodo ideal para a duracdo do horério de verdo na cidade de Vitoria,
capital do ES, para o periodo estabelecido?

Para respondermos a essa pergunta, utilizaremos a modelagem matematica.
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Para Bassanezi (2009, p.16), “a modelagem consiste na arte de transformar
problemas da realidade em problemas mateméaticos e resolvé-los interpretando suas
solugdes na linguagem do mundo real.”

De acordo com Flemming, Luz e Mello (2005)
‘A modelagem €& a arte de expressar, por intermédio da linguagem
matematica, situaces-problema reais. E uma nova forma de encarar a
Matematica e consiste na arte de transformar problemas da realidade em
problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solucbes na
linguagem do mundo real. (FLEMMING, LUZ e MELLO 2005, p. 17)

Tais autores enfatizam a importancia da modelagem para fazer conexdes entre
0s conteudos matematicos e as outras areas do conhecimento principalmente em
Ciéncias da Natureza e em Ciéncias Humanas. Dessa forma, o educador estaria
estimulando o interesse do aluno em visualizar aplica¢cdes praticas, ligadas ao seu
dia-a-dia, estruturando sua maneira de pensar e agir.

Biembengut e Hein citado por Flemming, Luz e Mello (2005, p.27) sistematizam o

processo de modelagem propondo os seguintes procedimentos:
Etapa 1: Interacéo
Num primeiro momento € importante que se reconheca a situagéo-
problema, bem como se levante o referencial tedrico relativo ao assunto que
sera modelado. Esta etapa nao termina com o inicio da préxima, visto que a
situagdo-problema torna-se mais clara a medida que se interage com 0s
dados.
Etapa 2: Matematizacgéo
E uma etapa desafiante e complexa pois é nela que se expressa o problema
em linguagem matematica. Nesta etapa identificamos os fatos envolvidos,
classificando as informagfes como relevantes ou ndo. Levantamos as
hip6teses, selecionamos variaveis e constantes envolvidas e descrevemos
as relacdes em termos matematicos. Apés a formulacdo do problema,
passamos a resolucdo ou a andlise com as ferramentas mateméaticas
disponiveis. Esta etapa exige um conhecimento considerdvel dos objetos
matematicos e muitas vezes 0 uso do computador pode-se tornar
imprescindivel.
Etapa 3: Modelo Matematico
Para concluir e validar o modelo é necessario avaliar e definir o quanto ele
se aproxima da situacdo-problema representada, bem como o grau de
confiabilidade de sua utilizacdo.( BIEMBENGUT E HEIN, apud LUZ, MELLO
E FLEMMING, 2005, p.27).



57

Diante do que foi exposto, modelaremos a duracdo dos dias no periodo
estabelecido, considerando D(t) a duracdo dos dias, dada em horas, e t a variavel
gue associa os dias do ano em que foram coletadas as informacdes, sendo t =0
correspondente ao dia 01/06/2016, t = 1 correspondente ao dia 11/06/2016, t = 2
correspondente ao dia 21/06/2016, e assim sucessivamente até t =36
correspondente ao dia 01/06/2017. Utilizando o software GeoGebra para a

representacéo desses dados, obtemos a Figura 63:

D(t)

119¢00®®

t

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

Figura 63: Representacéo grafica da duracao dos dlias- Vitéria ES
Como a duracgéo dos dias no decorrer dos anos é periédica, determinaremos
a funcéo trigonométrica que se ajusta a esse modelo.
Os fendbmenos periddicos podem ser representados por funcdes do tipo
f(x) =a+b.cos(cx+d), dessa maneira, determinaremos os valores dos
parametros a, b, ¢ e d que representam o ajustamento desses dados.
Pelas informac¢des contidas na Figura 62, a duracdo minima dos dias na cidade de
Vitéria € de 10,93 h e ocorreu nos dias 11 e 21/06/2016 e a duracdo maxima dos
dias é de 13,4 h e ocorreu no dia 21/12/2016. Portanto a imagem da funcdo é
representada pelo intervalo I = [10,93;13,4].
Conforme foi descrito no capitulo 5, o parametro a fornece o deslocamento do

grafico na direcdo do eixo Oy, isto é, o parametro a € a média aritmética entre os

10,93+13,4

valores de maximo e de minimo da func¢do. Assim, a = = 12,17.

13,4-10,93

= 1,24.
2

O parametro b fornece a amplitude do grafico, isto é, |b| =

Como o grafico esta refletido em relacdo a reta y = 12,17, temos que b < 0, assim

concluimos que b = —1,24.
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O parametro c interfere no periodo da funcdo que sera dado por p = |2c_ﬂ| Como

2n

o periodo do modelo descrito é igual a p = 36 — 0 = 36, temos que 36 = iRARETt

Para determinar o valor do parametro d, vamos tomar um valor qualquer da
tabela representada pela figura 62, por exemplo, 13,37 horas, atingido no dia
11/12/2016, que de acordo com a modelagem estabelecida acima, equivale a t =

19, assim temos o ponto (19;13,37). Substituindo esses valores na funcao D(t) =
T . _ _ T =
12,17 - 1,24.cos (Zx +d), temos: 1337 =1217 - 124.cos(%.19+d) =12 =
197 ~ 197 197 _ _ -
—1,24.cos(ﬁ+d) > —1= cos(ﬁ+d) :’E-'_d =n+2kmr=>d _E-"Zkﬂ'
Fazendo k = 0, temos d = ;—g Diante do que foi exposto, 0 modelo matematico que

representa a duracdo dos dias na cidade de Vitoria, ES, no periodo de 01/06/2016 a
01/06/2017 pode ser ajustado pela fungéo

T T
D(t) = 12,17 — 1,24.cos (Et - E)

com D(t) emhorase 0 <t < 36.

De acordo com Almeida et al (2010), os dias de inicio e término do horério de
verdo correspondem aqueles em que a duracdo do dia passa a ser maior que a
média anual (inicio) ou menor que a média anual (término). No grafico representado
pela Figura 64 podemos observar o melhor periodo para a duracdo do horario de
verdo de acordo com tal definicho. Como a média da duracdo dos dias para o
periodo estabelecido foi de aproximadamente 12,17 h, basta determinamos o0s

possiveis valores de t para os quais D(t) = 12,17. Temos:

12,17 = 12,17 — 1,24cos (%t - 1”—8) = 0 = —1,24c0s (17T—8t - 1”—8) = cos (1”—81: —1—”8) =0

17T—8t—1£8=%+kn=>t= 10 + 18k, k € Z.

Fazendo k = 0, obtemos t = 10. Fazendo k = 1, obtemos t = 28. Assim, t = 10
corresponde ao dia 11/09/2016 e t = 28 corresponde ao dia 11/03/2017, que séo as
datas ideais para o inicio e término do horario de verdo na cidade de Vitéria ES, de
acordo com o modelo obtido.

A Figura 64 representa o0 modelo determinado.
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melhor periodo
para o horario

de verao

-

t =36

t =28

t =10
Figura 64: Grafico da funcao duragéo dos dias- Vitdria ES

-

y=12,17

e e e

y = 10,93
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6 PROPOSTA DE ENSINO DE TRIGONOMETRIA UTILIZANDO O SOFTWARE
GEOGEBRA

Considerando que a integracdo de recursos computacionais na sala de aula
podem de certa maneira enriquecer o ensino de Matematica tornando as aulas mais
ricas em detalhes e atrativas para o educando e considerando ainda que a utilizacao
do software GeoGebra como uma ferramenta de ensino pode potencializar a
compreensao de propriedades de determinadas figuras que permanecem invariantes
nas construcdes geométricas dinamicas, propomos, neste trabalho, uma sequéncia
de construcdes e atividades envolvendo o contetado de Trigonometria, para serem
desenvolvidas com alunos da Educacdo Béasica, mais especificamente com alunos
do Ensino Médio.

O objetivo das atividades a seguir € apresentar possibilidades de uso do
GeoGebra no ensino de Trigonometria nos triangulos e na Circunferéncia
trigonométrica abordando constru¢des desde os casos mais simples de semelhanca
de triangulos até construcbes mais complexas de graficos das funcdes
trigopnométricas. Buscaremos sempre a investigacdo de regularidades e padrdes, a
generalizacdo de propriedades e a confirmagdo dessas por meio de argumentos
matematicos para que os conhecimentos adquiridos possam ser reconhecidos e
aplicados mesmo sem o apoio do software, no momento da resolucdo de exercicios
propostos.

As construcdes para serem utilizadas nas aulas sdo descritas passo a passo e
de forma mais geral possivel para facilitar o trabalho do professor no planejamento
de suas aulas. Foi sugerido determinado numero de constru¢cdes para serem
realizadas em aulas de 1h 40m, cabe ao professor leitor fazer a adequacdo das
construcbes descritas de acordo com a especificidade de sua turma. No
desenvolvimento desta proposta de ensino, foi utilizado o software GeoGebra verséo
5.0.377.0-3D° que pode ser baixado gratuitamente no site www.geogebra.org, ja
especificado acima.

Esperamos que este material enriqueca a abordagem do contetudo de
trigonometria nas aulas de matematica contribuindo satisfatoriamente para o

processo de ensino/aprendizagem.

3 . ~ ST , . .
Foi langada a versdo 6.0 que esta disponivel gratuitamente no mesmo site.


http://www.geogebra.org/
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6.1 Aula 1:
Construcao 1: Semelhanca de triangulos no GeoGebra.

1) Usando a ferramenta “Ponto”, construa 3 pontos ndo colineares A,B e C.
Usando a ferramenta “Segmento”, construir os segmentos AB, BC e AC. O triangulo
ABC esta construido.

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construa o ponto D qualquer. Usando a
ferramenta “Reta Paralela” construa a reta i, paralela a AC passando por D,
construa a reta k, paralela a AB passando por D e a retaj paralela a BC passando
por um ponto E pertencente a reta k.

3) Usando a ferramenta “Intersec¢cédo de dois objetos”, construir o ponto F de
interseccéo das retasi e j.

4) Usando a ferramenta “Segmento”, construir os segmentos DE, EF e DF. O
triangulo DEF, semelhante ao triangulo ABC esta construido.

5) Clicando com o botdo direito do mouse sobre as retas e usando a
ferramenta “Exibir Objeto” desabilitar as retas i, j e k, clicando sobre “Exibir Objeto”.

6) Usando a ferramenta “Angulo” determinar as medidas dos angulos internos
dos dois triangulos construidos.

7) Usando a ferramenta “Texto”, clicar em um ponto qualquer da janela de
visualizagao, selecionar “Formula Latex”, “fracdes a/b”, digitar em “a”: “AB” e em “b”

digitar “DE”; digitar “="; selecionar novamente na “Férmula Latex” “fracdes a/b” , em

a” selecionar no tridangulo ABC o segmento AB e em “b” selecionar no tridngulo DEF
o segmento DE; digitar “="; selecionar “fragbes a/b”’, em “{a}” selecionar AB, na
mesma caixa digitar “/” e digitar o segmento DE. Apagar “\frac {b}", dessa forma
teremos o resultado da divisdo entre esses dois segmentos. Clique em “ok”. Faga o
procedimento analogo para obter o resultado das razdes entre AC e DF e entre BC e
EF.

Na janela de visualizagcdo do GeoGebra temos:
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€7 Texto ==

Editar

Wrac{ABHDE=\rac{h {m i={h/m}

[¥]Férmula LaTeX = | Simbolos * | Objetos =
[T T T T T T T 111

Visualizar

AB 404
i T
DE 273

Figura 65: Razao de semelhanca
Apébs obter o resultado das demais razGes, obtemos a Figura 66 na janela de

visualizacdo do GeoGebra.

@ (ONSTRUQ&O 1- 1 SEMELHANCA DE TRIANGULOS.ggb - a X

Arquivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

3 UfmS a2

-A/,/‘_/y’ﬂ@@V&“.xf‘%'
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® D-(288,12)

® E-(1382,12) AB _ 5.22

® F-(1233,423) DE = 304 = 132
Reta a

F
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it 4.02x+ 324y = 35, o

4.02x - 1.98y = 57. i AC 516 gy
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® n-522
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:mo‘}o
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]
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:
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© o
1

~
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Figura 66: Construcdo 1: Semelhanca de Triangulos
Obs:

1) Apoés realizar cada construcéo, é possivel definir a sequéncia de construcdes
gue foram realizadas para que durante a aula o professor possa selecionar as caixas
para exibir as constru¢cdes uma a uma. Por exemplo, usando a ferramenta “Caixa
para Exibir/Esconder Objetos”, seguindo o passo 1 da construcdo acima, em
“‘Legenda” digite “Pontos”, escolha os seguintes objetos da lista das construgdes
realizadas: pontos A, B e C. Clique em “Aplicar”. Selecione novamente a ferramenta
“Caixa para Exibir/Esconder Objetos”, em “Legenda” digite “Triangulo ABC”, escolha
0s seguintes objetos da lista das construgdes realizadas: segmentos AB, BC e AC.
Clique em “Aplicar’. Assim teremos duas caixas para exibir objetos da lista de

construgdes. Observe a Figura 67, com a sequéncias de construcdes realizadas:
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€7 CONSTRUGAO 1 - 1 SEMELHANCA DE TRIANGULOS.ggb - [m] x

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Figura 67: Visualizagdo com as caixas para “exibir/fesconder objetos”

2) Clicando com o botdo direito do mouse sobre o objeto construido e
selecionando “Propriedades” é possivel escolher o tamanho, a cor, o estilo dentre
outros itens de acordo com a preferéncia do usuario.

Proposta de Atividades:

1) Fazer a movimentacdo de um dos vértices do triangulo ABC para observar
as construcdes realizadas e fazer inferéncias.

2) Resolver exemplos envolvendo semelhanca de triangulos. Sugiro o exemplo
resolvido abaixo e proponho os exercicios 1) e 2), contidos no apéndice 3, como
atividades para os alunos.

Exemplo: (ENEM 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de
sustentacdo para melhor firmar dois postes de comprimentos iguaisa 6 me 4 m. A
figura representa a situacdo real na qual os postes sdo descritos pelos segmentos
AC e BD e a haste é representada pelo segmento EF, todos perpendiculares ao solo,

qgue € indicado pelo segmento de reta AB. Os segmentos AD e BC representam

cabos de ago que seréo instalados.

=
4 l
A B

Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
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Resolucao: Os triangulos EFA e DBA sédo semelhantes, assim temos z_:g = %.
Como, por hipétese, DB = 6, temos % = % (1)
Os triangulos EFB e CAB também sdo semelhantes, assim temos i_:i: = %.
. — EF _FB

Como, por hipétese, CA = 4, temos -~ = (2)
Fazendo (1)+(2), obtemos:
EF EF AF FB 2EF+3EF AF+FB G5EF AB __ 12
—_—t—==—=t == = — =3 =—>=FF =—m.

6 4 AB AB 12 AB 12 AB 5

Construcao 2: Seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo.

1) Usando a ferramenta “Ponto”, construa 3 pontos ndo colineares A,B e C.
Usando a ferramenta “Reta”, construir duas retas transversais s e t, AB e AC,
respectivamente.

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construir dois pontos D e E sobre a reta AB.

3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular”, construir retas perpendiculares a

AB’nos pontos D e E.

4) Usando a ferramenta “Intersecgao de dois objetos”, determinar os pontos de

interseccéo F e G das retas perpendiculares com a reta AC.

5) Usando a ferramenta “Segmento”, definir os segmentos DF, EG AD, AE, AF
e AG. Usando o botdo direito do mouse em cada segmento, desabilitar “Exibir
Rétulo”.

6) Usando o botdo direito do mouse desabilitar “Exibir Objeto” nas retas
perpendiculares construidas.

7) Usando a ferramenta “Angulo”, definir o angulo formado pelas retas 4B e

AC, clicando nos pontos B, A e C sucessivamente.

8) Usando a ferramenta “Texto”, selecionar “Férmula Latex”, “fragcbesa/b”,
digitar:  “sena=cateto oposto/hipotenusa=", selecionar “fragcdes a/b” , em “a@”
selecionar DF e em “b” selecionar AF; selecionar “fragdes a/b” , em “{a}” selecionar
DF digitar “/” e copiar na mesma caixa o segmento AF ja selecionado anteriormente.
Apagar “\frac {b}", dessa forma teremos o resultado da divisdo entre esses dois
segmentos. Clique em “ok”.

9) Usando o procedimento analogo ao item anterior definir o cosseno e a

tangente do angulo BAC.



Observe as Figuras 68 e 69 com a visualizacédo na janela do GeoGebra:
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Figura 68: Raz8es trigonométricas no triangulo
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TRIANGULO ADF
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Figura 69: Construcao 2: Seno, Cosseno e Tangente no Tridngulo Retangulo

Proposta de At

ividades:

1) Determinar o seno, o cosseno e da tangente usando o triangulo AEG.

Questdes a serem abordadas:

¢ Observar que os valores do seno, do cosseno e da tangente no triangulo ADF

séo iguais a esses valores no triangulo AEG.

e Triangulos semelhantes (caso AAA).

e Fazer a movimentacédo do vértice C para observar as construcdes realizadas.

Na Figura 70, podemos observar a Janela de visualizacdo do GeoGebra para

a = 31,47°.
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Figura 70: Construcdo 2.1: Seno, Cosseno e Tangente nos Triangulos Semelhantes

2) Construa um triangulo retdngulo em que a e B sejam os outros dois angulos

desse triangulo. Mostrar que como o0s angulos agudos a e § sdo complementares,

isto é, a + f = 90°, entdo sen a = cos S e senff = cosa.

Na Figura 71 observamos o0s angulos complementares na janela de

visualizagdo do GeoGebra.
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Figura 71: Construcdo 2.2: Seno e Cosseno de angulos complementares

Construcao 3: Seno, cosseno e tangente dos arcos notaveis no triangulo.

3.1: Seno, cosseno e tangente de 30° e 60°.

1) Usando a ferramenta “Poligono Regular”, construa um tridngulo equilatero

ABC.



67

2) Usando a ferramenta “Ponto Médio”, determine o ponto médio D do lado AB
do triangulo.

3) Usando a ferramenta “Bissetriz”, construa a bissetriz do angulo ACB.

4) Usando a ferramenta “Angulo”, determine os angulos internos do Tridngulo
BDC (retangulo em D).

5) Usando a ferramenta “Texto” determine o seno, o cosseno e a tangente dos
angulos de 30° e 60° do triangulo BDC.

Na Figura 72, observamos as construgdes acima descritas na janela de

visualizacdo do GeoGebra.
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Figura 72: Construcao 3.1: Seno, Cosseno e tangente de 30° e 60°.

3.2: Seno, cosseno e tangente de 45°

1) Usando a ferramenta “Segmento”, construa um segmento AB e usando a
ferramenta “ Ponto Médio” construa o ponto médio C desse segmento.

2) Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e um de seus Pontos”, construa
o circulo em centrado em C passando por A e B.

3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular”, construa a reta perpendicular ao
segmento AB no ponto C. Usando a ferramenta “Intersecgdo de dois Objetos”
determine o ponto D de interseccdo entre a circunferéncia construida e a reta
perpendicular. O triangulo ABD assim construido é isésceles de base AB cujos
angulos da base medem 45°. Usando a ferramenta “Angulos”, determinar os angulos

internos do triangulo.
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4) Usando a ferramenta “Texto” determine o seno, o cosseno e a tangente do
angulo de 45° do triangulo BCD.

Na Figura 73, observamos as constru¢gdes acima descritas.
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Figura 73: Construcao 3.2: Seno, Cosseno e tangente de 45°.
Proposta de Atividades:

1) Demonstrar as razfes trigonométricas para os angulos de 30°45°e
60° utilizando um triangulo equilatero de lado L e um quadrado de lado L. Tais
demonstracdes podem ser observadas na pagina 31 dessa dissertacéo.

2) Resolver exemplos de aplicacdo envolvendo trigonometria no tridngulo
retangulo. Sugiro o exemplo resolvido abaixo e a aplicacdo dos exercicios 3), 4) e 5),
contidos no apéndice 3, como atividades para os alunos.

Exemplo: (UNESP-SP) Um rio de largura 60 m, cuja velocidade da correnteza
V., = 53 m/s, é atravessado por um barco, de velocidade V, = 5m/s, perpendicular
as margens do rio, conforme a figura abaixo. Determine o angulo @ do movimento
em relacdo a perpendicular da correnteza, a velocidade resultante V; e a distancia
CB do ponto de chegada em relagdo ao ponto onde o barco chegaria, caso nao

houvesse correnteza.

60 m
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Resolucao: Na figura, temos que tga = I‘:—" = tga = % Stga=V3=>a=
y

60°. Temos ainda que V,> + V,* = V* = (5\/3_)2 +52 =% =2V, =100 = V; =
10 m/s.
No triangulo ABC temos tga = % = tg60° = % = CB = 60+/3m.
6.2 Aula 2:
Construcao 4: Arcos e angulos na circunferéncia.

1) Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”, construir um circulo
centrado na origem 0(0,0) e raio de medida 1.

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto A de coordenadas A(1,0)
Em propriedades desse ponto, selecionar “Fixar Objeto”.

3) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto P sobre a circunferéncia.

4) Usando a ferramenta “Setor Circular”, selecione o centro 0 e 0s pontos 4 e
P. Em “propriedades”, desabilitar “Exibir Rotulo”.

5) Usando a ferramenta “Arco Circular’,selecione o centro O e A e P. Em
Propriedades, na aba “Basico”, em “Exibir Objeto” selecione “Nome e Valor”, na aba
“Cor” selecione “Vermelho”, na aba “Estilo” em “Espessura da Linha” selecione 5.

6) Usando a ferramenta “Angulo”, selecione respectivamente 0,4 e P.

7) Usando a ferramenta “Texto”, digitar “ARCO AP =", selecionar o arco AP na
janela de visualizacéo. Clique em “OKk”.

Na Figura 74 visualizamos a construcéo para a« = 57,18°.
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Figura 74: Construcao 4: Arco e angulo central.

Proposta de Atividade:
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Movimentar o ponto P ao longo da circunferéncia e observar o comprimento do
arco AP. Pode ser utilizando a ferramenta “Animar” clicando com o bot&o direito do
mouse sobre o ponto P.

Construcao 5: Medida do arco e Comprimento do arco.

1) Apoés seguir todos os passos da construcao anterior, utilizando a ferramenta
“Circulo dados Centro e Raio”, construir um circulo de centro 0(0,0) e raio maior que
um (nessa construcao foi utilizado raio igual a 2).

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto H de coordenadas H(2,0).
Em propriedades desse ponto, selecionar “Fixar Objeto”.

3) Usando a ferramenta “Reta”, construa a reta passando pelos pontos O
(centro do circulo) e P da “Construgao 4”.

5) Usando a ferramenta “Intersecéo de dois objetos”, determine o ponto I de

interseccdo entre a reta OP e o circulo de centro O e raio igual a 2.

6) Usando a ferramenta “Setor Circular”, selecione o centro O e os pontos H e
1. Em “propriedades”, desabilitar “Exibir Rétulo”.

7) Usando a ferramenta “Arco Circular”, selecione o centro O e os pontos H e 1.
Em Propriedades, na aba “Basico”, em “Exibir Objeto” selecione “Nome e Valor”, na
aba “Cor” selecione Verde, na aba “Estilo” em “Espessura da Linha” selecione 5.

8) Usando a ferramenta “Texto”, digitar “ARCO HI =", selecionar o arco HI na
janela de visualizacao e selecionar “Ok”.

Na Figura 75, visualizamos a construcéo para a = 57,34°.

©7 CONSTRUGAQ 5 MEDIDA DO ARCO E COMPRIMENTO DO ARCO.ggb - [m] X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . | I i) . =2
B[ ENE RS (ol FAIN B 2
» Janela de Algebra X/ [ » Janela de Visualizagio
Cénica Al —
@ crey=1 /| Circuln
@ d=05 — e — .
b = r 1] ~
: :_xfﬂ,:4 | Ponta na circunteréncia ™~
-® p-2 7
Nomero |/ Ao ap / ARCOHI =2
- distinciaAC =1 (7 /
- distanciaAl=2 || angut cenral v ARCOAP =1
— 1
__:“”‘:“:“ " | medida ap - =
= D=(0,1) 7] : -
©E=(4,0) .;/-CnmprlmenluAP { o = 57.34
w0 F={0,-1) — /
: G=(2,0 Pontos de intersecgdo I @
@ H=(2,0) — { N A H
- @ 1=(1.08,1.68)
L1, = 11,08, 1.68) . = H le ERE 3 ¥ 7
@ 0=(0,0) »./‘ Gircunferéncia =2 \ ’ |
--@ P=(0.54,0384) \ I /
Reta 7] /
Pont
0 E-0.84x+054y=0 ,‘,_. one 7 /
Segmento Arco HI T . /
P 4 y /
Texto —
@ Textoac=-0p=1 | |v/MedidaHi yd
-~ @ TextoAl="0l=2" /
@ textol = “ARCC | [ ] e
@ texto? — "a—5 lg/‘ram para radiano -
@ textod = "ARCC —
Valor Booleano
® a=true
® b=true v
P
< >
Entrada

Figura 75: Construcao 5: Medida do arco e comprimento do arco.
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Proposta de Atividades:

1) Movimentar o ponto P ao longo da circunferéncia e observar o comprimento
dos arcos AP e HI.

2) Fazer inferéncias relacionadas a medida dos arcos e ao comprimento dos
arcos observando que séo grandezas distintas.

Obs: A atividade pode ser desenvolvida sem a exposicdo dos eixos
coordenados na janela de visualizacdo. Para isso, basta clicar com o botédo direito do
mouse na janela de visualizacdo e selecionar desabilitar “Eixos”.

Construcgao 6: Unidade de medida radiano para angulo.

1) Apoés realizar a “Construgao 5” descrita acima, em propriedades do angulo «a,
selecionar a ferramenta “Preferéncias-Avancado”, em “Unidade de Medida do
Angulo” selecionar “radianos”.

2) Usando a ferramenta “Segmento”, definir os segmentos OP e 01, que s&0 0S
raios das circunferéncias construidas.

Na Figura 76, observamos a construgéo para a« = 1 rad.

o CONSTRUQS\O 6 MEDIDA DO ARCO E COMPRIMENTO DO ARCO.ggb - m} s
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A PR irYirg) o lam2
Al OO N[22 )
» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio B
Cénica ~ | —
@ cxry=1 | Cireulo
® d-05 — P
® e-1 7] . P e
@ Kxey-4 A\/annm na circunferéncia L ~
® p-2 71 -
Namero |0 2e o oi=2 / ARCOHI =2
distanciaAC =1 7. ’ /
distinciaAl =2 |+ | anguto central P o/ ARCOAP =1
Ponto 7l ’ -1 -
® a-(1,0 -J‘Med\daAP ; P op -1
D=(0,1) 7 4 ¢
E=(-1,0) /| comprimento AP i S a = lrad
F=(0,-1) — ! /
G=(-2,0} Pontos de intersecg o ! o
: \H—E(:ngu 58) — I T s A a 4
=(1.08, 1. . . 1 1
1,=(1.08,1.68) o 4 3 :z 1\ o o F ’E 3 4 5
® 0={0,0) J Circunferéncia 1=2 1 \ ! !
- @ P=(0.54,0.84) \ . L /
Reta [ \ N 1
Ponto
1:-0.84x +0.54y=0 :’/_. \ ~ e ,
Segmento Arco HI A R 4
-® m=2 ’/ \ 1 /
Texto — N 4
® Textorc--op=1' | |v/ |MedidaHi N L
-~ @ TextoAl="0l=2" ~ -
® textol = “ARC( () ~ e
® texto? — “a=—1 J raio para radiano ~ o N -
@ textod = “ARC( N
Valor Booleano
@ a=true
@ b=true
o B f=tma he
< >
Entrada

Figura 76: Construcao 6: Unidade de medida do arco em radiano.

Proposta de Atividades:

1) Observar que o comprimento do arco de 1 radiano (1 rad) é igual ao raio da
circunferéncia que o contém.

2) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia trigopnométrica e observar que o
arco de 6,28rad (2w rad) equivale ao comprimento da circunferéncia isto €,

2 rad = 2. r sendo r o0 raio da circunferéncia.
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3) A partir do comprimento da circunferéncia, demonstrar que o comprimento [
de um arco qualquer é dado pelo produto do raio da circunferéncia que o contém (r)
multiplicado pela medida, em radianos, do angulo central (@) que o subtende, isto é,
l=r.a.

4) Estabelecer a relacdo de conversdo Grau-radiano e aplica-la aos arcos
notaveis no triangulo.

5) Resolver exemplos envolvendo medida do arco e comprimento do arco.
Sugiro os exemplos 1 e 2 resolvidos abaixo e 0s exercicios 6) e 7) propostos no
apéndice 3, como atividades para os alunos.

Exemplo 1: Determine o valor de x na figura abaixo:

Dados:

Al =x

AB =12cm
31
0 BC = —
areo 1

arco HI =1

Resolucdo: Seja a a medida, em radianos, do angulo central BAC = HAI.
Temos que o comprimento do arco BC é igual ao raio da circunferéncia que o

contém (AB) multiplicado pela medida do angulo central que o subtende (a). Pelos
dados do problema, podemos escrever 311 =12.a=a= 11—6 (2)

Temos também que o comprimento do arco HI é igual ao raio da circunferéncia

que o contém (AI) multiplicado pela medida do angulo central que o subtende ().

Pelos dados do problema, podemos escrever l = x.a = x = é (2)

Substituindo (1) em (2) obtemos x = % = x = l6cm.
6

Exemplo 2: (UFPA-adaptado) Aristarco de Samos, matematico que viveu por volta de
300 a.C., querendo calcular as distancias relativas da Terra ao Sol e da Terra a Lua,
utilizou o seguinte raciocinio: “No momento em que a Lua se encontra exatamente a
meia-lua, os trés astros formam um triangulo retangulo, com a Lua ocupando o
vértice do angulo reto. Sabendo a medida do angulo que a visdo da Lua forma com
a visdo do Sol, sera possivel determinar a relacédo entre as distancias da Terra a Lua e

da Terra ao Sol”.
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Sabe-se que o0 angulo formado pelas direcbes Terra—Lua e Tema—Sol, na
situacdo de meia-lua, € de, aproximadamente, 89,85° e que a distancia da Terra a Lua
€ de, aproximadamente, 384 000 km. Para angulos de medidas inferiores a 1°(um
grau), uma boa aproximacéo para o seno do angulo é a medida do mesmo angulo

em radianos.

Lua Sol

90

8985

Terra

Utilizando esses dados e o raciocinio de Aristarco, determine,
aproximadamente, a distancia da Terra ao Sol.
Resolucao: Pelos dados do problema temos o seguinte triangulo retangulo:

Lua
| 0,15

384 000

KM lgg g

Terra
Vamos transformar a medida em graus para a correspondente medida em
radianos utilizando a seguinte regra de trés:
mrad - 180°

arad — 0,15°

0,15. «
180

rad.

Assim, temos que a =

Considerando o triangulo acima temos que sen(0,15°) = @. (1)
Pelos dados do problema sen(0,15°) = 0115Tr[ (2)
. 0,15. m __ 384000 ~ 384000.180 ~
Substituindo (2) em (1), obtemos o S, DXE 2=
1,47.108km.
6.3 Aula 3:

Construcao 7: Circunferéncia Trigonométrica
1) Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”, construir um circulo

centrado na origem 0(0,0) e raio de medida 1.
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2) Usando a ferramenta “Intersec¢ao de dois objetos”, determinar os pontos de
interseccdo da circunferéncia trigpnométrica com 0s eixos cartesianos. Ressaltar
que o ponto A (1,0) é a origem dos arcos na circunferéncia trigpnométrica.

3) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto P pertencente a
circunferéncia.

4) Usando a ferramenta “Arco Circular’, construir o arco AOP. Usando a
ferramenta “Setor Circular’, construir o setor 0AP. Usando a ferramenta “angulo”,
determinar o angulo AOP.

5) Usando a ferramenta “Arco Circular”, construir o arco POA. Usando a
ferramenta “Setor Circular’, construir o setor POA. Usando a ferramenta “angulo”,
determinar o angulo POA = B. Usando a ferramenta “Texto”, digitar “f =-" e
selecionar o angulo POA =p na janela de visualizagido do GeoGebra. Essa
construcdo € para mostrar que 0 movimento no sentido horario nos dara angulos
negativos.

Na janela de visualizagdo do GeoGebra temos:

2 CONSTRUGAO 7 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA.ggb - [m] x
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
PiEre o a2
-A/,/; (Ol el e N B
» Janela de Algebra | » Janela de Visualizacio X
Cnica ~
@ cxeyo1 +/ | CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 15
® a-266 ‘o) _ . .
® c-513 |+ consTrRUGED CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA
® p-048 —
Nimera |/ | Pontos de intersecgio - o)
distanciaAB =1 r 2 —_—
ronte ORIGEM DOS ARCOS CENTRADA NA O‘FHGEM (0.0)
. = ] RAIO UNITARIO
: Q:EH; /| Ponto na circunferéncia B
® c=(1,0) — SENTIDO POSITIVO: ANTI HORARIO
® 0-00,1) .J‘ArmAF‘
-® 0=(0,0) —
® P=(0.58,-0.82) | anguto central .
Texto P o = 305.24
textol = "ARCO BC : |||/ |Medida AP
® texto? = “a=305.24 = C=¢1,0 ﬂ_\ A= (1,0) N
® texio3 = "CIRCUNFERENCIZ PR—- R iE & e s T 25 T a5 T
~® texto4 = “CENTRADA NA Ol SENTIDO HORARIO 3= —54.76
® texto5="RAIOUNTARID® | B==54.
® texto6 = “SENTIDO POSITI IR
foxto? - 05 ARCOS NEGA ||/ | ANGULOS NEGATIVOS
- textoB="PONTOB{1,0)E / 05
@ textod = "B =-54.76"
Valor Booleano
® a=true (|
® btme || comprimento A .
® T-true
-® g=tiue D=(.-1
@ n=false
® i-true
® j-true
-® k=false R
& i=tria N -
< >
Entrada

Figura 77: Construcao 7: Circunferéncia Trigonométrica.

Proposta de Atividades:
1) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia trigonomeétrica e fazer
inferéncias a respeito das medidas dos arcos construidos.

2) Instigar o aluno a perceber que S + 360° = a.
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Construcéo 8: Seno e Cosseno na Circunferéncia trigonomeétrica.

1) Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”, construir um circulo
centrado na origem 0(0,0) e raio de medida 1.

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto P sobre a circunferéncia.

3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular”, construir a reta perpendicular ao
eixo Ox passando pelo ponto P.

4) Usando a ferramenta “Intersec¢éo de dois objetos”, determinar o ponto C de
interseccéo da reta perpendicular com o eixo Ox.

5) Usando a ferramenta “Exibir Objeto”, desabilitar a reta PC.

6) Usando a ferramenta “Segmento”, construa o segmento PC, o segmento OP
e o segmento OC. Em propriedades de cada segmento determinado, na aba “Cor”
selecione as cores vermelho, preto e azul, respectivamente, na aba “Estilo”
selecione “Espessura da linha 4”.

7) Usando a ferramenta “Intersec¢ao de dois objetos”, determinar os pontos
A(1,0), B(0,1), D(—1,0) e E(0,—1) de interseccao da Circunferéncia com 0s eixos
coordenados.

8) Usando a ferramenta “Arco Circular” determinar o arco AOP. Usando a
ferramenta “Angulo”, determinar o angulo AOP.

9) Usando a ferramenta “Texto”, selecione “simbolos”, “basico”, “a”, digite “=" e
selecione o angulo AOP. Clique em ok.

10) Usando a ferramenta “Propriedades”, selecione “basico”, “exibir roétulo”,
“‘nome”. Essa ferramenta deixara de exibir a medida do angulo na figura. Esse valor
aparecera na caixa de texto acima construida.

11) Determinar o ponto H, projecdo ortogonal de P sobre o eixo Oy. Usando a
ferramenta “Segmento”, construa o segmento OH. Em propriedades, na aba “Cor”
selecione a cor vermelho e na aba “Estilo” selecione “Espessura da linha 4”.

A Figura 78 representa essa construgdo com «a = 33,4°.
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¥ CONSTRUGAO 8 SENO E COSSENO NA CIRCUNFERENCIA.ggb - O X
Arquiv Editar Exibir OpgBes Ferramenlas Janela Ajuda Entrar...
A PR S P o laz2
A P O ) | N 1= 2
» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagéo X
Cénica ~ =
L Cxeyo1 |+ circunferéncia
® p=058 71 .
Lugar Geométrico [+ imersecgao
g1 = LugarGeométrico(F_ | [
102 = LugarGeométrico(G J Ponto NLRC)
Nimero 7 PR I
Arco AP . -
: d=055 .‘/. - RS
- —/ .
e=083 Reta perpendicular , L p
Ponto — , H N
~® A=(1,0) 5 /
® b-in1 :J:Interset;an , 2
® C-(0.283,0) Se / - \
, gmento - \
® D-(1,0 :‘,_. ' - \
® E-0.-1) Segmento OC ' - |
F, = (0.58, 0.55) v sea D=¢1,0) . u Yaza.0
= 7). 2 i 0To 0 2 3 4
G, = 058,083} | seamento 0P \ l
® H=(0,055) e - o
s i v a=334 !
~® 0=(0,0) V| Anguia | '
® P=-(083,055) — \ ’
Reta W | Projegéo eixoy N /
£ x=0.83 = N ’
f:y=055 ~ )3
[ R P
y= -
By 01.55 ~ . -
Ly = - -
[
Ly=1 E=(0,-1)
Segmenta
~® =055
® 9,-055
® =1
-® =083
- Texo o
LB tnetnd a2t aee
< >
Entrada

Figura 78: Construcdo 8: Seno e Cosseno na Circunferéncia Trigonométrica.
Proposta de atividades:

1) Calcular o seno e o cosseno do angulo CAB utilizando a ferramenta “Texto” e
observar que yp, =sena e xp =cosa. Ao desenvolver essa atividade sera
necessario digitar no campo de entrada da janela de visualizagao “sen a” e “cos a”
para obtermos os valores correspondentes na janela da algebra. Ao utilizar a
ferramenta “Texto”, digitaremos “sen @ =" e selecionaremos na janela da algebra o
valor correspondente ao sen a e ao cos a. Faremos isso de maneira analoga para as
demais razdes trigonométricas.

2) Mover o ponto P sobre a circunferéncia e observar a variagdo do sinal e os
valores de maximo e de minimo para o seno e o cosseno dos angulos na
circunferéncia.

3) Definir a Relacdo Fundamental da Trigonometria no triangulo OPC, isto é,

2 = 1.

sen’a + cos

4) Observar que para cada angulo f = a +2n.k,k €Z,0u B = a+360°k ,k €
Z, temos o correspondente valor do seno e do cosseno do angulo a sendo a a
primeira determinacao positiva do angulo. (Definir os arcos congruos).

Na Figura 79 observamos a construcéo dessas atividades para a = 133,4°.
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7 CONSTRUGAO 8 SENO E COSSENO NA CIRCUNFERENCIAggb - O x
Arquivo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
[ AR el <l <] =
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Figura 79: Construcao 8.1: Relacdo Fundamental da Trigonometria
6.4 Aula 4:
Construcao 9: Grafico da Funcéo Seno para o intervalo 0 < a < 2m.
1) Apds realizar a “Construcdo 8” descrita acima, no campo de entrada, digitar
“(a,y(P))", assim sera obtido o ponto F de abscissa “a” e ordenada “sen a”.
2) Na tela inicial do GeoGebra, clicar em “Exibir Janela de visualizacdo 2”.

Nesta tela, para exibir as medidas nos eixos coordenados em radianos, usar a

” “n”

ferramenta “Janela de Visualizagao”, selecionar “Eixo x”, “Distancia”, >

3) Construir as retas tangentes a circunferéncia nos pontos B(0,1) e no ponto

E(0,—1),isto &,y =1 ey = —1. Construir as retas x = g e x = 37”

4) Na janela da algebra, clicar no ponto F acima definido, em “Propriedades,
Avancado”, desabilitar a “Janela de visualizagdo 1” e selecionar a “Janela de
visualizacdo 2”. Dessa forma esse ponto aparecera apenas ha janela de
visualizacdo 2 do GeoGebra. Na aba “Cor”, selecionar vermelho. Selecionar
“Habilitar Rastro” para o ponto F.

A Figura 80 exibe essa construgéo.
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Figura 80: Janela de visualizacao 2

5) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia e observar na janela de

visualizacao o rastro exibido pelo ponto F que depende do valor de a e da ordenada

do ponto P. Esse rastro é definido como o lugar geométrico da funcéo seno para 0 <

o< 2.

€2 CONSTRUGAO 9 FUNGAO SENO.ggb

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
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Lugar Geométrico

lg1 = LugarGeom
192 = LugarGeom

1=(1.57,0)
J=(4.71,0)
0=(0,0)
P=(.0.77,064)
a

Segmento
® g-054
i@ 9,=064
® n=1

=077

~ Janela de Visualizagio
H~ o~ nv |
[ cireunterzneia

J Intersecgdo

é,/: Arco AP

: Reta perpendicular
:y/:\mersecgén

J Segmento

Segmento OC

]| » Janela de visualizaio 2

./ Segmento OP

~/ Angulo

[ sena

J Projegdo eixoy

{7’ [JANEDA TPERPERDICULARES
:J:Nnyéu seno

o/ | pemendicular 1

o | perpendicular 2

ys _ 0.64
Traio 1
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Figura 81: Construcdo 9: Funcdo Seno para 0 < a < 2.

Obs.: 1) Podemos também usar a ferramenta “Lugar Geométrico” disponivel no

software. Basta clicar no ponto F e no ponto P para que se tenha a visualizacao

grafica do “sen a” para 0 < a < 2m. Como objetivamos o raciocinio l6gico-dedutivo do

aluno nas construgcbes propostas, a preferéncia € pela construcdo do lugar

geomeétrico realizando o item 5 dessa construgéo (“Construgéo 9”).



79

2) Utilizando o software GeoGebra, a construcéo acima fica restrita ao intervalo
de variacdo do angulo para 0°a 360°. E possivel construir a funcdo seno no
GeoGebra tendo como dominio todos os valores reais para o angulo «. Basta no

campo “entrada” digitar “f (x) = sen x” que o grafico da funcao sera estabelecido.

5t

Na Figura 82 temos a representacdo da funcéo seno para ‘75" <x <2

%7 GeoGebra — O >
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AL~ P O e ==zl & ]

» Janela de Algebra’ | » Janela de Visualizagao
Funcéo

[ f(x) = sen(x 21
Reta

e gry=1

@ hiy=-1

- Texto

@ textol = “F|

< >

Entrada: +

Figura 82: Construcao 9.1: Grafico da Funcao Seno para ;ﬁ <x< 57”

Proposta de Atividades:

1) Analisar o conjunto dominio e o conjunto imagem da funcéo seno. Observar
que é uma funcao periédica de periodo p = 2.

2) Observar 0s arcos simétricos e seus correspondentes valores para 0 seno
dos angulos na circunferéncia trigonométrica.
Construcao 10: Simetria no Seno.

1) Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”, construir um circulo
centrado na origem 0(0,0) e raio de medida 1.

2) Usando a ferramenta “Ponto”, construir um ponto P sobre a circunferéncia.

3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular”, construir a reta perpendicular ao
eixo Ox e areta perpendicular ao eixo Oy passando pelo ponto P.

4) Usando a ferramenta “Intersecgéo de dois objetos”, determinar o ponto C de
interseccao da reta perpendicular com o eixo Ox, o ponto D de interseccao da reta

perpendicular com o eixo Oy, o ponto E de intersec¢céo da reta perpendicular ao eixo
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Ox em P com a circunferéncia e o ponto F de interseccdo da reta perpendicular ao

eixo Oy em P com a circunferéncia.

5) Usando a ferramenta “Exibir Objeto”, desabilitar as retas PC e PD.
6) Usando a ferramenta “Reta”, construir a reta perpendicular ao eixo Ox
passando pelo ponto F. Usando a ferramenta “Intersec¢cdo de dois objetos”,

determinar o ponto G de interseccdo dessa reta com a circunferéncia. Construir a
reta EG. Usando a ferramenta “Interseccao de dois objetos”, determinar o ponto H
de interseccao da reta FG com o eixo Ox e o ponto I de interseccéo da reta EG com

0 eixo Oy. Usando a ferramenta “Exibir Objeto”, desabilitar as retas FG e EG.

7) Usando a ferramenta “Segmento”, construir os segmentos PF, FG, PE, e EG.
Em cada segmento, em “Propriedades”, na aba “Estilo” selecionar “pontilhado”.

8) Usando a ferramenta “Segmento”, construir os segmentos 0D e O] . Em cada
segmento, em “Propriedades”, na aba “Cor” selecionar “vermelho” na aba “Estilo” em
“Espessura da linha” selecionar “4”.

9) Usando a ferramenta “Segmento”, construir os segmentos 0C e OH. Em
cada segmento, em “Propriedades”, na aba “Cor” selecionar “azul” na aba “Estilo”
em “Espessura da linha” selecionar “4”.

10) Usando a ferramenta “Interseccdo de dois objetos”, determinar o ponto K
de interseccao da Circunferéncia com o eixo Ox.

11) Usando a ferramenta “Angulo”, determinar os angulos KOP(a), HOF(B),
KOG (y), e KOE(8). Em “Propriedades”, na aba “Cor”, selecionar para cada angulo,
respectivamente, as cores verde, laranja, azul e rosa.

12) No campo de entrada digitar sen (a), sen (B), sen (y) e sen (&) e dar “enter”
apos cada comando. Na janela da algebra aparecerdo esses valores numericos.

13) Usando a ferramenta “Texto”, digite “sen ", selecione o angulo a na janela

“n

de visualizagao, digite e selecione o valor do seno desse angulo construido na
janela de algebra. Clique em ok. Procedimento analogo para os demais angulos.

14) Usando a ferramenta “Arco Circular”, selecione o centro O e os pontos P e
K; o centro O e os pontos F e K; o centro O e 0s pontos G e K e o centro O e 0s
pontos E e K. Em cada arco construido, desabilitar “Exibir Rétulo”. Em Propriedades,
na aba “Cor” selecione Verde escuro, na aba “Estilo” em “Espessura da Linha”
selecione 4.

Na Figura 83 podemos observar a construcdo descrita para a« = 36,35°.
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Figura 83: Construcdo 10: Simetria no Seno
Proposta de atividades:
1) Mova o ponto P ao longo do arco no primeiro quadrante e observe o valor do
seno para cada angulo construido no segundo, no terceiro e no quarto quadrantes.
2) Mostrar a congruéncias dos triangulos COP, HOF, HOG e COE.

3) Construir a simetria para os arcos de 30° = %rad,45° = %rad e 60° = %rad.

6.5 Aula 5:
Construcao 11: Grafico da Funcéo Cosseno para0 < a < 2m.

1) Apds realizar a “Construcéo 8” descrita acima, no campo de entrada, digitar
“(a,x(P))", assim ser& obtido o ponto L definido pelo angulo “a” e pela abscissa do
ponto P.

2) Na tela inicial do GeoGebra, clicar em “Exibir Janela de visualizacdo 2”.

Nesta tela, para exibir as medidas nos eixos coordenados em radianos, usar a

ferramenta “Janela de Visualizacao”, selecionar “Eixo x”, “Distancia”, %

3) Construir as retas tangentes a circunferéncia nos pontos E(0,1) e no ponto
G(0,—1),istoé,y =1ey = —1. Construirasretasx = e x = 2.

4) Na janela da algebra, clicar no ponto L acima definido, em “Propriedades,
Avangado”, desabilitar a “Janela de visualizacdo 1” e selecionar a “Janela de
visualizagdo 2”. Dessa forma esse ponto aparecera apenas na janela de
visualizacdo 2 do GeoGebra. Na aba “Cor”, selecionar azul. Selecionar “Habilitar

Rastro” para o ponto L.
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5) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia e observar na janela de
visualizacao o rastro exibido pelo ponto L que depende do valor de a e da abscissa

do ponto P. Esse rastro é definido como o lugar geométrico da funcéo cosseno para
0<ac<?2n.

7 CONSTRUGEO 11 FUNGAO COSSENO.ggb
Arquivo Editar Esibir Opgies Ferramentas Janela Ajur

it
LISl o=2

K=, 0}

® L=(044,001)
L,-(628,0)

® 0-.0)

® P-{081,043)

SEN= (048,04 |

Reta

. 1

. ]

oc oo
0P~ raio |1 TP

cosa =

Figura 84: Construcdo 11: Funcdo Cosseno para 0 < a < 2m.

Proposta de Atividades:

1) Determinar o conjunto dominio e o conjunto imagem da funcdo cosseno.
Observar que é uma funcao periédica de periodo p = 2.

2) Observar o0s arcos simétricos e seus correspondentes valores para o
cosseno do angulo na circunferéncia.

3) Fazer a construcdo da simetria para o cosseno. Essa construcdo se da de
forma andloga a construcdo da simetria para o seno (“Construgdo 10” acima
descrita, usando os segmentos necessarios para a funcao cosseno).

Observe a atividade 3 proposta representada na Figura 85.
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7 CONSTRUGAO 11.1 SIMETRIA NO COSSENO.ggb - m} X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A L} I . -2
]~ > NN SIS
» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio X
Cdnica Al —
- @ X ey=1 ;/ circunferéncia
® ¢, =063 =
~@ d=063 | Ponto 8
® e=063 = 4
~@ 5=063 Reta perpendicular LBOY fa 180 — 36.35 143.65
Nimero ™/
a,=081 Reta perpendicular 2 cos143.65 0.81
- 5l F P ¢ = 0.81
b, =-0.81 D
1 [ T Y - —————— -
(‘l1 =081 —_ |
&, =081 ;\/:\ntersecgéu 2 I :
1,-074 W |Interseccdo 3 | =43t |
= | |
m, =074 =
1 s/ Intersecgdo 4 | - .
n, =074 L= G o= 363 lﬁ' q
=058 sReta perpendicular 3 .2 1 \ A - X 2
0,=-074 | Intersecgéio 5 | T |
u=059 \/ | 216 |
o segmento
V=059 (W Jsed ! |
w0 w=-059 \/ Intersecgies com o exo x [ [
Ponte ) D g
-® C=(021,0) l‘/.Arcus G E
® D=(0,0.59) .0 7. 7.7 _an TR TEO — TR R
® E-(0.51,059) W)e W le W V)e 1s0e o — 1m0 4 36,957 — 216,35 360° — a0 = 360° — 36.35° = 323.65
E, =(0.81,0.59) — -
1 3 *08323.65° = 0.81
® F-(081,059) L :DE”‘E'S angulos c0s216.35° = —0.81 - o "
F,=1081,059) o | simetria
- @ G=(081,059) 1 .
6, - (081,059) J Simetria 3° Q
~@® H=(-081,0) o ||&/ | simetria 4=
1—m nEm — —
<€ > o | Projegio eixo x |4 | Simetria no Cosseno
Entrada

Figura 85: Construcdo 11.1: Simetria no Cosseno
6.6 Aula 6:
Construcdo 12: Tangente na Circunferéncia Trigonométrica
1) Apoés realizar a “Construcéo 8” descrita acima, usando a ferramenta “Reta
Tangente”, construir a reta tangente a circunferéncia no ponto A(1,0).
2) Usando a ferramenta “Reta”, construir a reta passando pelos pontos
O (centro da circunferéncia) e P (ponto sobre a circunferéncia).

3) Usando a ferramenta “Intersecc¢ao de dois objetos”, determinar o ponto T de

interseccdo da reta OP com a reta tangente a circunferéncia no ponto A.

4) Usando a ferramenta “Segmento”, determinar o segmento OT e 0 segmento

AT e desabilitar a reta OP.
Proposta de atividades:
1) Demonstrar a semelhanca dos triangulos OCP e OATD e concluir que

sena

AT = tga =

cosa

A Figura 86 representa essa construcéo para a = 42,52°.
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€7 CONSTRUGAO 12 TANGENTE NA CIRCUNFERENCIA.ggb - O X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A LIS i) ol a-2
AL B @ L) N
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio Ed
Cénica ~ 1 =
I QR W | CIRCUNFERENCIA A
® cxrey=1 ~— TRIANGULQ OAT
- Lugar Geométrico W | Pontos de intersecgio
B lg1 = LugarGeométrico( P— 15 AT
" lo2=LugarGeométrico( || f| ponto na circunferéncia tga = 0.92 tga = tand2.52° = Y 0.92
. NL’lmaIn“ - Reta Perpendicular
F’uﬂ‘rﬂi ) — B=w@.1
® A-{1,0) | Intersecgio . T
@ B=(0,1) — e
® C=(0.74,0) | seamentos
-~ @ D={1,0) —
~-@ E=(0,-1) () = 05
F,=(0.74,0.68) A‘/‘,a”g“'”
G,=(0.74,0.74) J Reta tangente d
@ D=(1,0) * -
J=(1.57,0) 5 - % < \ : A=(1,0) . - -
K={4.71,0) — - -
- ® 0=(0,0) A‘/,RE‘H OF a=4252"
@ P=(0.74,068) 21
® T-(1,092) [+ | Triznauts oAT
Reta — 05
tx=074 o/ | TANGENTE NA CIRCUNFERANCIA
® ix=1 —
- k:-068x+07ay=0 7] -
® nx=157 »s/‘Jane\a de visualizagao 2
@ px=4T1 PR i
Segmento | Assintota 1 E=(0-1)
® g=068 —
- @ h=1 \/ Assintota 2
® i-074 h— 15
® 1=136 ~
< >
Entrada:

Figura 86: Construcdo 12: Tangente na Circunferéncia Trigonométrica

2) Mover o ponto P sobre a circunferéncia e observar a variagdo do sinal da

tangente dos angulos na circunferéncia.

3) Observar a inexisténcia da tangente para os angulos de 900(2) rad e de
2700(37") rad na primeira determinagéo positiva.
Construcao 13: Grafico da Tangente com a € [0,27] e a # g + km, k € {0,1}.

1) Apés realizar a “Construgéo 12” descrita acima, no campo de entrada, digitar
“(a,y(P)/x(P))", assim serd obtido o ponto I definido pelo angulo “a” e pelo
quociente entre os valores de “sen a” e “cos a”, respectivamente, isto €, a tangente
de “a”.

2) Na tela inicial do GeoGebra, clicar em “Exibir Janela de visualizacdo 2”.

Nesta tela, para exibir as medidas nos eixos coordenados em radianos, usar a

” “n”

ferramenta “Janela de Visualizacao”, selecionar “Eixo x”, “Distancia”, >

3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular’, construa retas perpendiculares

3n

. . T
ao eixo Ox nos pontos de abscissa x = e x=—

4) Na janela da algebra, clicar no ponto I acima definido, em “Propriedades,
Avangado”, desabilitar a “Janela de visualizacdo 1” e selecionar a “Janela de
visualizagdo 2”. Dessa forma esse ponto aparecera apenas na janela de
visualizacdo 2 do GeoGebra. Na aba “Cor”, selecionar verde. Selecionar “Habilitar

Rastro” para o ponto I.
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5) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia e observar na janela de
visualizacao o rastro exibido pelo ponto I que depende do valor de a e da abscissa e

da ordenada do ponto P. Esse rastro é definido como o lugar geométrico da funcao

tangente paraa € [0,21] e a # §+ km, k € {0,1}.

j¥ CONSTRU@AO 13 LUGAR GEOMETRICO TANGENTE.ggb - m] X
Arquiva Editar Exibir OpQﬁES Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A Pl S o |[a=2
AT PO L N
» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizacio > [ » Janela de Visualizagdo 2 X]
Cénica ~ | . | |
® cixey=1 L‘C\RCUNFERENC\A lT | |
Lugar Geoméfrico o |Pontos de intersecgio ! !
lg1 = LugarGeométrico(| [ 15 / 1 1
192 = LugarGeométrico( | Ponto na circunferéncia lga = 1.68 ,/ ? ! !
- ) 1 |
} — /
Numero Reta Perpendicular ’ ! !
w=1.68 — B=(0,1) p/ ! !
Ponto — B 1 / 2 | |
® A-(1,0) [+ [imtersscean ! !
® B-(0,1) — g0y |
- @ C=(0.51,0) o | seamentos | |
® D=(1,0) - 1 !
~® E=(0,1) s 05 |
F,=(1.03,086) .‘/_.a”g“‘“ : :
G, =(1.03,0.51) \/ Reta tangente | | 4
u
° 115,18 D=(1,0) ) A= 0) . | I
K=(471,0) P -1 Ofo . f’ o rniz £ 3n|fz o
-® 0=(0,0) [+ | Retaor a=50.1¢ ! |
® P=(051,0.886) | |
® T-(1,1.68) \ |
Reta - 05 . ! :
. fx=051 /| TANGENTE NA CIRCUNFERENCIA | |
jix=1 —
k: 0.86x +051y=0 -
® n:x=157 }/_.Janela de visualizagao 2 , » : :
- @ pix=4T1 -
iy (/) nesi E=(01) I I
Segmento J Assintota 1
® g=086 [— | |
~® h=1 o | Assintota 2 ! !
® i-051 e s a3 1 1
® 1-195 v 1 1
@ > 1 1
Entrada:

Figura 87: Construcao 13: Funcao Tangente paraa € [0,21] e a # %+ km, k € {0,1}.
Obs.: Assim como foi sugerido na funcdo seno, podemos também usar a
ferramenta “Lugar Geométrico” disponivel no software. Basta clicar no ponto I e no

ponto P para que se tenha a visualizagdo grafica da “tg a” para a € [0,2n] e @ # % +

kr, k € {0,1}. Como objetivamos o0 raciocinio logico-dedutivo do aluno nas
construcbes propostas, a preferéncia é a pela construcdo do lugar geométrico
realizando o item 5 dessa construgao (“Construgao 13”).

Proposta de atividades:

1) Construir a funcao tangente no GeoGebra digitando no campo de entrada na
janela de visualizacdo “T(x) = tg (x)". Determinar o conjunto dominio e o conjunto
imagem da funcao tangente. Observar que € uma funcao periodica de periodop =

e é crescente em todo o seu dominio. Veja Figura 88.
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Figura 88:Construcao 13.1Gréfico da Tangente com _77" <x< 77" ex# %+ km, k € Z.
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2) Observar os arcos simétricos e seus correspondentes valores para a

tangente do angulo na circunferéncia e fazer a construgdo da simetria para a

tangente. Essa construcdo se da de forma anéloga a construcao da simetria para o

seno (“Construgcao 10” acima descrita, usando 0s segmentos necessarios para a

funcado tangente). Mover o ponto P para fazer inferéncias.

A Figura 89 representa tal atividade.

» Janela de Algebra
Cénica
P
@ ©,=048
® d=049
® =049
@ 5=049
Niimero
a, =0ss8
g
b,=-0.88
d,=-088

e, =088

1,=0.53
m =053
n =053
0=047
0,=-053
1
u=047
V=047
w=1047
Panto
® C-(088,0)
® D=(0,047)
® E=-(0.88,-047)
E, = (0.88,0.47)
® F-(0.88,047)
F, =(0.88,0.47)
@ 6=(0.88, 047)
- 6, =(-0.88,047)
® H=(-0880)

<

Entraga:

7 CONSTRUGAO 13.2 SIMETRIA Na TANGENTE.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
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X | » Janela de Visualizagio
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e Ve WIS g0 0 — 180 427880 — 20788
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[ simetria 2 @
7S\m5ma *a

o ||o/ | Simetia 4o
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1
1

1

. 1

[1 ERefaperpendicular 3 ) hor
1

1

1

|

tg207.88° = 0.53

360" — o = 360°F — 27.88° = 332.12°

tg332.12° = —0.53

6.7 Aula 7:

Figura 89: Construcdo 13.2 Simetria na Tangente

Construcao 14: Secante na Circunferéncia Trigonométrica

1) Apos realizar a “Construgao 8” descrita acima, usando a ferramenta “Reta

Tangente”, construir a reta tangente a circunferéncia no ponto P.
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2) Usando a ferramenta “Interseccao de dois objetos”, determinar o ponto S de

interseccdo da reta tangente a circunferéncia no ponto P com o Eixo Ox.

3) Usando a ferramenta “Segmento”, determinar o segmento 0S.

Proposta de atividades:

1) Demonstrar a semelhanca dos triangulos OPS e OCP (caso AAA) e concluir

que 0S = seca = — =

O0C cosa’

A Figura 90 representa essa construcéo para a = 40,88°.

7 CONSTRUGAO 14 Secante na Circunferéncia Trigonométrica.ggb ] X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A * e NI o|la=2
AL oSl <N 4
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagio X
Cénica ~ 1 N
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-® C=(076,0) — N
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F,=(0.71,065) o) seamentos N
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— 1
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® 0-(0,0) \/ Segmento \\
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< ExX=076 ;\/; ¢ ~
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xe1 J Secantea \ .
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® mx=157 15 N
> ~
Entrada.

Figura 90: Construcdo 14: Secante na Circunferéncia Trigonométrica
2) Mover o ponto P sobre a circunferéncia e observar a variacao do sinal da

secante dos angulos na circunferéncia.

3) Observar a inexisténcia da secante para os angulos de 90° (%rad) e de
2700(37” rad) na primeira determinacéao positiva.
Construcao 15: Grafico da Secante com a € [0,27]| e a # §+ km k € {0,1}.

1) Apos realizar a “Construgao 14” descrita acima, no campo de entrada, digitar
“a,1/x(P))", assim sera obtido o ponto S’ definido pelo angulo “a” e pelo quociente
entre 1 e o valor de “cos @”, isto é, a secante de “a”.

2) Na tela inicial do GeoGebra, clicar em “Exibir Janela de visualizacdo 2”.

Nesta tela, para exibir as medidas nos eixos coordenados em radianos, usar a

” “n'-”
’ E .

ferramenta “Janela de visualizacio”, selecionar “Eixo x”, “Distancia
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3) Usando a ferramenta “Reta Perpendicular’, construa retas perpendiculares

. . T 3
ao eixo Ox nos pontos de abscissa x = e x=—

4) Na janela da algebra, clicar no ponto S’ acima definido, em “Propriedades,
Avancado”, desabilitar a “Janela de visualizagcdo 1” e selecionar a “Janela de
visualizagdo 2”. Dessa forma esse ponto aparecera apenas na janela de
visualizacdo 2 do GeoGebra. Na aba “Cor”, selecionar verde. Selecionar “Habilitar
Rastro” para o ponto §'.

5) Mover o ponto P ao longo da circunferéncia e observar na janela de
visualizacao o rastro exibido pelo ponto S’ que depende do valor de a e da abscissa

do ponto P. Esse rastro é definido como o lugar geométrico da funcao secante para

a €[02n] ea # % + km, k € {0,1}. A Figura 91 representa essa construcdo com

a = 41,4°.
£ CONSTRUGAO 15 Fungdo Secante.ggb - O X
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
A LSS M) | a=2
B B B2 S ol ) PN 2 B
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® 5-(1.33,0) _\/_SEW”E"‘U N | 1
® 5'-(072,1.33) Tridngulos semelhantes N ! !
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tx=0.75 Razdo de semelhanga 1 ~ -t l 1
e fiy=1 — ~ | 1
g,:-0.66x +0.75y =0 Razdo de semelhanga 2 - | 1
| -
. - | I
i,: 0.75% + 0.66y =1 5 1 1
[ ] qu \ L :Razau de semelhanga 3 seco — sded1.4° — = o - — 133 | |
S Ex= cosdl. .75
| |
k: -0.66x + 0.75y = 0 || secarree 2 | ,
. : i 2,1,?17 v || | Janela de visualizagdo 2 [ assi (7] neei ! !
. 5 ) | ‘Assmlulﬂ »\/‘Asslmnla 2 | 1
Entrada

Figura 91: Construcdo 15: Funcdo Secante para « € [0,27] e a # §+ km, k € {0,1}.

Proposta de atividades:

1) Observar os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao.

2) Construir a funcdo secante no GeoGebra digitando no campo de entrada na
janela de visualizacdo “S(x) = sec (x)". Determinar o conjunto dominio e o0 conjunto
imagem da Funcao. Observar que € uma funcéo periodica de periodo p = 2.

3) Realizar as construgdes 14 e 15 acima descritas para as fungbes cossecante

e cotangente de acordo com suas definicdes e propriedades.
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6.8 Aula 8:
Construcao 16: Gréaficos do tipo F(x) = a + b sen(cx + d)

1) Cliqgue com o bot&o direito do mouse na tela inicial e usando a ferramenta

» wlly

“‘Janela de Visualizagao”, selecione “Eixo x”, “Distancia”, >

2) Usando a ferramenta “Controle deslizante”, construir os parametros a, b, c e
d, ambos no intervalo [—5,5].

3) No campo “Entrada” digite a fungdo "F(x) =a+ b *xsen(cx +d)" e, em
seguida, digite a fungdo "f(x) = sen(x)". Para "F(x) = a+ b *sen(cx +d)", em
“Propriedades”, na aba “Cor”, selecione azul, na aba “Estilo” em “Espessura da
linha” selecione 4. Para "f(x) = sen(x)", em “Propriedades”, na aba “Cor”, selecione
vermelho, na aba “Estilo” em “Espessura da linha” selecione 4.

4) Construa as retas y =1 e y = —1. Em “Propriedades”, na aba “Estilo” em
“Espessura da linha” selecione 2, em “Opacidade do trago” selecione “75%”, em
“estilo”, selecione pontilhado para cada reta.

A Figura 92 representa essa construcdo paraa =0,5b=1,c=1ed = 0.
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Figura 92: Construcdo 16: Senoide do tipo F(x) = a + b.sen(cx + d)

Proposta de atividades:

1) Os valores dos parametros a, b, ¢ e d, podem ser controlados arrastando os
seletores que aparecem na tela. Arraste os parametros um a um, observando as
mudancas no grafico, comparando-as com o grafico da fungéo f(x), que foi fixado
como referéncia e apoés a movimentagdo dindmica dos parametros, concluir que o

parametro “a” fornece o deslocamento do grafico da funcdo f(x) na direcdo do eixo
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Oy, isto é, translada verticalmente o grafico da funcéo f(x); o parametro “b” fornece
a amplitude do gréfico, isto €, comprime ou amplia o grafico da funcédo f(x)
verticalmente; o parametro “c” muda o periodo da funcdo f(x) (comprime ou amplia
o gréfico da funcéo f(x) horizontalmente) e o parametro “d” fornece o deslocamento
do gréfico na direcdo do eixo Ox, isto é, translada horizontalmente o grafico da
funcéo f(x).

2) Demonstrar que se a > 0, o grafico translada |a| unidades verticais para
cima e se a < 0, o grafico translada |a| unidades verticais para baixo; se |b| > 1, o
grafico amplia verticalmente, se |b| < 1, 0 grafico comprime verticalmente e se b <

0, o grafico reflete em torno do eixo Ox; se |c| <1, amplia o periodo, se |c| >

. . . p 2 2 g
1 comprime o periodo e 0 novo periodo sera dado por p = 7"; se d > 0, o grafico

d , - d
translada em |;| unidades para a esquerda e se d < 0, o grafico translada em |;|

unidades para a direita.

3) Realizar a “Construcdo 167, fazendo as adequagdes necessarias para
graficos do tipo G(x) = a+ b.cos(cx+ d) e com as demais fungbes trigpnométricas
observando as variacdes gréaficas obtidas com as varia¢cdes dos parametros.

Na Figura 93 podemos observar tal construgéo para a = -1, b =0,55,c =2 e
d=0.

7 CONSTRUGAO 16.1 Cossencide.ggb - m] X

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[R] AL~ Do) &) N= 4]

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio x

Cohnica a=-1

C i+ =1 o o o

Funcio

-® G(x) = =14 055 cos (| 2

@ g(x) = cos(x) ‘/ Retas paralzlas

2”';'9:; [+ | o=sen

® b-055
2

c=
a=0 7

Controle deslizante b
onta \/:
B=(0.53,0.85) W | Controle deslizante ¢
® 0=(0,0) -

g (x) = cos ()

Tee

‘/ Controle deslizante d

~@ textol = “g(x) = cos|
@ texto = “G(x) = —1
Valor Booleano
~ @ m=true
® n=true
~@ p=true
® q=true
® r=true G(x) = —1+0.55 cos (2 x)
~@ s=true 2

< > |

Entrada: ¥

Figura 93: Construcdo 16.1: Funcao do tipo G(x) = a + b.cos(cx + d)
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6.9 Aula 9:

Resolver exemplos de aplicagdo envolvendo funcbes do tipo F(x) =a+
b.sen(cx +d) e F(x) = a+ b.cos(cx+ d). Sugiro a resolu¢cdo dos exemplos 1 e 2
abaixo.

Exemplo 1: (UNESP- Adaptada) Uma equipe de agronomos coletou dados da
temperatura (em °C) do solo em uma determinada regido, durante trés dias, a
intervalos de 1 hora. A medicdo da temperatura comecou a ser feita as 3 horas da

manhd do primeiro dia (t =0) e terminou 72 horas depois (t =72). Os dados
puderam ser aproximados pela funcdo H(t) = 15 + 5sen (f—zt +37”) onde t indica o

tempo (em horas) decorrido ap0s o inicio da observacao e H(t) a temperatura (em °C)
no instante t.
a) Determine a temperatura maxima atingida nessa regiao.
b) Determine horario em que ocorreu a temperatura méaxima no primeiro dia de
observacéo (t € [0,24]).
c) Construa o gréfico para essa funcéo no intervalo (t € [0,24]).
Resolucéao:

T

a) A temperatura maxima ocorre quando sen (12 t +37") = 1. Substituindo esse

valor na funcéo obtemos: H(t) = 15+ 5.1 = H(t) = 20°C.

b) Para obtermos o horario em que ocorreu a temperatura maxima, basta
~ 3 .
resolvermos a equagao sen (1”—21: + 7”) = 1 e determinarmos o(s) valor(es) de t para as

primeiras 24 horas. Assim, temos:

(”t+3”) 1 (”t+3”) Rk 2mke€l=t=—12+24k k€L
—t+—)=1=2(=t+=)==+k. >t=— :
S\t T 12°72) 72 o ’

Fazendo k = 1, obtemos t = 12h.
¢) Vamos analisar a principio os parametros da funcao para depois destacar o

intervalo (t € [0,24]). Como d = 37” ec= f—z o gréfico translada em |%| =

unidades para a esquerda. O periodo da funcdo € dado por p = 27” = ZT” = 24.Isto

12

significa que a cada intervalo de comprimento igual a 24, a partir de t=-18, os valores
da funcao voltam a se repetir tanto para direita quanto para a esquerda. A imagem da
funcdo é dada pelo intervalo [10,20]. Assim, temos o gréafico representado pela figura

abaixo:
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i
H(t) = 15+ dSsen(—
e ] (1) O+ )‘3(’?’?(12 + 35

(-12,20) (12, 20)

____________ e L [ e ———— -

(18, 15)
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=
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s
(]

o
-20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20 25 30

Como a situagao-problema proposta ¢ uma funcéo do tempo, devemos descartar
o intervalo t < 0. Foi estabelecido ainda o intervalo (t € [0,24]), assim, a figura abaixo

representa tal grafico.

25 1
—— e

p———

o 5 10 15 20 25 30 35

Exemplo 2: No hemocentro de um determinado hospital, o nimero de doacdes
de sangue tem variado periodicamente. Admita que, neste hospital, no ano de 2016,
este numero, de janeiro (t = 1) a dezembro (t = 12), seja dado, aproximadamente,
pela funcdo S(t) =a — cos E (t— 1)], sendo a uma constante positiva, S(t) em
milhares e t em meses, com 1 <t < 12.

a) Sabendo que no més de janeiro houve 2 mil doacdes de sangue, determine
em quais meses houve 3 mil doa¢des de sangue.

b) Construa o gréafico da funcéo para1l <t < 12.

Resolucéao:

a) Para t =1 temos S(t) = 2. Assim temos 2 = a — cos E(l — 1)] =>2=a-—
cos0=>a=2+1=a=3. Logo a funcdo pode ser representada por

S(t) =3 —cos E(t - 1)].
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Para determinarmos em quais meses no intervalo1l <t <12 houve 3 mil

doacbes de sangue, basta resolvermos a equacao S(t) =3 = 3 —cos [% (t— 1)] =

3=>cos[§(t—1)]=o:>§(t—1)=§+k.n,kez:>t=4+6k,kez.

Fazendo k = 0, obtemos t = 4. Fazendo k = 1, obtemos t = 10. Logo, houve 3 mil

doacbes de sangue nos meses de abril e outubro.

3

b) Como d =— ec ==, o gréfico translada em |§| = = 1 unidades para a

m|:l|m|

direita. O periodo da funcdo é dado por p = ZT” =

c\|=||[=\|"

= 12.Isto significa que a cada

intervalo de comprimento igual a 12, a partir de t=1, os valores da funcdo voltam a se
repetir tanto para direita quanto para a esquerda. A imagem da funcdo é dada pelo
intervalo [2,4], de acordo com os valores dos parametros a e b. Como b < 0, o gréafico
reflete em relacéo a reta y = 3. Como foi estabelecido o intervalo 1 <t < 12, temos 0

gréafico representado pela figura abaixo.

(1,2) (12,2.13)

6.10 Aula 10:

Aplicacdo de situacdes-problemas envolvendo fenémenos periédicos. O
objetivo desta atividade € perceber se o0 aluno estéa apto a identificar e analisar cada
parametro em fung¢bes do tipo F(x) = a+ b.sen(cx+d) ou F(x) =a+ b.cos(cx +
d) resolver equacdes trigonomeétricas e construir os graficos dessas funcdes. Sugiro
dividir a turma em grupos e aplicar os exercicios 8), 9), 10), 11), 12) e 13) propostos
no apéndice 3.

6.11 Aula 11:
Aplicacdo de exercicios envolvendo analise de graficos de fungdes

trigonométricas e determinacdo da lei de formacédo da funcdo. O objetivo desta
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atividade € perceber se aluno estd apto a identificar a lei de formacdo de fungbes
trigonométricas do tipo F(x) =a+ b.sen(cx+d) ou F(x)=a+b.cos(cx+d) a
partir da andlise do grafico. Sugiro a aplicacdo do exercicio 14) proposto no
apéndice 3 e do exemplo de aplicacdo envolvendo trigonometria e horario de verao,
resolvido no item 5.7.5 do referencial tedrico.

A proposta de ensino acima descrita foi aplicada em uma turma de 30 alunos
do segundo ano do curso Técnico em EdificagBes integrada ao Ensino Médio no
Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia- IFES- campus Colatina. Durante o
desenvolvimento dessa proposta de ensino observamos que o0s alunos
apresentaram um rendimento satisfatorio no desenvolvimento dos exercicios
propostos e consideraram o software GeoGebra uma ferramenta muito util na
abordagem do tema de trigonometria. Na aula 10, por exemplo, a turma foi dividida
em 6 grupos de 5 integrantes e todas as questdes propostas envolvendo problemas
de aplicacédo das funcdes trigonométricas, foram resolvidas a principio com lapis e
papel para depois serem desenvolvidas com o auxilio do software para que 0s
alunos observassem as suas resolucdes e construcbes. Segue abaixo a resolucao
dessas atividades desenvolvidas pelos grupos com o auxilio do GeoGebra.

A Figura 94 representa o exercicio 8 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo 1.

€2 ATIVIDADE GRUPO 1.ggb - ] X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Reta S R
®fy=35 i |
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® h:y=20
® iix=24
® j:x=18 i
Texto B R e bbb bbbl bbb bbbt
® textol = “C(x) = 20 —1 i i

_________________________________________________________________

0 ' '
-6-4-2 102 4 6 81012141618202234 2628303234 363840424446 485052545658 60626466 687072747678
I '

< >
Entrada: +

Figura 94: Atividade 12 Grupo 1 GeoGebra
A Figura 95 representa o exercicio 9 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo 2.
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Figura 95: Atividade 13 Grupo 2 GeoGebra
A Figura 96 representa o exercicio 10 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo
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Figura 96: Atividade 14 Grupo 3 GeoGebra
A Figura 97 representa o exercicio 11 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo
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Figura 97

. Atividade 15 Grupo 4 GeoGebra
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A Figura 98 representa o exercicio 12 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo
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Figura 98: Atividade 16 Grupo 5 GeoGebra
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A Figura 99 representa o exercicio 13 do apéndice 3 desenvolvido pelo Grupo
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Figura 101: Pesquisadora resolvendo os exemplos de aplicacao



98

No final do desenvolvimento da proposta de ensino, foi aplicada para a turma

uma avaliacdo escrita, contida no apéndice 4, com o objetivo de verificar a

aprendizagem dos alunos no conteudo ministrado. O gréafico abaixo descreve o

rendimento obtido pelos alunos em tal instrumento de avaliacao.

Rendimento percentual dos alunos apds
aplicacao da proposta de ensino

9
4 6
4 5
4 4
4 2
. e

0%a 11%a 21%a 31%a 41%a 51%a 61%a 71%a 81%a 91%a
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

ORLNWRAULION XX
1

Figura 102: Rendimento percentual dos alunos

Podemos observar na Figura 102, que 24 dos 30 alunos da turma, isto é 80%

dos alunos, obtiveram, na avaliacdo escrita, um rendimento superior a 60%, que

representa o valor minimo de aproveitamento exigido pelo instituto. Sendo assim, o

desenvolvimento da proposta de ensino resultou em um aproveitamento satisfatorio

do conteudo de trigonometria.

Figura 103: Alunos resolvendo a avaliacdo escrita
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7 QUESTIONARIOS APLICADOS

Apds o encerramento das aulas e aplicacdo das atividades de avaliacdo do
conteudo, os sujeitos dessa pesquisa responderam a um questionario semi-
estruturado, disponivel nos apéndices 1 e 2, que tinha como principal intuito verificar
se a utilizacdo do software GeoGebra como ferramenta para o0 ensino de
trigonometria auxiliou no processo de ensino/aprendizagem de tal contetdo.

Seguem, na sequéncia, os graficos que representam os dados coletados para
duas perguntas contidas no questionario dos alunos, consideradas mais relevantes
para essa pesquisa e a justificativa de alguns deles.

Sobre a utilizacdo de recursos tecnolégicos nas aulas de matematica foram
feitas, dentre outras, as seguintes perguntas:

1- Considera que a utilizacdo de recursos tecnologicos nas aulas de
matematica torna o aprendizado da disciplina mais significativo? (Pergunta 2.2 do
questionario). A Figura 104 representa os dados coletados.

A utilizacao de recursos tecnoldgicos nas aulas
de matematica torna o aprendizado da
disciplina mais significativo?

o

20

10

Sim N3o

Figura 104: Grafico: Recursos Tecnolégicos e aprendizado em matematica

Podemos observar no gréafico que 28 dos 30 alunos, isto é, aproximadamente
93,3% dos alunos consideram que a utilizacdo de recursos tecnolégicos nas aulas
de matematica torna o aprendizado da disciplina mais significativo. Dentre as
justificativas apresentadas pelos alunos, as mais frequentes foram o fato de recursos
tecnolégicos tornarem a aula mais interessante, atrativa e dinamica conforme
podemos observar nas figuras abaixo, que destacam algumas justificativas

apresentadas.
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Figura 105: Utilizacdo de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 1

Figura 106: Utilizagao de Recursos Tecnologicos- Justificativa 2

Figura 107: Utilizacdo de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 3

Figura 108: Utilizacao de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 4

Figura 109: Utilizacao de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 5

Figura 110: Utilizacdo de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 6

Figura 111: Utilizacao de Recursos Tecnologicos- Justificativa 7
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A Figura 112 representa a justificativa de um dos alunos que considera que a
utilizacdo de recursos tecnologicos nas aulas de matematica ndo torna o
aprendizado da disciplina significativo. Conforme podemos observar na figura, o
aluno selecionou os itens “sim” e “ndo” do questionario, porém contabilizamos como
“ndo” na andlise dos dados. Achamos muito interessante a justificativa apresentada
pelo aluno, pois concordamos com o fato de que a utlizagdo de recursos
tecnoldgicos nas aulas de matematica auxilia no processo de ensino/aprendizagem
dos conteudos, porém consideramos essencial a demonstracdo das conjecturas e
propriedades observadas durante a manipulacdo de alguns softwares, consideramos
ainda de suma importancia a resolucdo de exemplos e a aplicacdo de exercicios
envolvendo situacBes-problemas com aplicabilidade em outras areas do

conhecimento para que os contetudos abordados possam de fato contribuir para um

aprendizado mais significativo para o aluno.

Figura 112: Utilizacao de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 8

O outro aluno da turma que selecionou o item “ndo” referente a essa pergunta,

nao justificou sua resposta, conforme podemos observar na Figura 113.

Figura 113: Utilizacéo de Recursos Tecnoldgicos- Justificativa 9

2- A utilizagdo do software GeoGebra como ferramenta para o ensino de
trigonometria e fungbes trigopnométricas contribuiu para o processo de aprendizagem

de tal conteudo? A Figura 114 representa os dados obtidos.
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A utilizagao do Software GeoGebra
contribuiu para o processo de
aprendizagem de Trigometria e Fungoes
Trigonométricas?

40
20
0 * T ’ f
sim Nao

Figura 114: Grafico: Software GeoGebra como ferramenta de aprendizagem

Podemos observar no grafico que 100% dos alunos da turma consideraram
que a utlizacdo do software GeoGebra como ferramenta para o0 ensino de
trigonometria e fungbes trigonométricas contribuiu para o processo de aprendizagem
de tal conteudo. Dentre as justificativas apresentadas pelos alunos, as mais
frequentes foram sobre o auxilio na construcdo dos graficos das funcbes
trigonométricas, precisédo de resultados e possibilidade de conferir de forma rapida e
dindmica o0s exercicios realizados. Seguem, nas figuras abaixo, algumas
justificativas apresentadas por eles.

Figura 115: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 1

Figura 116: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 2
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Figura 117: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 3

Figura 118: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 4

Figura 119: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 5

Figura 120: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 6

Figura 121: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 7
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Figura 122: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 8

Figura 123: Utilizacdo do Software GeoGebra em trigonometria- Justificativa 9

O professor de matematica da turma, que participou de todas as aulas de
aplicagdo da proposta de ensino, também respondeu a um questionario. Ele € um
professor Doutor em Ciéncias da Educacédo, com 31 anos de experiéncia profissional
no ensino de matematica. Apds analises do questionario, podemos observar que o
professor nunca havia utilizado o GeoGebra como ferramenta de ensino porém,
apos o acompanhamento das aulas propostas nessa dissertacéo, o professor relatou
que tem interesse em inserir tal metodologia nas aulas com suas turmas por
considerar que da maneira na qual o software foi utilizado, proporcionou um
aprendizado mais significativo do conteddo de trigonometria de forma atrativa e
dindmica.

As figuras abaixo apresentam as justificativas do professor de matematica

quanto a utlizacdo do software GeoGebra como ferramenta de ensino de

Trigonometria.

Figura 124: Utilizagao de recursos tecnoldgicos- Professor
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Figura 125: Motivos da né&o utiliza¢@o de recursos tecnoldgicos

Figura 126: Contribuicdo do software para o processo de ensino/aprendizagem

Figura 127: Utilizacdo do GeoGebra a partir da proposta de ensino
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CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho foi desenvolvido uma proposta de ensino de
Trigonometria e Func¢des Trigonomeétricas utilizando o software GeoGebra como
ferramenta de ensino. A escolha para tal abordagem se deu principalmente pelo fato
de considerarmos importante a utilizacdo de recursos tecnolégicos durante o
processo de ensino de matematica para enriquecer e dinamizar as aulas e por
observarmos, ao longo de nossa experiéncia profissional, a dificuldade apresentada
por muitos alunos no conteddo de Trigonometria, especialmente na resolucdo de
situacdes-problemas de Func¢des Trigonométricas e construcdo de seus graficos.

Ao desenvolvermos a proposta de ensino descrita no capitulo 6 deste trabalho,
constatamos que tanto os alunos da turma envolvida na pesquisa quanto o professor
da turma ndo haviam ainda utilizado o GeoGebra nas aulas de matemética e
percebemos que tal abordagem né&o gerou qualquer dificuldade pelos alunos, muito
pelo contrario, eles revelaram grande satisfacdo na manipulacdo dessa ferramenta
de ensino e se mostraram muito interessados na utilizagdo do software de geometria
dindmica, assim como o professor de matematica dessa turma.

Convém salientar que ao longo do desenvolvimento dessa pesquisa, 0s alunos
encontraram certas dificuldades no desenvolvimento das situagbes-problema e de
algumas atividades que foram propostas. A utilizagdo do ambiente de geometria
dindmica utilizado nesta pesquisa é uma acdo que favorece as construcdes
geométricas, trigonométricas e graficas, mas é fundamental que os alunos
compreendam e expressem 0 seu raciocinio logico-dedutivo na resolugdo das
questdes. Sendo assim, reafirmamos a necessidade de trabalhar varios problemas
de aplicacao, resolucéo de listas de exercicios tanto extraclasse quanto na sala de
aula para que o aluno, a partir das abordagens e manipulacbes com o software,
possa desenvolver seus proprios argumentos e resolucées com lapis e papel.

Durante o desenvolvimento da proposta de ensino, o GeoGebra revelou-se
uma ferramenta importante na construcdo e analise de triangulos semelhantes, na
construcdo de triangulos retangulo, equilatero e isosceles, nas demonstracdes das
razdes trigonometricas e, principalmente, na construcdo dos graficos e definicdo das
propriedades das Func¢Oes Trigonomeétricas. A construcdo e manipulacdo dos
controles deslizantes a,b,ced de fungbes do tipo f(x)=a+ b.sen(cx +d)
e f(x)=a+b.cos(cx+d) revelaram-se determinantes para a formulagdo de

conjecturas e demonstracdes do papel desempenhado por cada parametro na
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construcdo do grafico. A ferramenta “habilitar rastro” ao definir um ponto, mové-lo ao
longo da circunferéncia trigopnométrica e observar sua imagem em outra janela de
visualizacdo foi de grande importancia para observar o0 crescimento, 0
decrescimento e a variagdo dos sinais das fungdes trigonométricas. NoO
desenvolvimento das situ¢Bes-problema propostas, concluimos que a utilizagdo do
software para confirmar a resolucdo realizada por cada grupo, trouxe grande
satisfacdo aos alunos, que puderam resolver o exercicio de forma rapida e precisa
no GeoGebra e observarem os erros e acertos cometidos. Os alunos relataram que
utilizardo esse recurso em outros conteudos para confirmar suas construgfes e
resolucBes. O professor de matematica relatou que iréd inserir essa ferramenta de
ensino em suas aulas.

Pelas atividades aplicadas em sala de aula, pelas situacfes-problema
propostas e pelos questionarios aplicados aos alunos e ao professor da turma,
podemos concluir que a utilizacdo do GeoGebra como ferramenta de ensino de
Trigonometria pode contribuir para o processo de ensino/aprendizagem de tal
conteudo tanto pelo fato de tornar as aulas mais dinamicas, interessantes e
participativas quanto pelo fato de torna-las mais produtivas, por permitir uma
construcéo precisa e dinamica de figuras planas (triangulos e circunferéncias) onde
podem ser realizadas um grande numero de experiéncias em curto espaco de
tempo.

Esperamos que essa proposta de ensino seja utilizada por professores de

matematica em suas aulas e por alunos que buscam ampliar seus conhecimentos.
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APENDICE 1
Questionario aplicado aos alunos
Prezado aluno do Ifes — campus Colatina!
Este questionario € um instrumento de pesquisa cientifica que faz parte da dissertacdo de
mestrado em Matemaética e tem como intuito verificar se a utilizacdo do software GeoGebra
como ferramenta para o0 ensino de trigonometria contribuiu no processo de
ensino/aprendizagem de tal conteudo.

Cordialmente,

Prof? Andressa Solane Moreira Costa

1 Préticas pedagogicas

Existem vérias maneiras de ministrar uma aula e trabalhar um conteddo. As ferramentas e
acles que sdo utilizadas para ministrar uma aula ou se trabalhar um contetdo sdo chamadas
de préticas pedagogicas.

1.1 Dentre as préticas pedagdgicas abaixo, assinale aquelas que considera significativas para o
seu processo de aprendizagem na disciplina de Matemaética e, consequente, para um bom
desempenho.

[1 Abordagem entre teoria e pratica por parte do professor, propondo questdes
contextualizadas e com aplicag¢fes no cotidiano.

[1 Utilizagdo de recursos tecnoldgicos para facilitar o entendimento de alguns contetdos e
para tornar a aula mais atrativa.

[1 Utilizacdo de abordagens histéricas do conteudo trabalho.

[1 O professor ndo se basear principalmente/basicamente no livro didatico.

[ Proposicdo de desafios na forma de situacdes problemas estimulando a participacédo e a
criticidade nas aulas, evitando que as mesmas sejam puramente informativas.

[1Outros:

1.2 Seu professor de Matematica ministra aulas interessantes, mantendo-o atento,
participativo e critico durante as aulas?

L1 Sempre L1 Quase Sempre [ Raramente L1 Nunca
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1.3 Os conteudos curriculares desenvolvidos nas aulas de Matematica permitem uma
abordagem prética na sua vida cotidiana?

(1 Sempre L1 Quase sempre [1 Raramente [ Nunca

1.4 As explicagbes do professor vdo além dos contetdos do livro didatico?
(1 Sim ] Néo

1.6 O professor de Matematica propde desafios em forma de situacBGes-problema com
aplicabilidade no seu cotidiano, estimulando-o a ser protagonista no seu processo de ensino
aprendizagem?

[ Sempre L] Quase sempre L] Raramente L1 Nunca

1.7 Ha envolvimento de seus pais em buscar junto ao professor da disciplina de Matematica
conhecimento sobre seu desempenho na referida disciplina? 1 Sim [1 Nao

Em caso afirmativo, quais 0s principais questionamentos?

2 Recursos didéticos
2.1 S&o utilizados recursos tecnoldgicos nas aulas de Matematica? [1 Sim [1 Nao

Em caso afirmativo, indique qual(ais).

2.2 Considera que a utilizacdo desses recursos torna o aprendizado da disciplina mais
significativo? [ Sim ] Néo

Justifique:
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2.3 A utilizagdo do Software GeoGebra como ferramenta para o ensino de trigonometria e
funcbes trigonométricas contribuiu para o processo de aprendizagem de tal conteddo?
(] Sim L] Néo

Justifique:

APENDICE 2
Questionario aplicado ao professor da turma
Prezado professor do Ifes — Campus Colatinal
Este questionario € um instrumento de pesquisa cientifica que faz parte da dissertacdo de
mestrado em Matemaética e tem como intuito verificar se a utilizacdo do software GeoGebra
como ferramenta para o0 ensino de trigonometria contribuiu no processo de
ensino/aprendizagem de tal conteudo.
Cordialmente,

Prof* Andressa Solane Moreira Costa

1 Perfil

Graduacao:

Especilizacéo:

Tempo de servigo no magistério:____ anos
2 Recursos didaticos
2.1 Vocé utiliza recursos tecnolégicos em suas aulas? L] Sim L1 Néo

Em caso afirmativo, indique qual(ais).

2.2 Caso utilize recursos tecnologicos, identifique os pontos positivos dessa utilizagdo. Caso

contrério, identifique os principais motivos da ndo utilizag&o.
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2.3 Apbs acompanhar as aulas dessa pesquisadora utilizando o Software GeoGebra como
ferramenta para o ensino de Trigonometria, qual a sua opinido a respeito desse recurso
tecnologico nas aulas de matemética? Considera que tal recurso pode contribuir para o

processo de ensino/ aprendizagem de tal contetdo? Justifique.

2.4 Caso ainda ndo utilize o software GeoGebra em suas aulas como recurso tecnoldgico, a
partir do acompanhamento dessa proposta de ensino vocé ficou estimulado a utiliza-lo em

suas aulas? Justifique.
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APENDICE 3

Exercicios propostos

1) (Enem 2009) A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura
de 2,2 m. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 m e
alcancou uma altura de 0,8 m. A distancia em metros que o paciente ainda deve
caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa &

a)l,16m. b)3,0m. ¢)54m. d)56m. e)7,04m.

2) (PUC-RS) Para medir a altura de uma arvore, foi usada uma vassoura de 1,5m,
verificando-se que, no momento em que ambas estavam em posicdo vertical em
relacdo ao terreno, a vassoura projetava uma sombra de 2 m e a arvore, de 16m. A
altura da arvore, em metros é

a)3. b)8. «c¢)12. d)155. e)16.

3) A figura representa dois quartéis do Corpo de Bombeiros. O primeiro esta
localizado no ponto A e outro, 11km distante de A, na dire¢do leste. Num mesmo
instante, avista-se, de cada posto do Corpo de Bombeiros, um incéndio no ponto C,
segundo as direcdes indicadas na figura. Calcule a distancia do fogo até cada uma
das unidades indicadas na figura.

A 11 km B

M
(ilnd
0
M 04'>L
C 5

4) Um topografo, querendo conhecer a altura de um penhasco, mediu a distancia do

ponto A até a beira do rio (ponto E), obtendo 20 metros. A largura do rio (EB) é
desconhecida. A figura abaixo mostra os angulos BAC = 30° e BEC = 60°. A altura

do penhasco encontrada pelo topografo foi

C

penhasc

E rio B

a) 15v3. b) 12v3. c) 10v3.  d)20V3. e)40V3.
5) (UERJ - adaptado) Um barco navega na direcdo AB, préximo a um farol P,

conforme a figura abaixo.


http://www.profezequias.net/uerj.html
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farol ’ Q@/

A\ 600 s barco
~ 30° =
. 3 =
B

A 1.000 m

No ponto A, o navegador verifica que a reta AP, da embarcacao ao farol, forma um
angulo de 30° com a dire¢do AB. Apds a embarcacgdo percorrer 1.000 m, no ponto
B, o navegador verifica que a reta BP, da embarcacéo ao farol, forma um angulo de
60 ° com a mesma direcdo AB. Seguindo sempre a direcdo AB, determine a menor
distancia entre a embarcacéao e o farol.

6) Percorrendo uma estrada de 20 m de largura, um veiculo inicia um retorno em um
ponto A utilizando a trajetoria circular da figura, cujo raio € 20 m. Se nessa rotatéria
a velocidade méaxima permitida € de 20 km/h, qual o0 menor tempo necessario para

gue esse veiculo percorra o arco AB? (use & = 3)

7) (UFSCAR-SP) Uma pizza circular sera fatiada,a partir do seu centro em setores
circulares.Se o arco de cada setor medir 0,8 radiano,obterd um numero maximo N
de fatias idénticas,sobrando no final,uma fatia menor, que € indicada na figura por
fatia N+1. Considerando m = 3,14 o0 arco da fatia N+1 em radianos é

a)0,74. b)0,72 ¢)0,68. d)0,56. €)0,34.

fatia 2
fatia 1

fatia M + 1
fatia N
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8) Em uma farmacia que fica aberta 24 horas, o numero médio de clientes varia de
acordo com a funcdo C(h) = 20 — 15 cos (%) em que h é a hora do dia, com

0 < h <24 e C é a quantidade aproximada de clientes na farmacia na hora h.

a) Qual é a quantidade de clientes nessa farméacia as 18hs?

b) Em qual horéario do dia a quantidade média de clientes na farmacia é maior? Qual
€ a quantidade de clientes nessa hora?

c) Em qual horario do dia a quantidade média de clientes é menor? Qual é essa
quantidade?

d) Construa o grafico da funcéo para um periodo completo.

9) (UENF-RJ Adaptada) Uma populacdo P de animais varia, aproximadamente,
segundo a funcéo P(t) = 800 — 100 [sen%}. Considere que t € o tempo medido

em meses e que 1° de janeiro corresponde a t = 0. Determine, no periodo de 1° de
janeiro a 1° de dezembro de um mesmo ano:

a) 0S meses nos quais a populacédo de animais atinge um total de 750.

b) os meses nos quais a populacao de animais atinge seu nimero minimo.

C) 0S meses nos quais a populacédo de animais atinge seu nimero maximo.

d) o gréfico da funcdo para o periodo estabelecido.

10) (ENEM - Adaptada) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE), produtos sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem
definidos de producéo, consumo e preco. Resumidamente, existem épocas do ano
em que a sua disponibilidade nos mercados varejistas ora € escassa, cOm precos
elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, o que ocorre no més de
producdo maxima da safra. A partir de uma série historica, observou-se que o

preco P, em reais, do quilograma de um certo produto sazonal pode ser descrito

X —T

pela funcdo P(x) = 8 + 5.cos (T) onde x representa o0 més do ano, sendo x =1

associado ao més de janeiro, x = 2 ao més de fevereiro, e assim sucessivamente,

até x = 12 associado ao més de dezembro.
Disponivel em: www.ibge.gov.br.Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

Na safra, determine:

a) 0 més de producdo maxima desse produto;

b) o més de producédo minima desse produto;

c) o més de producdo em que o prec¢o do quilograma foi de R$8,00.

d) o gréafico que representa a funcéo preco.
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11) Nos sete primeiros meses de funcionamento de uma inddstria, o custo C de

producéo e o valor V arrecadado com a venda de cada peca, em reais, podem ser

=

expressos pelas funcdes periddicas C(t) = 80 — 20sen [ e

V(t) = 100 — 10sen [%] em que t é o més apods a inauguracdo,com1 <t <7.

a) Construa os graficos das funcdes acima, para um periodo completo, destacando o
intervalo de tempo estabelecido no problema.

b) Em que més o valor arrecadado com a peca foi maior? De quanto foi esse valor?
c) Em que més o custo de cada peca foi maior? De quanto foi esse custo?

d) Qual foi o lucro obtido com a venda de cada peca no 7° més?

12) (FGV-SP- Adaptada) Suponha que a temperatura (em °F) de uma cidade

localizada em um pais de latitude elevada do hemisfério norte, em um ano bissexto,
seja modelada pela equacéo T = 50. {sen [327"6 (d - 91,5)]} + 25 na qual d é dado em

dias e d = 0 corresponde a 1° de Janeiro.

a) Esboce o grafico da temperatura em funcéo dos dias para 0 < d < 366.

b) Use o modelo para prever qual serd o dia mais quente do ano.

c) Baseado no modelo, determine em quais dias a temperatura seré igual a 0 °F.

d) Use o modelo para prever qual sera o dia mais frio do ano.

13) Por causa das variacbes das marés oceanicas, a profundidade de certos rios

variam periodicamente em funcédo do tempo. Suponha que determinado rio tenha
sua profundidade determinada pela funcédo P(t) = 8 + 3.sen [% (t - 4)], onde P(t) &

sua profundidade em metros e t € a hora do dia (sendo t =0 a meia noite e t
medido na forma 24 horas). Determine:

a) a profundidade desse rio no inicio da medigéo.

b) em quais horéarios nas primeiras 24 horas esse rio atinge a profundidade maxima.
c) em quais horéarios nas primeiras 24 horas esse rio atinge a profundidade minima.
d) o gréfico da funcdo para o periodo estabelecido.

14) Observe os gréaficos a seguir e determine o modelo matematico que representa

cada um deles. Estabeleca o periodo e a imagem de cada funcéo.
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ad

Respostas dos exercicios propostos:
1-d

2-C

3-5,5 km e 5,5vV3km

4-c

5-500v3m

6-18s

7-C

8- a) 20 clientes  b) 12 h com 35 clientes ¢) Oh e 24 h com 5 clientes. d) grafico na

pagina 94.
9-a)t=2 (marco) e t=10 (novembro) b) t=0 (janeiro) b) t = 6 (julho) d) grafico na
pagina 95.
10-a) x=7 (julho) b) x=1 (janeiro) c) x = 4 (abril) e x = 10 (outubro) d) gréafico na
pagina 95.

11- a) gréaficos na pagina 96 b) t = 1 (janeiro), R$ 100,00 c) t = 1 (janeiro),
R$ 80,00 d) R$ 30,00

12- a) grafico na pagina 96 b)d=183c)d=61ed=305d)d=0ed =366

13-a) P(t) =54m b)t=7het=19 c)d=1ed=13 d) gréfico na pagina 97
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14- a) f(x) = 3sen (x — %) p=2m1=[-33] b)fkx) =sen(2x), p=mn,1=[-11]
c) f(x) =2—-cosx +2m), p=m, [ =[1,3] d) f(x) =1+ 2sen (x —%), p = 2m,
I =[-13] e) f(x) = —2sen (§+ Zn), p=4n,1=[-22] f)f(x)=-3cos(2x)p =m,

I =[-33].
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APENDICE 4
Avaliagéo escrita

QUESTAO 1: Simplifique as expressées abaixo:

sen(z + x)+ sen(?’; + x] - sen(;r + xj +sen(4z + x)

a)y=
cos(z — x)+ sen[?’; - XJ +c08(27 — X)+ 4cos(z + x)

0 (0]
b)E = sen1305°.co0s1590

tan420°.cos sec72”

QUESTAO 2:

Determine o conjunto das solugdes reais da equacdo 3cossec? (x) — tg® (x) = 1

QUESTAO 3: Na figura a seguir, a reta r passa pelo ponto T(0,1) e é paralela ao

. . n .. V4
eixo Ox. A semi-reta Ot forma um angulo a com o semi-eixo OXx O<a<§ e

intercepta a circunferéncia trigonométrica e a reta r nos pontos A e B,

respectivamente. Determine a area do triangulo TAB em funcéo do angulo a.

N

QUESTAO 4: Dado o trapézio conforme a figura a seguir.

At-1em De acordo com esses dados, determine o
BC =2cm ~
tr-4cn  Valor da expressao:

o = CAD

6
E =sena —-2cosa +gtana +4cosseca —3seca

I
|
|
|
|
|
v
|
|
|
|
|
|

C
1
I
|
|
|
[}
i
1
]
|
:
1
3|
F

ol
E D

QUESTAO 5: O preco dos produtos agricolas oscila de acordo com a safra de cada
um: mais baixo no periodo da colheita, mais alto na entressafra. Suponha que o

preco aproximado P, em reais, do quilograma de tomates seja dado pela fungéo
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P(t):2,7+O,8.sen{%(t—101)] na qual t € o nimero de dias contados de 1° de

janeiro até 31 de dezembro de um determinado ano. Para esse periodo de tempo,
determine

a) em qual(is) dia(s) do ano o preco P do quilograma de tomates sera igual a R$
3,10.

b) em qual(is) dia(s) do ano o pre¢o P do quilograma de tomates sera minimo.
QUESTAO 6: A partir da zero hora de cada dia, a pressdo interna p, em bars, de

uma caldeira é controlada automaticamente, variando com o tempo t, em horas,

sendo 0<t<12, de acordo com a funcdo p(t) :300+200.sen{%(t—1)] De acordo

com esses dados:

a) Qual a presséao interna maxima na caldeira? Em quais horarios isso ocorre?

b) Qual a presséo interna minima na caldeira? Em quais horarios isso ocorre?

c¢) Construa o gréfico da fungéo para o intervalo de tempo estabelecido no problema.
QUESTAO 7: No hemocentro de um certo hospital, o nimero de doacdes de sangue
tem variado periodicamente. Admita que, neste hospital, no ano de 2016, este

namero, de janeiro (t = 1) a dezembro (t = 12), seja dado, aproximadamente, pela
funcdo S(t) :a—cos{%(t—l)} sendo a uma constante positiva, S(t) em milhares e t

em meses, 1<t <12. Determine:

a) a constante a, sabendo que no més de janeiro houve 2 mil doac¢des de sangue.
b) em quais meses houve 3 mil doacfes de sangue.

c) Construa o grafico da funcao para um periodo completo.

QUESTAO 8: Determine o dominio, o conjunto imagem, o periodo e construa o
grafico de cada funcéo abaixo:

T X T
a) f(x)=2—4cossec[2x—§j b) f(x)=_1+4sec(5_zj

C) f(x):3+4tan(x—%j d) f(x):5+cotan(2x—%j



