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Resumo

CARVALHO, Gracielle Simoes de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto
de 2017. Geometrias Nao Euclidianas: Uma Proposta de Insercao da
Geometria Esférica no Ensino Basico. Orientadora: Danielle Franco Nicolau
Lara.

O presente trabalho expde um estudo sobre as Geometrias Nao FEuclidianas, especial-
mente da Geometria Esférica, objetivando apresentar uma proposta de sua insercao
no ensino basico. Em um primeiro momento, apresentamosuma pesquisa histérica
sobre Euclides, o seu famigerado postulado das paralelas, bem como um relato sobre
os matemaéticos que se destacaram no estudo das “novas geometrias”. Apresentamos
também, um breve relato sobre as Geometrias Nao Euclidianas com estudo mais
direcionado na Geometria Esférica. Por fim, propomos uma atividade cujo intuito é
apresentar aos alunos do ensino bésico defini¢coes importantes da Geometria Esférica,
objetivando agucar o interesse e a curiosidade desses com o uso de uma atividade
exploratéria, empregando exemplos de aplicabilidade dessa geometria no cotidiano,

buscando assim, tornar a aprendizagem mais acessivel e agradavel.

Palavras-chave: Quinto Postulado de Euclides, Geometrias Nao Euclidianas,

Geometria Esférica, Ensino de Geometria.



Abstract

CARVALHO, Gracielle Simoes de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August,
2017. Geometrias Nao Euclidianas: Uma Proposta de Insercao da Geome-
tria Esférica no Ensino Basico. Adviser: Danielle Franco Nicolau Lara.

The present work presents a study on Non - Euclidean Geometries, especially of
Spherical Geometry, aiming to present a proposal of its insertion in basic education.
First, we present a historical research on Euclid, his infamous postulate of parallels,
and present an account of the mathematicians who excelled in the study of "new
geometries”. We also present a brief report on Non - Euclidean Geometries with
more direct study in Spherical Geometry. Finally, we propose an activity whose
purpose is to present to students of basic education important definitions of Spherical
Geometry, aiming to sharpen the interest and curiosity of students with the use of
an exploratory activity with the use of examples of applicability of this geometry in

everyday life, looking for Thus making learning more accessible and enjoyable.

Keywords: Euclid’s Fifth Postulate, Non-Euclidean Geometries, Spherical Geom-

etry, Geometry Teaching.
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letra grega Alfa
letra grega Beta
letra grega Gama
letra grega Delta
letra grega Epsilon
letra grega Zeta
letra grega Eta
letra grega Teta
letra grega lota
letra grega Kapa
letra grega Lambda

letra grega Mi

letra grega Ni
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Introducao

A geometria é uma area da matematica de muita importancia, o seu aprendizado
é de grande valia até mesmo para outras areas de conhecimento. Apesar disso, ainda
hé certa dificuldade no tratamento da geometria no ensino bésico, tanto no ensino
quanto na aprendizagem. Durante muito tempo, a geometria se caracterizou como
o contetddo dos capitulos finais dos livros de Matemaética, por esse motivo, muitas
vezes, nem era trabalhada pelos professores por falta de tempo e, também, por certa
inseguranca da parte dos docentes. Atualmente isso tem mudado e a geometria
vem dividindo lugar com a &algebra e a aritmética, tomando seu devido grau de
importancia nas aulas de Matematica.

Porém, o conteido geométrico abordado nas escolas de ensino fundamental e
médio se resumem, basicamente, ao estudo das Geometria Euclidiana, Geometria
Espacial e Geometria Analitica. Pouco ou quase nunca se aborda a existéncia das
Geometrias Nao Euclidianas. No entanto, é razoavel pensar que a Geometria Eu-
clidiana nao contempla o estudo de todas as superficies e objetos ao nosso redor,
deixando assim, algumas brechas.

As Geometrias Nao Euclidianas explicam e demonstram, coerentemente, certos
fenomenos nao explicados pela Geometria Euclidiana, como exemplo, temos o estudo
da esfera e sua associagao com o globo terrestre e tal estudo nao é explicado pela
Geometria Euclidiana.

E na Geografia que os estudantes entram em contato com conceitos como: coor-
denadas geograficas, latitude, longitude, paralelos, meridianos entre outros. Por que
nao trabalhar essa geometria interdisciplinarmente? Junto com a Geografia, podemos
inserir o conceito do estudo matematico de superficies nao planas.

A utilizagao do globo terrestre, com suas consequentes questoes en-
volvendo, por exemplo, calculo de distancias e angulos sobre a esfera, ou
ainda, a confecgao de mapas por meio de diversas projecoes, abre caminho
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para um interessante trabalho interdisciplinar entre a Matematica e a
Geografia. ([2], p.8)

Vale salientar que é importante a insercao dos conceitos das Geometrias Nao
Euclidianas associadas as aplicagoes no nosso cotidiano, dessa maneira, conceitos em
principio abstratos aos olhos dos alunos tornam-se mais faceis de serem compreen-
didos. Assim, a curiosidade e o prazer por se estudar matematica sao agucados. E
pode-se utilizar tecnologias que nos trazem comodidade e conforto.

Um belo exemplo é o estudo da Geometria Esférica para ensinar o funcionamento
de um importante dispositivo movel muito utilizado atualmente: o GPS. A sigla GPS
é abreviatura para Global Positioning System, ou ainda, Sistema de Posicionamento
Global, e uma de suas principais fungoes é a navegagao, e por isso é utilizado em
aeronaves, navios, veiculos, mas também desempenha um papel importante em alguns
contextos como: no monitoramento de abalos sismicos- os sinais captados pelo GPS
tentam prever a ocorréncia de terremotos com algumas horas de antecedéncia; no
estudo de meteorologia- o GPS gera informagoes sobre a meteorologia e estudo do
clima; no uso militar- com o uso do GPS é possivel identificar areas de ataques, bom-
bardeio de aeronaves, defesa aérea, rastreamento de minas e radares inimigos; e ainda
guia para resgaste- o GPS auxilia helicopteros de socorro até a localizacao do acidente.

Diante do exposto, o objetivo deste trabalho é expor um breve estudo sobre
as Geometrias Nao Euclidianas, especialmente, sobre a Geometria Esférica. Apre-
sentaremos uma pesquisa historica sobre Euclides e o seu Quinto Postulado, além
dos matematicos que se destacaram no estudo dessas “Novas Geometrias”. Por fim,
sera proposta uma atividade cujo intuito é apresentar aos alunos do Ensino Basico
defini¢oes importantes da Geometria Esférica, objetivando agugar o interesse e a
curiosidade deles para a aplicabilidade e a aprendizagem da Geometria Esférica.



Contexto Histoérico

Para se falar das Geometrias Nao Euclidianas, inicialmente, precisamos falar da
Geometria Euclidiana.

A palavra Geometria resulta dos termos gregos “"geo”(terra) e "métron”(medir),
ou seja, é o ramo da matematica destinado ao estudo de questoes relacionadas a
forma, tamanho, posicao relativos entre figuras do espago. Trata-se de uma ciéncia
bastante antiga. Alguns conhecimentos geométricos nao triviais ja eram desbravados
no Egito Antigo, na Babilonia e na Grécia.

No entanto, a matematica antiga do Egito e da Babilonia, quase nao se utilizava
de nenhuma complexidade que sobressaia a matemaética grega. Podemos assim
estabelecer que a geometria, na forma que compreendemos, teve seu berco na Grécia,
na época de Ptolomeu I, tempo no qual Euclides (300 a.C.) escreveu a obra Elementos.

Antes disso, porém, nao podemos nos esquecer de que Tales de Mileto (600 a.C.)
teve papel significativo no desenvolvimento da geometria dedutiva, e que Pitagoras
(540 a.C.) ja apresentava argumentos geométricos sofisticados como a descoberta das
grandezas incomensuraveis, bem como o préprio Teorema de Pitdgoras. Ademais,
Aristételes (340 a.C.) também teve grande importancia na sistematizacao da logica
dedutiva, o grande feito de Euclides foi reunir em um livro todos estudos ja realizados.

2.1 Euclides de Alexandria e o Quinto Postulado

Pouco se sabe da vida e da personalidade de Euclides de Alexandria, discipulo
da escola platonica, pois acredita-se que ele foi o fundador da famosa e consolidada
escola de Alexandria, e ainda, que ele tenha liderado um grupo de estudos. Euclides
¢ considerado o pai da Geometria, ja que se destacou ao obter resultados nada 6bvios
que serviam de instrumento para expandir conhecimentos ainda mais requintados. Ele
foi inovador, por tentar escrever de outra forma teoremas sofisticados, desenvolvendo
o método axiomatico da geometria. Vale salientar que o método axiomatico foi uma
prética exposta pelo grego Aristételes (384 a.C) como sendo uma forma de produzir
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uma teoria cientifica.

i

Figura 2.1: Euclides de Alexandria

A obra Os Elementos é a segunda que teve mais edi¢oes em toda a histéria da
humanidade, s6 perdendo para a Biblia, e nela, Euclides compilou resultados ja
conhecidos de outros matemaéticos nao s6 de geometria, mas também de aritmética
e algebra. Ele se tornou notavel ja que sua obra ¢é considerada o primeiro tratado
cientifico, no qual encontramos conceitos fundamentais da matemaética, apresentados
de forma revolucionéria.

Contrariamente a impressao muito difundida, os Elementos de Euclides
nao tratam apenas de geometria- contém também bastante teoria dos
numeros e dlgebra elementar (geométrica). O livro se compoe de 465
proposicoes distribuidas em trezes livros. Os textos de geometria plana e
espacial da escola secundaria americana trazem basicamente o material
que se encontra nos livros I, III, TV, VI, XI e XII dos Elementos. ([7],
p.169)

A obra Os Elementos é composta de treze livros e sua teoria se desenvolveu com o
uso de trés tipos de principios matematicos: defini¢oes, nocoes comuns e postulados.
Ainda de acordo com [7], o Livro I é dividido em trés grupos, sendo as primeiras
vinte e seis proposicoes compostas de tratados sobre teoria elementar dos triangulos,
nas proposigoes de 27 a 32 é apresentada a teoria das retas paralelas (que prova que
a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos) e por fim, a partir
da proposicao 34 sao exibidas nocoes de dreas de paralelogramo e triangulo, o que
tem como consequeéncia o teorema de Pitagoras, o qual é exposto nas proposigoes 47
e 48.

Euclides apresentou dez axiomas que foram separados em dois grupos: as nogoes
comuns e os postulados. Segundo [3] a distingao entre esses dois grupos ndo é muito
clara, esse autor trata as nocoes comuns como sendo hipdéteses aceitaveis a toda

ciéncia, enquanto os postulados seriam hipéteses peculiares da geometria.
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Utilizaremos aqui os enunciados propostos por tal autor, que empregou algumas
alteracoes, sendo tais enunciados nao rigorosamente idénticos com os apresentados
em Elementos, porém, tais alteragoes foram feitas para representar a maneira pela
qual Euclides efetivamente empregou para as demonstragoes dos teoremas.

I) Nogoes Comuns

N1) Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais.

N2) Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sdo iguais.

N3) Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

N4) Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

N5) O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

IT) Postulados

P1) Pode-se tratar uma (unica) reta ligando quaisquer dois pontos.

P2) Pode-se continuar (de uma tnica maneira) qualquer reta finita continuamente
em uma reta.

P3) Pode-se tratar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.

P4) Todos os angulos retos sao iguais.

P5) E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos,
no mesmo lado, cuja soma ¢ menor do que dois angulos retos, entao as duas retas, se

continuadas, encontrar-se-ao no lado onde estao os angulos cuja soma é menor do
que dois angulos retos.

Figura 2.2: O Quinto Postulado de Euclides
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Introduzido no contexto matematico geométrico, os quatro primeiros postulados
propostos por Euclides figuram como aparentemente compreensiveis e ébvios. Todavia,
o Quinto Postulado, mais conhecido como Postulado das Paralelas, desassemelha-se
dos demais, uma vez que possui certa complexidade sendo pouco irrefutavel.

2.2 As tentativas de demonstracao do Quinto
Postulado e o surgimento das (Geometrias
Nao Euclidianas

O Postulado das Paralelas sempre causou certo desconforto e controvérsia por
parte dos estudiosos, desde a época de Euclides. Por se tratar de um postulado de
entendimento nada imediato, alguns acreditavam na possibilidade de se tratar de
um teorema e que ele pudesse ser demonstrado, a partir dos quatro primeiros postu-
lados, ja outros presumiam uma substituicao desse postulado por algum conceito
mais preciso e simples. Assim, foram feitas diversas tentativas vas para provar sua
legitimidade.

Muitas dessas tentativas frustradas consistiam nada mais do que na elaboracao
de afirmacoes equivalentes ao Quinto Postulado ou admitiam fatos que nao podiam
ser demonstrados, utilizando exclusivamente, os quatro primeiros postulados. E essa
busca gerou afirmagoes equivalentes para o Postulado das Paralelas. Cito abaixo
algumas dessas equivaléncias e o matematico responsavel por tal tentativa de de-
monstracao ao longo dos anos:

e Retas paralelas sao equidistantes- Poseidonios (séc I a.C);

e Dada duas retas paralelas, uma terceira reta que encontre uma, encontrara
também, a outra- Proclus (séc V);

e Dados trés pontos nao pertencentes a uma mesma reta é sempre possivel tragar
um circulo que passe por eles- Adrien-Marie Legendre, Farkas Bolyai (inicio séc XIX);

e A soma dos angulos de todo triangulo é 180°- Euclides (300 a.C.), Girolamo
Saccheri (1733), Adrien-Marie Legendre (inicio do séc XIX);

e Existe ao menos um retangulo. Existe um par de triangulos semelhantes e nao
congruentes- Girolamo Saccheri (1733);

e Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma tnica reta paralela a reta

dada- John Playfair (1795).

Uma equivaléncia do Quinto Postulado que devemos enfatizar é a de Girolamo
Saccheri. De acordo com [3], a equivaléncia proposta por Saccheri é considerada a
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mais importante, por ter sido a primeira a abranger a viabilidade de outras Geome-
trias que nao a de Euclides, gerando assim, diversas consequéncias.

Apesar dos desapontamentos na prova do Quinto Postulado, ndao podemos deixar
de mencionar que cada uma dessas tentativas teve sua devida relevancia e contri-
buigao para a entao chamada Geometria Euclidiana e exibiram a complexidade do
Quinto Postulado.

Ha uma ideia de que o préprio Euclides acreditava que o Quinto Postulado deveria
ser provado, ja que s6 é utilizado a partir da proposicao 29 da sua obra, logo as 28
proposicoes iniciais de Euclides sao validas para qualquer geometria. Todavia, hoje
se sabe que a veracidade do Quinto Postulado submete-se diretamente a superficie
geométrica da qual se é trabalhada, ou seja, o famigerado Postulado das Paralelas
s6 é veridico quando inserido na Geometria FEuclidiana que se trata de superficies
planas. Nesse caso, fica o questionamento: como estabelecer conceitos geométricos
sobre superficies curvas?

Em suma, das intimeras tentativas fracassadas de se provar o Quinto Postulado
de Euclides, obteve-se varias proposicoes intrigantes que decorreram do método de
prova pela reducao a um absurdo, ou seja, da negacao do Postulado das Paralelas, o
qual abriu lacunas, originando assim a “Nova Geometria”.

2.3 Os grandes nomes das Geometrias Nao
Euclidianas

De acordo com [7], um grande progresso matematico evidente e revoluciondrio
ocorrido na primeira metade do século XIX, foi a descoberta, perto de 1829, de uma
geometria autoconsistente, distinta da Geometria habitual de Euclides. Abordaremos
aqui as contribuicoes de alguns matematicos que se destacaram por serem os entao
precursores das Geometrias Nao Euclidianas.

2.3.1 John Playfair

O matematico e fisico escocés John Playfair (1748-1819) foi o responsével por
uma das propostas moderna da equivaléncia do Quinto Postulado de Euclides, mais
conhecida e difundida nos textos matematicos atuais.

Como ja dito na secao anterior, a versao de Playfair para o Postulado das Paralelas
foi: “Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma unica reta paralela a reta
dada”. Tal versao foi muito utilizada por sucessores de Playfair, sendo fundamentada
em trés perspectivas: por um ponto dado pode-se tracar mais do que uma, exata-
mente uma ou nenhuma paralela a uma reta dada.
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Figura 2.3: John Playfair

2.3.2 Girolamo Saccheri

Adepto do método de prova pela reducao a um absurdo, o padre jesuita e profes-
sor italiano Girolamo Saccheri (1667-1733), foi o responsavel pela primeira anélise,
efetivamente, cientifica do Quinto Postulado de Euclides que s6 foi publicada em 1773.

O método da redugao por absurdo, utilizado por Saccheri, teve como propédsito
aprimorar os resultados da negacao do Postulado das Paralelas, tentando assim
desenvolver uma geometria controvérsia, uma vez que originava da incontestabilidade
de que o Postulado das Paralelas era absolutamente pertinente.

Figura 2.4: Girolamo Saccheri

Em seu trabalho, Saccheri tomou as 28 primeiras proposicoes de Euclides e de-
monstrou, sem erros, alguns teoremas. No entanto, seu proposito era o de finalizar
o trabalho com a demonstragao do Quinto Postulado. Para isso, ele utilizou um
quadrilatero ABCD cujo os angulos da base AB sao retos e os lados AD e BC' sao
congruentes.
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Figura 2.5: Quadrilatero de Saccheri

De acordo com o postulado de Euclides, tal quadrilatero teria que ter o lado C'D
igual a base AB e assim os angulos C' e D também seriam angulos retos, ou seja, tal
quadrilatero seria um retangulo.

Tomando as diagonais AC' e BD, Saccheri empregou o teorema de congruéncia
de triangulos para chegar a conclusao de que os angulos C' e D sao iguais. O que
gerou trés hipoteses: os angulos C e D sao iguais e agudos, sao retos ou sao iguais e
obtusos.

Para o caso da hipdtese do angulo obtuso, Saccheri, assim como Euclides, em-
pregou a deducao da infinitude da reta, ou seja, partindo do pressuposto de que
uma reta € infinita, ele conseguiu rejeitar tal hipétese. Porém, no caso da hipétese
do angulo agudo, nao alcancou um resultado satisfatério utilizando a reducgao por
absurdo.

Apoés obter muitos dos teoremas agora classicos da Geometria Nao
Euclidiana, Saccheri, de maneira insatisfatoria e inconvincente, forgou
uma contradicao no desenvolvimento de suas ideias através de nogoes
nebulosas sobre elementos infinitos. Nao tivesse ele mostrado tao avido
de exibir uma contradi¢ao, os méritos da descoberta da Geometria Nao
Euclidiana caberiam a ele. ([7], p.540)

2.3.3 Johann Heinrich Lambert

Matematico sui¢o autodidata, Johann Heinrich Lambert (1728-1777), também é
um nome que configura entre os estudiosos da descoberta da Geometria Nao Euclidi-
ana. Mesmo nao tendo conhecimento dos feitos de Saccheri, Lambert desenvolveu
um trabalho sobre o Postulado das Paralelas que se utilizava também da técnica de
reducao por absurdo, porém obteve resultados bem mais convincentes.
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Figura 2.6: Johann Heinrich Lambert

Nos seus estudos, Lambert considerou um quadrilatero com trés angulos retos e
em relagao ao quarto angulo, semelhantemente, a Saccheri, levou em consideragao
trés hipoteses: o quarto angulo ¢é agudo, é reto ou é obstuso.

Figura 2.7: Quadrilatero de Lambert

Para o caso do quarto angulo ser reto, temos o Quinto Postulado de Euclides.
Quanto ao caso do angulo obtuso, Lambert chegou ao mesmo desfecho que Saccheri,
descartando tal hipdtese. J4 no caso do angulo agudo, os resultados ainda continua-

ram insatisfatorios.

No entanto, Lambert teve mais sucesso ao concluir alguns teoremas, considerando
o quarto angulo agudo, dentre eles um muito importante que, posteriormente, foi
reconhecido no tratamento da entao Geometria Nao Euclidiana: “A soma das medidas
dos angulos internos de um triangulo retangulo é menor que 180°.”

2.3.4 Johann Carl Friedrich Gauss

Desde o comego do século XIX, o matematico, astronomo e fisico alemao Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) mostrava-se certo interesse com a tentativa de se
provar o Quinto Postulado, ou negé-lo.
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Figura 2.8: Johann Carl Friedrich Gauss

Entretanto, apesar de ter sido o primeiro matematico a nomear a Nova Geometria
como Nao Euclidiana, Gauss nao publicou nada a respeito. Tudo que se sabe provém
de seus livros de anotacoes, cartas e notas inéditas em suas pesquisas, que mostram
indicio de todo seu conhecimento e desenvolvimento sobre a “Nova Geometria’.

Os teoremas desta geometria parecem paradoxais e, para um nao
iniciado, absurdos; mas uma reflexao cuidadosa sobre o assunto revela
que eles nao contém nada de impossivel.

Trecho de uma carta a Franz Adolph Taurinus, em Gottingen de 08/11/1824
([3], p-38)

A ponderacao de Gauss em nao publicar seus feitos é facilmente entendida, uma
vez que a filosofia de Kant, que era fundamentada no conhecimento empirico, impe-
rava na época. Na sua mais célebre obra, Critica da Razao Pura, Kant nomeia a
superficie Euclidiana como “necessidade inevitavel do pensamento”, logo é compre-
ensivel a sabedoria de Gauss de nao divulgar suas pesquisas a respeito do que ele
chamou de Geometria Nao Euclidiana.

A nao publicacao dos estudos de Gauss, fez com que o reconhecimento da desco-
berta da “Nova Geometria” fosse compartilhado com Bolyai e Lobachevsky.

2.3.5 Nicolai Ivanovitch Lobachevsky

Embora todo mérito tenha sido atribuido a Gauss, foi o matematico russo Nicolai
Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856) o mentor oficial da Geometria Nao Euclidiana,
por ter sido dele a primeira publicacao sobre tal assunto.
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Figura 2.9: Nicolai Ivanovitch Lobachevsky

Lobachevsky foi visto como uma “pessoa excéntrica” por causa do seu interesse
pela Geometria Nao Euclidiana. Apesar do seu trabalho arrojado, ele teve pouco ou
quase nenhum reconhecimento, talvez pelo fato de sua primeira publicagao ter sido
escrita em russo.

Na expectativa de ser reconhecido, Lobachevsky ainda escreveu outros trabalhos
sobre o assunto e, um ano antes de seu falecimento, elaborou uma versao em francés
chamada Pangéométrie, o que fez com que a geometria sugerida pelo mesmo ficasse
conhecida como Pangeometria.

O ponto elementar do trabalho de Lobachevsky foi a negacao do Quinto Postulado
de Euclides, em que ele sugeriu uma “Nova Geometria” na qual admitisse que por
um ponto fora de uma reta passam pelo menos duas retas paralelas a reta dada,
e que a soma dos angulos internos de um triangulo seria menor que dois angulos retos.

Lamentavelmente, Lobachevsky morreu sem presenciar a condecoracao do seu
trabalho.

2.3.6 Johann Bolyai

Nascido na Hungria, Johann Bolyai (1802-1860) foi filho de Farkas Bolyai, um
professor de matematica e amigo intimo de Gauss.
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Figura 2.10: Johann Bolyai

Bolyai foi encorajado por seu pai a estudar o Postulado das Paralelas. Assim, em
1832, apds cinco anos de estudos, publicou os resultados de sua pesquisa sobre tal
geometria como um apéndice de um trabalho amplo de seu pai.

Como ponto chave de seu trabalho, Bolyai negou o Quinto Postulado de Euclides,
constatando que a existéncia de duas retas paralelas a uma reta dada, ocasionava,
na verdade, a existéncia de uma infinidade de retas paralelas a uma reta dada.

Ao receber as primeiras reprodugoes da publicacao do filho do amigo, Gauss fez
a seguinte andlise:

Se eu comegasse com a afirmagao de que nao ouso louvar tal trabalho,
voce, é claro, se sobressaltaria: mas nao posso proceder de outra forma,
pois louva-lo significaria louvar a mim mesmo, visto que todo conteido
do trabalho, o caminho que seu filho seguiu, os resultados aos quais ele
chegou, coincidem quase exatamente com as meditagoes que tém ocupado
minha mente por (um periodo de) trinta a trinta e cinco anos. Por isto
mesmo encontro-me surpreso ao extremo. ([3], p.43)

Ainda segundo [3], Bolyai teria ficado decepcionado apés saber que outro ha-
via feito as mesmas investigagoess que ele, tendo assim que dividir os louros da vitoria.

2.3.7 Georg Friedrich Bernhard Riemann

No inicio do século XIX, o matemético alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866) se atentou para um lapso cometido por Euclides, Saccheri e outros pre-
cursores: o fato deles terem adotado, sem questionamentos, que uma reta é ilimitada
e infinita.
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Figura 2.11: Georg Friedrich Bernhard Riemann

Riemann, entao, propos que tal fato fosse valido somente para uma superficie Eu-
clidiana. E assim, originava uma geometria que condizia exatamente com a hipdtese
do angulo obtuso de Saccheri.

Portanto, Riemann trabalhou com a outra negacao ao Postulado das Paralelas:
por um ponto fora de uma reta nao existe nenhuma reta paralela a reta dada. Ou
ainda, que a soma dos angulos internos de um triangulo é maior que 180°.



Geometrias Nao Euclidianas

Nos primoérdios do século XIX, o Postulado das Paralelas continuava se mostrando
impreciso, nao apropriado de ser tratado como uma verdade incontestavel, ou ainda,
nao se tinha a certeza se poderia ser aceito ou nao fora de uma superficie que nao
fosse a Fuclidiana. Vale ainda enfatizar que nessa época os trabalhos de matematicos
como Saccheri e Lobachevsky eram praticamente desprezados e ainda vistos como
conceitos um tanto quanto absurdos.

Entretanto, as incertezas causadas pelo Quinto Postulado e os estudos dos pre-
cursores sobre a possibilidade de uma geometria distinta da de Euclides abriram
precedentes para o surgimento de duas “Novas Geometrias”, negando o Quinto
Postulado:

e Por um ponto fora de uma reta, existe pelo menos duas retas paralelas a reta
dada.

e Por um ponto fora de uma reta, nao existe reta paralela a reta dada.

A primeira foi fundamentada na superficie hiperbdlica, denominada entao de Geo-
metria Hiperbdlica, e a segunda na superficie esférica, chamada de Geometria Esférica.

Pode-se expressar que o diferencial entre essas superficies é a curvatura de cada
uma. Tal definicao nao sera aprofundada nesse trabalho, porém no apéndice consta
uma breve explicagao e alguns conceitos triviais sobre como se determina a curvatura
de uma superficie.

Intuitivamente, o plano representado pela Geometria de Euclides, nao possui
curvatura, ou seja, sua curvatura é zero. Ja a Geometria Hiperbdlica, é definida em
superficies de curvaturas negativas enquanto que a Geometria Esférica é definida em

superficies de curvaturas positivas.

15
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Figura 3.1: Exemplos de Curvatura das Superficies Hiperbdlica, Euclidiana e
Esférica

Vale ainda ressaltar que esses sao s6 alguns exemplos de superficies. A superficie
conhecida como sela, representa apenas um dos modelos da Geometria Hiperbdlica,
posteriormente veremos um outro modelo conhecido como pseudo-esfera. Outro
exemplo a ser citado é o da superficie eliptica que, assim como a superficie esférica,

possui curvatura positiva.

Essas geometrias se diferem em alguns conceitos basicos, como pode-se observar
na tabela seguinte.

GEOMETRIA

CONCEITOS
BASICOS

GEOMETRIA
EUCLIDIANA

GEOMETRIA
HIPERBOLICA

ESFERICA

Dados umaretar e um
ponto P exterior ar

E possivel tracar
somente uma reta por P

E possivel tragar pelo
menos duas retas por P

Nao é possivel tragar
nenhuma reta por P

paralelaar paralelas a r paralelaar
Intersecao de duas retas . - Sd0 dois pontos
¢ E um ponto E um ponto antipodas (pontos

distintas

diametralmente opostos)

Duas retas distintas
perpendiculares a uma
terceira

Séo paralelas

Sao paralelas

Se interceptam

A soma dos angulos
internos de um tridngulo

E igual a dois angulos
retos

E menor que dois
angulos retos

E maior que dois
angulos retos

Figura 3.2: Comparagoes basicas entre as Geometrias Euclidiana, Hiperbdlica e
Esférica

Diante da apresentacao desses detalhes que caracterizam cada uma das geometrias,
iremos agora trabalhar com algumas particularidades da Geometria Hiperbdlica e,
principalmente, da Geometria Esférica, que é o ponto chave do nosso trabalho. Vale
ainda salientar, que ambas as geometrias admitem os quatro primeiros postulados
de Euclides como verdadeiros, isto €, tais postulados nao perdem a validade nessas



Capitulo 3. Geometrias Nao Euclidianas 17

“Novas Geometrias”.

3.1 A Geometria Hiperbdlica

A versao do Quinto Postulado de Euclides embasada na superficie hiperbdlica
ficou conhecida como Postulado de Lobachevsky, por ter sido ele o seu inventor:
“Por um ponto exterior a uma reta, passa pelo menos duas retas paralelas a reta dada”.

Um sistema axioméatico deve ser consistente, independente e completo. E preciso
que se tenha modelos, exemplos de ambientes que satisfacam o conjunto de axiomas
na qual a geometria se baseia.

Normalmente, sao empregados quatro modelos para denotar a superficie hiperbo-
lica: um modelo tridimensional e os outros trés bidimensionais.

Desenvolvido pelo matemético italiano Eugénio Beltrami (1835-1900), o modelo
tridimensional é obtido pela rotacao de uma curva tractriz, e a superficie em questao
é a do sélido criado, conhecido como pseudo-esfera.

Figura 3.3: Pseudo-esfera: modelo hiperbdlico tridimensional

Um dos modelos bidimensionais foi criado pelo alemao Felix Klein (1849-1925), a
entao superficie hiperbdlica é definida pela regiao interna de um circulo Euclidiano.
Ora, se dois pontos distintos definem uma corda tnica, tal corda passa a ser con-
siderada entao uma reta hiperbdlica. Logo, duas retas hiperbdlicas se interceptam,
no maximo, em um ponto no interior do circulo, com isso, neste modelo, teremos
infinitas retas paralelas a uma reta dada contendo um ponto P exterior a essa reta.
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Figura 3.4: Modelo bidimensional hiperbdlico de Félix Klein

Os outros dois modelos bidimensionais foram criados pelo francés Henri Poincaré
(1854-1912). Também conhecido por Disco de Poincaré, o primeiro modelo, assim
como no modelo de Klein, é definido pelo circulo Euclidiano limitado, se distinguindo
pelo fato de as retas hiperbodlicas serem definidas por arcos de circunferéncia perpen-
diculares a limitacao do plano.

Figura 3.5: Disco de Poincaré: um dos modelos bidimensionais de Henri Poincaré

Denominado semiplano de Poincaré, nesse segundo modelo proposto por Henri,
as retas hiperbodlicas sao definidas por semicirculos com centros no eixo x, sendo esse
eixo a extremidade do semiplano cartesiano que contém as ordenadas positivas. Tal
modelo se faz valido pela hipdtese do angulo agudo de Saccheri.

Figura 3.6: Semiplano de Poincaré: o segundo modelo bidimensional de Henri
Poincaré
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Em suma, a Geometria Hiperbdlica se desenvolve sobre uma superficie de cur-
vatura negativa. Com isso, como decorréncia do Postulado das Paralelas nessa
geometria, temos a formacgao de triangulos, cuja a soma dos angulos internos é
sempre menor que 180°, e ainda, a comprovacao da existéncia de uma infinidade de
retas paralelas a uma reta dada contendo um ponto P exterior a essa reta.

3.2 A Geometria Esférica

A Geometria Esférica, também conhecida como Geometria Riemanniana, con-
traria o Quinto Postulado de Euclides determinando que: “Por um ponto exterior a
uma reta, nao existe nenhuma reta paralela a reta dada”.

3.2.1 Algumas Nocoes Importantes

Estabeleceremos algumas nog¢oes importantes para uma boa compreensao de tal
geometria que é fundamentada na superficie esférica.

Superficie Esférica

Definicao 3.1: A superficie esférica é determinada pelo conjunto de pontos do
espaco que estao a uma mesma distancia de um ponto interior, chamado centro e
onde tal distancia é denominada raio. Os pontos interiores sao aqueles cuja distancia
do centro a superficie esférica é menor que esse raio. A uniao de todos esses pontos
forma assim uma esfera, em que as sec¢oes planas sempre serao formadas por circulos.

Figura 3.7: Superficie Esférica

3.2.2 Circulos Maximos e Circulos Menores

Definicao 3.2: Um plano ao interceptar uma superficie esférica sempre define um
circulo, podendo esse circulo ser um circulo maximo ou um circulo menor. Um
circulo maximo é aquele que contém o centro da esfera, isto €, os centros dos circulos
maximos sempre coincidem com o centro da esfera.
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Figura 3.8: Circulos Méaximos e Circulo Menor

Pontos Antipodas

Definicao 3.3: Dois pontos sao ditos antipodas, quando sao diametralmente opos-
tos, ou seja, esses dois pontos pertencem a superficie esférica e sao extremos de um
segmento de reta que contém o centro dessa esfera.

Figura 3.9: Pontos Antipodas A e B

Geodésicas e Arco de Geodésicas

Definicao 3.4: As retas na Geometria Esférica sao denominadas geodésicas, que
nada mais sao do que circulos maximos da esfera. Logo, os segmentos de reta sao
arcos de geodésicas, ou seja, sao definidos pela menor distancia que conectam dois
pontos na superficie esférica. Ressalta-se que, caso esses dois pontos sejam antipodas,
tal arco de geodésica nao sera unico, haverd infinitos segmentos esféricos de mesmo
comprimento contendo esses dois pontos.

Nessa geometria, as retas nao sao mais infinitas como na Geometria Euclidiana,
mas sim ilimitadas: as geodésicas sao finitas, ou seja, possuem uma medida especifica,
porém nao possuem inicio e fim, sendo assim ilimitadas.
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Figura 3.10: Geodésicas e Arco de Geodésica AB

Teorema 3.1: Dados dois pontos A e B nao antipodas, na superficie esférica, existe
uma, e somente, uma geodésica que contém A e B.

Demonstracao: Sejam A e B dois pontos nao antipodas na superficie esférica,
e consideremos o ponto O como centro da esfera. Ora, temos entao trés pontos
distintos e nao colineares, no espaco, o que nos leva a concluir que tais pontos
determinam um tunico plano que contém o centro da esfera. Com isso, s6 existe
um circulo méaximo que representa a intersecao deste plano com a esfera, isto é,
s0 hd uma geodésica que contém os pontos A e B.

Triangulos Esféricos

Definicao 3.5: A intersecao de dois circulos méaximos da esfera determina dois
pontos, cada um desses pontos define assim um angulo esférico. A medida de um
angulo esférico ¢ igual a medida do arco de circulo méaximo oposto a ele e limitado
pelos dois lados desse angulo. Por outro lado, o arco de circulo méximo é medido
através do angulo que corresponde a ele no centro da circunferéncia. Com isso, um
triangulo esférico é determinado por trés pontos distintos sobre a superficie esférica,
formado sempre por trés arcos de circulos maximos, ou seja, arcos de geodésicas.

Figura 3.11: Triangulo Esférico ABC
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Como nos triangulos Euclidianos, os triangulos Esféricos possuem trés bissetrizes,
trés alturas e trés medianas, porém em vez de se tratar de segmentos de reta, trata-se
de geodésicas. Entretanto, diferente da Geometria Euclidiana, na Geometria Esférica
a soma dos angulos internos de um triangulo nao é fixa. Dado um triangulo esférico
ABC, e sendo os seus angulos internos «, 5 e 7, a soma desses angulos internos
sempre estara representada pela desigualdade:

180° < av + B + 7y < 540°

Apresentadas tais propriedades, inferimos que diferentemente dos triangulos Eu-
clidianos, em triangulos Esféricos, podemos ter mais de um angulo reto, e ainda,
triangulos com trés angulos retos e trés lados medindo também 90°, chamados assim
de trirretangulo e trirretilatero.

Figura 3.12: Triangulo Esférico ABC Trirretangulo e Trirretilatero

Definicao 3.6: A area de um triangulo esférico é a regiao da superficie esférica
limitada pelos trés arcos de geodésicas que constituem tal triangulo.

Um grande colaborador nos estudos das areas dos triangulos esféricos foi o mate-
matico francés Albert Girard (1595-1632). Diferentemente da Geometria de Euclides,
Girard demonstrou que a area de um triangulo esférico é definida sem utilizar os
lados do triangulo, e sim, obtida apenas com os angulos internos e o raio da esfera.

Figura 3.13: Area do Triangulo Esférico ABC
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Definicao 3.7: A regiao da superficie esférica limitada por dois circulos maximos é
chamada de fuso esférico. Os dois pontos antipodas, intersecoes desses circulos, sao
ditos vértices do fuso esférico que possui um angulo 6 formado pelos dois circulos
maximos.

Figura 3.14: Fuso Esférico de Angulo 6 e Vértices A e B

Teorema 3.2: A drea Sy de um fuso esférico de angulo 6 (em radianos) ¢ dada por
Sy =20R? em que R é o raio da superficie esférica.

Demonstracao: A area de um fuso esférico é proporcional ao seu angulo. Para
demonstrar a area do fuso, basta fazermos uma simples proporc¢ao utilizando a
drea total da superficie esférica de raio R, que é dada por S, = 47 R2.

Sy 0

_ _ 2
i R? —%—)Sf—QeR

]

Definicao 3.8: Um fuso completo é constituido pela uniao de um fuso com o seu
fuso antipoda, ou seja, os dois fusos formados por pontos antipodas.

Figura 3.15: Fuso Esférico Completo
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Teorema 3.3: (Teorema de Girard) Sendo «, /3 e v os angulos internos de um
triangulo esférico, temos que ao+ +~v =7+ —, em que R é o raio da esfera e S a

R?’
area desse triangulo.

Demonstrac¢ao: Consideremos um triangulo esférico ABC' com angulos internos
a, f e v (em radianos). Ao considerar os prolongamentos dos trés lados desse
triangulo, teremos trés fusos esféricos completos, cujos angulos sao os préprios
angulos internos do triangulo.

Figura 3.16: Triangulo Esférico e seus Fusos Completos

Considerando R o raio da superficie esférica em questao, a soma das areas
desses trés fusos completos é:

2(2aR? + 2BR? + 2yR?)
= 4aR? + 48R? + 4yR>

Considere o triangulo A'B'C", congruente ao triangulo ABC', cujos vértices
A'B'C" sao os pontos antipodas de A, B e C. Cada um dos fusos completos
que contém o triangulo ABC' contém o triangulo A'B'C" de mesma &rea. Ao
somarmos as areas de todos os fusos completos, teremos a area da superficie
esférica acrescida ao quadruplo da area do triangulo.

4aR? + 4BR%* + 4vR? = 47 R? + 48
4(aR?* + BR? + yR?) = 4(7R* + 9)

aR?+ fR?+yR*=1R*+ S

S
04+ﬁ+’y:7r+§



Capitulo 3. Geometrias Nao Euclidianas 25

Teorema 3.4: A soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo
esférico é sempre maior que 180° e menor que 540°.

Demonstracao: Para demonstrar esse teorema, utilizaremos como ponto de
partida o resultado do Teorema de Girard.

Considere um triangulo esférico de drea S. Pelo Teorema de Girard, quando
S tende a zero, temos que a + [+ tende a 180°. Porém, como nao podemos ter

um triangulo de area nula, concluimos que a a + 3 + « é estritamente maior que
180°.

Em contrapartida, ao considerarmos um triangulo méximo, isto ¢, que envolva
quase a totalidade da semiesfera que o contém, obteremos um triangulo esférico
cujos vértices sao eqiiidistantes e bem proximos do circulo maximo. Ora, essa
drea entao serd préxima a 2w R? ( metade da drea da superficie esférica), mas

sem assumir tal valor. Pelo Teorema de Girard concluimos que o + 3 + 7y tende a
2

2rR
180° + %, ou seja, tende a 180° 4 360° = 540°.

Portanto, concluimos que sendo «, 3 e v os angulos internos de um triangulo
esférico, sempre teremos que:

180° < v + B + 7y < 540°.

3.2.3 Alguns Conceitos Conhecidos na Geografia

Tomando como referencial o globo terrestre e considerando sua superficie como
esférica, ha alguns termos bem notaveis na Geografia que sao associaveis a Geometria
Esférica.

Pélos, na Geometria Esférica, sao os pontos antipodas, cujo diametro da esfera
que os contém é perpendicular a um outro circulo maximo, um exemplo no globo
terrestre sao os polos Norte e Sul.

Hemisférios sao formados por um plano que contém o centro da superficie esférica,
isto é, um circulo maximo divide a superficie em dois hemisférios. Um exemplo é a
Linha do Equador que divide a Terra nos Hemisférios Norte e Sul.
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Pdlo Norte

P _Q
A

\\r-_._ I_]_lenha do Equador

Pdio Sul

Figura 3.17: Globo Terrestre: Pélo Norte, Linha do Equador e Pélo Sul

Os Meridianos do globo terrestre sao semicirculos maximos que contém os pélos
norte e sul, ou seja, nada mais sao do que os arcos maximos de geodésicas.

Ja os paralelos sao compostos de um circulo maximo e de circulos menores.
Esse circulo maximo nada mais é do que a Linha do Equador e os Tropicos de Ca-
pricérnio, de Cancer e os Circulos Polar e Artico que sao exemplos de circulos menores.

Figura 3.18: Meridianos e Paralelos

Como tais conceitos sao conhecidos pelos alunos na Geografia, porque nao utiliza-
los para o entendimento da Geometria Esférica? Na observacao dos meridianos, por
exemplo, fica mais claro entender o porqué de nao existir retas paralelas nesta “Nova
Geometria”, ja que todas as geodésicas se interceptam nos pélos norte e sul.

3.2.4 O Postulado de Riemann

Como ja dito, Georg Friedrich Bernhard Riemann, contrariou o Quinto Postulado
de Euclides afirmando a nao existéncia de retas paralelas.

Teorema 3.5: Quaisquer duas retas em uma superficie esférica tém sempre dois
pontos antipodas em comum.

Demonstracao: Tomando duas geodésicas na superficie esférica, concluimos
que cada uma delas intersecta a esfera em um circulo maximo que contém o centro
dessa esfera. Ora, esses circulos possuem entao um ponto em comum que nada
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mais é do que o centro da esfera. Logo, esses circulos maximos possuem uma reta
em comum que, logicamente, terao dois pontos antipodas como intersecao dessa
superficie esférica.

Figura 3.19: Pontos Antipodas: Intersecao entre duas Geodésicas

Desse modo, afirmamos que na Geometria Esférica nao existe retas paralelas.

Contudo, os estudos de Riemann ampliaram as noc¢oes geométricas para além
das Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica. Ele analisou do seu modo os conceitos
primitivos como; ponto, reta e plano, definindo a superficie esférica como plana, os
pontos como posi¢oes no espaco e tratando a reta como ilimitada e nao como infinita,
assim como ¢ nas geometrias de Fuclides e de Lobachevsky.
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Proposta de uma Atividade de Inser-
cao da Geometria Esférica para Alu-
nos do 9°2 ano do Ensino Fundamental

Neste capitulo, apresentaremos uma atividade realizada em uma turma do 9° ano.
Escolhemos essa turma, pois ao final do ensino fundamental os estudantes ja pos-
suem certa convivéncia com a geometria, tendo assim, um conhecimento geométrico
passivel de exploracao.

E importante incentivar os alunos a estudar geometria, a construir o entendimento
de que estamos inseridos em um mundo de formas, e que assim, é incontestavel a
importancia da aprendizagem e da concepc¢ao da geometria, sem visar unicamente
a questao de contextualizacao didatica. A habilidade do professor de inserir dife-
rentes situacgoes que incluam ideias geométricas, ao cotidiano dos alunos, se torna
um elemento facilitador para compreensao do discente. Afinal, a geometria esta
presente nao so6 na natureza, mas também em varias areas de conhecimento, como a
arquitetura, engenharia, artes e tecnologias.

O intuito desta atividade é agucar no aluno o interesse e a curiosidade em
investigar diversas nogoes geométricas, a comegar pela percepcao espacial, pela averi-
guacao histérica e pelos conceitos mais sutis e complexos que a eles sao desconhecidos.

Metodologicamente, objetiva-se propor uma atividade que serd dividida em trés
partes. A primeira parte constard de uma aula expositiva em que exploraremos a
parte histérica da geometria. Nesse momento, os alunos serao informados sobre a
origem da geometria e sobre quem foi Euclides de Alexandria. Ademais, sera relatada
a existéncia da geometria nao Fuclidiana e o porqué do seu surgimento, bem como
sua relevancia nao s6 na matematica antiga, como também suas contribuigdes que nos
beneficiam até hoje. Em tempo, serao citados alguns conceitos bésicos e exemplos
que diferenciam a Geometria Euclidiana da Geometria Nao Euclidiana, focando na
Geometria Esférica.

28
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Na segunda parte, serd apresentado um exercicio bem trivial que abranja as
diferencas da Geometria Euclidiana e da Geometria Esférica. A intencao ¢ instigar o
aluno a compreender as particularidades de cada geometria e, assim, reforcar o que
foi exposto na primeira parte. Neste momento os alunos trabalharao em pequenos
grupos interagindo entre si.

Jé a terceira parte, serd composta por uma atividade exploratéria como alternativa
metodoldgica de ensino, para a introducao da Geometria Esférica, no Ensino Bésico.
Valorizando os conhecimentos prévios dos alunos, pretende-se inserir a Geometria

Esférica em uma atividade ludica com manipulacao, de forma que os alunos tenham
maior percepcao espacial, facilitando a compreensao pelos mesmos.

4.1 Elaboracao da Atividade

Ao desenvolver a atividade, os principais objetivos almejados foram:
e Desenvolver e instigar o interesse do aluno para o aprendizado da geometria;

e Dotar o aluno de novos conhecimentos, contribuindo para o desenvolvimento
da percepgao acerca da geometria, utilizando atividades exploratorias;

e Propiciar a compreensao da existéncia das Geometrias Nao Euclidianas, bem
como apresentar as diferencas entre as duas geometrias e a relevancia de ambas

dentro e fora da sala de aula, com o enfoque na Geometria Esférica.

Para isso, preparamos um conteiido programatico, no qual fossem apresentadas
as seguintes nogoes:

e Parte histérica sobre a origem da geometria;

e Fuclides de Alexandria e a obra Elementos;

e Conceitos basicos da Geometria Euclidiana;

e O Quinto Postulado de Euclides e o surgimento da “Nova Geometria’;

e Os geometras responsaveis pela descoberta das Geometria Nao Euclidianas;
e Apresentacao de conceitos basicos da Geometria Esférica;

e Comparacao entre as Geometrias Euclidiana e a Esférica;
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e Exploragao das caracteristicas da Geometria Esférica.
Metodologia a ser empregada:

e Aula expositiva utilizando recursos instrucionais: material de apoio, quadro e
pincel;

e Licao interativa, estimulando os alunos a trabalharem em pequenos grupos;
e Oficina ludica de exploracao dos principios da Geometria Esférica.

Atividade dividida em trés tempos, sendo os dois primeiros de, aproximadamente,
trinta minutos e o terceiro de uma hora, totalizando duas horas de aula.

Para a atividade exploratoria, serao utilizados objetos de manipulacao como bolas
de isopor, elasticos, alfinetes e um transferidor esférico, cuja construcao sera descrita
na préxima sec¢ao.

Apresentaremos abaixo duas questoes bastante comuns no trabalho com a Geo-
metria Esférica, que finalizarao o trabalho com os alunos apés a atividade exploratoria.

Problema dos Foguetes: Suponha que as cidades Rubra e Anil estao situadas
bem proximas da linha do Equador. Em um determinado dia, dois foguetes foram
langados no mesmo horario e com a mesma velocidade, um na cidade de Rubra e o
outro na cidade de Anil. O que vocé acha que acontecera com os foguetes?

Nesta questao, espera-se que os alunos utilizem os objetos de manipulagao e os
conhecimentos da Geometria Esférica para concluir que os dois foguetes se encontra-
rao.

Problema do Urso: Comecando de um determinado ponto da Terra, um urso
caminha um quilometro para o sul. Ele muda, entao, de direcao e caminha um
quilometro para o leste. Logo, ele vira de novo para a esquerda e caminha mais um
quilometro para o norte, chegando assim exatamente no mesmo ponto de partida.

a) Utilizando uma folha de papel, desenhe o percurso que o urso fez.

b) Agora, utilize a bola de isopor e os eldsticos para fazer esse percurso.

c) Qual é a cor do urso? O que levou vocé a essa conclusao?

Ao utilizar a folha de papel na primeira parte da questao, os alunos irao trabalhar
na superficie plana, ou seja, estarao trabalhando com a Geometria Euclidiana.



Capitulo 4. Proposta de uma Atividade de Inser¢cao da Geometria Esférica
para Alunos do 9° ano do Ensino Fundamental 31

Nesta parte, deverao observar que a principio o problema é falho e, portanto, o
urso nao volta para o ponto de partida. Importante a analise de que tal fato acontece
porque a superficie da Terra é esférica e nao plana.

Ponto de Partida Ponto de chegada
N
Sul _ﬁg
e 'q : Norte
s
e F
Leste

Figura 4.1: Problema do Urso na Superficie Plana

Ja na segunda parte, os alunos utilizarao as bolas de isopor para representar a
superficie terrestre. Assim, utilizando os materiais de manipulacao: os elasticos, a
bola de isopor e o transferidor esférico, os alunos terao uma percepcao melhor de que
o ponto de partida coincidird com o ponto de chegada, ou seja, o urso saira e chegara
ao polo norte. Com isso, o urso s6 podera ser branco por se tratar de um urso polar.

Figura 4.2: Problema do Urso na Superficie Esférica

Uma observagao necessaria aqui é pensar que se o urso partisse do poélo do Sul,
devido ao fato de sempre caminhar por circulos maximos, ele voltaria ao pélo Sul.
No entanto, essa possibilidade nos leva a um problema completamente ficticio, uma
vez que no Pdlo Sul nao existe urso.

4.2 Descricao da Aula Pratica

A atividade foi aplicada em uma escola publica municipal, localizada na regiao
norte da capital mineira. Contei com a colaboracao da professora da turma, que
leciona as aulas de dlgebra para os alunos do 9° ano (a turma possui uma segunda
professora que ministra as aulas de geometria). Foram-me cedidas duas aulas de uma
hora cada, assim o trabalho foi realizado em dois dias: no primeiro dia ocorreu a aula
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expositiva e a primeira parte dos exercicios sobre os conceitos triviais da geometria,
ja no segundo dia, finalizamos os exercicios de comparagao entre as geometrias e a
atividade exploratéria.

A primeira situacao desafiadora na qual me deparei, foi ser informada que os
alunos nao tinham um suporte muito satisfatério no contetido da geometria. Eles
tinham acabado de finalizar o estudo do teorema de Tales e, consequentemente, a
aprendizagem quanto aos conceitos e defini¢oes sobre triangulos, como por exemplo,
o valor da soma dos angulos internos. Portanto, na primeira parte da minha aula,
tive que ter uma atengao maior e reforcar além do planejado, alguns conceitos bésicos
da Geometria Euclidiana.

A atividade foi aplicada para dezessete alunos, e todos demonstraram certo
entusiasmo por aprender uma “geometria diferente”.

A aula expositiva transcorreu de maneira tranquila, e mesmo com algumas inqui-
etagoes dos alunos, o tempo foi suficiente para expor todo o contetido planejado para
o primeiro dia.

Contudo, a aula do segundo dia foi mais participativa e os alunos se mostraram
mais empolgados com a atividade exploratéria, utilizando os objetos de manipulacao.

Primeiro Momento: utilizando as bolas de isopor e os eldsticos para representar
as geodésicas.

Figura 4.3: Aula Exploratéria: Geodésicas

Segundo Momento: expondo os exemplos dos meridianos e paralelos.

Figura 4.4: Aula Exploratéria: Meridianos e Paralelos
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Terceiro Momento: explicando a utilizagao do transferidor esférico.

O transferidor esférico foi construido com tiras de acetato, da seguinte forma:
primeiro cortam-se duas tiras de acetato com o mesmo comprimento do circulo mé-
ximo da bola de isopor e divide-se, proporcionalmente, esse comprimento com uma
escala de tal forma que o comprimento final dessas divisoes corresponda ao angulo de
360°. A primeira tira deve ser cortada em duas iguais e unidas perpendicularmente
na metade de cada uma, e depois as quatro pontas dessa primeira tira sao unidas
com a segunda tira, obtendo um dispositivo como o da Figura 4.5. Nesse caso, cada
espaco demarcado equivale a um angulo de aproximadamente 10°.

Figura 4.5: Aula Exploratéria: Transferidor Esférico

Quarto Momento: utilizando as bolas de isopor, os elasticos e os alfinetes para
representar as retas perpendiculares e seus pontos de intersecao.

Figura 4.6: Aula Exploratéria: Retas Perpendiculares

Quinto Momento: utilizando as bolas de isopor, os elasticos e os alfinetes para
representar os triangulos esféricos.

Neste momento, os alunos exploraram o transferidor esférico para verificarem que
a soma dos angulos internos do triangulo esférico é sempre maior que 180°.

Para se determinar um angulo esférico, posiciona-se o ponto central do transferidor
no vértice do angulo e observa-se o valor do angulo correspondente, marcado no lado
oposto do transferidor. Na figura seguinte, tem-se um triangulo com trés angulos
retos: o trirretangulo.
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Figura 4.7: Aula Exploratéria: Triangulo Esférico Trirretangulo

4.3 Resultado dos Trabalhos dos Alunos

Apesar do pouco conhecimento geométrico dos alunos, as aulas transcorreram de
maneira bem satisfatoria.

Muitos questionamentos interessantes foram feitos durante a aula expositiva. Cito
alguns exemplos: “as geometrias entao tem o nome de Euclides porque ele foi mais
inteligente?”, “a geometria esférica é mais legal por causa da Terra!”, “nunca pensei
que o Pokemon Go tinha matematica!”, “para ter GPS tem que ter geometria?”,
“até para lancar foguete precisa de matematica?”. Essas entre outras foram algumas
observagoes bem pertinentes feitas pelos alunos.

As questoes propostas também tiveram bons resultados. Como apresentados nas
proximas figuras.

b) Dados dois pontos Quantas partes fica dividida a reta? Quantas partes fica dividida a geodésica?

distintos Ae B {
A _-.

c) Retas Duas retas perpendiculares definem Duas geocdesicas perpendicularesl d_efinem

perpendiculares quantos angulos de 90° na superficie guantos éngutos de 90° na superficie
Euclidiana? | esférica?

d) Os angulos internos | Quantos angulos de 90° um triangulo Quantos angulos de 90° um triangulo

de um triangulo euclidiano pode ter? esférico pode ter?

)

Figura 4.8: Questoes Comparativas entre a Geometria Fuclidiana e a Geometria
Esférica
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QUESTAO 4: Suponha gque as cidades Rubra e Anil estdo siluadas bem
proximas da linha do Equador. Em um determinado dia dois f_ogtfeles foram
langados no mesmo horario & com a mesma velocidade, um na cidade de Rubra
e o outro na cidade de Anil

O que vocé acha que acontecera com os foguetes?

QUESTAD 5: Comecando de um determinado ponto da Terra, um urso caminha um guilémetro para o sul._ Ele enlé_c)’ muda
de direcdo e caminha um quildbmetro para o leste Logo, ele vira de novo para a esquerda e caminha mais um guilémetro
para o norie, chegando assim exatamenle no mesmo ponto de partida.

a) Utilizando uma folha de papel, desenhe o percurso gue o urso fez.

b) Agora, utilize a bola de isopor. 0s elasticos e o barbante para fazer esse percurso

¢) Qual é a cor do urso? O que levou vocé a chegar a essa conclusao?

Figura 4.9: Problema dos Foguetes e Problema do Urso

e) Desenhe retas concorrentes na Geomelra Euclidiana e na Geomelria Esférica.

< A

f) Existern tridngulos que tenha dois angulos retos?

QUESTAO 2: Cite exemplos de conlribuigao da Geometria Esférjca no cotidiana.

=

Figura 4.10: Retas na Geometria Euclidiana e na Geometria Esférica, Angulos
de um Triangulo e Exemplo de Aplicagoes da Geometria Esférica

Contudo, a aula exploratoria foi, com certeza, a parte mais produtiva por parte
dos alunos. A curiosidade para trabalhar com os objetos resultou na concentracao
e na compreensao dos conceitos apresentados na aula expositiva. Uma ressalva
relevante a se fazer, é a de que dentre os dezessete alunos da turma, havia uma
aluna da educacao inclusiva. Tal aluna trabalhou com os objetos de manipulacao
bem entusiasmada e conseguiu compreender a diferenca entre as retas no plano e
as geodésicas, além disso, atingiu resultados bastante satisfatérios nas construgoes
dos triangulos esféricos e na utilizagao do transferidor esférico para a medi¢ao dos
angulos desses triangulos.
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Figura 4.11: Alunas Manipulando o Transferidor Esférico

Apesar da atividade ter sido proposta para os alunos do 9° ano, pode ser aplicada
também para alunos do ensino médio. De fato,aplicando-a aos alunos do ensino
médio, eles poderao contribuir com um maior retorno, por ja ter um conhecimento
maior, principalmente, na abordagem da geometria sélida.

Outro ponto importante a destacar, é que apesar das Geometrias Nao Euclidia-
nas nao fazerem parte do conteido lecionado no Ensino Basico, o entendimento e
conhecimento de tais geometrias auxiliam na resolucao de questoes que envolvem
esfera e o globo terrestre, por exemplo. Menciono aqui uma questao contida na
prova do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), do ano de 2015, em que um
conhecimento prévio da Geometria Esférica iria facilitar na resolucao da questao.

QUESTAO 145 e

A figura representa o globo terrestre e nela estao
marcados 0s pontos A, B e C. Os pontos A e B estao
localizados sobre um mesmo paralelo, e os pontos B e 0
C, sobre um mesmo meridiano. E tragado um caminho do
ponto A até C, pela superficie do globa, passando por B,
de forma que o trecho de A até B se dé sobre o paralelo A 5
que passa por Ae B e, o lrecho de B até C se dé sobre o
meridiano que passa por B e C. Considere que o plano «
& paralelo a linha do equador na figura.

c
o 3 SRS A 8
't__ E _- -_.__1“,_— T _'F_ '_L- A Linha deo Equaces
l = el 0 Ll r
Loy =~ e [ "
||". e = B —_—
— = R = B-C
Vil S W 2
‘\———-_ \lﬁ'——-— f

A projegdo orloganal, no plano «, do caminho tragado no e 4\\_-_j
B

globo pode ser representada por

Figura 4.12: Questao do Exame Nacional do Ensino Médio do ano de 2015



Consideracoes Finais

Sabe-se como ¢é desafiador desempenhar o papel de professor e como é importante
o ensino e a aprendizagem da geometria no Ensino Bésico. E preciso que o professor,
com toda a sua vivacidade em sala de aula, estimule os alunos a abrirem a mente
para “novos horizontes matematicos”, e a terem a percepcao de que o mundo no qual
eles estao inseridos é repleto de exemplos aplicaveis das diferentes geometrias.

Espera-se que esse trabalho seja um instrumento facilitador para a introducao
do ensino das Geometrias Nao Euclidianas e que possa colaborar e despertar a
curiosidade dos docentes para este conteido nao lecionado no Ensino Bésico, mas que
é de grande relevancia para o entendimento de varios elementos do nosso cotidiano.

Afinal, as Geometrias Nao Euclidianas representam uma grande evolugao dos
conhecimentos matemaéticos e explicam diversos fenomenos do qual a Geometria
de Euclides deixa lacunas. Convém aqui mencionar a admiravel citacao do sabio
matematico Henri Poincaré:

“Nenhuma geometria é mais correta do que qualquer outra, apenas € mais
conveniente”.
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Apéndice: Curvaturas de Superficies

Para um melhor entendimento das Geometrias Nao Euclidianas, precisamos en-
tender as superficies em que essas geometrias sao fundamentadas. Sera exposto aqui,
alguns conceitos basicos sobre curvatura, para a fim de que seja compreendido o
porqué de uma superficie ter uma curvatura positiva, negativa ou nula.

Primeiramente veremos as nocoes sobre curvatura de uma curva, para depois
apresentarmos essas nogoes para uma superficie.

A.1 Curvatura de uma curva

Tomando uma linha reta r e uma linha curva s, dizemos que o que diferencia
essas linhas é a curvatura de cada uma. Em uma linha reta, a curvatura sera nula
enquanto na linha curva, a curvatura sera diferente de zero.

Figura A.1: Retar e Curva s: Duas Linhas Diferenciadas pela Curvatura

Axiomaticamente, para estabelecer o tamanho da curvatura é preciso levar em
consideracao as seguintes observagcoes:

I) A curvatura de uma linha reta deve ser zero,

IT) A curvatura de uma circunferéncia deve ser constante, e inversamente propor-
cional ao seu raio.
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A valer, dadas duas circunferéncias oy e ag de raios Ry e Ry, respectivamente, e
sendo Ry > Ry, teremos sempre curvaturas constantes. Porém, a curvatura de ay é
maior que a de aq: quanto menor o raio, maior é a curvatura.

ko

(28]
Figura A.2: Circunferéncias a; e ag: Curvaturas Diferentes

Ainda podemos concluir que em uma circunferéncia muito grande, com o raio
tendendo ao infinito, teremos uma curvatura tendendo a zero, isto é, tendera a uma
linha reta. Por outro lado, quanto menor for o raio da circunferéncia, maior sera a
curvatura, isto é, se o raio tende a zero, a curvatura tendera ao infinito.

Com isso, temos que a curvatura C' de uma circunferéncia é inversamente propor-
cional ao a seu raio R:

1
C=_
R

Utilizaremos a circunferéncia para determinar a curvatura de uma curva em um
determinado ponto A. Para isso, precisamos tracar uma circunferéncia de maior raio
possivel que tangencia a curva em A. Tal circunferéncia recebe o nome de circulo
osculante.

Figura A.3: Circulo Osculante: Tamanho da Curvatura de uma Curva em um
Ponto A

Assim, a curvatura da curva no ponto A serd igual a do circulo osculante nesse
mesmo ponto. Consequentemente, podemos medir a curvatura de qualquer ponto
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da curva, basta encontrar o raio da maior cincunferéncia que tangencia a curva no
ponto em questao.

A.2 Curvatura de uma superficie

Consideremos um ponto A qualquer de uma superficie. Por esse ponto passa uma
infinidade de curvas distintas e cada uma delas possui um circulo osculante corres-
pondente. Logo, como teremos circulos osculantes de raios distintos, a curvatura no
ponto A teria valores diferentes. Essa indefinicao mostra que temos que encontrar
uma outra maneira de determinar a curvatura em um ponto da superficie.

n

Figura A.4: Curvatura de uma Superficie: Por um Ponto A existe uma infinidade
de Curvas Distintas

Analisando planos que interceptam a superficie curva em questdao no ponto
A, teremos que a intersecao desses planos com a superficie sempre definird uma
curva. Dentre todos esses planos, vamos encontrar dois planos em particular: um
que determina uma curva que contém o maior circulo osculante possivel e outro
que determina uma curva que contém o menor circulo osculante entre todos os demais.

Sendo 7,42 € Tmin 0s raios dos circulos osculantes maximo e minimo, respecti-
vamente. A maior curvatura C; sera definida pelo circulo de raio r,,; e a menor
curvatura C'y serd definida pelo circulo de raio r,,,,. Determinamos que a curvatura
C, no ponto A dessa superficie serd definida pelo produto das curvaturas:

Figura A.5: Planos que Interceptam uma Superficie: Circulos Osculadores
Maéaximo e Minimo
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Desse modo, podemos achar a curvatura C' em algum ponto A de uma superficie
qualquer.

Ressaltando que, se a superficie em questao for um plano, teremos que todas as
intersecoes de planos que passam pelo ponto A serao determinadas por retas, ou
seja, a curvatura sera nula. No entanto, existem superficies que tenham curvatura
positiva ou negativa.

Figura A.6: Plano: Superficie de Curvatura Nula

Assim, para que C' = (' x (5 seja positivo, deveremos ter C; e (' com mesmo
sinal, isto é, elas devem ter os circulos osculantes méaximo e minimo voltados para o
mesmo lado da superficie.

Figura A.7: Elipsoide e Esfera: Superficies de Curvatura Positiva

Ja para as superficies onde C' = (' x (5 seja negativo, deveremos ter C; e Cy
com sinais distintos, isto €, os circulos osculantes maximo e minimo devem estar em
lados opostos da superficie.

Figura A.8: Sela e Pseudo-esfera: Superficies de Curvatura Negativa
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Contudo, temos que a Geometria Hiperbdlica é fundamentada em superficies de
curvatura negativa, a Geometria Esférica é fundamentada em superficies de curvatura

positiva e a Geometria Euclidiana é fundamentada no plano, que é uma superficie de
curvatura nula.



Apéndice da Aula Expositiva

GEOMETRIA EUCLIDIANA E GEOMETRIA NAQ EUCLIDIANA

PROFESSORA: Gracielle Simbes de Carvalho

DATA: 13/06/2017 9" ANO

v

0 que é Geometria?

GEOQ- significa Terra
METRIA- significa medida

Para que estudamos Geometria?

A geomatra @ a parte da matematica que estuda
questies relacionadas a forma, tamanho & posi¢io
relativa entre figuras do espaga.
E uma ciéncia  bastanle  antiga,  alguns
conhecimentos geomeélricos j& eram desbravados
no Egito Antigo. na Babilénia e na Grécia.

GEOMETRIA EUCLIDIANA
Quem foi Euclides da Alexandria?

Euclides (300 a.C} escreveu a
obra Elemenios que revolucionou
os estudes da geometria.
Elementos contem 13 livros e & a
sagunda obra com mais edicies
o munda,

Mela, Euclides escreveu sobre estudos ndo sd de
geomatria, mas também de aritmética e Algabra,

Nogdes basicas da Geometria

Ponto: ndo possul dimensao, pois ndo lem nem
comprimento, nem largura e nem espessura.

Reta: possui comprimento. mas nac tem nem
largura e nem espessura.

Plano: possui largura e comprimento, mas ndo
possul espessura,

0 que é um postulado?

Podemos dizer que postulado & um principio ou
conceito primitive gue & aceito sem demonstragdo.

0 Quinto Pestulado de Euclides

“Par um ponto fora de uma rela podamos tragar
tma dnica reta paralela & reta dada,”

IMPORTANTE

A Geometriz de Euclides n3o explica todos os
fanémenos.
Ela & adequada para superficies planas,

GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA

A Geometria N&o Euclidiana & distinta da geometria
de Euclides e foi descoberta por volta de 1828,

Foi um grande progresso matemdtico evidente e
ravolucionaric ocorrido na  primaira metade do
saculo XK.

Modificacio do Quints Postulado de Euclides

* Por um ponto fora de uma reta podemas fragar uma,
mais de uma ou nenhuma reta paralela a reta dada,”

Precursores da Geometria Nao Euclidiana
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Fol um matematico, astrdnomo e flsico
aleman que contribuiu muito em diversas

dreas da ciéncia, dentre elas a Geometria
N&o Euclidiana.

Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856)

Matematico russo que propds uma “nova
geomelria’  chamada de  Geometria
Hiperbdlica,

Georg Friedrich Bemhard Riemann (1826-1866)

Matematico  alemio
Geometria Esférica,

gue daescobric a

Superficie Esférica, Plana g Hiperbdlica
Por que a Geometria Esférica & Nio Euclidiana?

Porque & esfera & uma supericie curva, ou seja, nao &
planat

Na Geometria Esférica as retas so circulos maximos da
superficie esférica. Logo, a reta ndo € mais infinita coma
na geomatra Euclidiana, mas sim ilimitada.

MNa Geometria Esférica ndio existem retas paralelas a
uma reta dada.

Para que serve a Geometria Esférica?

Um exemplc & o estudo da esfera e sua
associacdo com o globo terresire,

Geometria Esférica e a Geografia
Alguns  elementos  da  Geometria
conheacidos na Geografia;

muito

Esférica

Coordenadas geograficas,
latitude, longitude, paralelos e
meridianos.

Mendianos e Paralelos

Figura B.1: Primeira parte da aula expositiva
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Come funciona o GPS? Geometria Esférica e Diversao
(Sistema de Posicionamento Global)

0 jogo Pokémon Go

Uma das prncipais fungbes do GPS @ a O jogador precisa andar pelas ruas da sua cidade para
navegagac e por isso & utilizado em aeronaves. capturar os monstrinhos.

navios, veiculos, mas também desempenha um O Pokémon Go usa dados do Google Maps para
papal impotante no monitoramento de abalos  espalhar monstinhos, PokéStops e gindsios pelas
slsmicos, no estudo de meteorologia & no uso  ruas da sua cidade,

militar.

Vamos analisar as principais dif gas entre a ia idi ea ia Esférica?
GEOMETRIA EUCLIDIANA GEOMETRIA ESFERICA
Sagmento da Rata Arco de Gaodasica
A ]
Retas

A (N

Retas Perpendiculares Geodésicas Perpendiculares

Retas Paralelas

Soma dos Angulos do Trigngulo & igual a 180°

Figura B.2: Segunda parte da aula expositiva
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ATIVIDADE- GEQMETRIA EUCLIDIANA E GEOMETRIA ESFERICA

PROFESS0ORA: Gracialle Simdes de Carvalho DATA: 14062017 8¢ AN

ALUNO{A):

FRIMEIRA PARTE: Comentando as diferengas das Geometrias.
QUESTAO 1: Explique com suas palavras:

a) O que & Geomatria?

b) Para que estudamos Geometria?

¢} O que diferencia a Geometria Euclidiana da Geometria Esférica?

d) As retas na Geometria Euclidiana sdo infinitas e ilimitadas. E coma sio retas na Geometria Esférca?

&) Desenhea retas concorrentes na Geometria Euclidiana e na Geometria Esférica.

f) Existem trigngulos que tenha dois dngulos retos?

QUESTAOQ 2: Cile exemplos de conlribuigiio da Geometria Esférica no cotidiano.

Figura C.1: Primeira parte da aula exploratéria
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SEGUNDA PARTE: Explorando as propriedades das Geometrias.

QUESTAD 3: Vamos comparar as geamatrizs utilizanda as folhas de papel para representar a superficie Euclidiana e as
bolas de isopor para representar a superficie Esférica.

GEOMETRIA EUCLIDIANA GEOMETRIA ESFERICA

a) Dados uma retare | E possivel tragar reta paralela a r E possivel tragar reta paralela a r contends o
um ponto P fora de r cantenda o ponta P? ponta P?

Quantas retas podemos tragar? Cuantas relas podemos tragar?
b) Dados dois pontos | Quantas pares fica dividida a reta? Cuantzs partes fica dividida a geodésica?
distintos Ae B
c) Retas Duas retas perpendiculares definem Duas geodésicas perpendiculares definem
perpendiculares guantos dngulas de 80* na superficia quantas angulos de 80¢ na superficia

Euclidiana? osfarica?
d) Os dngulos internos | Quantos dngulos de 90° um triangulo Quantos &ngulos de 902 um tiangule
de um tridngulo eyclidiano pode ter? esférico pode ter?

QUESTAQ 4: Suponha gue as cidades Rubra e Anil estio silvadas bem
proximas da linha do Equador. Em um determinado dia dois foguetes foram
langades no masme hordrio @ com a masma velocidadae, um na cidada da Aubra
& 0 outro na cidade de Anil.

(& que vocé acha que acontecera cam os foguetes?

QUESTAD 5: Comegando de um determinado ponto da Terra, um urse caminha um quildmetro para o sul. Ele entao muda
de diregio @ caminna um quildmetro para o leste. Loge, ele vira de novo para a esquerda @ caminna mais um quildmetqo
para o norte, chegando assim exatamenta no masmo ponte da partida.

a) Utilizando uma folha de papel, desenhe o percursa qua o urso fez.

b) Agora, utilize & bola de isopor e o3 eldsticos para fazer esse percurso.

¢) Qual & a cor do urso? O gue levou vocd & chegar a essa conclusédn?

Figura C.2: Segunda parte da aula exploratoria
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GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA: UMA PROPOSTA DE INSERCAC DA
GEOMETRIA ESFERICA NO ENSING BASICO

Gracielle Sim&es de Carvalho

Mividade corfida na Dissertagao apresentada a
Universidade Fadaral de Vigoss, como pade das
exiginias do Programa de  Pés-Graduacho
Meslade Prolissicnal em Malemdlica em Rede
Macioral, para obler o litule Magiste: Scienlizes.

PROPOSTA DE UMA ATIVIDADE DE INTRODUGAC A GEOMETRIA ESFERICA
PARA ALUNOS DO 8 ANO DO ENSING FUNDAMENTAL

INTRODUG AD

Primeiramente  expde-se o motive da proposta de  atividade ser  wvoltada,
priarilariamente, para os alunos do 9 ano do ensing lundamental. Sabe-ze que a
geometria & na matematica, pare estruturente do contelddo programatico do ensino
bésico. Espera-ge, por iss0, gue esludanias do ane final do ensing fundamental j4
possuam cerla conwivéncia com A gsometria, lendo sssim um conhecimento
geomélrica passivel da expleracio.

E imparants incenlivar o3 alunos a consiruir o entendimento de que eslamos inssridos
am um mundo da fermas, e que assim, & incontestdval a importincia da aprendizagem
e da concapgao da geamelria, sem wisar unicamenle a queslio de conlaxlualzagho
didética. A habilidade do protessor de inserir diferentes situag@es que incluam ideias
geomélricas, ac colidiano doz alunos se lorma um elemenlo (acililader para
compreensac do discente,  Afinal. a geomeiria estd presente nao =4 na natureza, mas
também em vérias dreas de conhecimentocomo a arquitelura, engenbaria, arles e
fecnologias.

C intuito desta atividade & agucar ne aluno o interesse e a curiosidade em investigar
diversas nogoes gsomélricas. a comegar pela percepgio espacial, alé mesme, pela
averiguagde historice e pelos conceitos mais sufis & complexcs que a eles séo
descanhegidos.

IMetodelogicaments, objetiva-se propor uma atividade que serd dividida em trés partes.

A primeira parte constard de uma aula expositiva da pare histirica da geometria.
Messa momanie, as alunos serdo informados sobre a origem da geometria & sobre
quem foi Euclides de Alexandria. Ademais, serd relatada a existéncia da geometria
naa Euclidiana e o porgué do seu surgimento, bem como sua relevincia nao sd na
malemdlica anliga, coma lambém suas conlribuigdes que nos baneliciam alé hoje. Em

Figura D.1: Documento Entregue para a Escola com a Proposta de Atividade
e os Resultados- pagina 1
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tempo. serdo citados alguns conceitos basicos e exemplos que diferenciam a
geometria Euclidiana da geometria ndo Euclidiana, focando na geometria esférica.

MNa segunda parte, serd apresentado um exercicio bem frivial que abranja as
diferangas da geometria Euclidiana e da geometria Esférica. A intencéo é instigar o
aluno a compreender as particularidades de cada geometria e assim reforgar o que foi
exposlo na primeira parle. A inlengdo & fazer com gue os aluncs lrabalhem em
pequenos grupes interagindo entre si.

Ja a terceira parte, sera compoesta por uma atividade exploratoria como alternativa
metodoldgica de ensino da introdugiio da geometria esférica, no ensing bésico.
Walprizando os conhecimenlos prévios dos alunos, prelende-se inserir a geomelria
estérica em uma atividade |idica com manipulagdo, de forma que os alunos tenham
maior percepgio espacial, facilitando a compreens&o pelos mesmos.

CBJETIVOS

+ Desenvolver e instigar o interesse do aluno para o aprendizado da geometria;

+« Dolar o aluno de novos conhecimenlos, contribuindo para o desenvelvimenlo
da percepgéo acerca da geometria, utilizando atividades exploratorias;

+« Propiciar a compreensdc da exisiéncia da geomelria n3o Euclidiana, bem
como apresentar as diferencas entre as duas gecmetrias e a relevancia de
ambas dentro e tora da sala de aula.

CONTEUDO PROGRAMATICO

Parte historica sobre a origem da geometria;

Euclides de Alexandria e a obra Elementos;

Genceitos basicos da geometria Euclidiana;

Oquinto postulado de Euclides e o surgimento da nova geometria;

Os gedmetras responsaveis peladescoberta da geometria ndo Euclidiana;
Apresentagio de conceitos basicos da geometria esférica:

Comparagao entre as geometrias Euclidiana e a estérica;

Exploracio das caracteristicas da gecmetria esférica.

METODOLOGIA

Aula expositiva utilizando recursos instrucionais: material de apoio, quadre e pincel;
Ligac interativa, estimulando as alunos a trabalharem em pequenos grupos:

Oficina lidica e instigante de exploragéo dos principios da geometria esférica;

Figura D.2: Documento Entregue para a Escola com a Proposta de Atividade

e os Resultados- pagina 2
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