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RESUMO

Este trabalho tem a finalidade de despertar o interesse, que grandes matematicos ja
tiveram, sobre fracdes continuas e equacéao de Pell, assuntos belos e fascinantes da
matematica que nos dias atuais tem sido pouco discutido, principalmente no ensino
bésico. Nesta perspectiva, apresentamos as defini¢cdes, as propriedades e algumas
aplicacdes de tais assuntos. A primeira parte iniciou com um pouco da histéria.
Depois apresentamos a expansao dos numeros racionais e irracionais em forma de
fracbes continuas, juntamente com suas peculiaridades e propriedades de seus
convergentes. Posteriormente tratamos do assunto fracfes continuas periddicas.
Na segunda parte, apreciamos algumas aplicacbes das fragcBes continuas. Por
altimo, nos deparamos com a elegante equacdo de Pell, sua definicdo, suas
propriedades e suas aplicagbes. Finalizando o trabalho, mais uma vez as fracbes
continuas se mostram com sua extrema importancia, sendo utilizada como

ferramenta para a resolucdo da equacéo de Pell.

Palavras-chave: Fracdes Continuas. Equacao de Pell e Aplicagdes.



ABSTRACT

This academic study has the purpose to awaken the interest, that great
mathematicians have had, in continued fractions and Pell’'s equation, such beautiful
and fascinating subjects are, nowadays, little discussed, especially in elementary
schools. Having that in mind, are presented here it's definitions, properties, and
applications. For the first part, it’s history is shown. Then we present the expansion of
rational and irrational numbers in the form of continued fractions along with their
peculiarities and properties of their convergent. In the end periodical continued
fractions are explained. On the second part, applications for continued fractions are
presented. The last part consists on the definition, the properties, and the
applications of Pell's equation. Finalizing this study, once more continued fractions
are shown to be of extreme importance, being utilized as a tool for the resolution of

Pell's equation.

Key words: Continued Fractions. Pell’s Equation and Applications.
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1 INTRODUCAO

O propdosito deste trabalho € enfatizar a importancia das Fragdes Continuas e
da equacédo de Pell, buscando o maior interesse por estes assuntos, principalmente
no ensino basico

Por esse motivo, em se tratando das fracdes continuas, apresentamos
algumas aplicacbes como: a aproximacdo de numeros irracionais por numeros
racionais, resolucdo de circuito formado por infinitos resistores idénticos, ajuste de
engrenagens, resolucdo de equacdes exponenciais, resolucdo de logaritmos,
obtencdo de raizes quadradas e resolucdo de Equacdes Diofantinas lineares de
duas variaveis. Em relacdo a Equacédo de Pell, apresentamos a sua aplicacdo em
exercicios curiosos de grande importancia para a Matematica.

O desenvolvimento do trabalho é apresentado em trés capitulos, sendo o
primeiro sobre Fragbes Continuas, iniciando com sua definicdo, apresentando o
método de expansdo em fracdes continuas para ndmeros reais € aos poucos as
propriedades e diferencas em se tratando do numero ser racional ou irracional.

Posteriormente, trata-se das fracdes continuas periédicas com o teorema de
Euler e o teorema de Lagrange.

No segundo capitulo, por estarmos familiarizados com as fra¢des continuas,
concentramos as suas aplicacoes.

Por fim, no terceiro capitulo, temos a definicdo de Equacéo de Pell com suas
caracteristicas, o processo para obtencdo de suas solucdes e as diferentes formas
para a Equacdo de Pell. Além disso, neste capitulo também é discutida a relacéo
existente entre fracbes continuas e Equacdo de Pell. Esta ligacdo € propdsito
principal do trabalho, resultando na conexdo entre esses belos assuntos
matematicos.

Para quem tiver um interesse maior, lembre-se de que a fracdo continua tem
aplicacdes em um nivel bem mais avancado como, por exemplo: aproximantes de
Padé, Séries de Poténcias, Sistemas Dinamicos, Expansdo de Funcgdes,

Probabilidade e Estatistica e PolinGmios Ortogonais.
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1.1 ASPECTOS HISTORICOS

Ndo se sabe com exatiddo quando tivemos o surgimento das fracoes
continuas. Isso se deve a falta de um tratamento organizado sobre o assunto pelos
antigos estudiosos. Além disso, os fundamentos das fracdes continuas ndo foram
definidos até o final de 1600 e inicio de 1700, apesar de suas aparicdes em toda
matematica, nos ultimos 2000 anos.

Segundo historiadores da matematica tivemos na Grécia (306 a.C — 283 a.C),
0 primeiro passo para o surgimento das fragdes continuas, pois 0s gregos tinham
conhecimento do algoritmo de Euclides para o calculo do maximo divisor comum de
dois nUmeros inteiros, que € o processo essencial para se obter uma fracdo continua
simples finita.

No entanto, podemos considerar a ideia embrionaria de frag6es continuas os
comentarios feitos por Téon de Alexandria, fildsofo e astrdbnomo grego, no final do
século IV d.C, sobre o livro Almagesto de Claudio Ptolomeu.

Téon de Alexandria, em seus comentarios, procurava resolver o problema de
encontrar, aproximadamente, o lado de uma superficie quadrada cujo valor da area
nao tem raiz exata.

Em seguida, (476 — 550 d.C) o matematico indiano Aryabhata, conhecido
como o autor do texto matematico Ariabatiia, publicado em 499, faz uso de uma
técnica que se aproxima do conceito de fracbes continuas, segundo Boyer, o
matematico Aryabhata neste texto tenta resolver uma equacao linear indeterminada,
de forma geral. O procedimento abaixo, que retrata a relacdo entre o comprimento
de uma circunferéncia e o seu diametro permitindo concluir que = = 3,1516 € devido
ao matemético indiano Aryabhata.

“‘Some quatro a cem, multiplique por oito e entdo adicione sessenta e dois mil. O
resultado é aproximadamente a circunferéncia de um circulo de didmetro vinte mil”.

Em (598 — 668), aproximadamente, o matematico e astrbnomo indiano
Brahmagupta encontrou soluc¢des gerais de equacdes diofantinas e aprofundou-se
no estudo das equacdes diofantinas conhecidas hoje, como equacéo de Pell. E de
Brahmaupta o método chakravala, que permite resolver equacfes diofantinas de
grau dois, e foi utilizado por este quando investigou a resolucdo da equacgao

x? — 61y? = 1, encontrando sua menor solugdo x = 1766319049 e y = 226 153 980,
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porém esse método foi melhorado no século Xl por outro matematico e astrbnomo
indiano Bhaskara Acharia.

No consenso dos estudiosos de Historia da Matematica, a teoria moderna das
fracbes continuas surgiu com o matematico italiano Rafael Bombelli (1526 — 1572)

nascido em Bolonha e autor do livio L’Algebra Parte Maggiore dell’ Arithmética,

publicado em 1572. Na época fez a seguinte aproximacao para V13

4 18
v13 =3+ ==
6 +'g 5

Porém, no século XVI, j& se conhecia a seguinte expressao

va:+b=a+

2a + %

Dando continuidade aos estudos de Bombelli, outro matematico italiano de
Bolonha, Pietro Antonio Caltadi (1458 — 1626) desenvolveu um algoritmo de fracdes
continuas, o qual utilizou no calculo da raiz quadrada de 18 e também percebeu que
as aproximacdes sucessivas eram alternadamente superiores e inferiores que a raiz
guadrada buscada.

Em 1657, na Inglaterra, Pierre de Fermat desafiou os matematicos europeus
com varios problemas, entre os quais estava a equacao resolvida por Brahmagupta.
N&o demorou muito e o matematico britdnico Lord Brouncker (1620 - 1684), o
primeiro presidente da Royal Society of London, apresentou sem demonstracdo, a

primeira expansdo em fragfes continuas infinitas, do numero .

2+

92
245

Tal representacdo, em 1775, foi demonstrada pelo matematico suico
Leonhard Euler (1707 — 1783). O resultado que Lord Brouncker encontrou foi
consequéncia da seguinte identidade:

;;:z 2.4-4-6-6-8-8-10 -
devido ao matemaético inglés Jonhn Wallis (1616 — 1703), publicada em seu livro

“Arithmetica Infinitorum”, em 1655. E também atribuido & Jonhn Wallis o uso pela

primeira vez, do termo “Fragdes Continuas”.
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Desde entdo, grandes matematicos, como Leonhard Euler (1707 - 1783),
Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) e Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813),
dentre outros, interessaram-se pelo tema e estabeleceram as bases para a teoria
moderna das fracdes continuas.

O matemético suico Leonhard Euler, nascido em Basiléia, em 1707 é
considerado um dos primeiros matematicos a desenvolver a teoria das fragbes
continuas, conforme Howard Eves.

E atribuida a Leonhard Euler, em 1737, a expanséo em frages continuas do

ndmero e
1
e=2+ I
1+ T
2+ T
1 T
1 T
4+ 1
1+ 1
1+ 1
6+ T
1+ 1
1+W
Além de
e—1 1 e—1 1
—_—=— e —= S p—
e+l 24— — 2 14—
6+ T 6+ T
10+ 10+

Johann Heinrich Lambert deu um tratamento essencial para fra¢cdes continuas
e utilizou para demonstrar, pela primeira vez, que m é um numero irracional,
expressando a tg(x) em forma de fracbes continuas, na obra Beytrage Zum
Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung.

1
tg(x) =1 1

Com base nessa expansao, Lambert demonstrou que se x fosse racional, ndo
nulo, tg(x) seria irracional. Como tg G) = 1, logo concluiu que = era irracional.

Os matematicos Leonhard Euler, Johann Heinrich Lambert e Joseph Louis
Lagrange, dentre outros, desenvolveram a teoria das fragdes continuas de forma
sistematica como a conhecemos atualmente. Também observaram, que as fracdes
continuas estavam associadas a equagéao de Pell, a ponto de soluciona-las.
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2 FRACOES CONTINUAS

2.1 O RETANGULO AUREO E O NUMERO AUREO

Por seu formato esteticamente belo, o Retangulo Aureo foi muito utilizado em
obras de artistas e arquitetos como por exemplo, no Partenon.

Chamamos um retangulo de Retangulo Aureo quando retirado dele um
quadrado, cujo lado € o menor lado deste retangulo e obtemos um retangulo
semelhante ao primeiro.

Seja ABCD um retangulo de lados y e x (y>x), e AEFD o quadrado de lado x,
encontremos a relacao entre y e x, através da semelhanca entre ABCD e BCFE.

A X E y—x B
X X
D X Fy-x C
AB  BC )
Vemque: — = — = Y =2 Dai x? + yx — y? = 0; resolvendo em y e
BC CF X y—x

sendo y > 0, encontramos:

_V5+1
T2

y X

A 5+1 :
Fazendo o lado menor do retangulo x = 1, obtemos y = \/_T conhecido

como o numero aureo e vale aproximadamente 1,618. Observe que o retangulo
BCFE também é um retangulo aureo, uma vez que este € semelhante ao retangulo
ABCD. Portanto, podemos repetir 0 processo com o retangulo BCFE e obter mais
um retangulo aureo e assim sucessivamente.
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Figura 1- Representacdo do numero aureo

Fonte: elaborada pelo autor

Resolvendo-se entdo, de outra maneira, a equagdo y?—y—1=0,
para encontrarmos 0 numero aureo. Chegamos a seguinte forma.

Sendo y > 0, dividindo a equacao acima por y temos:
2 1=0 = 1 ! 0= 1+ !
yr—y—-1l= y—1l=-—= y = =
y y

Olhando para expresséo e substituindo y de forma recursivamente, obtemos:

1 1
T, 1 Y=
1+—

1+

1
1 1+ 1
Y I+=3=

1
y = 1+ 5; =Yy = 1+

onde a sua representacdo geométrica € a figura 1.1. Esta nova representacao
encontrada, para o numero de ouro, € conhecida como Frac¢do Continua.

2.2DEFINICAO E NOTACAO DE FRACOES CONTINUAS

Definicdo 1.1: Uma fracdo continua é uma expressao dada na forma

. by b, by by b
ou de modo alternatvo a;+-—+-%:--—32-t_5  onde os valores
a2+ a3+ a4+ a5+ Agy...
aq,0,,0a3,04,05,a6+ € by, by, b3, by, bs -+ SA0 NUMeros inteiros, numeros reais ou
complexos, ou fungdes de tais variaveis. S0 denominados de quocientes parciais

bn

0S termos ,n=12,3,..sendo b, e a,,; 0S respectivos numeradores e

an+1
denominadores de tais quocientes.
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Definicdo 1.2 Uma fracdo continua simples ou regular é uma fragéo continua da
forma:

a, + 1

: . 1 1 1 1 1
ou de maneira alternativa,a; + ou [aq;ay,as, ..., aq, ...
a2+ a3+ a4+ a5+ A ...

Preste atencdo ao ponto e virgula pois este simbolo indica a parte inteira a;
da fracdo continua. Além disso, a,,as, ay, ... ... sd0 numeros naturais (excluindo-se
aqui o zero) e a; um numero inteiro qualquer, sendo neste caso 0S termos
a, a,, as, a,, ... 0S quocientes parciais de tal fracao continua.

E possivel fornecermos uma representacdo geométrica para fracdes
continuas simples, nos casos particulares, em que a parte inteira € um numero
natural.

Para fins deste trabalho, daremos énfase apenas nas fragbes continuas
simples nos referindo simplesmente como fracao continua.

2.3 ALGORITMO DE DESENVOLVIMENTO DE UM NUMERO REAL NUMA
FRACAO CONTINUA.

Para desenvolver um numero real em forma de fracdo continua, que
procedimentos deveremos tomar?

1° Passo: Destaca — se a parte inteira do nimero real x, representada por [x],
reescrevendo - 0 em soma de sua parte inteira com sua parte restante fracionaria,
representada por {x}, inferior a unidade

2° Passo: Representar a segunda parcela sob a forma de fragdo com numerador 1 e
denominador maior que 1. A este denominador, aplica-se novamente o primeiro
passo, e assim sucessivamente.

. , 81 -81 29
Exemplo 1.1: Expressaremos 0s seguintes numeros, 29" 29 "a1’ 7T,\/§ em forma
de fracbes continuas.



) G =25 =), = ), el = 3 ) = e e, = 1 i,
= ,[5ls=5
5
81_ 23_ _ _ 1 _ _
5= E_2+g_2+1+%_2+1+%_2+1+%_ 2+1+L1
- 3+2 3+3
—2p— |
T L
3+1_+%

81 5.0 34 o3t 3+
29 29 » 445 4+
6 6 z
1
=-3+ —ou —3+ I
1+E 1+—1
1
2 29 29 [81 81 23 [29 29 6 23
1) [8—1]1—0'{5}1—8—1'[52—2'{5}2—5'[53—1'{5}3—3'[?]4—
23 5 6 6 1
3{5), = sl =1 =5 1l =5
29 0+1 0+ 0+ ! 0+ 1 0+ !
Q1 8L 23 1= 1 1
81 > 2+ 2+ 53 2+—= 2+—
23 23 %
1 1 1
=0+ — =0+ — =0+ <
1—5 1—1 1+ T
3+g 3+¢ 3+—1
5 1tz

iv)t ~ 3,1415926535.., [r]; = 3, {m};~ 0,1415926535..,[1/0,1415926535 ..

7,{1/0,1415926535 ...},~ 0.0625133054...,{1/0,0625133054 ...]; = 15,
{1/0,0625133054 ...}3~ 0,9965945426 ....[1/0,9965945426... ]|, = 1,
{1/0,9965945426 ...},~ 0,0034170942 ...,{1/0,0034170942 ...]; = 292

18

12
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1
m= 3+ T
7+ 1
15+ -
1+ 292
V) V3 ~1,7320508....
[“3]1 = 1’

{v3},~0,7320508......,[1/0,7320508 .., =

1,{1/0,7320508 ...},~ 0,36602541 ....,[1/0,36602541 ....]; = 2,
{1/36602541 ...}3~ 0,73205076 ...,[1/0,73205076 ...], = 1
{1/0,732050761 ...},~ 0,3660266 ...,[1/0,3660266]5 = 2

1
V3=1+—7F—
14+ ———

2+

1
T+

81
29

Obtemos: — = [2;1,3,1,5], _2—?91 =[-3;4,1,5] = [-3;4,1,4,1], ;—j =

[0;2,1,3,1,5], m = [3;7,15,1,292,....], V3= [1;1,2,1,2, ......]
E perceptivel, pelo exposto acima, que:

1) O algoritmo apresentado na expansdo de numeros racionais em fracoes
continuas constitui o algoritmo da Divisdo de Euclides. (Utilizado para
obter o m.d.c (p,q), g>0). Veja:

Encontremos o maximo divisor comum de 81 e 29 pelo processo das
divisbGes sucessivas.
81 =2X%29+23
29=1%x23+6

23=3xXx6+5
6=1x%x5+1
5=5x1+0

Portanto (81,29) =1 e 0s quocientes sdo exatamente 0s quocientes

- ~ ] : 81
parciais da fracdo continua simples que representa P

2) De modo geral, todo numero racional pode ser representado de duas
maneiras distintas sob a forma de fragcdo continua finita.
Sea, > 1, temos:
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—=——"—==[a;;a,,03,.....,a,] = [a5; 03,03, .....,a, — 1,1]
an a,—1+ 1
Se a, =1, temos:
1 1
- = T = [a;;a,, a3, .....,4,] == [ay;a5,a3, ., @py_q + 1]
an-—1 + Z ap-1 +

Porém a menos da modificacdo do ultimo termo a,, a unicidade da
representacdo de um numero racional em fragdes continuas é garantida
pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides.

3) Da relacdo sugerida a partir do % =[2;1,3,1,5] e g =10;2,1,3,1,5],
temos a seguinte proposicao

.~ ~ ~ , , . p
Proposicdo 1.1: Se a representacdo em fracdo continua do nimero racional .

(p>q) € dada por [a;;ay,...a,], entdo a representacdo de € dada por

o e

[0; a4, ay, ....ay]. E areciproca, se% (p> q) é dada por [0; ay, ay, ....a,], entéog

(p> q) € dada por [a;; ay, .... a,] também é valido.
Demonstracao:

E conseqiiéncia imediata do fato de

g 1 1 1
—=?=O+?=O+ 1 =[0;a1,a2, an]
p - - al + 1
q q a2+
*an
Reciprocamente temos:
p 1 1 1 N 1
—_—= === = =
q 1 1 1 1
q - 0 + 1 1 a2 +
p a1+ 1 a1+ 1 1
az+ az+ +a_
1 1 n
*an *an
[al; a, ) an]
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4) As fragbes continuas representam numeros racionais de forma finita e
nameros irracionais de forma infinita, sendo estas em alguns casos de
forma periddica.

Teorema 1.1: Todo numero racional pode ser representado de duas maneiras
distintas sob a forma de fragdo continua finita e toda fragdo continua simples finita
representa um namero racional.

Demonstracao:

Primeiramente lembre-se que, a menos da alteracdo do ultimo termo onde se
a, > 1, teremos:[ay; a,, as, .....,a,] = [a;;a5,a3, .....,a, — 1,1] e se a, =1, temos:
lai; ay,as, .., an_q1,1] = [aq; a3, a5, .....,a,_1 + 1] , @ unicidade da representacédo de
um namero racional em fracdo continua é garantida pelo Algoritmo da Divisdo de
Euclides.

> Sejag um numero racional qualquer, com g > 0. Pela divisdo Euclidiana

obtemos:
p L]
p=a,q+r, (0<nr<q) = a=a1+—
q L)
qg=a,r+rn, O<nrn<nrn)=—=a,+—
4] 4]
L] T3
rl =a3T2+T3 (0<r3 <7”2) — _:a3+_
T T
Th-3 Th-1
Tp—3z = Qu_1Th—2 + Th_1 (0 <Th-1 < rn—z) = =ap_1t
Th-2 Th-2

Th—2

Th—2 = ApTh—1 (0= Ty < Tn—l) = =dan

Th-1
Observe que na divisdo de numeros inteiros o resto pode ser igual a zero. No
entanto, ndo admitimos essa possibilidade nas inequacbes acima, pois
quando se verifica r; = 0 essa igualdade sera a ultima, uma vez que 0s restos
S&0 numeros ndo negativos e cada um deles menor que o anterior.
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Substituindo cada igualdade obtida na anterior, chegamos a seguinte

concluséo
p 1
a = a1 + 1
a, +
2 as+ 1
an_1+$
< Dada a fracao continua [a;; a,, as, ... ... ,a,] simples finita, basta usarmos as

operacdes elementares e obteremos um namero racional.

2.4 FRACOES REDUZIDAS E CONVERGENTES

Definicdo 1.3: Uma fracdo continua [aq;a,,as,...,a,, ..] pode ser truncada,
mantendo 0s quocientes parciais a;; a,, as, ..., a, € deixando de lado os quocientes
parciais posteriores a1, ni2, Anss, .. S€ COMeEcarmos por considerar apenas 0S
primeiros termos, podemos escrever.

e assim por diante.
Estas fracdes ¢; = p—‘_ sdo chamadas de primeira, segunda, terceira

qi
reduzidas (ou convergentes) da fracao continua [a,; a,, as, ..., Ay, ... |

A fragao ¢, = Pn , que se obtém deste modo, é chamada de

Adn

n-ésima reduzida ou n-ésima convergente da fracao continua.
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E claro que o n-ésimo convergente da fracdo continua finita
[a;; ay, a3, ..., a,] € igual & propria fracdo que a gerou. No caso de uma fracao
continua infinita a sucessao das reduzidas é infinita e converge para um

namero irracional.
Observando os convergentes vistos, temos:
b1 = aq, g =1, P2 = aza; +1, 42 = a

Dessa maneira

_ b3 _ az(a;a; +1) + a, _ azpx +py
qs aza, +1 asq; + q,

C3

Ou seja, p; = azp, + p1€ g3 = azq, + q,S€ continuarmos com 0s
procedimentos, encontramos:

Py = QuP3 T P2 € s = Q4q3 t+ 4>

Ps = Asps + P3 € gs = Asqy + Q3

O que nos leva a conjecturar que 0os numeradores p;’'s e os denominadores
q;'s dos convergentes c;'s satisfazem as seguintes relacées:

Pi = QiPi-1 Tt Pi—2
qi = aiqi-1 +qi—

Veja a prova no teorema abaixo que realmente estas relacfes se verificam
parai =1,2,3, ...

Teorema 1.2: Dada uma sequéncia (finita ou infinita) a,, a,, as, --- € R tal que a; > 0,
para todo k > 2, definimos as sequéncias p; € g;

pi = QiPi—1 t Pi—2€q; =a;qi_1+qi_»
Parai=1,2,3,...... :onde
pP-1=0, g.1=1, po=1, qo=0

Temos entdo:

Demonstracao:

Provemos por indu¢cdo em n. Como ja vimos o teorema é valido para



i=1,2,3.
a; P
¢ =] = =2
1 q1
4 1 aa;+1 apr+po  p2
c; =lagax]l =a;+—= = =—
a, a, a, qz
1 as az(aza; +1) +a; azp,+p1 D3
€3 =01+ T~ &t garr = 3 = = =
a +— % aaz +1 aza; +1 asq, +q; g3
3 3

Assumimos que a afirmacao seja vélida para n. Isto significa que

_ AnPn-1 + Pn-2 _ p_n
anQdn-1 + qn-2 dn

Cn

Agora, estamos prontos para provar que a relacao é valida para

n + 1. Lembrando que, o (n + 1)-ésimo convergente

1
Cn1 = [ay, 03,03, ..., Qn, Anyq] = ag + 1
a; + 1
a3+
an—-1+ 1
MTan
€ obtido substituindo na expresséo do n-ésimo convergente
1
cn = lay,ay,as, ...,an_1,a,] = a; + T
a; + 1
a3+
an_1+%

, 1
o numero a,, por a, + ——, vem
anp+1

1
[a;,ay,as, ...,a,, antq] = [al,az,a3, ees Op—q, On + — ]
n+1

24

Perceba que esta substituicdo ndo modifica a definicAo dos a,,a,, as,...,an_4

precedentes pois por hipotese

Pn-1 — Ap-1Pn-2 + Pn-3
qn-1 Ap-19n-2 + qn-3
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Ou seja, 0S NUMEros p,,—2, Pn-3, Gn-2, 9n—3 S&0 independentes do quociente
a, portanto ndo se alteram com essa substituicdo. Logo, podemos obter ¢,

substituindo a,, por a,, +

an+1

1
(an + a )pn—l + Pn-2
n+1

1
(an + a )Qn—l + qn-2
n+1

— (an+1an + 1)pn—1 + Ap4+1Pn-2
(Ans1an + DGp1 + any1qn—2

— an+1(anpn—1 + pn—z) + Pn-1
Ap1(AnGn-1 + qn-2) + qn_1

_ Gn41Pn + Pn-1 _ Pn+1
An+19n + qn-1 dn+1

0 que conclui a demonstragao por indugao.

Veremos a seguir que, para todo convergente c,, = Z—”, temos
n

(pn,qn) = 1; porém é necessario a prova da seguinte relacao
Pndn-1 — Pn-1qn = (=D™.
Teorema 1.3: Sejam p,, € q,, respectivamente, o numerador e o denominador do
n — ésimo convergente. As igualdades p,qn-1 — Pn-19n = (1", n=0e€
Pnn-2 — Pn—2qn = (=D)™a, ,n = 1, se verificam.
Demonstracao:
Novamente, provemos por indu¢do em n. Paran = 0 temos
Pod-1—DP-1Go=1-1-0-0=1=(-1)°

Suponha, como hipétese de inducdo, que para i <n, com n >0 é valido a
relacdo  piqi_1 — pi-1q; = (=1)*;i=1,2,3......n mostraremos que a mesma &
verdadeira parai =n+ 1.

Pn+19n — Pn9n+1 = (an+1pn + pn—l)qn - pn(an+1qn + Qn—l)

= Apn+1Pn9n T Pn-19n — An+1Pnl9n — Pnn-1



26

= Pn-1Gn = Pndn-1 = (=) (PnGn-1 — Pn-14n)
utilizando, pois a hipétese de indug&o, obtemos:
Pr+1qn = Pudn+1 = (DD = (=D
0 que conclui a demonstracéo da primeira igualdade.

Para demonstrar a segunda igualdade, basta fazer

Pndn-2 — Pn-29n = (anpn—l + pn—Z)Qn—Z — Pn-2 (anQn—l + CIn—z)
= pPn-19n-2 * Pn-29n-2 — AnPn—29n-1 — Pn-29n-2
= an(pn—1Qn—2 - pn—ZCIn—l)

= (_1)n_1an
0 gque conclui a segunda igualdade e portanto o teorema. ]

Corolario 1.1: Para todo convergente c, = Z—" temos que (p,, q,) = 1.
n

Demonstracdo: Seja d um numero inteiro ndo nulo, tal que d é um divisor comum
de p, e q,, OuU seja, existem k e r (k,r € Z); onde p,, = dk e q,, = dr

Logo; pelo teorema anterior
Pndn-1 — Pn-1qn = (=1 Vnxo
teremos
dkqn_1 — Pp_rdr = (="
Dividindo ambos os membros desta equacéo por d, vem

(="
d

an—l — Pn-1T =

Isto nos diz que qualquer divisor comum de p,, € g,, deve ser um divisor de 1 ou -1.
Portanto o maximo divisor comum de p,, € g,deve ser 1.
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2.5 EXPANSAO DE NUMEROS IRRACIONAIS EM FRACOES CONTINUAS

Vimos no inicio deste capitulo a expansao de v3 em fragbes continuas, porém
de uma maneira exaustiva. Descrevemos agora um processo para construir a
expansao de um numero irracional em fra¢cdes continuas.

Seja a = a; um irracional e seja a; 0 maior inteiro menor que «, isto é,
a, = |a]. Assim,

1
C(:Cl1+a— 0<(Z_<1
2 2

1 L
> 1 éirracional. Da mesma forma, podemos escrever

1 1
a2:a2+_ 0<_<1
as as

> 1é& irracional. Repetindo esse processo, teremos:

Oz—ap

1

a=a;+—

24)

4 1
0y =dy T —

a3

4 1

03 = d3z T—

Ay

1
ap = au + , any > 1 ay = lanJ
Tn+1

Esse processo nao termina e por isso pode ser repetido um namero qualquer

de vezes, visto que todos 0s ai,a,,ds, .. .. sdo numeros inteiros e todos os
Ay, qy, Az, e oo nameros irracionais. Fazendo as substituicdes no processo encontrado

acima, encontramos a seguinte fracdo continua simples infinita.



0 que denotaremos por & = [ay; a,, as, ... ..

Exemplo 1.2: Expresse o nimero v/3 em forma de fragdo continua simples

infinita.

1 )
a, + ———
azt—a

..]. (veja o Corolario 1.2.)

Solucgéo: Sabemos que 12 < 3 < 22 = 1 < +/3 < 2; sendo portanto

a, = [V3] = 1. Logo, escrevendo

1 1
\/§ = a1 +— = 1+_
X1 X1
Dai;
oo = L —_1 (V3+1) _ V3+1
L7 v3-1 (V3-1) (v3+1) 2
Ou seja,
1 1
V3 = L+ =1+ 5
2
Como a, = [x;] = l@] =1, vem
V3+1 L1
2 - Xy
De onde temos
1 2 (V3+1)
xZ — 3-1 _(\/5_1)(\/§+1)—\/§+1
2
Assim;
1
V3=1+ -
1-I_\/§+1

Logo az = |x,] = |V3+ 1| =2

1
V3+1=a;+— =2+—

X3

1

X3

28
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Desta ultima equacgéo determinando x;

1 V3+1
x3 = =
V3-1 2
Perceba que x; =x;. Como consequéncia x, =x,; Xs =X3 € assim
sucessivamente o que nos fornece para a sequéncia a,,a, as, ... 0S Vvalores
1,1,2,1,2,1,2.... Portanto a fracdo continua infinita que representa v/3 é dada por:

1 _
V3=1+—F—=[1;1212,...] = [1;1,2]
14—
2+ T

Esse tipo de fracdo continua € chamada fracdo continua periédica.

Definicdo 1.4: Uma fracdo continua simples € denominada fracdo continua
peribdica se a sequéncia dos valores a; apresenta repeticdo (periodo), que
denotaremos por

[al; Aoy ey Ag—1, Ay At 1y «ees ak+n—1]

Sendo ay,, = ai, € 0s valores ay,ay;q,...,ax4n—1 fOormam o periodo. A fracéo
continua

[al; a,as, ..., ak]

é denominada fracao continua periédica pura.

Exemplo 1.3: Determine a expansao de v/8 em fragcdes continuas

Soluc&o: Sabemos que 22 < 8 < 32 = 2 <+/8 < 3; sendo portanto a, =
| V8| = 2. Logo;

1 11 (VB+2) V8+2
\/§_2+x_1z>xl_x/§—2_(x/§—z)(x/§+z)_ 4
Dai;
a2=[x1J=[@=1,vem
v8+2 1 1 4 (V8+2)
T TRt T g (e

De onde temos
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as = |x,] = |V8 + 2| = 4, assim

1 1 1 (V8+2) V8+2
V842 =4+— = x5 = =X
X3 ° V8-2 (V8-2)(VB+2) 4
Como x; = x;, vemos que a, = a,; as = as,qq = Ay ; a; = as. Portanto
1 _
V8 =2+ - =[2;1,4,14,...] = [2;1,4]
1+——
4+ T
=y

Sera possivel revertermos esse processo? Sim, dada a fracdo continua
periodica, somos capazes de obter o niumero irracional que esta representa.

Considere
1
[2;14]=y=2+ T
1+ T
4+ T
1+m
Observe desta ultima igualdade, que
1 1
y=2+ T o Wy-2)= T s
1 + 1 1
4+ T 4+ T
1+ S oy
1
S y-2)= e y—-2)= 513 ©
4+(y-2) y+2 y+2

y+ 2

portanto[2; 1,4] = /8.

Devemos lembrar que nem todo irracional possui uma representacao
periodica quando representado sob a forma de fragdes continua. Lembra do

=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,.....] no inicio do capitulo, onde ndo ha uma
sequéncia periodica.

Lagrange, em 1770, caracterizou todos o0s irracionais que possuem
representacao periddica quando expressos sob a forma de fracdo continua.
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Ele mostrou que a fracdo continua infinita que representa um irracional é
periddica se, e somente se, este irracional for raiz de um polindbmio da forma
ax?+ bx +c =0 onde a,b e c séo inteiros. Porém trataremos deste assunto mais
adiante.

2.6 PROPRIEDADES DOS CONVERGENTES

No teorema a seguir mostramos algumas propriedades importantes da
sequéncia dos convergentes c;, ¢,, c3, ... de uma fracdo continua. Lembrando que os
convergentes das fracdes continuas simples infinitas sdo obtidos do mesmo modo
que os convergentes das fragBes continuas simples finitas.

Definicdo 1.5: Diz-se que uma sequéncia (c,) € crescente se
c1<c, < <c,<--edecrescentesec; >c, > >y >

Diz-se que a sequéncia é ndo decrescente se ¢; < ¢, <+ <c¢, <- € hao
crescente se ¢; = ¢, = - = ¢, ... Diz-se que a sequéncia € monoétona se ela satisfaz
qgualquer uma dessas condi¢des.

Definicdo 1.6: Dizemos que uma sequéncia(c,) € limitada se € limitada
superiormente e limitada inferiormente a0 mesmo tempo, ou seja, existem ndmeros
reaisa e b taisquea <c, <b.

Teorema 1.4. A sequéncia cy,c,,cs, ... d0S convergentes de uma fracdo continua
satisfaz as seguintes propriedades:

| Os convergentes de ordem impar formam uma sequéncia numérica
crescente.

C1<C3<C5<C7< """ <C2n+1

Il Os convergentes de ordem par formam uma sequéncia numérica
decrescente.

C2>C4>C6>C8> """ >C21’l

[Il Todo convergente de ordem impar € menor do que qualquer convergente
de ordem par e para cada convergente (c,),n = 3, tem-se que c, esta entre
Cn—2 € Cp_q:

C1<C3<C5<C7<"'<C2n+1<"‘<C2n<“'<c6<C4<C2,

Cne1 < Cp < Cp_p OU Cp_p < Cp < Cp_q
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Demonstracao:

Do teorema (1.3) temos que, seja a fracdo continua simples finita ou infinita,
sdo vélidas as seguintes expressoes

Pndn-1 — Pn-19n = (_1)n
Pndn-2 — Pn-29n = (_1)n_1an
Dividindo, respectivamente, ambos os membros da primeira e segunda

igualdade por q,9n-1 € qnqn—2, temos:

Pn Pn-1 (="
Cp—Cp 1 =————= n=>2 (141
n n-1 Adn dn-1 dndn-1 ( )

e

_ —-1)" 1a
e —c, = bn P2 CDTAn o

dn  qn-—2 qndn-2

Lembrando que a,, > 0, paran > 1 e que g, > 0 para, n = 1.

Se n for par, vem:

GO (-D""'a
>0c,>C1€Cp—Cpy=—"—"<0>c, <Cp_y
dndn-1 dndn-2

Cn—Ch1 =

De onde, se tem
Cn-1 < Cp < Cp—
Se n for impar, vem:

(=" —1)n-1q
<0=>cn<cn_1ecn—cn_2=(—n>0=>cn>cn_2
dndn-1 dnqn-2

Ch —Ch—1 =

De onde, se tem
Cn—2 < Cp < Cp—q
O que conclui a nossa demonstracao. ]

Pretendemos, agora, mostrar que toda fracdo continua simples infinita é
convergente, porém para isso é preciso algumas definicbes e um teorema
fundamental da Analise, vejamos.

Teorema 1.5: Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

Demonstracao:
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Consideremos, para fixar as ideias, uma sequéncia nédo decrescente (c,)
(portanto, limitada inferiormente pelo elemento a,).

A hipotese de ser limitada significa que ela é limitada superiormente, lembre-se que
todo conjunto limitado superiormente possui supremo e gue supremo é a menor das
cotas superiores. Seja S o supremo do conjunto (c,). Vamos provar que este
namero S € o limite de c,.

Dado ¢ > 0, existe um elemento da seqUéncia, com um certo indice N, tal que
S—e<ay<S.0ra, como a sequéncia é ndo decrescente, ay < a, paratodon > N,
de sorte que

n>N=>S—-—¢<aq,<S+¢
que é o que desejavamos mostrar.

A demonstracdo do teorema no caso de uma sequéncia nao crescente é
analoga.

Teorema 1.6: Toda fracdo continua simples infinita € convergente, sendo seu limite
L dado por

L= lim cyppq = lim ¢y
n—-oo n—->oo

Demonstracao:

Vimos no teorema (1.4) que a sequéncia dos convergentes de indice impar
{c,n—1} € uma sequéncia crescente, limitada superiormente por c,, enquanto que a
sequéncia dos convergentes de indice par {c,,} € uma sequéncia decrescente,
limitada inferiormente por ¢,. Dessa maneira, pelo teorema (1.5), temos que ambas
as sequéncias dos convergentes de uma fragdo continua convergem.

Para o nosso proposito, falta mostrar quer L; = L;. Utilizando a expressao
(1.4.1), segue que:

(o> 1

q2n92n-1 B 92n92n-1

Con — Con—1 =

lembrando que os valores dos a,(n = 2) e g,(n = 1) sdo todos inteiros positivos e
que gn4+1 > qn, VIStO QUE Gni1 = Ani19n + 9n—1 € N, concluimos que a sequéncia
dos q,'s cresce indefinidamente. Isto nos permite concluir que:
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: (=1
lim (¢cyp—Cop—q1) = lim ————
n—-oo

=0 © lim ¢y, — limc¢,,,_; =0 &
n=0 gondon-1 n—o n-e

& lim ¢y, = lim ¢y,_4
n—oo n—oo
Portanto L = L; = L;. [ |

Até aqui, sabemos como obter a representacdo de um numero irracional sob
a forma de fracdo continua e que a sequéncia dos convergentes desta fracdo
continua converge. No entanto, quem nos garante que o limite L, para o qual a
sequéncia dos convergentes converge, € realmente o namero irracional que deu
origem a fracdo continua? Para isto necessitamos dos proximos dois teoremas

Teorema 1.7: Para qualquer niumero real a temos a seguinte relacéo:

[a ‘a a a ] _ AnPn-1 t Pn—2
1, 2,....., n_l, n -
anqn—l + qu—Z
sendo a,,a,,as, ... uma sequéncia de numeros inteiros positivos com a possivel

excecao de a, e onde as sequéncias dos p;’s e g;'s sdo dadas por
po =1, p-1 =0, qo =0, q-1 =1
Pn = QnPn-1 1 Pn—2
Gn = Anqn-1+ qn-2,n 2 1.
Demonstracao:
Provemos por indu¢do em n a demonstracédo desse teorema

Paran = 1, temos

1P +P-1
a1qo +q-1
resultado verdadeiro pelas condi¢des iniciais
Paran =2
apL+py aya;+1 1
[ay; a,] = = =a; +—
@291t qo a; a;

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para um certo n € N,

[a - a a a ] _ AnPp—1 + Pn—2
1, 2, CEERCIC) n_l, n -
Onqn-1 + qn-2
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Mostraremos que ele € verdadeiro para n + 1, como segue:

1
1 (an + an+1) Pn-1 t Pn-2
[a; Az, oo, Ay Apgq] = [al; Ay e, Ap_q, Ay + ] =

1
On+1 (an + m) qn-1 + qn-2

(an + ﬁ“) Pn-1t Pn—2

(an + ﬁﬂ) Gn-1 1t qn-2

_ (n+1an + 1)Pn-1 + An41Pn—2
(an+1an + 1)qn—1 + In+19n-2

Uns1(@nPn_1 + Pn-2) + Pn-1
an+1(anCIn—1 + Qn—z) + qn-1

Xn+1Pn + Pn-1
An+19n + Gn-1

O que conclui a demonstracéo do teorema.

Teorema 1.8: Sejam Z—” 0s convergentes da expansao de a, sendo este um namero
n
irracional, sob forma de fracdo continua. Entao;

Pn (_1)n+1
oA —— =
dn dn (an+1qn + Qn—l)

Demonstracao:

Seja a = [a;; ay, ..., Ay, Aptq] SEQUE dO teorema (1.7) que

a — p_n — Tn+1Pn + Pn-1 _ p_n
dn On+19n + qn-1 qn

_ An+1Pnqn + Pn-19n — An+1Pn9n — Pndn-1
Qn(an+1qn + qn—l)
_ Pn-19n — Pnqn-1
Qn(a’n+1Qn + Qn—l)

_ (_1) (pnCIn—l - pn—lQn)
Qn(an+1Qn + Qn—l)
(_1)n+1
B Qn(an+1CIn + Qn—l)

pelo teorema 1.3.
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Uma vez que a sequéncia dos g;'s é crescente e 0s numeros a,’'s Sao

positivos, podemos concluir que lim,, (a - p—") 0.

dn

Assim,

Pn _ q: .
o= lim,, . [aq; a,, ..., a,].
n

Corolario 1.2: a = lim,_,«

Ou seja, o limite da sequiéncia dos convergentes da representacédo do irracional «a
sob forma de fracdo continua € igual ao proprio a. Por isto escrevemos a =

[a,,a,,as, .....].

Corolério 1.3: Todo convergente c¢,, = Z—" de «a satisfaz
n

Demonstracao:

Pelo teorema (1.4) sabemos que a, < a e pelo teorema (1.8) que
Pn (_1)n+1
a—— =
dn n (an+1CIn + Qn—l)

além disso, a sequéncia dos g;'s € crescentee 0s nimeros «,'s Sao positivos
Logo;
1 1

= <
qn(“n+1‘ln + qn—l) dn (an+1Qn + Qn—l)

| Pn
a ——
an

Por outro lado, qn4+1 = @n419n + 9n-1 © Gn+1 > qn de onde vem:

1 1 1 1
Qn(an+IQn + Qn—l) Qn(an+IQn + Qn—l) Ann+1 qn

| Pn
aOa ——
an
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Proposicédo 1.2: Dois nimeros irracionais a e § com expansdes em fracdes

continuas « = [a;;a,,a3,...,0y,...] © B =[by; by, bs,...,b,, ...] S&0 iguais se, e
somente se, a; = b;,VieN.

Demonstracao: =)
Obvio, uma vez que o processo definido na secéo 2.5 esta bem definido.
(=
a, = by, a, = by,a3 = bs, ...,a, = by, ... =

= a = lim[ay; ay, as, ..., a,] = lim [by; by, bs, ..., b, ] = B.
n—oo n—-oo

Vamos provar, no proximo teorema, que toda fracado continua simples infinita
representa um irracional.

Teorema 1.9: Toda fracdo continua simples infinita [ay; a,, as, .....] representa um
irracional.

Demonstracao:

Sabemos pelo teorema 1.6 que os convergentes da fracdo continua dada
tendem para um nimero real a. Suponha que a seja racional, isto €, a = % aeb

inteiros e b > 0, de acordo com o corolario (1.2) sendo ¢, = Z—“, com p,e q, inteiros,
n

um convergente de «a, entao:

1 a pn

a—— <
qa b qn

| Pn
an

1 |aQn - bpn
:> ———

1 b
— <—=laq, — bp,| <—
q% bqn q% " " g

n n

Sendo a sequéncia dos q,'s crescente podemos escolher n suficientemente
grande de forma que b < q,.

Dessa maneira, o inteiro aq, — bp,, € nao nulo pois neste caso teriamos
q = 2Pn

dn

€ Z ,um absurdo, ja que q,, dividiria b e b < q,,.

Portanto ag,, — bp,, se encontra entre 0 e 1, 0 que é impossivel.
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No contexto do Teorema anterior, podemos mostrar ainda que aplicando-se o0
processo descrito na secdo 2.5 ao numero a, obtendo—se assim a sequéncia de
nameros b4, b, b, ..., vale a; = b;, V i € N. Com efeito, com as notacdes ja utilizadas,

1 1 1 1
a+—=b+—=>a,—b=———.
1-i_az 1+,32 1 1 B2 [4%)

Sendoay,b; € Z € ay, [, > 1, vem

a, P

Continuando com a igualdade entre os niumeros «, e f3,, temos:

0<l|a; —b| =

<1e|a1_b1|6 Z =>a1=blea2=,32.

1 1 1 1
a+—=by+—=a,— b, =———.
2 a3 2 B3 2 2 B3 asz

Um argumento completamente analogo ao anterior nos leva a
a; =byeaz = fs,

e assim por diante.
2.7 BOAS APROXIMACOES SAO REDUZIDAS

O préximo teorema juntamente com seu corolario, através da aproximacao de
x porg , caracterizam as reduzidas em termos do erro reduzido desta aproximacao

ue é por definicdo, |gx — »|, a razdo entre |x — 2| e o erro maximo da aproximacio
q p q

por falta com denominador g, que é

Q|-

Teorema 1.10: Paratodo p,q € Z,com 0 < q < gn4+1, teEMOS
|gnx — pnl < lqx — pl
Além disso, se 0 < g < g, a desigualdade acima é estrita.

Demonstracao:

Se S = P entdo existe algum inteiro k # 0 tal que p = kp,, ,q = kq,; pois

Adn

sabemos que (p,, q,) = 1. Neste caso:

q p_|L
|nx = pal = [x = 7| = 2| lax = pl < lax = |

p

Assim, supondo que . * Z—" de modo que
n
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1 1

B_P_n2_> _|Pn_Pnta

q n qqn Anqn+1 dn An+1
pois q < g,.+1 € dessa maneira S esta fora do intervalo [Z—",?]. Portanto;

n n+1
p| . {|p Pn |p Pnt1 } 1 1
XxX—-|zminil-——|,|-——|; = = [gx —p|l =2 —— 2 |qnX — Pl
| q q dn q dn+1 qqn+1 |q pl dn+1 |qn pnl
z . . 1 ~ , .
Além disso, se vale a igualdade = |gnx — pn|, entéo pelo corolario (1.2)
n+1

teremos x = 21 donde a1 = 2 € gn41 > 24y , POIS 0 Ultimo coeficiente a,,,, de

dn+1

uma fracdo continua finita é sempre maior que 1. Nesse caso, se q < q,, teremos

Pn+1  Pn

> 1 _ 1 =Qn+1_q> 1

x—=|=>|-—— >
q4n nqn+1 q9n9n+1 q9n+1

ql g aqn

’ p b Dn
qn+1 dn

O que implica

1
Iqx—pl > q = anx_pnl-
n+1

Corolério 1.4: Paratodo q < q,,,

Demonstracao:

Sendo q < q,, pelo teorema (1.10) vem |g,x — p,| < |gx —p| € qi < é , logo:

-
q

1 1 Dn
— g x — pn| <—lgx — |=>|x——
q n Pn qq p q

n n

Coroléario 1.5: Se |gx — p| < |q'x — p'|, para todo p’ e g’ < q tais que Z + %, entéos

€ uma reduzida da fracéo continua de x.
Demonstracao:

Tome n tal que q, < q < qn41

Pn

Teremos |g,x — pnl < lgx — p| e, portanto g =

Ja que pelo teorema (1.10) obtemos |gx — p| < |gnx — p,| apenas se
s * Z—” com q < q,
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Teorema 1.11: (Lagrange) Seja a um numero irracional. Se existir um racional
4/ b =1, tal que

entao a/b € um convergente da expansao de a em fracdo continua.

Demonstracao:

Suponha que o racional a/b nao seja um convergente da fracédo continua de
a, porém satisfaca a hipétese e que sem perda de generalidade (a, b) = 1.

Sejan € Ztalque g, <b < qns1 € a/b * p”/qn, logo pelo corolério (1.4)
lagn — pnl < lab — al

E por hipétese |ab — a| < % logo:
1
gy —pnl < lab —al <o

1
2bqy

| Pn
oa — —
an

Usando o fato de que bp,, — aq,, € um inteiro ndo nulo, obtemos:

Pn a | a pn | a | Pn 1 1
Di——=|=la—+——¢a|<|a—~|+|a——| <=5+
O3l =le-5+ g o =le=5l+ | <z * 2,

bp, — 1
(H) P_n_g _ | Pn ain >
qn b bg, bqn
Assim:
1 1 1 2b g, +b

< + = < =>2b<q,+b=>b<
bq, - 2b2 ' 2bq,  2b2q, = 2b2q, n n

Mas q, < b < q,4+1- Portanto, uma contradicdo o que conclui o teorema.
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2.8 FRACOES CONTINUAS PERIODICAS

Estudaremos, nesta secdo, um assunto ja citado anteriormente, as fracdes
continuas periodicas. Apresentaremos os teoremas de Leonhard Euler e Joseph
Louis Lagrange que relacionam numeros irracionais quadraticos e fracfes continuas
periddicas.

Lembremos da definicdo de fracdes continuas periodicas, vista no teorema
(1.4).

Uma fracdo continua simples é denominada fracdo continua periodica se a
sequéncia dos valores a; apresenta repeticao (periodo), que denotaremos por

[al; Aoy ey Ag—1, Ay At 1y «ees ak+n—1]

sendo ay,, = ai, € 0s valores ay,di;q, ..., Axen—1 fOrmam o periodo. A fracéo
continua

[al; a,, a3, ey ak]
é denominada fracdo continua periédica pura.

Definicdo 1.7: Designa-se irracionalidade quadratica qualquer nimero da forma

p + qVD, onde p e q s&o nimeros racionais e D, um nimero natural que n&o é igual
ao quadrado de nenhum outro nimero inteiro. Em outras palavras, € raiz de uma
equacdo quadratica ax?+bx+c=0,a,b,c €EZ e b?>—4ac >0 ndo é quadrado
perfeito. Quando p,q € Z dizemos que a irracionalidade quadratica é inteira

Definic&o 1.8: Dado um irracional quadréatico @ = p + gv/D definimos o seu
conjugado @ como

@ =p — qVD , obtido simplesmente trocando o sinal do coeficiente q de v/D.
Tal definicdo nos fornece ainda as seguintes propriedades:

) Se « satisfaz a equacdo ax? + bx + ¢ = 0, entdo @ também satisfaz
esta equacao.

1)) O conjugado do conjugado de um namero irracional quadratico « € ele
préprio. (Consequéncia da propria definicao)

[l) O conjugado da soma, diferenga, produto ou quociente de dois
nameros irracionais quadraticos é igual, respectivamente, a soma,
diferenca, produto ou quocientes de seus conjugados.

Vejamos as demonstracdes: sejama =p +gVD e B =1 + svD



i)(aiﬁ)=((p+q\/5)i(r+sx/5)=((pir)+(qis)\/5)=
ptr)—(@xs)VD=@+r)+(—qFs)VD=(p—qVD)+(r—sVD)=a+p

i)y (a-B)=((p+qVD)-(r+sVD)= ((pr +psVD) + (qsD + qr\/ﬁ)) =

:((pr + gsD) + (ps + qr)\/ﬁ) = (pr + qsD) — (ps + qr)VD) =
= (p—qVD)r + (¢sD —psVD) = (p — qVD)r + (—sVD)(p — qVD) =
=(p—qVD)-(r-svD)=a -B

iii) Utilizando a propriedade ii) temos % = % donde
@=(<p)= 7575
— = a._ :a._:a.__:__
B B B B B

Definicdo 1.9: Um numero irracional quadratico « € dito reduzido se a > 1 e seu
conjugado « esta entre -1 e 0.

Oservacéao 1.1:

Se a = p + gv/D é um irracional quadrético inteiro reduzido, ent&o
peNegqgeN.

De fato, sendo «a reduzido temos por definigdo que:

D>1
{p+q\/_ =2p>0=p>0-peN
p+qVD >1 p—qVD > -1
_ — \/E<O: +qVvD > 1
1<p-q {p 1 =20>0=¢>0~qeN
—p+qVD >0

Teorema 1.12: (Euler) Se x € uma fracdo continua periédica, isto é, se:

x = [al; A2y s Ay Ay 15 A2 o0 ak+n]’
entdo x € um numero irracional quadratico.

Demonstracao:
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Considere que a fracdo continua periodica x tenha periodo de comprimento n,
OU S€eja,ay4n+i = Ak+i; 1 < i < n. Assim; consideremos

X, = laqg; ay, ..., ag, X ]; com x;, = [ak+1; Qp42, ....,xk+n] e
Xok = [ay; g, ..y Qg Xk ]; cOM X3 = [ak+1F Ak+2, - Xk+no ---'xk+2n]
pelo teorema (1.7), vem

_ XkPr-1 1 Pk—2 e xon = X2kP2k-1 1 D2k-2

k= 2k
Xkqr-1 T qr—2 X2kq2k-1 T+ Q2k-2

0 que implica

XkPrk-1 1t Pk—2 _ X2kP2k-1 1 D2k—2
XiQk-1+ Qe-z X2kqzk-1 t Gor—2

poisSx; = X, lembrando que x, = x,;, = x temos:
(Pr-192k-1 — P2r—-19k-1) ()? + [(Pk-192k-2 + G2k-1Pk-2))
+(—=P2r-19k-2 — P2k—29k-1)1(*) + (Pr-292k-2 — P2k—29k-2) = 0
Logo

Ax> +Bx+C =0
com:

A = Py_192k-1 — P2k—19x—1 que € um valor ndo nulo, pois caso contrario, teriamos:

_ _ P2k-19k-1
Pr-192k-1 = P2k-19k-1 = Pk-1 = T dos

q,x—1 dividiria g;_, um absurdo ja que g,5—1 > qx—1-

€ Z,onde (py5-1,G2k-1) = 1 e assim

B = pr-192k-2 + Q2k-1Pk-2 — P2k-19k-2 — P2k-29k-1
C = Pr-292k-2 — P2k-29k—2

Portanto A, B e C sdo numeros inteiros e A # 0. Por hip6tese, x € um niamero
irracional. Assim, x € um irracional quadratico.
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Teorema 1.13: (Lagrange) A fracdo continua que representa um numero irracional
quadratico x é periddica.

Demonstracao:

Pela definicho de nuamero irracional quadratico x satisfaz a equacgao
quadratica ax? + bx + ¢ = 0 com a,b e c inteiros e b?> — 4ac > 0 livre de quadrados
perfeitos. Sabemos pelo teorema (1.7) que:

‘= XkPr-1 t Pr-2
XkGr-1 T qr—2

Substituindo esse valor de x na equacao quadratica, obtemos:

ax’?+bx+c=0=>

a (xkpk—l + pk—2>2 +h (xkpk—l + P2
Xqr-1 1 Qr—2 Xkqr-1 T qr—2

> +c=0>
= Apxp + Byxp + C, =0
onde
Ay = apg1 + bPr-1k-1 + cqi—y
By = 2apg-1Pk-2 + b(Dr-1qk-2 + Pr-2qk-1) + 2¢qx-1qx—2
Ck = apig_p + bpr_2qr—2 + cqic_,

Note que C,, = A,_,. Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < |4A,| <M

paratodo k € N, e portanto 0 < |C,| < M, V-

Prk-1\(_. Pk-1
Ay = apl%—l + bpr-1qk-1 + CQI%—1 = a%%—1 (x - ) (x - )»
qk-1 qk-1

ondex e x sdo raizes de ax? + bx + ¢ = 0, mas

|x _ Pt <—5—<1=|4]= aqi_q |x — Pi—1 X — Pre—a
qr-1 qi-1 k—1 qrk-1
Pr-1

Sa(lf—x|+|x—

)

k-1
<a(lx—x|+1) =M
Notemos que, para qualquer k € N,

Bf — 44 C = (Dr-19x—2 — Pr-29xk—-1)*(b? — 4ac) = b* — 4ac
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Portanto,

B < 4A,C, + b? — 4ac < 4M? + b? — 4ac

= By, < J4M? + b? — 4ac = M’

Provamos que Ay, By e C; estdo uniformemente limitados, donde ha apenas
um ndmero finito de possiveis equagées A, X? + By X + C, = 0, e portanto de
possiveis valores de x;. Assim, necessariamente x;.,,, = x; para alguma escolha de
k€ N,n e Ny,.

2.9 A EXPANSAO DE +/4 SOB FORMA DE FRACAO CONTINUA

Pretendemos mostrar aqui que, a expansao sob forma de fracdo continua de
VA, segue um padr&o periddico de uma forma especial.

No entanto, precisamos de alguns teoremas antes.

Teorema 1.14: Seja a um irracional quadratico. Entdo a é puramente periddico se, e
somente se, a € reduzido.

Demonstracao:

Sabemos que a possui uma fracdo continua periddica, pois este € um
irracional quadrético. Dividiremos a demonstracao em duas partes.

= Se a é puramente periédico entdo a é reduzido.

Suponhamos que a seja puramente perioddico e tenha periodo n — 1, ou seja,
tenha a formaa = [a; ag, ... ... ,qn—1]. Como a; >0V i>1temos a > 1. Assim, temos
a=lag;a,, ... ,an_1, ] € do teorema (1.7), vem:

a= APn—1 + Pn-2
adn-1 + qn-2

Logo;
Gn-12% + (@n-2 = Pn-1)& = Pn2 =0
De onde « é raiz de
f() = qn-1%* + (Gn-2 = Pn-1)X — Pn—2

Veja que
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f(O) =—-pp.<0 e f(_l) =(qn-1—qn-2 + Pn-1 —Pn-2>0

segue do Teorema do Valor Intermediério que, a outra raiz de f(x), a’ ,conjugado de
a, esta situada entre 0 e —1. Portanto a € um irracional quadratico reduzido.

& Se a é reduzido entdo a é puramente periodico.

Agora suponha que a = [ay; a,, as ... ] seja reduzido e a,, = [a,; Ans1, Angzr--- |
paran =1 coma = a;. Como a; > 1 e seu conjugado —1 < B; < 0. Temos:

aG=a+—>a,=—>1
ay a1 —aq

pois a; = |a,]. Além disso;

1
pr=a;+—=>—-—=p—a;<—-a; <1

B2 B>

e assim —1 < B, < 0. Continuando esse processo, geramos passo a passo uma
série de equacoes.

1 1 1
0(1=a1+— a2:a2+_ a_1=a_1+—
a’ as’ o " an

onde todos o0s «;s sao irracionais quadraticos reduzidos.

Por contradi¢cdo, suponhamos que a nao seja puramente periddica e tenha a
forma a = [ay;ay, ..., An_1, T, ) AGprm—1] COM n > 1. Entao

Anp_1 # Apnem—1 » CASO cCONtrario, o periodo teria iniciado uma posi¢éo antes.

Contudo, a,, = &4+, assim obtemos

1 1
Opn—1 — Apnym-1 = (an—l + a_) - (an+m—1 + ) =dn-1 — An+m-1
n n+m

observe que esse resultado é um inteiro ndo nulo, visto que a,_; # ayym—1 €
consequentemente B,_; — Bn+m—1 também é um inteiro ndo nulo e ainda

Bn-1 — Bn+m-1 €Sta entre -1 e 1. Esta contradicdo prova o teorema. [

Teorema 1.15: Seja a; = [ay; @y ., G- ENté0 _1/31 = [@m; -1, -, a;1], Onde B, €

0 conjugado de a;.
Demonstracao:

Sabemos que

1 1 1 1
ap=a1+— ,a, =a, +—, ..., = a; + e, Ay = Ay +—
a; as Xp+1 a;
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entdo, calculando os respectivos conjugados, obtemos:

1 1
,31:a1+_,,82:(12+_,...,,8k:ak+ ,...,,B =a, +—
B2 B3 Bre+1 " By
Resolvendo essas equagdes na ordem inversa, vem
1 1 1 1

_EZarn_ﬁm;---,—'gk-'-1 :ak_ﬁk,...,—gzaz_ﬁz’_ﬁ_zal_ﬁl

2

. 1 . .
Assim cada — € maior que 1 e, portanto podemos pensar neles como sendo
k

0S quocientes parciais do nimero _1/5,1 = (@ ez, ) Q4| [ ]

Com os teoremas, vistos acima, agora somos capazes de averiguar a forma
da expansé&o de VA em fracdes continuas.

Teorema 1.16: Se A > 1 ndo € um quadrado perfeito. Entdo

'\/Z = [al; Ay, ..e .. yAp_2, 2611]
ondea; = a,_; paraj = 2,3,4,....n—2 e a, = |[VA|
Demonstracao:

Note que VA > 1, assim seu conjugado —V/A n&o esta entre -1 e 0. Portanto

VA ndo é um irracional quadratico reduzido e pelo teorema (1.14) sua expansdo nao
€ puramente periodica. Digamos que sua expanséao seja da forma:

VA = [ay;ay, ..., Qnezy Ty o) Gameil

Por outro lado, adicionando a; em ambos os lados da equacdo acima,
obtemos VA +a; > 1, cujo conjugado —VA + a; situa-se entre -1 e 0, ou seja,

VA + a; é um irracional quadratico reduzido e portanto sua expansdo € puramente
periddica; logo:

\/Z + a, = [Zal; a,,as, ..., an_z]

Consequentemente, a expansao para VA é

\/Z = [al; ar, ...... »y Apn—2, 2(11] (1161)

onde o periodo se inicia ap0s o primeiro termo.

Para concluirmos, nosso obijetivo, falta mostrar que exceto o termo 2a,, a
parte periodica é simétrica, podendo ter ou ndo um termo central.
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~ -1 1 P
Pelo teorema (1.15) temos que a expansao de e = Via é dada por

1
\/Z_al

dessa maneira, o inverso é

= [an_z; aAn-3, ..., ay, Zal]

\/Z —aq = [0, Ap_»,Apn_3,...,0dy, Zal]

mas, pela expresséao (1.16.1)

VA - a; = [0;ay; as, ..., an_y, 2a4]

OU S€ja, Ay = Ap_y, A3 = Ap_3z, wer on ,Ap_y = Q5.

Portanto VA = [ay; ay, ... ..., Gn_p, 2a;] Onde a; = a,_;
paraj = 2,34,....n—2 e a; = |VA|
n

Exemplo 1.4: Dado um numero inteiro positivo a. Determine as expansfes em
fracOes continuas periddicas de:

a) VaZ+ 1
b) vT0

¢) VaZ—a
d) V12

Solucéo:

a) Observe gue pelo o que foi visto no teorema, além de ser simétrica, exceto o

termo 2a,, a parte periodica da expanséo de vA em fragdo continua periédica
termina no termo 2a,.

Seja A= a?+ 1> 1, assim a; = [VA| = a, entdo podemos escrever

1 1 VA+a
VA=attoa-= - —Vi+ta
a, VA—a A-—a?

do resultado obtido, temos que a, = |a;] = [VA + a| = 2a = 2a,, ou seja,
a, = 2a, 0 que implica que chegamos ao final da questao.

1 _
VA=\a?+1=a+ T = [a; 2a]
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b) Podemos reescrever v10 da seguinte maneira v10 = v32 + 1, logo pelo item
a), vem

1 _
\/1_=\/32+1=3+6+—1=[3;6]
_ 1

o+ —6r—

c) Consideremos A = a? —a,e a > 1, de onde temos que
a?—2a+1=(a—-1?%*<A=a*—-aeassima, = [VA| = |[Va? —a| =
a — 1, entdo podemos escrever

1 1 VA+ (a—1)
VA=(a-1D)+—>a, = =
( ) al 1 \/Z—(a—l) a_l
: VA .
do resultado obtido, temos que a, = |a4| = [; + 1] = 2 segue que:
1 1 1 1 A+ (a—-1
\/Zz(a—1)+—1:>2+—=—:>2+—=w:>
2+— az VA—(a-1) a; a—1
1 VA 1 VA-(a-1) a—1
a, a-—1 a, a—1 2 VA-(a—-1) ( )

Continuando o procedimento, encontramos

as =laz] =|VA+(a=1|=(@-D+(@a-1) =2(a—1) = 2a; = az = 2a,.
Portanto:

\/Z=\/a2—a=(a—1)+2 11 =[(a—1);2,2(a - 1)]
+

2(a—1)+—r=

d) Podemos escrever V12 do seguinte modo V12 = V42 — 4, Logo:
1 _
VI2 =42 -4=3+——— =[3;2,6]

1
e ——

2tex
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3 APLICACOES DE FRACOES CONTINUAS

3.1 FRACOES CONTINUAS E O AJUSTE DE ENGRENAGENS

A aproximacao de numeros irracionais por racionais € uma questéo de grande
importancia, por isso a aplicabilidade de fracdes continuas em diversas situacoes.

Um primeiro contexto que caracteriza este tipo de situacao, fracdes continuas
e engrenagens, remonta ao século XVI. O fisico holandés Christiaan Huygens
utilizou as fragBes continuas para a construcdo de instrumentos cientificos, e, em
particular, elaborou um modelo reduzido do sistema solar.

Para a construgdo do modelo mecanico necessitava das relagbes de
transmissao entre as engrenagens, o que permitiria reproduzir as oOrbitas planetarias
numa escala adequada.

Precisamente, ja vimos que a cada numero real a estad associado uma unica

seqliéncia de numeros racionais (convergentes) {BP,/Q,}(n € N) com a seguinte
propriedade: entre todos os nimeros racionais com denominador menor ou igual a
Qn; B,/Q, é 0 mais proximo de a.

Mostraremos agora uma situacdo problema, na qual se faz necessario a
aproximagédo de um irracional por racional, que nos leva a utilizar as fragbes
continuas.

Situacao problema: Um relojoeiro precisa produzir dois tipos de rodas dentadas na
razdo de v/3/1, sendo impraticavel que estas rodas tenham mais que 20 dentes.
Encontre algumas possibilidades para os niumeros de rodas que irdo aproximar a
razdo desejada. [Adaptado de Sanches; Saloméao (2003)].

Solucéo:

Representaremos por x o numero de dentes da coroa (engrenagem maior) e
por y o numero de dentes do pinhdo (engrenagem menor). Assim, a relacdo de

transmissdo da coroa para o pinhdo é dada por § = /3 com x e y inteiros positivos. A

solucdo da questdo consiste em encontrarmos uma fracdo (convergente), que
respeite o limite de 20 dentes para a engrenagem maior (coroa).

Foi visto, anteriormente que:



V3 ~1,7320508....

V3l =1,
{v3},~0,7320508......,(1/0,7320508 ...], =

1,{1/0,7320508 ..},~ 0,36602541 ....,[1/0,36602541 ....]; = 2,
{1/36602541 ..};~ 0,73205076 ...,[1/0,73205076 ..], = 1

{1/0,732050761 ...},~ 0,3660266 ...,[1/0,3660266]5 = 2..

—_

V3= 1+ -

Logo, temos 0s seguintes convergentes:
(1° convergente).
co = V3 =1,7320508 = 1

(2° convergente).

1 1
=3 =17320508=1+07320508 =14+ ——— ~14+==2
@ =V3 + T 13660254~ " T 1

(3° convergente).

1 1 1
=l+——"=—=1+ =1+ ~1+
€2 13660254 1+ 0,3660254 1
2,7320508
5
3

(4° convergente).

1+ ! 1+ . 1+ ! ’
C3 = = = = —
_ 14 —2 1+ + 4
2,7320508 2+0,7320508 2+
1,366025
(5° convergente)
1+ ! 1+ . 1+ ! 1
C4_ = = ~ _———
T+ 1+ 14 U
24— 2+——— 24—
1+0,366025 1+ 1+=

2,7320508
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A nossa solucéo é obtida no 5° convergente, onde temos que 0 numero de dentes
na coroa seria 19 e o do pinh&o 11.

3.2ASTRONOMIA E FRACOES CONTINUAS

Seguindo o0 nosso raciocinio, a astronomia € um ramo que utiliza bastante
fragcbes continuas, visto 0 uso excessivo de aproximacdes de numeros irracionais
por racionais. Veja um problema interessante descrito no artigo de Varella (2006).

Situacao problema: No final de agosto de 2003, tivemos a melhor ocasido para
observar o planeta Marte de todo o século XXI. Marte esteve em oposi¢ao ao Sol em
28 de agosto e, no dia anterior, na sua menor distancia a Terra dos ultimos 60.000
anos! Seu brilho excepcional superou, nessa ocasido, o de todas as estrelas do céu
noturno. Essa oposicao repetiu, em condigcdes muito mais favoraveis, a oposicao de
23 de agosto de 1924, quando Marte esteve a 55,78 milhdes de quildbmetros da
Terra. Quando ocorrera a proxima oposi¢cao em que o planeta Marte se encontra em
sua menor distancia em relagéo ao Sol, como a ocorrida em 20037

Solucéo:

Inicialmente, precisamos saber o significado de certos termos da astronomia,
essenciais na resolucdo do problema.

Considerando as oOrbitas dos planetas circunferéncias e coplanares, ja que as
excentricidades da maioria dos planetas do Sistema Solar sdo proximas a unidade,
com excec¢ao de Mercurio e ao atualmente “rebaixado” Plutao.

Oposicéo: E a posicdo em que ocorre o alinhamento do Sol — Terra — Marte, nessa
ordem, e, nessa ocasido, encontra-se em sua menor distancia em relacdo a Terra.

Periodo sinddico(S): Do grego synodikds, € o intervalo de tempo decorrido entre
duas configuracdes iguais consecutivas, de modo que um astro (ou objeto)
reaparece no mesmo local, em relacdo ao astro da oOrbita mais interna.

Periodo Sideral (P): E o intervalo de tempo que um objeto ( astro, planeta) percorre
uma revolucdo (ou orbita) completa em torno de outro, tendo como referéncia as
estrelas fixas ( Translacdo).

O periodo sinddico difere do sideral pelo fato de haver o movimento de
translacéo do astro em relacédo a estrela fixa.
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Relacao entre o periodo sideral dos planetas, sejam:
P;: periodo sideral do planeta interno
P,: periodo sideral do planeta externo

Considere que em um dia o planeta interior e 0 planeta exterior movem-se

. 360° 360°
respectivamente 5 e
i e

360° 360°

ganho um angulo de — —
P Pe

. Dessa maneira, apos um dia, o planeta interior tera

em relacdo ao planeta exterior.

Assim, por definicdo, esse ganho € equivalente ao periodo sinddico.
(Expressao desenvolvida por Copérnico)

360° 360° 360°
s P P,

1 1
S —-—=—-
S P,

1

Fe

Sabendo que;

O periodo sideral da Terra é P, = 365d 6h 09m 10s = 365,256363 dias
O periodo sideral de Marte € P, = 686,979852 dias

Logo, o periodo sinddico de Marte sera:

i_1_ 1 L 1 _ _,§=779936096 dias

S Pr Py 365256363 686,979852

Entdo, dado que ocorreu uma oposi¢ao, as proximas oposicées nos mesmos
pontos de suas Orbitas ocorrerdo num intervalo de tempo que seja um multiplo
comum de Pr e S. Portanto, a solu¢cdo do problema consiste em determinar dois
nameros inteiros m e n que satisfacam a relacao:

n S 779936096

S=np, o> 2= o 27T
M = = T P, T 365,256363

= 2,135311146

Aqui, faz-se uso do método das fra¢des continuas.
(1° convergente).
Co = 2,135311146 = 2+ 0,135311146 = 2

(2° convergente).

= 2135311146 =2 +0,135311146 = 2+ ——— 2
“ 7390374182 777

(3° convergente).
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1 1 1
Cp=2+———=2+ =2+
2 7,390374182 7 4+ 0,390374182 _ 1
2,561644814
2+ = 32
~ 741 15
2
(4° convergente)
2+ ! 2+ ! 2+ ! 7
C3 = = =~ —_— —
_r 7 + + 7 + Ll 22
2,561644814 2p— 241
1,780484703 1
(5° convergente)
2+ ! 2+ ! 2+ —1 7
C4 = = =~ = —_—
7+ 2+ 7+ " 11 7+ 2 ! 37
"170484703 +1+1,28121550921 +:%

Perceba que — = 2,135135135

Concluimos que as oposi¢cdes ocorrem em 2 anos, 15 anos, 32 anos, 47
anos, 79 anos, dentre outras.

No entanto destas, a que Marte se encontra em sua menor distancia em
relacdo ao Sol, como ocorrida em 2003 serd apds 79 anos. Visto que

;—2 = 2,135135135tem a melhor aproximacao.

Portanto a préxima oposi¢ao ocorrera em agosto de 2082.

3.3 RESOLVENDO EQUACOES EXPONENCIAIS POR MEIO DE FRACOES
CONTINUAS

A resolucdo de Equacbes Exponenciais por meio de Fracdes Continuas foi
encontrada em uma publicacdo do inicio do século XX, Elementos de Algebra, de
André Pérez y Marin, publicado em 1909.

André Pérez y Marin (1858 — 1928) foi um professor espanhol que lecionou
em um importante estabelecimento de ensino no municipio de Campinas Colégio
Culto a Ciéncias de 1901 a 1928.

Por ser um método no qual se utiliza fragbes continuas, a resolucédo é
pautada em aproximacoes instigando nos alunos o desenvolvimento da capacidade
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de estimativa e inferéncias. No entanto, esse método ficou esquecido, nos dias
atuais, visto que a existéncia de maquinas calculadoras ou similares € de fécil
acesso. Por outro lado, é exatamente pela independéncia de tais maquinas obtida
por esse processo e pelo aprofundamento de conhecimentos, que tal procedimento
se torna admiravel.

Equacdes Exponenciais
Denominamos equacao exponencial a sentenca
a*=bh
em que a e b sdo numeros reais conhecidos (a > 0 e a # 1) e x & a incognita.
Se conseguirmos expressar o nimero b como uma poténcia de base a,

b = a%, entdo recaimos em

cuja Unica solucao é x = a.

Exemplos:
3*=813*"=3*<x=4,logo S = {4}
2% =§<=>2x =23 o x=-3,logo S ={3}

E se b ndo for poténcia perfeita de a? Exemplo: 3* = 15

Bem, nessa situacdo, a maioria dos livros didaticos atuais apresenta a
solucéo aplicando logaritmos, isto €é;

a*=b < x =log,b.

Vejamos como é feito o procedimento de Pérez y Marin, no qual se dispensa
0 uso de logaritmos e por meio das frac6es continuas e suas reduzidas chegamos a
valores aproximados de x.

Visto que ndo € possivel determinar um valor, é notavel em todas as etapas
gue o aluno tenha uma boa nocdo de aproximacdo. Porém somos capazes de
encontrar valores bastantes perto do qual se espera.

Para a resolucdo de 3* = 15, observamos que x € um valor que se encontra
entre 2 e 3; pois 32 =9 < 15 < 33 = 27. Afim de uma solucdo, onde o erro seja
minimo, trabalharemos até a quinta reduzida. Assim, temos:

24—
y

LR

1 1 5
2<x<3:>x:2+;;y>0 =>3( ):15:>9-3y:15:>3 =3



- -

Onde 2 < y < 3; pois (g)2 ~2,777 v @ (g)3 ~4,629 ... ..

1
1 5 (2+7) 25 /57 5\7
2<y<3=>y:2+2;z>0=>(—) :3=>—-(—>:3=>(—>

3

- (27)Z _2 1666
25 _— 3 ) ')

6 7
Agora temos 6 < z < 7; pois (%) ~1,586 ... ... e (g) ~1,713 ... ...

, oo (T (6+) 5 318 o7t
bz<7=z=6+yit> =>(%) §=>ﬁ'( )

27\ 51 513\ 27

1 s\(1%) 27 51 sy

513 % 322 322 w 513

322 322 2

E por fim temos 1 < w < 2; pois §~1,028 ..e (—) ~1,057 .....

515
Portanto lembrando que x = 2 +§, y=2 +§, z= 6+%,t =1 +%,

1
Obtemos x = 2 + ————
24— —

6+—71 —

B T

Calculando a quinta reduzida temos:

1 1 -
24— 24 241 2+~ 2
1+I

= 2,4642857143 ... ...

27
25
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Utilizando uma calculadora, encontramos x = log; 15 = 2,4649735207 ... ... ,0U seja,
obtivemos x=% admitindo um erro de 0,0006878064 que é inferior a Ziz

82

0,0012755102 . Confirmando o que aprendemos sobre fracdes continuas.

3.4 FRACOES CONTINUAS PARA CALCULO DE LOGARITMOS

Apresentamos, nesta se¢do, um método, utilizando fragbes continuas, para a
resolucdo de logaritmos. Devido a sua adaptabilidade e alta velocidade
computacional, nosso objetivo principal é apresentar mais uma ferramenta para
utilizar os recursos computacionais.

No entanto, como visto anteriormente, esse tipo de resolugdo instiga nos
alunos o desenvolvimento de sua capacidade de estimativa e inferéncias, pois
resolucdes com fracbes continuas séo relacionados a aproximacdes de irracionais
por racionais. Além disso, obtemos uma certa independéncia das maquinas
calculadoras atuais.

Em Abril de 1954, esse método foi exposto por Daniel Shanks em um jornal
dedicado a Célculos Numéricos [Mathematical Tables and Other Aids to
Computation, vol 8, n° 45, PP. 60 - 64]. Vejamos agora o método e sua aplicacao.

Definigdo: Sejam b, e b, nimeros reais positivos com (b, # 1). O nimero x que é
a solucéo da equacéao box = b, é denominado logaritmo de b;na base b,.

logy, by = x © by = by

Em logb0 b, dizemos que b, é a base do logaritmo e o nimero b, é o logaritmando
(ou antilogaritmo).

Iniciaremos aplicando o método para o caso em que (1 < by, < by)
Determine log,, b,

Para isso, precisamos obter duas sequéncias

e a sequéncia de numeros inteiros positivos
Ny, N2, N3, Ny, "+

onde os nimeros ny, b, Ny, b3, n3, by, -++ séo obtidos por meio das relagdes



n, n1+1 ) _ bO
b;* <by <b;* ", consideremos b, = 7
1
n; TL2+1 . i bl
b,? <b; <b,?"", consideremos b; = i3
2
ns nz+1 i . b,
by® < b, < bg* ", consideremos b, = =5
3
bnk <b < bnk+1 id b __ bk
K k-1 k. consideremos b,y =~

k

Primeiramente, precisamos encontrar n, tal que:
nq n1+1

Da expressao acima, obtemos

b0=b

Em seguida, calculemos

e obtemos n, tal que:
n, n2+1
b,? < b, <b,
Usando a hipotese de que n,é um namero inteiro positivo, entao:

1
Nny+—

by =b, ™ onde x,>1

Continuando esse processo, calculemos

by
bl

2

b3=

e obtemos n4 tal que:

n niy+1
by® < b, < by®
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Dai, escrevemos

1
Tl3+z
b, = b, ondex; > 1
Assim sucessivamente.
1
Gesby = b, T eb, =22 vem:
Das expressdes by, = b, eb, = DT vem:

1

1

bo x1 Ny _ px1 ; X1 _
b, * =b;",ouseja, b," = b,

ny
_ — I Rl (2
b2 - bil1 - bO bl - bl

1

n;
Comparando b; = b, *2 com o resultado acima, temos:

— _l__
X n
1 2

A ~ b N2ty
Como consequéncia das expressdes b; = lez eb, = b, *2 temos:
2
ny+ .
_ b1 _ —nz _ 2Txy M2 _ px2 ; X2 _
by =7z =Dby b, * =D, b, " = b,*, ou seja, b3* = b,

2

) n3+g
Porém, b, = b, logo

L1
X, =N —
2 3 3

Repetindo esse procedimento, somos capazes de mostrar que:

4 1
X3 =Ny T —
X4
Assim concluimos que
1 1 1
x2 Tl3 + - Tl3 + - 1 _
X3 Ngt—s

Retornando ao logaritmo

59
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logp, by =x & by* = b

n1=n ) 1
1 ’ '"3+%1
n1+z nl_{_H ngt Xq+"
Sabemos que: by = b, © by = b, = b,
Portanto:
1
logp, by = x = T = [0;ny, Ny, N3, Ny, ... |
nl + 1
Ny } 1
n3+ 1
ng+

Dai segue-se que:
logp, by = [n4;n3,n3,1y, ... ]
0 gque nos fornece o caso 1 < by < by
Exemplo: Utilizando o método apresentado acima, determine log 3 e logs 10.
Nesse exemplo, temos b, = 10 e b, = 3. Determinaremos n, tal que
bt < by < bttt

Consequentemente n; = 2; pois 32 < 10 < 33 e:

bo 10 _
b, = brl = 32 = 1,111111
Em seguida, obtemos n, tal que b;z <b < bgzﬂ , por meio de calculos simples.

Temos n, = 10; pois (1,111)1° <3 < (1,111 e:

b, 3
by = ——=—— = 1,047081

b (111D

. n nz+1
Continuando com esse processo devemos obter n; tal que b;° < b, < by°
Encontramos

nz = 2 ; pois (1,047)? < 1,111 < (1,047)3 e
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b, = b, _ 1111 =~ 1,026257
YT pms T (1,047)2 T

3

De maneira anéloga, encontramos 0s seguintes resultados:

bl = 3 nl = 2
b, =1,1111 n, = 10
b; = 1,0470 ng = 2
b, = 1,0262 n,=1
b5 = 1,0204 ng = 1
Portanto:
1
logp, by = 1 =
n, — T
Nny+ 1
n3+ 1
na+ n5+
1
log10 3= 1 = [O; 2,10,2,1,1 ]
2+ o
10+ T
2+ 1
1+—7
e dai obtemos também
1
10g3 10 = 1 = [2; 10,2,1,1 ]
1
2-I-10+ 1
2+ 1F

3.5 FRACOES CONTINUAS E ASSOCIACAO MISTA INFINITA DE RESISTORES
IDENTICOS

Uma estreita relacdo existente, durante todo o ensino médio, é a relacdo de
interdisciplinaridade entre os contetudos da Fisica e da Matematica.

E perceptivel a necessidade de pré-requisitos mateméticos a cada novo
assunto inserido na Fisica, porém uma aplicacdo hipotética de Fragbes Continuas a
associagcdo mista de resistores idénticos passa despercebida devido a pouca
atencdo dada a esse assunto matematico.
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(Olimpiada Internacional de Fisica 1967) Considere uma rede infinita consistindo de
resistores (cada qual com resisténcia r) como mostra a figura. Determine a
resisténcia equivalente R, entre os pontos A e B.

Figura 2 - Resistor infinito

Fonte: elaborado pelo autor

Solugdo: Lembremos primeiramente que a resisténcia equivalente a duas

resisténcias R, € R, em série € dada por R, = R, + R,, e estando as resisténcias em

1 1

oA : L : .1
paralelo a resisténcia equivalente é obtida da seguinte maneira; = T + =
e 1 2

1° Passo: R.. = R + R = 2R (Resisténcia equivalente em série C — D — B)

ot =2 (e ) = ()

1+1

=R, =R G) (Resisténcia Equivalente na 1° malha)

2° Passo: R,, =R+ R, =R+R <1+1;> (Resisténcia equivalente em série)

1+1

1 1 1 1 1 1
— = E-+-___(____§ = 14— | = ReZ:: R| ——
R+R

1 R 1+ T 1+ 1

1

EAET]

5 o :
= R, = R (=) (Resisténcia Equivalente na 2° malha)
(5 8

3° Passo: R,, = R + R,, = R + R| ——— | (Resisténcia equivalente em série)




1+1

T \
14 T
1T+——
BT

13 o :
= R,., = R (=) (Resisténcia Equivalente na 3° malha).
€3 21

2 5 13

Note que as fracBes convergentes 3551 da resisténcia equivalente em funcao

de R nos lembra os termos da Sequéncia de Fibonacci: (1,1,2,3,5,8,13,21,....)

63

Dessa maneira, percebemos que a resisténcia equivalente ao circuito infinito

de resisténcias R é dado por:

(o)

R ——— |

1 +-————fr—i/
1+ T
Tt

Ou seja; R, ~R[0;1,1,1,1, .....]. Também podemos expressar nossa solucéo da
seguinte maneira:

1 1 1
~=-x,ondex>0ex=1+—7F—
Reco R 1+

14—
Observando o padréo recursivo existente na expressao de x temos:
1 2 2
x=1+; =x‘=x+1=x*-x—-1=0

De onde obtemos; x = %g; pois x > 0.

Assim,

= ~%.(1+f), 0U R, ~R[0; 11,11, ...] , ou =~ [1;1,1,1......]
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3.6 TORNEIO DAS CIDADES (CANADA - ADAPTADA)

Calcule o valor de

Solucao: Observe que podemos escrever a primeira parcela da seguinte maneira:

1 ~ 1
2+— ; 1+1+— ;

Substituindo a expresséao

1
1+ T 1 por A em ambas as parcelas, obtemos como soma
I 4+ 1 1
5+
6+ 1

1 N 11 N A 4
C1+A 141 1+44 1+4
A
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3.7 FRACOES CONTINUAS E EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

A solucéo de varios problemas de aritmética recai na resolucdo de equacdes
do tipo:

ax + by = c,com a, b, c € Z ndo nulos;
cujas solucdes devem ser numeros inteiros (geralmente positivos).

Tais equagbes s&o denominadas equacdes diofantinas lineares em
homenagem a Diofanto de Alexandria (aprox. 300 d.C). Nem sempre essas
equacBes possuem solucbes. E de nosso conhecimento que para uma equacio
desse tipo admitir solucéo é necessério e suficiente que d = mdc(a, b) divida c.

Desenvolvendo a fragéo % em fragdo continua, lembremos do teorema (1.3):
Pndn-1 — Pn-19n = (_1)71
Ou seja,
Pndn-1 — Pn-1qn = 1.
Porém, sabemos que dp,, = a e dq,, = b; logo
aqn-1 — bpp_1 = td.
Multiplicando a equacéo acima por +c/d, obtemos:
a[+(D)an-1] = b[£ (5) paca] = ¢,

0 que nos fornece a seguinte solucao particular para a equacado ax — by =c (e
também para ax + by = c¢)

c c
Xo = i(g)‘?n—1 ey, == (E) Pn-1-
E para todas as outras solugdes inteiras teremos:

x=x0—(§)tey=y0—(%)t,tez, para a equacdo ax — by = ¢

x=x0+(§)tey=y0—(%)t,tez, para a equacgao ax + by = c.

Veja: para ax — by = c,

a(xy — (S)t) -b (yo — (g) t) = axy, — by, = c.
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E para ax + by = c,

a(xy + (g)t) +b (yo - (%) t) = axy + by, = ¢,

0 que nos mostra que realmente séo solugdes de tais equagoes.

Reciprocamente, se (x',y") é uma solucdo de ax — by = ¢, obtemos ax’ — by' =

ax, — by, donde a(x — x) = b(y — yo), ou seja, = (x — xo) = %(y ~ o). Como = e S
sao primos entre si, conclui-se que S divide x — x,, isto é, existe t € Z com x — x, =
(Z)t. Substituindo na equagao anterior, vem y — y, = (%)t, como queriamos

demonstrar (argumento analogo para a equagéo ax + by = c).

Exemplo: Na compra de alimentos que custam 11 reais e 7 reais, quanto podemos
gastar, respectivamente, com cada tipo de alimento, dispondo-se de 100 reais, de
maneira que nao sobre dinheiro?

Solucéo:

Do enunciado, obtemos que uma quantia € multiplo de 11 enquanto que a
outra é multiplo de 7. Assim, podemos escrever Q; = 11x e Q, = 7y, onde X e y S0
nameros inteiros positivos.

Portanto a solucéo do problema consiste em resolver a seguinte equacao:

11x + 7y = 100

~ ~ , ~ 11
Fazendo a expansé&o, em fragGes continuas, da fragéo —-, vem:

11=1-7+4
7=1-443
4=1-3+1
3=3-1+4+0
Y 113
7_ y L4
Logo, temos: Pt = ZePrt— g4 =g 4222
an 7 dn-1 1+7 2 2

Entao
Pnln-1— Pn-1q9n = (1) & 11(2) - 7(3) =1 < 11(200) + 7(—300) = 100

Portanto, obtemos como solucéo geral da equacédo 11x + 7y = 100
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{x=200+7t tez

y =—-300—11¢t"’
Porém sendo x e y nimeros positivos, decorre que:
x=200+7t >0ey=-300—-11t >0 = —-27,3>t > —28,5
Dai, t = —28 € Z, de onde se tem;

{ x=200+7(-28)=4
y=-300-11(—-28) =8

Consequentemente, podem ser gastos a quantia de Q; = 11(4) = 44 reais,
comprando alimentos que custam 11 reais e a quantia de Q, = 7(8) = 56 reais
comprando alimentos que custam 7 reais.

3.8 UMA BIJECAO DE R" COM R

Lembremos que dois conjuntos X e Y tem a mesma cardinalidade quando
existe uma bijecdo f: X — Y, caso em que escreveremos X = Y (" = " é uma relacdo
de equivaléncia).

Provaremos que R"™ = R.

Com efeito, seja I o conjunto dos numeros irracionais. Primeiramente,
mostraremos que I ~ R. Para isso, seja ry, 1y, ..., T, ... Uma enumeracao dos racionais

Agora defina fiR — I por f(r) =V2+ 15, 1, f(V24+ 1) =V2+ 15, €

f(x) =x, caso x € R\|[QU (V2 + Q)]. E imediato verificar que f & bijetiva,
donde I = R.

Agora, o algoritmo para determinagédo da fracdo continua de um numero real
nos permite considerar uma funcdo g:1 - (ZXN XN X N---) dada por g(a)=
(ay,a5,as,...,a,,..) em que [aq,a,,..,a, ..] € a fracdo continua de a. Pela
Proposicdo 1.2, g estd bem definida e é injetiva; pelo Teorema 1.9 (e 0 comentario
que segue) g é sobrejetiva, donde g é uma bijecdoe I * ZX N XN X N -:-

Logo,

IX I (ZXNXNXN--)X(ZXNXNXN--)= (ZXZ)XNXNXNX:- =
ZXNXxNxN--~I ouseja,I~IxI donde R~ RxR=R? (poisI =~ R).

Agora é facil provar por inducéo que R ~ R", para cada n natural. Para o
passo de inducao, note que supondo R = R", temos

R*"1 =RXxR"~RXR=R?=~R.
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4 EQUACAO DE PELL

4.1 A EQUACAO DE PELL

Examinaremos, nesta secédo, as solu¢des de um tipo particular de equacdes
quadraticas diofantinas, conhecida como equacéo de Pell.

A denominacgao “Equacéao de Pell” foi um equivoco que vingou e foi mantido
pelo uso e pelo costume. Na verdade, trata-se de um engano de Euler que entendeu
que o matematico inglés John Pell (1611 — 1685) teria obtido um método de
resolucdo deste tipo particular de equacdo. No entanto, esse método deve-se
também ao inglés Lord Brouncker (1620 - 1684).

Definicdo 3.1: Toda equacao do tipo X2 — AY? = c,onde A€ Ne+VA ¢ N e sendo ¢
um inteiro qualquer é denominada equacéo de Pell.

Da definicdo podemos obter as seguintes informagdes:
1. A é irracional.

Teorema 3.1: Se Ae Ne+vA ¢ N, entdo A é irracional.

Prova:
Se VA € Q, teriamos VA = s, comp,q € N, mdc(p,q) =1eq > 1; pois

2

VA ¢ N. Assim, A =Z—

~; note que mdc(p?, q*) = 1,visto que mdc(p,q) = 1, e,
além disso, g > 1 implicag? > 1. Logo A € Q — Z, e isso € um absurdo ja que

A € N. Portanto VA é irracional.

2. Se c =0, aequacdo s6 admite a solucdo trivial x =y = 0.

Se existissem x # 0 ey # 0 tais que (x,y) é uma solucdo da equacdo X?—AY? =
0, obteriamos VA = l';—: ou seja, VA € Q, absurdo, pois VA4 é irracional.

3. SeA<0ec <0, entdo a equagdo de Pell ndo possui solugdes.
Sendo A<0ec <0 temos que existem D, m inteiros positivos tais que:
A= —-Dec=-m,logotemos 0 < x? — Ay? = x? + Dy? = —m < 0 (absurdo).
4. Se A > 0ec > 0, podemos ndo ter nenhuma solugéo ou podemos ter infinitas
solucgdes, a partir de uma solucao néo nula.
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Exemplo 3.1: Mostre que a equacgdo X? — AY? = ¢, ndo possui solucdes inteiras se
A e c deixam resto 3 quando divididos por 4.

Solucéo:
Do enunciado temos que A = —1(mod 4) e c = —1(mod 4).

Além disso, para todo n € Z sabemos que n = 0,+1 ou 2 (mod 4) o0 que
implica n? = 0 ou 1(mod 4),

Assim, analisando a equacéao dada modulo 4.
x?2—Ay>*=0+1-0 = 0(mod 4)
x?2—Ay?=0+1-1= 1(mod 4)
x?—Ay?=1+1-0= 1(mod 4)
x2—Ay?=1+1-1=2(mod 4)
Obtemos:
x2—Ay? = 0,1 ou 2(mod4) e c = —1(mod 4),
Um absurdo, portanto a equacao nao possui solucdes inteiras.
Exemplo 3.2: Seja (z,w) uma solucdo de X? —AY? = —-1comz,weZe

z++Aw > 1. Entdo z + VAw é uma irracionalidade quadratica inteira reduzida. Em
particular z,w € N.

Solucgéo:

Sendo (z,w) uma solugdo da equagdo X? — AY? = —1 , temos que

(Z-l-\/ZW)(Z—\/ZW):—l:) ~Vaw = Z+\/_W |Z_\/_W|

z—VAw < 0

Ou seja, z — VAw encontra-se entre -1 e 0. Portanto z + vVAw é uma
irracionalidade quadratica reduzida, em particular pela observacédo 1.1 z,w € N.

<1
z+\/_w|

Exemplo 3.3: Mostre que a equagdo X2—2Y? = 1 possui infinitas solugdes inteiras
positivas.

Antes da solucdo, perceba a importancia de termos VA ¢ N, na equacdo
simples de Pell: X2—AY2 =1. Suponha que A =K? para algum K € N, entdo
teremos:

X2—AY2=1=X2—K¥2=1= X —-KV)(X+KV)=1=
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X—KY=41=X+KY =2KY =0 =2Y=0=X*=1= X = +1.

Assim s6 temos as solucgdes triviais (—1,0) e (1,0) para a equacgdo. Portanto é
necessario VA ¢ N para obtermos alguma solugéo néo - triviais.

Solucéo: Note que x =3 e y = 2 € uma solugdo da equacdo. Podemos a partir
de uma solucéo nao nula (x4, y;) gerar infinitas solucées. Temos:

2 2
x12 — 2y12 =1= (xl + yl\/i)(xl - yl\/z) =1= (xl + yl\/i) (xl - yl\/i) =1
(x2 + 292 + 20,y,V2) (x242y% — 2x,7,V2) = 1 = (x? + 2y2)? — 2(2x1y1)%? = 1
X1 Vi 1)1 1T4V1 1)1 1 V1 1)1
Dessa maneira, encontramos outro par de solu¢des (x,,y,) onde

X, = X{+2yf e y, = 2x1y; , sendo (x1,y1) # (x2,¥2) com x; < xzey; <y, ja que
sdo naturais. Fazendo esse procedimento sucessivamente, obtemos infinitas
solucdes para a equacao dada. Utillizando o método acima, fica facil mostrar que a
equacdo de Pell X2—AY? =1 admite infinitas solugcbes, se admite alguma ndo —
trivial. Entretanto, o que vimos até agora foram solu¢fes de casos particulares, para
que possamos seguir adiante precisamos de um resultado preliminar sobre
aproximacao de irracionais por racionais.

Lema (Dirichlet) 3.1: Se a € um irracional qualquer, entédo existem infinitos racionais
s, com p, g inteiros ndo nulos, primos entre si tais que

Prova:

Primeiramente, lembremos que dado x € R, |x| indica o maior inteiro menor
do que ou igual a x e {x} = x — |x] indica a parte fracionaria de x. Assim |x] €Z e

{x} €[0,1).

E importante perceber que se a for um racional, digamos a = — #

Sl IS
< I3

~ , 1 .
onde (a, b) =1 e b > 0, entdo a desigualdade |a — §| < e tem apenas um numero

finito de solugdes racionais. De fato, temos:

a_pl L — b
> q|<q2<:>1$|aq pb|<q=>q<b.

Seja N>1 um numero natural qualquer (grande). Considere os N +1
seguintes numeros 0, {a}, {2a}, .....,{Na} € [0,1) e N intervalos obtidos pela particdo
do intervalo [0,1) por N:
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[0,1) = [0, i) U [1,3) U [— 1).

N NN

Pelo principio da casa dos pombos, um dos N intervalos acima contém dois
dos N + 1 numeros acima.

Digamos que tais nimeros sejam {ia} e {ja} com 0 < i < j < N. Entéo, temos:

1
[} — (i}l = ljee = lja] = i + liel] = |G = D = (lje) — liah)] < 3

Sejamg=j—i<Nep=|ja] — |ia], obtemos:

| | < — ! P < ! < ! t N >
qoa —p =>|a—— —— < — visto que q
N ql Nq~ q*
Isto conclui a existéncia de ao menos um racional, como no enunciado do
teorema. Segue da ideia de podermos tomar N tdo grande quanto desejarmos, a

consequéncia de existirem infinitos racionais. Observe:

Se considerarmos N, obtemos um racional ry = %, tal que:
1

1 1
|(X — &| < < —
q:/ Niq;  qj
Agora, tomemos N, > Ny; sendo — |a T ; obtemos assim I, = Z— um
1
racional associado a N, tal que
1 1
a2l " N2q2 ~ g3

Nesse procedimento temos que r, # ry € que r, € uma melhor aproximacao de ado
que ry; ja que.

S —<|la——

<
N2q; N, q1

a__

| P2
q:

1 1|p1

Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia de niumeros inteiros N; < N, <
N3 < --- e uma sequéncia de nimeros racionais r; = %; tais que:
i

1 1
=—
1

- < <
Nidi  q;

qi

| Pi
a_

Comla—r|>|a—1ry>|a—r15]>--er, - a, pois sendo N,, uma sequéncia
. . . - 1
crescente de nimeros inteiros positivos(N,, » +); temos |a — 1| < +— 0. Isto
n

conclui o Teorema de Dirichlet. ]
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Lema3.2:Se A€ Ne+VA ¢ N ,entdo existe c € Z\{0} tal que a equacdo X?—AY? =
¢ admite infinitas solucdes inteiras.

Prova:

A partir do enunciado temos que VA € irracional. Portanto, pelo lema de
Dirichlet, existem infinitos pares (p,q) € N x (N\{0}) primos entre si tais que
|§ - \/Z| < % .No entanto, sendo (p, q) tal par ordenado e utilizando a desigualdade

triangular, obtemos:

P?~4q?| = |p — qVA|p + qVA| =

(2 VA) A <

1
=E+x/Z|32\/Z+|§—\/Z|<2\/Z+q—232x/Z+1

§+\/Z|=

Dessa forma, para os infinitos pares (p, q), temos que o conjunto dos inteiros
da forma p?—Aq? esta contido no conjunto dos inteiros ndo nulos situados entre os

ndmeros reais —(2v4 + 1)e 2v/4 — 1, um conjunto, finito.

Assim, existe um inteiro ¢ # 0 entre —(2VA+ 1) e 2VA+ 1,0 qual se repete
em namero infinito de vezes dentre os valores de p?—Aq?. Isso é equivalente a dizer
que a equacéo x2—Ay? = ¢ admite uma infinidade de solugGes inteiras.

Utilizando o método da descida de Fermat e o lema anterior, estamos em
condi¢Ges de caracterizar todas as solucGes da equacdo x2—Ay? =1

Definicdo 3.2: Dizemos que um natural A é livre de quadrados se A=1 ou
A=p;..px,comp; <- < p, Primos.

Teorema 3.2: Se A é um natural livre de quadrados, entédo a equacéo
X?—AY? = 1 admite pelo menos uma solucdo em inteiros X, y positivos.
Prova.

Sendo {0,1,2, ...,c — 1} as possibilidades para o resto da divisdo de um inteiro
por c, entdo existem apenas c¢? possibilidades para o par ordenado
(x mod]|c|,y mod|c|), onde x mod|c| representa o resto da divisdo de x por c.

Vimos pelo lema anterior que existe ¢ € Z\{0} tal que a equacido X?>—AY? = ¢
admite infinitas solugBes inteiras positivos. Assim, existe (ry,7;) € {0,1,2,...,c — 1}?
com (ry,1,) = (x mod|c|,y mod|c|) para infinitos pares (x,y) € N x N\{(0,0)} de
solugdes (verséo infinita do principio das casas dos pombos). Logo, existem pares
(x,y) e (u, v) de solucdes tais que:
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u = x (mod|c|) e v = y (mod|c|).
Tomemos tais pares de solugéo, ou seja:
u—x=ctev—y=cscomt,s €Ze sendo x < u.
Entdo:
(x2=Ay)W? —Av?) =c-c = (x + yVA) (x —yVA) (u + vVA)(u —vVA) = c? =
= (x + yVA)(u — vvVA)(x — yVA)(u + vVA) = c*. Observe l e Il

. (x + yVA)(u — vVA) = (xu — yvA) + (yu — xv)VA =
(xu—x? + x% — Ay? + Ay? — yvA) + (uy — xy + xy — xv)VA =
xtu—x)+c+ @y —v)Ay) + (y(u —x)—x(v— y))\/— =
(x-ct+c—c s AY)+y-ct—x-c-s)VA=
c-(xt+1—sAy)+c-(y-t—x-s)\/Z=c-a+c-b\/Z=c(a+b\/Z),
ondea = (xt+1—sAy)eb = (yt — xs).
Utilizando a propriedade do conjugado, tem-se:

I, (x —yVA)(u + vVA) = (x + yVA)(u— vWA) = (x + yVA)(u — v/A) =
(c-a+c-b\/Z)=c-a—c-b-\/Z=c(a—b\/Z),

Onde a = (xt +1—sAy) eb = (yt — xs).
Obtemos de | e Il que:
c? = (x?=Ay?H)(u?-Av?) = (c (a+ b\/Z)) (c (a— b\/Z)) =c?- (a?—Ab?).
Dessa maneira temos que a? — Ab? = 1. Agora, basta mostrar que a, b # 0.

Se a = 0, teriamos —Ab? = 1 o que implica b? < 0, um absurdo. Jase b = 0,
teriamos a = +1, o que implicaria em I:

(x + yVA)(u — vVA)=c(a + bVA)=tc=t (u*—Av?)=
(x + yVA) = £(u + vVA)

Logo; uma vez que VA ¢ Q, temos x = +u.Contradizendo nossas escolhas de
X € u. m



74

J& sabemos que a equacdo admite pelo menos uma solucdo, entdo como
caracterizar todas as solucées da equacdo X?—AY? = 1, sendo A um natural livre de
quadrados?

Dentre todas as solugées (x,y) € N? da equacdo de Pell X2—AY? = 1, existe

uma solucdo minima ou fundamental, isto €, com x minimo e portanto y e x + yvVA
minimos.

Teorema 3.3: Se (x;,y;) € a solucdo minima em inteiros positivos da equacao
X?—AY? =1 entdo todas as outras solucGes inteiras positivas podem ser obtidas
através da igualdade:

(my x,, + yn«/Z = (x1 + ylx/Z)n,
onde n € um numero natural.
Prova:

E facil mostrar que se é possivel calcular x, ey, pela igualdade lll, entdo
x2—Ay? =1; ou seja, todos os pares (x, ¥y, do enunciado sdo solucdes da
equacao. Temos:

(IV) xp+y,VA = (x1+y1\/Z)(x1 + 3’1\/Z) (x1+y1\/Z).

onde ha n fatores na expressao do lado direito. Assim, lembrando que o conjugado
de um produto € igual ao produto dos conjugados, decorre que:

(V) Xn—ynVA = (x,—y1VA) (%1 — y1VA) -+ (x,—y1VA)
Ou Xn — yn\/Z = (X1 - y1\/Z)n.

Portanto, fatorando x2—Ay? e utilizando x,, + y, VA = (x; + y,VA) e x,, —
n
YaVA = (21 — y1VA)
n n
xrzl_A%% = (xn + yn\/z)(xn_yn\/z) = (x1+y1\/Z) (xl_yl\/z) = (xf_AYf)n =
Portanto x,, e vy, sdo solucGes da equacdo X2—AY? = 1.

Agora, tomemos uma solu¢éo qualquer em inteiros positivos, (x,y) e verifiguemos
entdo que existe um n € N tal que:

x+yVA=(x + yl\/Z)n

Suponha o contrario. Sendo x; + y; VA > 1, temos lim,,_, e (x; + y1VA)" = +0o, de
modo que existe n € N,tal que:
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(2, +y1VA) <x+yVA < (x; + yp/Z)nﬂ
Multiplicando a expresséo acima por (x;—y;v4)", obtemos:
1< (x+yvA): (%, — ylx/K)n < (%1 +y,VA)
Observe, que:
(x +yVA) - (x; — y1VA)" = (x + yVA) - (2 — yVA) =
= (xx, — Ayy,) + (x,y — yox)VA = u + v/A.
Onde u = (xx, — Ayy,) ev = (x,y — ypx); (u,v € Z)

Assim:
1 <u+v/A < (x;+y,VA)

com isso, verificamos que u + VA > 1e

u? — Av? = (x + yVA) - (x — yvVA) - (x, — ylx/Z)n (g + ylx/Z)n
= (P=AyH)"(xf — Ayt =1-1=1

ou seja, (u, v) € solucéo da equacao.

Além disso;

u+vA=>1leuw?—Av:=1)=su—-vVAd= >0=>u>0

u+ vVA
ja que podemos escrever 2u = (u — vVA) + (u+vVA) >0

Por outro lado;

1
u+v\/Z

Chegamos entdo a um absurdo, u e v inteiros positivos com u? — Av? =1 e

(u—v A= <1eu>0)=>u—vx/Z<1=>v\/Z>u—1=>v>0

u + vVA < (x,+y,VA) , contrariando a minimalidade de (x;, y;).

Consequentemente existe um n € N tal que:

(x +yVA) = (x, + yl\/Z)n

Os valores de x,, e y,, séo obtidos, pela equiparacdo das partes, da equacao
resultante da expansao do termo (x1 + ylx/Z)n pelo teorema binomial.
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(x1 + )’1\/Z)n =x"+ (711)35171_13’1\/Z + (Z)x1n_2)’12A toeeee + y,"VA"=

=X, + yn\/z
Dai
n n n

Xp = %" + (2) X"y A+ (4) X"y TAR e <2 ln/21> a2 aly, 2ol Al

"/l

n
%, = Z (Zk) X, 2ky 2K gk
=0

— (™, n-1 M n-3g 34 4. n n-2|""1/5 -1y, 2|"1/p 41 471/
Vn (l)x1 y1+(3)x1 y1°A + +<2ln_1/2J+1>X1 271y, 21t1A 2

=1/,

n
— § n—(2k+1),, 2k+1 2k
yTL (2k+ 1) xl yl A
k=0

Por exemplo, se (x;,y;) € a solugdo positiva minima da equacgdo X?—AY? = 1 entdo
a solucéo (x,,y,) pode ser obtida fazendo n = 2 na igualdade (lIl), obtendo

Xy +y, VA = (x1 + Y1\/Z)2 = (2% + Ay?) + (2x,y)VA
De modo que:
Xy = x1° + @)x12_23’12A = x{ + Ayfey, = (i)x12_1}’1 = 2%1)1.
E facil verificar que (x, ,y,) é solucéo, veja

x3—Ay: = (xZ+Ay?)* — AQ2x1y1)? = x{+2Ax7yf +A*y!—4Ax?yt =
xi—2Ax{yi+ A%yt = (xi—Ay?)? = 1.

Uma vez que por suposicdo (x;,y;) € uma solugdo da equacdo X2—AY? = 1.
Além disso, somando e subtraindo (V) e (V), encontramos:
n n
. (x1 + }’1‘/Z) + (x1_}’1‘/z)
=
2
n n
Y, = (xl + J’1\/Z) - (xl_)’ﬂ/z)
n 2\/2

Observe que as sequéncias (x,) e (y,) acima satisfazem a recorréncia
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Uy = 2X1Up_1 — Upy_o, vn=>1
Proposicédo 3.1: Sejam (uy,v;) = (x4, y1) a solucdo fundamental da equacéo

X2 —AY?=1,A€NeVA&N e (uyvy) = (1,0) a solucdo trivial. Dadas as
sequéncias (u,) e (v,) tais que u, = 2x,Up_1 — Up_3 € Vy = 2X1Vp_1 — Un_2, ENtA0 O
par ordenado (u,,,) € solucdo da Equacao de Pell X2—AY?2 = 1 para todo n € N.

Prova:

As equacdes U, = 2X Up_1 — Up_z € Vy = 2X1Vp_q — Up_p tEM 12 = 2x,7+1 =0
como equacéo caracteristica, cujas raizes sao:

_2x +J4xf — 4
B 2

=x+ (X} —1=x;+y,VA

41

2x, —~/4x? — 4
T, = ! 5 L =x; — /xf—lle—ylx/z

Ja que (xq,y,) € solucdo da equacéo de Pell. Assim, as solucdes sao da forma:
u, = a 1" + a,r)' e v, = byr{* + b,r}' ; com ay; a,; by e b, constantes.
Solucionemos os sistemas abaixo, a fim de obter tais constantes

{ aq + a, = Uy = 1
al(xl + yl\/Z) + az (xl - yl\/Z) = x1

Substituindo a, = 1 — a; na segunda equacao, temos:
al(xl + yl\/Z) + (1 - al)(xl - yl\/Z) = xl = Zalyl\/z + xl - yl\/z = xl =

1
= 2‘11371\/Z = J’1\/Z =a = 2

1 ~ ~ . ,
ue nos fornecem; a; = a, = =. Portanto a solucado da recorréncia é dada por
1 2 2

=G 490"+ (e )

Ja parab,eb,

{ bl + bz - UO - O
b1(x1 + J’1\/Z) + bz(x1 - }’1\/Z) =M

Substituindo b, = —b; na segunda equacao
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1
b1(x1 + 3’1\/Z) + (_bl)(xl - 3’1\/Z) =y, = 2byyVA=y, = b = m

-1 ~ A ..
= . Portanto a solugéo da recorréncia € dada por

De onde vem b, = o™i

Up = ﬁz [(xl + 3’1\/Z)n - (x1 - )’1\/Z)n]

Reescrevendo as solu¢des das recorréncias obtidas, somando as igualdades e em
seguida subtraindo a segunda da primeira, vem

S
2v,VA = [(x1 + 3’1\/2)11 —(x - 3’1‘/2)71] )

2uy + 20,VA = 2 ((, + y,VA)")
2u, — Zvn\/z =2 ((xl - ylx/Z)n)

Com os resultados obtidos, eliminando os fatores 2 e efetuando o produto entre eles,
encontramos

(un + vn\/z)(un - vn\/z) = (x%_AyIZ)n =

ul—Av2 =1
4.2 AEQUACAO X?2-A4Y? = -1

Ja vimos que a equagio de Pell X2—AY? = 1, sendo A um inteiro positivo livre
de quadrados, pode sempre ser resolvida. Mas nem todas as equacdes de Pell da
forma X2—AY? = —1 tém solugdo. No entanto, se assumirmos que possua solucao,
temos entdo o0 seguinte teorema.

Teorema 3.4: Assumindo que X2—AY?2 = —1 tenha solucéo e (x;,y,) seja a solucdo
positiva minima, entao:
) (x,,y,) é a solucdo fundamental da equacéo X?—AY? =1, em que

2
x; +VAy, = (xl + \/Z}ﬁ) ;
i) todas as solucdes positivas (x,,y,) de X?—AY? = —1 podem ser obtidas
atraves da equacao:

xn+yn\/z = (xl + ylx/Z)n ,sendon=1,3,5:-
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1) todas as solucgdes positivas (x,,y,) de X2—AY? = 1 podem ser obtidas
através da equacao:

xn+yn\/z = (x1 + ylx/Z)n ,sendon = 24,6,

Prova:

)] Sendo (x,y) a solugdo minima da equacgdo X2 — AY? = 1, perceba que
2
x, +VAy, = (x1 + VAy,)" = (x; +VAy,)(x, — VAy,) =

(1 + VAY,) (0 = VAy))" = 2% — 4y} = (3 + 4yD)P = 1,
ou seja, (x,,y,) € solucédo da equacéo X? — AY? = 1.
Devemos mostrar agora que tal solu¢do é minima, isto €,
(x2,y2) = (x,¥).
Pelo teorema 3.3, existe k € N tal que

Xy + \/Zyz = (x1 + \/Zyl)z = (x + \/Zy)k.

Sendo (x,y) # (x1,y,) devemos ter k # 2. Mostraremos que a hipotese
k > 2 nos leva a uma contradicdo. Sendo assim seja

_ x1+VAY;
z+VAw = vy

2 _
Note que z,w € Z. Se k > 2, entéo (z + \/Zw)2 = (%) = (x + \/Zy)k 51

donde
x1+\/Zy1 >z +VAw > 1.
Mas
z+VAw = (x; + YAy, )(x — VAy) = 22— A%w = (xZ-AyH) (x*—Ay?) = -1

Pelo exemplo 3.2, z++Aw é uma irracionalidade quadratica reduzida com
z,w e N. Os fatos anteriores nos mostram que (z,w) € uma solucdo em inteiros
positivos da equacdo X2—AY2 = —1, menor que a solugcdo minima (x;,y;), uma
contradicdo. Logo, k = 1 e portanto

2
x +VAy = (x, + VAy;) = x, + VAy,,
isto é, (x,,v,) = (x,y) é a solucdo minima de X? — AY? = 1.
i) e i)

Mais uma vez, lembrando que o conjugado do produto é igual ao produto dos
conjugados, e que (x;,y;) € uma solugdo da equagdo X2—AY? = —1 temos:
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Xn — yn\/Z = (xl - yl\/z)n

Logo; x2 — AyZ = (xn + YuVA) (Xn — yoVA) = (x1+y:1VA)" (x1 — y1VA)" =
(xf = AyD)" = (="

Portanto, paran = 1,3,5-- - (x,, V) sera solucdo da equacdo X2—AY? = —1,
eparan = 2,4,6- - (x,,, yn) sera solucdo da equagdo X2—AY%2 =1.

Reciprocamente, seja (u, v)uma solugdo positiva de X2—AY? = (—1)" .

Se (w,v") é tal que w + VAv = (u + VAv)’, ja mostramos que
(w)? — A(v’)? = 1. Pelo teorema 3.3 e pelo item anterior, existe k € N tal que
2 k 2k
(u+VAv) =w +VAv = (x + VAy) = (x, +VAy,) = u+VAv =
k
(x1 +VAyy) .

Agora é facil ver que n e k tem a mesma paridade.

Exemplo 3.4: Determine, se existir, as solugdes inteiras da equacao
x2—5y% = —1.

Observe que o par ordenado (2,1) € a solu¢cdo minima da equacgéao, assim as
solucdes inteiras da equacéo sao dadas por:

Xn+yn\/§ = (2 + 1\/3)”) comn = 1,3,5 ......

3 .
Perceba que paran = 3 temos: x3+y3V5 = (2 + 1V5)" = 38 + 17V/5; ou seja,
(x3,y3) = (38,17), veja que 382 — 5- 172 = -1; porém se fizermos n = 2 temos:

2
x,+y,V5 = (2 + 1V5)” = 9 + 4v/5. No entanto; 9% — 5- 42 = 1.
Com o exposto até aqui, estamos capazes de mostrar que:

Sejam A, c € N, sendo A um inteiro positivo livre de quadrados. Se a equacao
x2—Ay? = c tiver uma solucéo (x;,y;) em inteiros positivos, entdo ela tera infinitas
solucoes.

Solucgéo:

Sejam a, b € N, tais que a®?—Ab? = 1 e x?—Ay? = ¢, entdo
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(a + bVA)(a — bVA) (xy +yVA) (2, — 1 VA) =

= (a+ bVA)(x; + y1VA)(a — bVA)(x;—y,VA)

= [(ax; + by,A) + (ay;+bx )VA][(ax; + by, A) — (ay, +bx; )VA|
= (x2+y2\/Z)(x2 - J’Z‘/Z) =xj—Ay; =c

Onde x, = (ax; + by,;A)e y, = (ay,;+bx;) de modo que (x,,y,) € solucdo da
equacdo x2—Ay? = c e observe que:

x5+Ayz = (ax; + by;A)? + A(ay,+bxy)? =
= (a®x? + 2abx,y, A + b%y?A?) + A(a®y? + 2abx,y, + b*x?) =
= (a®x} + a®y?A + b?x?A + b2y?A?) + 4abx,y,A =
= (a®+Ab?%) - (x2+Ay?) + 4abx,y,A > xZ+Ay?

Ou seja, (x3,y,) # (x1,v1). J& que temos x5 +Ay? > xZ+Ay?.

4.3 A EQUACAO QUADRATICA GERAL DIOFANTINA

A equacdao quadrética Diofantina geral
Ax?> + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0

com coeficientes inteiros A,B,C,D,E e F pode se reduzir a uma equacéo do tipo Pell.
Além disso, esta equacédo representa uma conica no plano cartesiano, de modo que
resolvé-la em numeros inteiros significa encontrar todos o0s pontos inteiros
pertencentes a esta conica.

Os lugares geométricos obtidos desta equacao, de acordo com o indicador
I = B2 — 4AcC, séo:

e Uma elipse, um ponto ou o conjunto vaziose I < 0
Neste caso a equacao tem apenas um numero finito de solugdes.
e Uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio se
[=0.
Nesta situagdo, temos duas possibilidades de equivaléncia para a
equacao quadratica geral. Se 2AF = BD a equacao
Ax*+Bxy +Cy>+Dx+Ey+F =0
multiplicada por 4A torna - se
4A%x? + 4ABxy + 4ACy? + 4ADx + 4AEy + 4AF = 0 &
4A%x? + 4ABxy + B?y? + 4ADx + 2BDy + 4AF = 0 &
4A%x? + B%y? + 4ABxy + 4ADx + 2BDy = —4AF <
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4A%x? + B%y? + D? 4+ 4ABxy + 4ADx + 2BDy = D* — 4AF &
(2Ax + By + D)? = D? — 4AF
O que nao é dificil de resolver.
Caso contrario, 2AE # BD, teremos:
4A%x? + 4ABxy + 4ACy? + 4ADx + 4AEy + 4AF = 0 &
4A%x? + 4ABxy + B?y? + 4ADx + 4AEy + 4AF = 0 &
4A%x? + B?*y%? + D? + 4ABxy + 4ADx + 2BDy =
= 2BDy — 4AEy + D? — 4AF
(2Ax + By + D)? = (2BD — 4AE)y + D? — 4AF

realizando as substituicoes
X =QAx+By+D) e Y = (2BD — 4AE)y + D? — 4AF
reduz para X? =Y , o que é facil de resolver.

e Uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes se I > 0
Este é o caso mais interessante, pois usando uma sequéncia de
substituicOes € possivel reduzir, sempre que se tratar de uma hipérbole, a
uma equacao geral de Pell
X2—AY? = C ou Mx* — Ny? =K.

llustremos o processo considerando a seguinte equacao:
4x% —10xy + 5y +1=0

Observe que I = 20 > 0, ou seja, a conica correspondente € uma hipérbole. Logo a
equacao pode ser escrita como

4x?% — 10xy + 5y% = —1
—4x% +10xy — 5y2 =1
—5x%+x? + 10xy — 5y% =1
x2-5(x—-y)?=1
Efetuando as substituicbes X =x e Y = (x —y) , nos a reduzimos a equacao de Pell
X?-5Y2=1

4.4 A EQUACAO MX?—NY? =1

A equacdo mais geral MX?>—NY? = 1 onde M e N sdo inteiros e tem garantido
a condicdo I = B2 —4AC = 4MN > 0, vista anteriormente, pode ser reduzida a
equacdo de Pell X2—AY? = 1. No entanto, sendo MN um quadrado perfeito, i.e,
MN = K?, onde K é um nimero inteiro maior que 1 entdo a equacgdo
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MX?—NY? = 1 n&o possui solu¢gdes em nimeros inteiros positivos. Vejamos;

Proposicdo 3.2: Se MN = K%K > 1e K € Z , entdo a equacdo MX?—NY? = 1 néo
possui solugdes em numeros inteiros positivos.

Prova:

Suponha que exista uma solucao (x,y), com x e y inteiros positivos em tais
condicdes. Assim MX2—NY? = 1, e obviamente M e N sdo primos entre si.

Além disso, M = K e N = KZ para alguns inteiros positivos K; e K,, pois
MN = K?. Logo,

MX?—NY? =1 = k?X2—K2Y? = (k;X+K,Y)(K;X—K,Y) = 1
Dai, temos que 1 < K; X + K,Y < 1, uma contradi¢ao. ]

Agora, vejamos que se MX2—NY? = 1 possui uma solucao (x,,y,) € o produto
MN ¢ livre de quadrados, entdo MX?—NY?2 = 1possui infinitas solu¢des. Temos:

(VMx, + Ny, ) (VMx, — VNy,) = 1
Como MN ¢ livre de quadrados, entdo a equacéo auxiliar de Pell X2—MNY? =1
possui infinitas solugdes; se (r,s) € uma delas;
(r + VMNs)(r —VMNs) = 1
Multiplicando as duas equacdes obtidas, vem;
(VMxy + VNy,)(r + VMNs)(¥Mx, — VNy,)(r —VMNs) =1 &
[\/M(rxo + Nsy) + VN(ry, + Msxo)] - [\/M(rxo + Nsyy) — VN(ry, + Msxo)] =1

Portanto (z,w), onde z = (rx, + Nsy,) e w = (ry, + Msx,), geram uma nova
solucdo da equacdo MX?—NY? =1,poisz>rew >s.

Reciprocamente, para toda solucdo (a,b) da equagdo MX? — NY? =1;
obtemos (2Ma? — 1,2ab) como solugdo da equacgéo auxiliar de Pell X2—MNY? =1

Observe:
Ma? — Nb? =1 & (Ma? — Nb?)? =1 & [(VMa + VNb)(VMa —VNb)] =1 &
& (VMa +VNb) (VMa—VNb) =1 &
& (Ma? + Nb% + 2VMNab)(Ma? + Nb? — 2J/MNab) = 1 &

& (2Ma? — 1+ 2VMNab)(2Ma? — 1 — 2VMNab) = 1 &
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& (2Ma? — 1)?’-MN_2ab)? =1
Assim (2Ma? — 1,2ab) é solucdo da equacédo X2—MNY? = 1.
Exemplo 3.5: Resolva em nlimeros inteiros positivos a equacéo 8x% — 7y? = 1
Solucéo:
Nesta equacgédo observe que [ = 224 > 0, MN = 56 n&o é quadrado perfeito e

sua solucdo minima é (xy,y,) = (1,1). A equacdo de Pell auxiliar é u? —56v% =1
gue tem solucao fundamental (15,2).

Logo;
un = 5[ (15 +2V56)" + (15 - 2v56)"
e
Uy = % (15 +2V56)" - (15— 2v56)" |

E a solucdo geral para a equacao de Pell auxiliar e portanto:

Xn = (UnXo + Nvpyo) € yn = (Upyo + Mvpx,)
1 n n 7 n n
xn = 5[(15 +2V56)" + (15 - 2V56)'| +ﬁ[(15 +2v56)" - (15 - 2v56) |

4+\/_

Xn =

[(15 +2v56) ] + m[(15 - 2@)”]

e
1 n n 8 n n
v =5 [(15+256)" + (15 - 2V56) ]+ﬁ[(15+2\/%) — (15-2V56) |

7 +2V14

np 7—2V14 n
o [(15 +256)" | + —— (15— 2V56) |

Yn =

(% Yn)nso € @ solucdo geral da equacgdo 8x? — 7y? = 1.
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4.5 EQUACOES DE PELL X?—AY? = +1 E AS FRACOES CONTINUAS

Nesta secao, discutiremos como resolver equacdes de Pell, do tipo
X?—AY? = 41, quando possivel, utilizando fragdes continuas.

Teorema 3.5: Se o par (x,y) € uma solucédo da equacdo de Pell X2—A4Y? = (—1)",
entao % é uma reduzida da fragéo continua de VA de mesma paridade que n.

Demonstracéao:

Do enunciado resulta que

x2—Ayt=(-D"= (x —VAy)(x + VAy) = (-)" =
2 X X — (—1\n
=y (;—\/Z)(;+\/Z) =(-D"=
= (f — \/Z) = i (1)
y y?2 (5 + \/Z)
Perceba que para n par temos:

x2—Ay?=1=x2-Ay? > 0= x? > Ay? =
2

X X X
=F>A=>;>\/Z=>;+\/Z>2\/Z>2

O que ocasiona a seguinte desigualdade, ao substituirmos em (1)

X
0< (;—\/Z) <=— @
J& no caso em que n € impar, obtemos:

x
xz—AyZ=—1=>x2=Ay2—12y2=>;+\/Z>2

Nos fornecendo a desigualdade abaixo

T<<§—x/2)<0 (3)
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Pelos teoremas 1.11 e 1.4 juntamente com as desigualdades acimas concluimos
que % é uma reduzida da frag&o continua de VA de mesma paridade que n.

A expansdo da fragdo continua para /4, visto no teorema (1.16), fornece o
que precisamos para resolver a equacdo de Pell X2—AY? =1 ou X?—-AY?=-1
desde que existam solucdes para esta.

Do teorema (1.16), sabemos que:

VA = [ay; ay, ..., G, 204, Ay, A3, ..., 244, .. ] € VA + a; = [2a4; ay, as, ..., ay)

De onde, obtemos

an+1 = [Zal; a’Z) a3; ey an] == \/Z + a’l

Mas pelo teorema (1.7)

Tn+1 pn+pn—1
VA =
An+19n T Gn-1

em que p,_1,9n-1,Pn € qn S0 obtidos através dos dois convergentes imediatamente
anteriores ao termo 2a,. Substituindo a,,,; = VA + a; ha expressio acima, temos:

VA = (VA + a1)pp+pp-

A= e VAWA + + quoVA = (VA + D, &
(VA +a1)qn + n-s (VA% @)an + an-iVA = (VA + s )Jputpnss

Aqy + (a1q, + qn—1)\/Z = (@1Pn + Pn-1) + Pn\/Z
Da equagédo acima, sendo q,, (a1q, + qn-1), (@1Pn + Pn_1), P NUMeEroOS inteiros

e VA é irracional, implica

A = —
{ qn = (@1Pn + Pn-1) = Pno1 = Aqn — 0P € Qu_1 = Pn — A1qn

(a1qn + Gn-1) = Pn
Porém, pelo teorema (1.3), sabemos que
Pndn-1 — Pn-1qn = (=D"
Substituindo os valores encontrados para p,_; € g,—1, Obtemos a equacgao
Pn(Pn — a1qn) — (Aqn — a10n)qn = (D" =
= Ph — QqnPn — Ads + a1qnpp = (-1 =

= pp — Agqn = (D"
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Se n for par, a equacao se torna p2 — Ag2 = 1, ou seja, (p,,, q,) € uma solugdo
particular da equacgdo X? — AY? = 1.

Caso contrario, se n for impar, a equacdo se torna pz — Aq2 = —1, € (pn, qn)
serd uma solucéo particular da equacéo X? — AY? = —1.

Perceba que se n for impar, ainda ndo teremos uma solucéo para a equacao

p? — Aq? = 1. Entdo avancamos para o segundo periodo na expanséo de V4, isto é,
para o termo a,, onde ocorre pela segunda vez. O proximo termo a,,, que ocorre

novamente a igualdade é realmente o termo a,,, na expanséo de V4, portanto:
Pin —Aqz = (1" =1

onde(p,,, 42,) € solucdo particular de X2 — AY? = 1.

Teorema 3.6: Nas notacdes acima VA = [a;; a,, as, ..., Gy, 24y, Az, ..., Gy |

i) Se n é par, (p,, q,) € a solugdo minimade X2 —AY2 =1e X? — AY? = —1
nao possui solucao.

i) Se n é impar, (p,, ) € a solugdo minima de X2 — AY? = -1 e (Pan, G2n)
é a solucdo minima de X2 — AY? = 1.

Demonstracao:
Se (x,v) é solucdo da equacdo X% — AY? = (—1)° entdo

(x,¥) = (Pm,» qm) com (=1)™ = (=1)5. Logo,

Am+1Pm T Pm-1
\/_ = am+ qm +q = = am+1(pm - \/ZQm) = \/ZQm—l — Pm-1
m+14m m-—1

Multiplicando-se pelo conjugado de (p,, — VAq,,), obtemos
am+1(_1)s = (\/qu—l - pm—l)(pm + \/ZQm)
= (A9mm-1 — Pm-1Pm) + OmAm-1 — pm—l‘]m)\/Z =
= am+1(_1)s = (AQQO—l - pm—lpm) + (_1)m\/z =
= Ami1 = d+ \/Z,
comd = (=1)*(AgmGm-1 — Pm-1Pm) € Z . Assim,
d+VA=1[d+as;a, ...,a, 207, 0z, ) Gyl = [Qmet; s Qi 201, Az, oy O] = Apsn
Sm+k=rmek=n=m=(—-1)n= n|m.

Como (py, q,) € solucdo de X? — AY? = (—1)™, concluimos que:
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i) Se n é par, (p,q,) € a solucdo minima de X?—AY? =1, mas a
equacdo X% — AY? = —1 ndo possui solucdo. Pois, caso contrario, se
existisse (P, ¢m) Solugdo minima de X2 — AY? = —1 teriamos:

2 2
2 Pn = Pm + Aqm Pm < Pn
+ VA = + VA —) —9
Pn dn (pm Qm) { qn = meqm {qm <q,

Mas pelo exposto acima, nlm = p,, = p, € qm = qn , CcOntradicao.

i) Se n é impar, (p,,q,) € a solucdo minima de X?—AY?=-1 e
(P2n, q2n) € a solucdo minima da equacdo X2 — AY? = 1. Vejamos:
Seja (p,, q,-) solugdo da equacgdo X? — AY? = 1. Logo,
Dr = DP2n

nlrer#n =r>=2n =>{
| ar 2 q2n

sendo portanto (p,y,, 42,,) @ solucdo minima da equagcdo X2 — AY? = 1.
[ |
Exemplo 3.5: Encontre uma solugéo particular para a equagdo x? — 7y? = 1.
Solucgéo:

Nessa questdo o valor de A é 7, vamos entédo fazer a expansao da fracéo
continua de /7.

V7=2+—7—=[211,14]
1+

1
1+—5
1+Z

O que nos mostra que a solucao sera obtidaem c, = % , além disso n é par e
4
c4=§Iogo;x=p4=8ey=q4=3.veja:
82—-703)2=64—63=1

Exemplo 3.6: Encontre uma solucgéo particular para a equagdo x? —13y2 = —1e
qual seria a solugdo no caso x? — 13y? = 1?

Solucéo:

Examinemos a expansao de V13 em fragbes continuas.

1 -
Vi3=3+————=[3;T,1,1,1,6]

1+ T
1+—7

1+g
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O que nos mostra que a solucéo sera obtida em c5 = :’—5, além disso, n é impar
5

e c5=% , logo; x =p; =18 e y=q5=5. Veja que por n ser impar, essa é

realmente a solucdo para x? — 13y? = —1.
(18)2 — 13(5)2 = 324 — 325 = —1

Porém nao serd a solugdo de x% —13y? = 1. Portanto, a solugdo desta

equacao estara no convergente anterior ao ultimo termo, do préximo periodo e seré
_ P

€10 =—— Sabemos que p,=aupPn-1+Pn2 € Gn=0anqn-1+qn-2, OU SEja,

d10

precisamos de dois convergentes anteriores para encontrar o proximo.

11 18 119 137 256 393 649
C6 =337 T 35 %8 T 1% T 109710 T 150

(649)% — 13(180)% = 421201 — 13(32400) = 421201 — 421200 = 1

4.6 ALGUMAS APLICACOES DA EQUACAO DE PELL

1) (0IbM 1987) Demonstrar que existe uma infinidade de pares (x,y) de
nameros naturais tais que

2x2=3x—-3y?—y+1=0
Solucéo:
Iniciaremos, completando os quadrados perfeitos, a fim de tornar a
equacdao parecida com uma equacéo de Pell.

2(x2—§x+i)—3(y2+ly+i)+1=2—i=>
2 16 3 36 8 36

2( 3)2 3( +1>2 9 1 )
= —-——] - — =1
X7y Y*e) T8 12

(4x — 3)? (6y+1? 1
= 2 -3 =—

16 36 24
Multiplicando por 24 a equacao, temos:

34x —3)2-2(6y+1)? =1

Substituindo u = 4x — 3 e v = 6y + 1, 0 problema inicial se transforma em
encontrar infinitas solu¢gbes da equacao

3u? — 2v? = 1 com u = 1(mod4) e v = 1(mod 6)



90

Fatorando 3u? — 2v? =1,
(w3 +vV2) (w3 -vV2) =1

Considere a equacéo auxiliar de Pell a?>—6b% = 1 que possui solu¢do minima
(5,2). Observe que podemos substituir (uvV3 —vv2) por a+ bV6, uma vez que,
(u\/§— vx/f) =1=a+ bV6. Dai:

(u\/§ + v\/z)(a + b\/a) = (au + 2bv)V3 + (av + 3bu)V2
Sendo sua norma
3(au + 2bv)? — 2(av + 3bu)? =
= 3(a?u? + 4abuv + 4b*v?) — 2(a?v? + 6abuv + 9b*u?) =
= 3(a®u? + 4b%v?) — 2(a?v? + 9b%u?) =
= a?(B3u? — 2v?) — 6b%2(3u? — 2v?) =
= (3u? — 2v?)(a? — 6b?) = (Bu? — 2v?)

A ideia que mostramos aqui, € que conseguimos infinitas solucdes para
3u? — 2v% = 1, multiplicando esta pela equacéo auxiliar de Pell a? — 6b% =1, que
possui infinitas solugdes.

No entanto, devemos encontrar infinitas solugbes para a equagdo 3u? —
2v2 =1, de modo que as congruéncias u = 1(mod 4) e v = 1(mod 6) sejam
mantidas. Encontramos entdo, uma solugdo para a equagdo a? — 6b? = 1, de modo
que a = 1(mod 4) e b seja par, dessa maneira:

au + 2bv = u(mod 4) e av + 3bu = v(mod 6)

Lembrando que a equacéo a? — 6b? = 1 tem solugcdo minima (5,2), entdo
todas as suas solugdes sao dadas por a,+b,V6 = (5 + 2v6) .

Falta mostrarmos que existem infinitos pares (a,, b,,) tais que
a, = 1(mod 4)e b, = 1(mod 6). Veja que:

e Na sequéncia a,,, = 10a,,; —a, onde a, = 1 e a; = 5, segue-se que paran
par a, = 1(mod 4) e a,, = 1(mod 3) o que implica
a, = 1(mod 12).

e Na sequéncia b, ., = b,,1 — b, Onde b, = 0 e b, = 2,Segue-se que b,, sempre
€ par,Vn € N.
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Portanto, concluimos que (v3++v2)(5+2v6)" vai ser uma solugio da
equacdo 3u?—2v? = 1 e fica provado que existem infinitos pares (x,y)
de nimeros naturais com 2x% —3x — 3y —y + 1= 0.

2) Encontre todos os inteiros positivos n, de modo que 2n + 1 e 3n + 1 sejam
quadrados perfeitos.
(American Mathematical Monthly)

Solucéo:
Sejam2n+1=x?e3n+1=y?2

Dessa maneira temos que:
(Bx2=6n+3; 2y’ =6n+2) = 3x2-2y? =1

Tal equacdo possui solugcdo minima (x;,y;) =(1,1) e tem como
equacdo de Pell auxiliar u?—6v? =1 com solucdo fundamental (uy,v,) =
(5,2), cuja solucao geral é dada por:

Uy = %[(5 +2V6)" +(5-2V6) |
v, = % (5+2v6)" - (5-2v6)"|

Logo, x,, = uyx1+Nv,y, = u, + 2,
e
Vo = UpY1+Mvpxy = u, + 3v,

Para obtermos o valor de n ndo é necessario termos a solucéo geral
(X, Vn)nso da equacdo 3x%2—2y? = 1. Observe:

2n+1=x2e3n+1=1y?
Subtraindo a primeira da segunda, vem

n=y2—x2=(u, +3v,)?% — (u, + 2v,)? = 2u,v, + 5v% = v,(2u, + 5v,) n = 0.

3) Encontre todos os pares (x, y) de inteiros positivos que satisfazem a equacéao
x?2—6xy +y*—1=0
(Titu Andreescu).
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Solucéo: Perceba que I = B2 — 4AC = 32 > 0. Dai a cOnica correspondente é
uma hipérbole. Assim, completando os quadrados perfeitos, obtemos a
seguinte equacao equivalente

x?—6xy +y2=1

x2—6xy +9y? —8y%2 =1

(x —3y)*-8y* =1
Efetuando as substituicbes X = (x — 3y) e Y = y reduzimos a equacao de Pell

X?-8y%2=1

Esta equacao de Pell tem solugdo minima (3,1)e portanto tem solucéo geral
(X, Yn)nzo, ONde

X, = %[(3 +2v2)" + (3-2v2)'|

e

Y, = % (3+2v2)" - (3-2v2)"|

n(n+1)

Encontre todos os inteiros positivos n tal que € um quadrado perfeito.

Solucdo: A equacéo t,, =

n(n+1) 2 4 : A 5
—z—-=y%¢é equivalente a equacéo

nn+1)=3y?eon’+n=3y?c4n’+4n =12y
e’ +4n+1=12y?+1 (2n+1)?—12y%2 = 1.

Executando as substituicdes X = (2n + 1) e Y = y reduzimos a equacao de
Pell.
X?—-12v%2=1

Esta equacao de Pell tem solucdo minima (7,2) portanto tem solucéo geral
X Yo ) ms0, ONde

X = %[(7 +4V3)" +(7-4v3)"]

1 m m
szm[(7+4\/§) —(7-4v3)"| m=1
Segue que:

2y +1= Xy, = %[(7 +4V3)" + (7-4V3)"



93

Dai
2Ny + 1= %[(2 +v3) "+ (2- \/§)2m]

2n,, = %[(2 +V3) "+ (2-v3) "] -1

2 =3[V + (2 - v3)"] - 2EEE )

[@+v3)" - (2-v3)"|
m 2

Todos os pares n satisfazendo t,, = y? sdo em si um quadrado perfeito.

05) Denominamos numeros triangulares, os nimeros que sao da forma
n(n+1)

n = 1. Encontre todos 0s numeros triangulares que sédo quadrados

perfeitos

Solucédo: A equacgéo t,, = w = y?2 é equivalente a equagio
nn+1)=2y?en’+n=2y?4n’+4n=8y* &

o4’ +4n+1=8y’+1e (2n+1)?-8y? = 1.

Executando as substituicdes X = (2n + 1) e Y = y reduzimos a equacao de
Pell.
X?-8y?=1

Esta equacao de Pell tem solucdo minima (3,1)e portanto tem solucéo geral
(X, Y)nso, ONde
1
X, = z[(3 +8)" +(3-8)'|
e

Y, (3+v8)" - (3-V8)"|n=1

1
_ﬁg[

Segue que:

n+1=1X, =%[(\/§+ )" + (V2 - 1)2n]
Dai:
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2n = %[(\/7+ )"+ (V2 - 1)2"] ~1
1)2n] 2(V2+1)(vV2-1)
2

2n=%[(\/§+ 1)+ (V2 -

VZ+1)" - (v2-1)"]
"e 2

Todos os pares n satisfazendo t, = y? sdo em si um quadrado perfeito

06) Prove que existem uma infinidade de triplas de inteiros consecutivos,
cada um dos quais € uma soma de dois quadrados.

(Putnam Mathematical Competition)

Solucédo: A primeira tripla, de nUmeros inteiros consecutivos, com essas
caracteristicas é (8,9,10), observe;

8 =2242%2,9=324+0%¢ 10 = 3% + 12

Sugest&o: Considere as triplas x? — 1, x2,x? + 1 satisfazendo tal condig&o.
Dessa maneira, x? — 1, x%,x% + 1 sdo soma de dois quadrados. Digamos que:

x?—1=y?+y?=>x2-2y?=1

A equacéo de Pellx? — 2y? = 1, tem solucdo fundamental (3,2) e solugéo geral.

X =%[(3+2\/§)n+ (3-2v2)"]
e
1 n n
ynzm[(3+2\/§) -(3-2v2)"| n=1

Logo os triplos (x2 — 1, x2, x2 + 1) satisfazem a propriedade

xE—1=y2+y2 ;x2=x2+02ex2=x2+12n>1
Generalizando, podemos ter o seguinte problema

07) Mostre que para qualquer inteiro positivo, m > 2, livre de quadrados
existem uma infinidade de (m + 1) n-uplas de numeros inteiros positivos
consecutivos, cada um dos quais sendo uma soma de m quadrados.
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De fato, a equacéo de Pell x? — my? = 1 possui solugées (x,,v,);n =0
Assim (x2 — 1,x2 ,x2 + 1, , X2 +m—1)
xZ—1=my? ; x2=x2+(m—-1)0?% -, x2+m—-1=x2+(m—1)1?

satisfazem a propriedade desejada para todo n > 0.

08) Encontre os nimeros positivos n tal que (n + 1) —n® = y? y € Z, ou seja,
a diferenca de dois cubos consecutivos € um quadrado perfeito e mostre que 2y — 1
€ um quadrado.

Solucdo: A equacéo (n + 1) —n3 = y? é equivalente a seguinte equacéo de
Pell.

m+1)¥-n*=y?eom+1D)?+nn+1)+n’=y?
©3n?+3n+l1=y?=12n’+12n+4 =4y’
S 12n?+12n+3+1=4y? = 32n+1)?+1=2y)*
= (2y)?2-32n+1)?2 =1
Substituindo X =2y eY =2n+ 1; vem:
X?-3v2=1

Esta equacédo de Pell tem solu¢do minima (2,1) portanto tem solucéo geral
(XZ’ YZ)ZZO ' Onde

Xz =5 +VD" + (23]
e
Y, =%[(2+\/§)m—(2—\/§)m] m>1
Sabe-se que
2y = X, =%[(2+@)"‘+(2_v§)"‘]
Dai:
4y =[(2+v3)" +(2-V3)"|

No entanto, para que y seja um inteiro € necessario que m seja impar, ou
seja, m = 2k + 1 k € N. Entdo:

[(2 n \/§)Zk+1 n (2 _ \/§)2k+1]
4

De onde, obtemos:
2 [(2 n \/§)2k+1 n (2 _ \/§)2k+1]
4

2y —1= —1=
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_2(2+V3)(2+ V3)" +2(2-V3)(2-V3)" -4 _

4
A+ +(1-V3) 2V -4
_ s _

_[a+vdE+v3) + (1 -vRe-v3)'|
2

Jé para o valor de n, lembrando que m = 2k + 1 k € N, encontramos:

1 m m
2n+1=YZ=W§[(2+\/§) —(2-v3) ]:>

1 \/—2k+1 \/—2k+1
2n+1=m[(2+ 3 -(2-V3) |e

(2+ \/§)2k+1 B (2 B \/§)2k+1 _ 23

(2 + \/§)2k+1 —V3(2 - \/§)2k+1 i
n= 12

S 2n

09) Existem infinitos nameros triangulares cuja soma e a diferenca ainda sao
nameros triangulares.

Solucéo: Obtemos entdo o seguinte sistema

{Tn +Tom =Tam com T, = k(k+1)

Ty — Tom = T 2

Somando as equacdes acima temos:
ZTn = T3m + Tm—l

Logo:

2n(nz+ 1) _ 3m(312n+ 1) N (m-— 1)(T;1— 14+1) -

=2nn+1)=3m@Bm+1)+m(m—-1) <
o 2n? +2n=10m? + 2m <
& 20n? 4+ 20n = 100m? + 20m <
& 20n? +20n+1=100m? +20m+1 &

©20n?2+20n+5-4=(10m+1)? =
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©20n?2+20n+5-4=(10m+1)?* =
S5@n°+4n+1)—-4=(1m+ 1)’ <
= 502n+1)2 — 4 = (10m + 1)?

Fazendo as seguintes substituicdes X =2n+1eY = 10m + 1, temos como
equacgao equivalente, a seguinte equacao de Pell

5X% —Y2 =4

Portanto devemos encontrar infinitas solu¢des para tal equacao, de modo que
as congruéncias X = 1 mod2 eY = 1mod10 sejam mantidas

Perceba que o par (1,1) é a sua solucao minima e que todos os pares
(X, ) tais que:

Xk=uk+17k e Yk=uk+5vkk21

onde (uy, v,) € a solucéo geral para a equacao auxiliar de Pell u2—5v? = 1, também
sao solucoes. Veja;

5XZ — Y2 =5(u, + ve)? — (uy + 514)% =
= 5(uf + 2w vy + vF) — (U + 10w vy, + 25vF) =
= (4uZ —20v2) =4(uZ —5v3) =4-1=4
para todo k > 0.

Assim, sendo (9,4) a solucdo minima da equacéo u?—5v2 = 1, obtemos

(9+4V5)" + (9 — 4v5)"
U = >

C(9+4v5) - (9-4v5)"
Vi = 2\/§ ,

No entanto para que a solucao satisfaca nosso problema inicial € necessario
ue up = 1mo v ' , umavez qu [
e u, = 1mod10 e v, seja par, uma ve e precisamos de

k>0

X=1mod2eY =1mod10.

Observe que:

k=1:>u1=9,171=4-
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k=2=u,=161,v, =72

k =3= u; =2889,v; =1292

k=4=u, =51841,v, = 23184
ou seja, cada vy, é par e temos u, = 1mod10 se k for par,

de onde vem:

. uk-I-vk -1
T2
e
uk+5Uk -1
m= Tcom k par

solugdes do sistema em questao.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, vimos o porqué do interesse de grandes matematicos durante
0s ultimos 2000 anos, no que diz respeito a fracfes continuas e a equacao de Pell.

As fragcbes continuas tém uma vasta aplicacdo em diferentes ramos
cientificos. Também ficaram perceptiveis que estas sempre nos fornecem algoritmos
confiaveis e sempre com o intuito de fazer aproximacdes de numeros irracionais por
meio de numeros racionais.

Além disso, mostra-se como seria de suma importancia a discussdo deste
assunto no ensino basico. A equacado de Pell, também tem um papel fundamental
em solucdes de problemas matematicos que tem como equivaléncia tal equacao
diofantina quadratica.

E o mais interessante de se ver é que existe uma conexao em tais assuntos
que a principio parecem ser tdo distantes. Espero que este trabalho sirva de
estimulo para professores e alunos de matematica, resgatando o interesse que

grandes matematicos tiveram por Fracdes Continuas e Equacao de Pell.
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