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RESUMO

Nascimento, Geovane Pereira do. PROGRESSOES ARITMETICAS, GEOMETRICAS, HARMONICAS:
APLICACOES E PROPOSTAS DE ATIVIDADES. 98 f. Dissertacio — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolégica Federal

do Parana. Cornélio Procdpio, 2017.

Este trabalho apresenta uma proposta de abordagem que permite ao professor do ensino médio
tratar do conceito de sequéncias de nimeros reais, em especial P.A., P.G. e PH.. Buscamos
ilustrar as aplicacdes dessas sequéncias e elaborar um material com exemplos aplicdveis em di-
ferentes contextos de tais conteudos, baseado na metodologia Resolu¢ao de Problemas. Propde
a construcao do conhecimento por meio de atividades desenvolvidas em aulas diferenciadas.

Palavras-chave: Ensino de matemaética, Sequéncias de nimeros reais, Progressoes.



ABSTRACT

Nascimento, Geovane Pereira do. ARITHMETIC, GEOMETRIC, HARMONIC PROGRES-
SIONS: APPLICATIONS AND ACTIVITIES PROPOSALS . 98 f. Dissertagdo — Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tec-
noldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2017.

This work presents a proposal of an approach that allows high school teachers to deal with the
concept of real number sequences, especially P.A., P.G. and P.H. . We illustrate the applications
of these sequences and elaborate a material with applicable examples in different contexts based
on the methodology of Problem Solving which proposes the construction of knowledge through
activities developed in differentiated classes.

Keywords: Mathematics Teaching, Real-Number Sequences, Progressions
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1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

O processo de ensino e aprendizagem da matemadtica na atualidade estd sendo uma
tarefa complexa, tanto relacionada a como o professor ensina, que de um modo geral, aborda
aulas que enfatizam a reproducao de algoritmos, quanto pela falta de interesse e motivag¢ao dos
alunos. Nesse sentido, buscar outras abordagens metodoldgicas para modificar o processo de

ensino e aprendizagem pode ser uma boa alternativa para mudar essa realidade.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (MINISTERIO DA EDUCACAO
, 1999) a matemadtica no ensino médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o pensa-
mento e o raciocinio dedutivo, e possui uma importancia relevante na vida cotidiana do aluno.
E interessante que o professor de matemdtica trabalhe em suas aulas com diversas metodologias
de ensino como: Resolucdo de Problemas, Histéria da Matemdtica, Tecnologias da Informagdo,

Jogos, Etnomatemadtica e a Investigacao Matemética.

Com esta percepcao, este trabalho visa a Resolucdo de Problemas como metodologia
para o ensino das progressoes, a qual ensina o aluno aprender a aprender, ou seja, o aluno cria
sua autonomia para resolver as situacoes que sdo propostas, construindo seu proprio conheci-

mento, nio esperando uma resposta ja pronta dada pelo professor.

As progressodes aritméticas e geométricas sdo contetidos indispensaveis no Ensino
Médio. No entanto, no decorrer da experiéncia profissional, notou-se que esses temas sdo abor-
dados geralmente de maneira tradicional, por meio de férmulas que sdo apenas ditas aos alunos

e alguns exercicios que reproduzem exemplos do quadro.

Utilizando a Resolu¢do de Problemas, na aprendizagem da matematica, mais especifi-
camente nos conteidos aqui ditos, permitem ao aluno colocar-se diante de problemas a serem
resolvidos por si proprio, possibilitando o uso do raciocinio 16gico e ndo apenas a utilizacao

das formulas. Adicionalmente este trabalho possui como objetivo a introducao as Sequéncias
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Infinitas de Numeros Reais. Em particular, progressoes aritméticas, geométricas e séries asso-
ciadas a estas, buscando sempre que possivel, ilustrar suas aplicacdes e elaborar um material
com exemplos aplicaveis em diferentes contextos de tais conteidos, para servir de material de

apoio, tanto para discentes quanto docentes, baseado na metodologia Resolucao de Problemas.

Buscamos por meio desse trabalho averiguar as possiveis contribui¢des de um ensino
baseado na resolucdo de problemas; observar a motivacdo dos alunos em aprender progressoes
por meio de uma metodologia diferenciada e compreender as vantagens e desvantagens deste

método.

A resolucdo de problemas, de acordo com (POLYA, 1995, pg.3) , € uma atividade
pratica, como nadar, esquiar ou tocar piano, podendo aprendé-la por meio de imitacao e pratica.
Quando se deseja nadar é necessdrio entrar na d4gua, da mesma maneira, para tornar-se bons

solucionadores de problemas, deve-se que resolve-los.

Segundo (ARA(JJ O; LEITE, 2010) , seguindo a ideia acima,

[...]Jo conhecimento matematico ganha significado quando os alunos se defrontam com
situagdes desafiadoras e trabalham para desenvolver estratégias de resolucdo. Dai a
importancia de tomar a resolu¢do de problemas como ponto de partida da atividade
matemadtica e ndo mais como uma série de exercicios para aferir se os alunos apreen-
deram determinado contetido ou nao. (ARA[:TJ O; LEITE, 2010)

Assim, (POLYA, 1995) define quatro momentos principais para a resolu¢do de um
problema: compreender o problema, elaborar um plano, executar o plano e fazer o retrospecto

ou verificacdo.

Neste contexto, (ALMEIDA, 2012) diz que se o estudo das progressdes aritméticas
e geométricas for bem explorado em sala de aula, pode estimular no aluno a capacidade de
conjecturar e generalizar. A pesquisa com generalizacdo de padrdes tem sido o trabalho de
muitos pesquisadores, as portuguesas (VALE; PIMENTEL, 2005) sdao grandes exemplos, no
qual julgam importante a generalizacdo, para que os alunos criem expressoes algébricas ou

recursos que conduzam a estas, desenvolvendo as suas capacidades de raciocinio algébrico.

Destaca-se entdo que para o Ensino Médio a resolucdo de problemas que recorra ao
trabalho investigativo é o percurso ideal para o estudo das progressdes. Dessa maneira, (MI-

LANI, 2011) realizou um trabalho em que utiliza a Resolucao De Problemas como ferramenta
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oara a aprendizagem de Progressdes Aritméticas E Geométricas no ensino médio no qual ob-
teve um resultado positivo com seu trabalho, concluindo que a Resolucao de Problemas pode

levar o aluno a pensar e construir seu proprio conhecimento.

Outro exemplo é o trabalho de (MOL; PEREIRA, 2012) que descreveram uma pratica
pedagogica sobre uma atividade de Progressdao Aritmética, utilizando resolucdo de problemas
que foi realizada em duas turmas do 1* ano do Ensino Médio e como conclusdo afirmaram que

os alunos mudaram suas concepgdes a respeito dos problemas propostos.

Algumas dissertacoes do Mestrado Profissional em Matemética PROFMAT foram bas-
tante utilizadas como referéncia para esse trabalho. (MARTINS, 2013) da Universidade Federal
da Bahia realizou um trabalho sobre sequéncias, progressoes e séries fazendo uma aborgagem
para o ensino médio. Outro trabalho interessante pesquisado foi realizado por MANTOVANI,
2015) que teve uma abordagem acerca de atividades sobre as progressdes aritméticas por meio

do reconhecimento de padrdes.

A utilizacdo da resolucdo de problemas no processo de ensino aprendizagem das pro-
gressdes ¢ um tema bastante explorado na literatura, portanto, destaca-se que € uma literatura

vasta, porém nesse trabalho foram apresentados apenas alguns dos autores.

O capitulo 1 traz a introdu¢do das sequéncias infinitas de nlimeros reais, mostra como
podemos determinar a lei de formagao de uma sequéncia, abordando alguns exemplos e proble-

mas aplicaveis em diferentes contextos.

No capitulo 2 faremos um estudo sobre as progressoes aritméticas. Apresentaremos a
defini¢cdo de uma progressao aritmética; as representacdes especiais que podemos utilizar para
facilitar a resolucdo de problemas que envolvam essas sequéncias; abordaremos a interpolagao
de meios aritméticos; demonstragdo do termo geral; as propriedades principais e a formula que
calcula a soma dos n primeiros termos de uma P.A.. Relataremos ainda uma aplicacao em sala
de aula realizada em uma turma da 1* série ensino médio e traremos uma proposta de atividade

para sala de aula.

No capitulo 3 apresentaremos as progressdes geométricas. Vamos mostrar a defini¢ao
dessa progressdo, termo geral, classificacdo de acordo com a razao, algumas representacoes es-
peciais, interpolagcdo de meios geométricos, soma dos n primeiros termos de uma P.G. finita, e

uma expressao que determina o limite da soma dos infinitos termos dessas sequéncias. Abor-
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daremos alguns exemplos e problemas aplicdveis de progressdao geométrica envolvendo essas
propriedades e conceitos. Relataremos a aplicacdo de uma atividade em uma turma da 1* série

do ensino médio e traremos uma proposta de atividade para sala de aula

No capitulo 4 faremos uma abordagem de dois tipos de tridngulos que possuem ca-
racteristicas muito interessantes e que estao relacionados com as progressoes. Estudaremos o
triangulo de Sierpisnki que € obtido por meio de um processo iterativo e relaciona o nimero de
triangulos, o comprimento dos lados, o perimetro de cada triangulo, perimetro total do tridngulo,
a area de um triangulo e a drea total do tridngulo com as progressdes geométricas. Apresentare-
mos o tridngulo de Kepler que ndo € apresentado nos livros didéticos da rede publica estadual.
O triangulo de Kepler € um triangulo retangulo formado por trés quadrados cujas areas estao
em progressao geométrica de razdo ¢. Ou seja, esse tridngulo além de estar relacionado com
P.G. faz uma conexio com o nimero dureo. Apresentaremos uma proposta de atividade sobre o
triangulo de Sierpinski que podera ser trabalhada em sala de aula pelo professor. Observamos
que para se trabalhar com esses dois tridngulos os alunos deverdo dominar os conteidos das
progressdes e ter uma boa no¢do de geometria plana, pois isso facilitard a resolugdo das ativi-
dades.

No capitulo 5 apresentaremos uma importante relacdo existente entre um tridngulo
escaleno com lados em progressdo aritmética de razdo igual a 1 e generalizaremos para um
triangulo em P.A. com razao igual a r. Faremos a demonstracdo de varias relacdes obtidas em
um tridngulo cujos comprimentos dos lados sdo dados por a, B € ¥ opostos aos dngulos A, B e
C respectivamente.

Finalizaremos o capitulo 5 com dois problemas interessantes, relacionando Geometria Plana e
Progressao Geométrica. Num deles o objetivo é determinar a razdo de uma P.G. e encontrar os
angulos internos de um triangulo retangulo, sabendo que os lados desse triangulo formam uma
progressdao geométrica. No segundo problema o objetivo € determinar a variacdo da razdo da
P.G. e de um angulo interno formado pelo maior e pelo menor lado desse tridngulo, sabendo os

lados de um tridngulo estdo em progressao geométrica.
1.1 SEQUENCIAS
Nesta secdo temos o interesse de introduzir os conceitos basicos de sequéncias (ou

sucessoes) via exemplos ilustrativos. Adicionalmente, introduziremos a no¢do de sequéncia de

nimeros reais; apresentaremos trés tipos de lei de formacdo que uma sequéncia pode apresentar
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e abordaremos alguns exemplos e problemas aplicdveis de sequéncias niméricas.

Em muitas situagdes do nosso cotidiano nos deparamos com a ideia de sequéncia ou
sucessao. Podemos apresentar as sequéncias por meio de leis de formacao, constatando o padrao
de comportamento comum a determinada situagcdo e, muitas delas, conseguimos determinar o

padrao utililizado intuitivamente. Considere os seguintes exemplos.

Exemplo 1.1. Determine os trés elementos seguintes em cada sequéncia abaixo, se possivel:

(a) Janeiro, fevereiro, margo, ...

Soluc¢ao. Abril, maio, junho.

(b) Domingo, segunda, terga, ...

Solucao. Quarta, quinta, sexta.

(c) 1,2,4,8,16,...
Solucao. 32,64,128.

(d) 1,4,9,16,25, ...
Solucao. 36,49,64.

(e) 18, ...
Solucdo. Impossivel determinar, pois ndo ha caracteristicas suficientes para determinar os

proximos termos.

Em todas essas situagdes do exemplo acima observamos certa ordem nos elementos
das sequéncias. Esses elementos sdo também chamados termos da sequéncia. No item () da
sequéncia dos dias da semana temos: 1° termo: domingo; 2°termo: segunda; ... ; 7° termo:
sdbado. Se representarmos o 1° termo por a; (I1é-se a indice um ou a um), o 2° termo por az, 0
3° por a3 e assim por diante, até o termo de ordem n ou n-€simo termo (a,) essa sequéncia pode
ser representada por (ay,az,as,...,a,).

Nesse exemplo, temos:
a; = domingo

az = terca

as = quinta

a7 = sabado.
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1.1.1 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais é uma fungio definidaem N={1,2,3,...}
e tomando valores no conjunto R dos nimeros reais. Ou seja, uma sequéncia de nimeros reais
€ uma funcdo f : N — R cujo dominio € o conjunto dos nimeros naturais € o contra dominio
€ o conjunto dos nimeros reais. Assim cada elemento n € N corresponde um dnico nimero

real a,. Os elementos a, sd@o os termos da sequéncia, e as notagdes para a sequéncia sao:

(a1,a2,a3,...,a,) ou (a,) ou (a,),en- Dessa forma, f(1) =ay, f(2) =az, f(3) = as, ..., f(n) =
an. O indice n indica a posi¢do do elemento da sequéncia. Desse modo, o primeiro termo €

indicado por aj, o segundo termo € indicado por a; € 0 n-ésimo termo € indicado por a,,.

1.1.2  LEI DE FORMACAO DE UMA SEQUENCIA

Quando conhecemos o primeiro termo de uma sequéncia € uma regra que permite
determinar cada termo a, a partir do termo antecedente a,_;, dizemos que explicitamos a

sequéncia por recorréncia.

Exemplo 1.2. Determine os cinco primeiros termos das sequéncias (a,),n € N e (b,),n € N

definidas pelas leis de recorréncias a seguir:

a) = 1
(a)
an+1 =4a, +2

Solucao.
a = 1
a = 4da;+2=6
a; = 4dar+2=26
as = 4daz+2=106
as = 4dayg+2=426.

Portanto a, = (1,6,26,106,426,...),

Solucio.
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by = 5b=5
by = 5b,=25
by = 5.b3=125
bs = 5.by=625.

Portanto b, = (1,5,25,125,625,...).

Exemplo 1.3. Descreva por meio de uma formula de recorréncia cada uma das sequéncias

abaixo:

(a) an = (1,5,13,29,61,...).

Solucao.

a = 1

a = 2a1+3=5
a3z = 2a,+3=13
ag = 2a3+3=29
as = 2a4+3=6I.

Observamos que cada termo da sequéncia a partir do segundo termo é obtido pelo dobro do
termo anterior adicionado de 3 unidades. Logo, temos que a férmula de recorréncia que des-
L ay) = 1
creve essa sequéncia € dada por
anp=2a,-1+3,Vn>?2

(b) b, =(7,14,21,28,35,...).
Solucdo. Observamos que cada termo da sequéncia b, a partir do segundo termo € obtido so-
mando o termo imediatamente anterior com 7 unidades. Assim a férmula de recorréncia que
by =17

descreve essa sequéncia € dada por
by=by_1+7,Yn>2

(¢) cn =(1,4,16,64,256,...).
Solucao. Na sequéncia ¢, cada termo a partir do segundo € obtido pelo produto do termo ime-

diatamente anterior por 4. Assim a formula de recorréncia que descreve essa sequéncia é dada
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Ccl] = 1
por
cpn=4c,_1,Vn>2

Podemos também definir uma sequéncia expressando cada termo em fungdo de sua

posicdo. E dada uma férmula que expresssa a, em fun¢ado de n.

Exemplo 1.4. Determine os cinco primeiros termos das sequéncias dadas pelas seguintes leis:

(a) a,=n,neN.

Solucao. Nesse caso, a sequéncia é formada pelos cubos dos naturais, isto é,

a = 1’=1
a = 2°=8
ay = 33 =27
agy = 4 =64

as = 5°=125.

Portanto a, = (1,8,27,64,125,...).
(b) by, =5n—-2,neN.

Solucgao.
by = 51-2=3
by = 52-2=28
by = 53-2=13
by = 54-2=18
bs = 5.5-2=23.

Portanto b, = (3,8,13,18,23,...).

E por fim podemos determinar uma sequéncia por propriedade dos termos. E dada uma

propriedade que os termos da sequéncia devem apresentar.

Exemplo 1.5. Escrever os dez termos iniciais da sequéncia infinita f formada pelos niimeros

primos positivos colocados em ordem crescente.

Solucdo. f = (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...).
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2 PROGRESSOES ARITMETICAS

Iniciamos o capitulo sobre as progressdes aritméticas indicando que as referéncias
utilizadas como base para as defini¢des, exemplos e problemas apresentados e discutidos neste
capitulo foram Longen (2004), Paiva (1999), Dante (2014), lezzi e Hazzan (2004) .

Nesse capitulo introduziremos os conceitos de progressdes aritméticas, incluindo-se
ai as defini¢des de razdo e termo geral, bem como as classifica¢cdes de acordo com a razao
além de algumas representacoes especiais. Outros pontos que abordaremos também sdo os de
interpolacdo de meios aritméticos, soma dos n primeiros termos e produtos dos n primeiros ter-
mos. Alguns exemplos ilustrativos e problemas aplicaveis de progressao aritmética envolvendo

essas propriedades e conceitos também serdo trabalhados.

2.1 DEFINICOES BASICAS

Nessa sec@o apresentaremos a definicdo de uma progressao aritmética; mostraremos
como essas sequéncias sao classificadas de acordo com a razdo e faremos a demonstracao do
termo geral da P.A. que nos permite encontrar qualquer termo da sequéncia dados primeiro
termo e razdo. Apresentaremos ainda nessa secdo alguns exemplos e problemas envolvendo

essas ideias inicias de progressdo aritmética.

Progressdo aritmética (P.A.) € uma sequéncia finita ou infinita em que cada termo, a
partir do segundo, é obtido somando-se o termo anterior a uma constante, a qual é chamada de

razdo da P.A. e € indicada por r. Sdo exemplos de progressdes aritméticas:

(@) = (7,10,13,16),

(by) = (11,11,11),

(cn) = (49,39,29,19,9,...),

(d,) = (12,23,34,45,56,67),
(en) = (—4,—6,—8,—10,—12,...).
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Claramente, a sequéncia (a,) tem razio 3; (by) razdo 0, (c,) razdo —10; (d,) razdo 11 e por fim

a sequéncia (e,,) razdo igual a —2.

Definicao 2.1. Diremos que uma sequéncia de niimeros reais (a,) é uma progressdo aritmética
(PA.) de razdo r € R se

api1 = ay+r,

para todo natural n. Isto é,

ap=ay1+tra=ay+r,as=a3+r,.., ay1 =a,+r

Levando em conta a definicdo acima apresentada, vamos mostrar que numa P.A., todos
os termos sao completamente caracterizados pelo primeiro termo, isto €, a; e pela razdo r. De
fato, supondo conhecidos a e a razdo r, segue da defini¢do 2.1 que se (a,) é uma PA de razdo

r, entao valem

a = ap+r,
ay; = a+r=a;+2r
as = az+r=a;+3r

ap = ai+(n—1)r
Dos fatos apresentados com base na definicdo, concluimos que

Teorema 2.2. Seja (a,) uma PA.. Dados n > k > 0 tem-se a, = ay+ (n—k)r.

Demonstragcdo. Como a, é uma P.A., a, —a,_| = r, paratodon > 1. Como

n—ar=ap—apn—1+ay_1 —ay_2+api2+,...,+ap1 —ay=r+r+..+r=(n—kr.
————
n—k
Portanto

an=ar+ (n—k)r.

Problema 2.3. Em uma progressdo aritmética, o quinto termo € igual a 28 e o décimo sexto

termo vale 72. Determine o nono termo desta progressdo aritmética.
Solucdo. Temos pelo teorema 2.2 que

aje = das —|—(16—5)r.
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Segue que

72 = 28+11r
r = 4.

Assim,

ag =as+(9—5)4=28+4.4=44.

As progressoes aritméticas sao classificadas de acordo com a sua razao.

Definicao 2.4. Dizemos que uma PA. (ay) é crescente quando cada termo é maior que o termo
anterior, isto é,

ay > ay_1, Vn € N.
Note que, neste caso r > (.

Dizemos que uma PA. (ay) é decrescente quando cada termo é menor que o termo
anterior, isto é€,

a, < ap_1,Vn € N.
Neste caso temos que r < 0.

Por fim, dizemos que uma PA. (ay,) € constante ocorrer de todos os termos coincidirem,

isto é, quando r = 0, ou seja, a, = a,+ para todo n natural.

Problema 2.5. Um atleta nadou, hoje 300 metros. Nos proximos dias, ele pretende aumentar
gradativamente essa marca nadando, a cada dia, uma mesma distdncia a mais do que nadou
no dia anterior. No 12 dia, ele quer nadar 2500 metros. Determine a distancia que ele deverd

nadar a mais por dia e a distancia que ele deverd nadar no 7 dia.

Solucao. A distincia que o atleta nada descreve uma progressao aritmética na qual a; = 300 e
ap = 2500. Devemos encontrar a razao dessa P.A..
Temos pelo teorema 2.2 que

app=a;+11r.

Assim,

2500 = 300+11r
2200 = 11r
r = 200.
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Por fim, basta encontrar o sétimo termo dessa P.A. para saber a distincia que ele nadara no

sétimo dia.

Segue que
a; = a;+6r
a; = 300+1200
a; = 1500.

2.2 REPRESENTACOES ESPECIAIS DE UMA P.A

Muitas vezes para a resolucao de certos problemas, é de grande utilidade representar
genericamente uma progressao aritmética. A vantagem das representacdes especiais € diminuir
a quantidade de cdlculos exigidos em algumas situacdes. As principais representagdes especiais
seguem abaixo:
trés termos em P.A.

(x—rx,x+r);

quatro termos em P.A.

(x,x+rx+2rx+3r)

e cinco termos em P.A.

(x,x+r,x+2rx+3rx+4r)

ou

(x—=2r,x—rx,x+rx+2r).

Exemplo 2.6. Obtenha uma PA. de trés termos tais que sua soma seja 21 e seu produto seja
231.

Solucao. Empregando a notagdo especial para a P.A., temos o sistema de equacgdes

(x—=r)+x+(x+r)=21
(x—r)x(x+r) =231

Da primeira equagao, segue que
(x—r)+x+(x+r) = 21

3x = 21
x = 7.
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Substituindo na segunda equagdo temos

(x—r)x(x+r) = 231
(T—r)7(T+r) = 231

49 — > = 33
o= 16
r = =44.

Assim a P.A. procurada é (3,7,11) parax=7er=4ou (11,7,3) parax=T7 e r = —4.
Exemplo 2.7. Determine quatro niimeros em progressdo aritmética crescente, sabendo que sua

soma é —2 e a soma de seus quadrados é 6.

Solucdo. Um artificio para representar progressdes aritméticas com um nimero par de termos é
chamar os dois termos centrais de x —y e x+y pois assim a razdo passa a ser: (x+y) —(x—y) =
x+y—x+y =2y Logo, r =2y. Portanto,a P.A. € dada por

(X— 3y7x—y7x+y,x+3J’) =-2

(x=3y)*+ (x—y)* + (x+y)° + (x+3y)* =6

Efetuando os célculos, chegamos a:

4x = -2
4x*4+20y*> =6
Da primeira equagdo temos que x = —%.
Substiutindo x = —% na segunda equagdo temos 4 (—%)2 +20y? = 6.

~ ” _ .1
Resolvendo a equagdo quadratica temos que y = +5.

D=

Como a P.A. € crescente, entdo y € positivo. Assim x = —% ey=
Dai, vem: x —3y=—-2;x—y=1;x+y=0;x+3y=1.

Portanto a P.A. é dada por (—2,—1,0,1) e suarazdo é r = 1.

2.2.1 INTERPOLACAO ARITMETICA

Nessa subsessdo abordaremos o conceito de Interpolacdo Arit mética que alguns au-
tores definem como insercao ou intercalacdo e apresentaremos alguns exemplos e problemas
envolvendo esse assunto.

Interpolar, intercalar ou inserir k meios aritméticos entre dois nimeros a e b significa obter uma
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P.A. de k+2 termos, cujo 1° termo seja a e o ultimo termo seja b. Para isso, basta conhecermos
arazdo da PA.
Problema 2.8. Insira nove meios aritméticos entre 15 e 45.
Solucdo. Devemos formar uma progressao aritméticaonde n =9+2 =11, a; = 15e a, =45.

Temos pelo teorema 2.2 que

ail =ai —l—(l] - 1))’.
Assim,
45 = 154+ 10r
10r = 30
r = 3.
Inserindo os nove meios aritméticos obtemos a P.A.(15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45).

Problema 2.9. A produgcdao mensal de uma montadora no primeiro semestre de um dado ano
estd em PA. crescente. Em janeiro, a producdo foi de 12000 carros e, em junho, de 52000

unidades. Qual foi a producdo dessa montadora nos meses de fevereiro, marco, abril e maio?

Solucao. O problema consiste em formar uma P.A. na qual a; = 12000 representa a produgao
de janeiro e a, = 52000 representa a produga@o de junho. Note que n = 6 neste caso.

Devemos inicialmente calcular o valor da razdo da P.A. Temos pelo teorema 2.2 que
ag=a;+(6—1)r.
Assim,
52000 = 12000+ 5r
S5r = 40000
r = 8000.
Entao, teremos
ap = producdo de fevereiro = 20000,
a3z = producao de mar¢o = 28000,
a4 = producao de abril = 36000,

as = producao de maio = 44000.
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Na realidade o que fizemos foi inserir ou interpolar quatro meios aritméticos entre 12000 e
52000.
Problema 2.10. Quantos miiltilpos de 3 hd entre 200 e 700?
Solucao. A sequéncia dos multiplos de 3 (0,3,6,9,...) é uma P.A. de razdo 3, mas o que nos
interessa € estudar essa sequéncia entre 200 e 700.
O primeiro multiplo de 3 maior que 200 é a; = 201.

O ultimo multiplo de 3 pertencente ao intervalo dado € 699, que indicaremos por a,, pois nao

conhecemos sua posi¢do na sequéncia.

Temos pelo teorema 2.2 que
699 =201+ (n—1)3.

Assim,

498 = 3n-3
3n = 501
n = 167.

Portanto, existem 167 multiplos de 3 entre 200 e 700.

2.2.2 PROPRIEDADES DAS PROGRESSOES ARITMETICAS

Nessa subsessdo abordaremos algumas propriedades das progressoes aritméticas. Mos-
traremos a relacdo entre trés nimeros consecutivos em P.A., como determinar o termo médio de
uma sequéncia em PA e como encontrar a soma de dois termos equidistantes dos extremos nesse
tipo de progressdo. Apresentaremos uma férmula que permite calcular a soma dos n primeiros

termos de uma P.A. e alguns problemas e exemplos de aplicacdes dessas propriedades.

Propriedade 2.11. Dados trés niimeros a, b, e ¢ em P.A, nessa ordem, o niimero b é a média

aritmética dos niimeros a e c, ou seja:

ou
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Demonstragdo. De fato, consideremos a P.A.(a,b,c), temos pela defini¢do de progressdo aritmética

que a razdo é dado por

ap+1 —ap
ou seja,
b—a=c—-b>b
Segue que
b+b = a+c
2b = a+tc
a-+c
b = .
2

Exemplo 2.12. Sabe-se que a sequéncia (10,x,—4,y) é uma PA.. Determine os valores de x e

Y e escreva a progressdo aritmética correspondente.

Solucao. Temos pela propriedade 2.11 que

10+ (—4)
> =X.

Ou seja

6 = 2x

x =3
Por outro lado

3+y = —4

y = —4-3

y = —T.
Nesse caso, temos uma progressao aritmética finita de razdo = —7, ousejaa P.A.(10,3, —4,—7).

Propriedade 2.13. Em toda PA. finita com niimero impar de termos, o termo médio (t,,) é a

média aritmética dos extremos, ou seja,

al+ay

ou

ay +a, = 2t,,.

Exemplo 2.14. Sabendo que a PA.(25,27,29,...) possui 33 termos, determine o termo médio
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dessa progressao.
Solucgao. Temos pelo teorema 2.2 que
azz=a;+(33—1)r.
Segue que

ayz = 254322
aszy — 89.

Logo, temos uma P.A. com primeiro termo igual a 25 e dltimo termo igual a 89.

Temos pela propriedade 2.13 que

%:m+%'
2
Segue que
N 25+89
"2
tw = 17.

Propriedade 2.15. Numa PA. finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual

a soma dos extremos, ou seja
altap=ar+ap-1=azta,2="---=2t,

sendo t,, o termos médio (quando existe).

Demonstracdo. Seja a P.A.(ay,az,a3,...,a5, a1 1,0y, -..,an) de razéo r.

Os termos a1 € a,—; sdo equidistantes dos extremos. Calculando a soma desses termos,
temos: ayi 1+ a, x=a1+k+1—)r+a+(n—k—Vr=ay+kr+a+n—1)r—kr=
ajt+a+(n—Dr=a,+ay,

Generalizando, temos que

am+an = ar +ap,

S€

m+n=k+p.

Carl Friedrich Gauss(1777-1855) é considerado um dos maiores matematicos de to-
dos os tempos. Nascido em Brunswick, Alemanha, de familia muito simples, foi uma crianca
prodigio. Gauss deu grandes contribuicdes nas dreas de astronomia, geodésia e eletrecidade.

Conta-se que antes de completar 10 anos de idade, em uma aula, seu professor, querendo man-
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ter os alunos por um bom tempo em siléncio, pediu que somassem todos os nimeros de 1 a 100,
isto é

1+243+44...+98+99+100.

Para surpresa do professor, depois de alguns minutos Gauss disse que a soma era 5050. Acom-

panhe o raciocinio:

(1+100) = 101
(2499) = 101
(3498) = 101,

etc. Logo, temos 50 parcelas de cujo valor € 101.
Segue que

1+24+34+4+...+98+99+100 = 101.50 = 5050

Dos fatos apresentados com base na definicao de P.A., concluimos o seguinte resultado

geral sobre a soma dos termos de uma P.A.
Teorema 2.16. A soma S, dos n primeiros termos de uma PA. (a,) é dada pela expressdo

(a1 +au)n

Sn: 2 )

para qualquer que seja n natural maior que 1.
Demonstragcdo. Considere a P.A. de razdo r
(ar,a2,a3,...;an—2,ay—1,ay).

A soma dos seus n termos pode ser escrita como:

(a1 +ay+a3+...+ap2+a,_1+ay,) (D
ou

(an+apn—1+ap—2+...+a3+ax+ay). 2)
Adicionando membro a membro as igualdades (1) e (2), temos

28, = (a1 +an)+ (a2 +ay—1)+ (a3 +an2)+ ...+ (an_2+a3) + (an_1 +a2) + (ay, + ay).

Pela propriedade 2.15 temos que a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a
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soma dos extremos, isto €
(a1 +ay) = (a2 +ap—1) =(az+ap—2)=...=(ap-2+a3) = (ay—1 +a2) = (ay +ay).
Assim todas as n parcelas t€m o mesmo valor. Logo como temos n parcelas, segue que
28, = (a1 +an)n

ou seja,

(ay +ap)n
—
Problema 2.17. Ao efetuar a soma das 50 primeiras parcelas da sequéncia (15,35,25,...),

Sn:

por distra¢do Pedro ndo somou a 271 parcela. Qual foi a soma encontrada por Pedro?

Solucao. Temos que a sequéncia é uma progressao aritmética onde a; = 15 e r = 10. Devemos
encontrar a soma das 50 primeiras parcelas dessa P.A. e subtrair a 27t parcela dessa soma.

Calculo do termo as :

asop = a;+49r
asg) — 154+49.10
asy = 15-+490 = 505.

Calculo do termo a7 :

a»; = aj+26r
ay; = 154+26.10
ay; = 15+260=275.

Célculo da soma dos 50 primeiros termos:

Temos pelo teorema 2.16 que

(a1+a50)50
S50 = >
Assim,
(15+505)50
S0 = Ty
S50 = 13000.

Por fim a soma encontrada por Pedro € dada por

S50 —az7 = 13000 — 275 = 12725.
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Problema 2.18. Qual o valor de x que satisfaz a igualdade
x+2x+3x+ ...+ 14x = 840,
sabendo que os termos do primeiro membro da equagdo estdo em PA.?

Solucio. O primeiro membro da igualdade corresponde a soma dos termos da P.A. (x,2x, 3x, ..., 14x)
naquala; =x,a,=14xer=ux.
Temos pelo teorema 2.2 que

l4x=x+(n—1)x.

Assim,
13x = nx—x
l4x = nx
n = 14
Temos pelo teorema 2.16 que
(a1+a14)14
514:#.
Assim,
(x+14x)14
Sy = ——F———
2
840 = 7.15x
840 = 105x
x = 8

Problema 2.19. Determine a soma dos primeiros n niimeros impares positivos, ou seja,

1+3+5+7+...+2n—1.

Soluc¢ao. Os primeiros n nimeros impares positivos formam, para algum »n natural a progressao
aritmética finita (1,3,5,7,....,2n— 1) emque a; = l e @, = 2n— 1.

Temos pelo terorema 2.16 que
(I+(2n—1))n

Assim,
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2.2.3 PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA SALA DE AULA

Nessa subsecdo apresentaremos uma proposta de atividades para a sala de aula envol-
vendo os conceitos das progressdes aritméticas. Nela apresentamos problemas desafiadores que
vao ajudar os alunos a desenvolver suas habilidades algébricas e o raciocinio l6gico. Tais pro-
blemas poderao verificar se os alunos conseguem articular os conceitos de P.A. na resolucdo de

problemas.

1) Numa caixa h4 1500 bolinhas de gude. Retiram-se 10 bolinhas na primeira vez, 15
na segunda, 20 na terceira e assim sucessivamente na mesma razao. Quantas bolinhas de gude

restardo na caixa apds a décima sexta retirada?

Solucao. A sequéncia formada pela retirada de bolinhas da caixa é representada por uma pro-
gressdo aritmética na qual a; = 10 e r = 5, ou seja a P.A.(10,15,20,25,...). O nimero de

bolinhas retiradas na décima sexta retirada ¢ dado por
aie =10+ (16—1)5=104+15.5=10+75=85.
Apoés a décima sexta retirada o nimero total de bolinhas retiradas ¢ dado pela soma da P.A.

(10,15,20,...,85). Temos pelo teorema 2.16 que

(a1 + a16) 16

S16 = >

Assim,
S16 = (10+85)8 = 760.
Portanto restarao na caixa 1500 — 760 = 740 bolinhas de gude apds a décima sexta retirada.

2)Os lados de um triangulo retangulo estdao em P.A.. Sabendo-se que o perimetro desse
triangulo € de 72 cm podemos afirmar que o maior cateto mede:

Solucdo. Sejam x — r, x e x4 r os lados do tridngulo retdngulo. Temos que

(x—=r)+x+(x+r) = 72
3x = 72
x = 24.

Portanto o maior cateto do tridngulo retangulo tem comprimento igual a 24 cm.

3)Thiago possui uma certa quantidade de palitos de f6sforo em maos. Ele formou uma

sequéncia com a letra inicial do seu nome conforme mostra a figura:
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Figura 1: Sequéncia de letras T formada por palitos

Supondo que Thiago conseguiu formar 20 “T”completos, seguindo o0 mesmo padrao

de formacao, responda os itens que seguem

(a) Quantos palitos possui o quinto, oitavo e décimo sexto T respectivamente?

Solucao. Pelo teorema 2.2 temos que

as = a+4r=3+42=11
ag = ai+7r=3+72=17.

ajg=aj;+15r=3+15.2 =33.

(b) Qual a diferenca do nimero de palitos entre duas letras T consecutivas nessa
sequéncia?

Solucdo. A diferenga entre duas letras ”T”’consecutivas € de dois palitos.

(¢) Qual o niimero de palitos usados por Thiago na n-ésima letra T?

Solucgao. Temos pelo teorema 2.2 que

an=3+(n—1)2=2n+1.

(d) Qual a posi¢@o de uma letra T construida por Thiago sabendo que foram usados 19
palitos ?

Solucio. Pelo item (c¢) temos que

19 = 2n+1
2n = 18



33

(e) Quantos palitos possui o tltimo "T”dessa sequéncia?
Solucdao. Como Thiago construi 20 letras "T”temos pelo teorema 2.2 que ayy = a; + 19r =
34+19.2 =41.

(f) Qual a quantidade de palitos que Thiago possui em maos?

Solucio. A quantidade de palitos que Thiago possui é dado pela soma dos termos da P.A.(3,5,7, ...

naquala; =3,r =2e a, =41. Temos pelo teorema 2.16 que

(3+41)20

= 440
2

S20 =
palitos.

4) Um cinema possui 8 poltronas na primeira fileira, 10 poltronas na segunda e 12 na
terceira; as demais fileiras se compdem na mesma sequéncia. Quantas fileiras sdo necessarias
para o cinema ter um total de 532 poltronas?

Solucdo. O nimero de poltronas das fileiras do cinema formam a P.A.(8, 10, 12, ...) na qual

a; = 8 erazdo r = 2. Pelo teorema 2.2 temos que
an=8+(n—1)2=6+2n.

Pelo teorema 2.16 temos que

494 — (8+6+2n)n.
2
Assim,
988 = (14+2n)n
2n* +14n—988 = 0
n?+7Tn—494 = 0.
As raizes da equacdo do segundo grau acima sdo n = 19 e n = —26 (ndo convém).

Portanto sdo necessarias 19 fileiras.

2.2.4 APLICACAO DA ATIVIDADE DE PROGRESSAO ARITMETICA

Nessa subsessdo relataremos a aplicacdo de uma atividade realizada em sala de aula
envolvendo o conteido de progressao aritmética. A atividade foi aplicada na 1* série A do
Ensino Médio da Escola Dr Ernesto Fonseca, nas aulas de Matematica na segunda e terceira

semana do més de novembro de 2016. Foram utilizadas seis aulas para a realizacdo dessa
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atividade.

Dominar as quatro operagdes, saber o método de resolucdo de uma equacdo de pri-
meiro grau, ter conhecimento de poténciagdo e noc¢ao de sequéncia foram alguns dos pré-

requisitos que os alunos deveriam saber para realizar a atividade proposta.

A metodologia da resolucao de problemas foi abordada para a introdugdo dos conceitos
de P.A. P.G., no entanto, para tal, foi elaborada uma atividade dividida nas seguintes etapas

enumeradas abaixo.

1* etapa: formacao de grupos
Os alunos foram orientados a formar grupos de trés ou quatro integrantes cada. Com a formacao
dos grupos, foi realizada uma etapa diagndstica e representativa permitindo identificar as possiveis
deficiéncias de aprendizagem e reconhecimento por parte dos alunos, podendo assim, obter uma
orientacdo do ponto de partida da préxima aula.
Nessa etapa foi utilizado uma aula de 50 minutos. Foi trabalhado com os alunos algumas
questdes simples envolvendo as operacdes basicas com nimeros inteiros, equagdes de primeiro

grau, problemas de raciocinio 16gico e algumas sequéncias.

2%tapa: entrega da atividade (problema)-(papel do professor como mediador)
Nessa etapa foi disponibilizada uma lista de atividades para os alunos, envolvendo o contetido
progressao aritmética, na qual havia uma imagem de uma sequéncia formada por palitos de
fosforos.
Junto com a folha de atividades foi entregue para cada grupo uma caixa de fésforo contendo
quarenta palitos de fésforo. A aplicacdo dessa atividade teve durag@o de duas aulas, totalizando

cem minutos.

No item (a), utilizando os palitos de fsforo, os alunos deveriam reproduzir sobre a
carteira a sequéncia de figuras. Em seguida, reconhecendo o padrio utilizado desenhar as duas

proximas figuras da sequéncia.

No item (b) os alunos devem completar uma tabela com o nimero de tridngulos e a
quantidade de palitos usados em cada uma das nove primeiras figuras da sequéncia. Os alunos
puderam utilizar os palitos de fosforo para para desenhar as figuras da sequéncia e preencher a
tabela. Nesse item esperamos que os alunos consigam perceber intuitivamente a regularidade

dessa sequéncia de figuras, para que o mesmo consiga responder os demais itens da atividade.

No item (c) os alunos devem responder qual € a diferenca entre o nimero de palitos de
duas figuras consecutivas. Esse item facilmente serd respondido pelos alunos que acabaram de

completar a tabela.
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Ao responder os item (a), (b) e (c) espera-se que o alunos observem o comportamento
geométrico da sequéncia de figuras e entenda a regularidade presente nessa sequéncia, obser-
vando que, para obter a figura seguinte, basta acrescentar mais dois palitos de fésforo formando

um novo tridngulo e obtendo, assim, uma figura com um tridngulo a mais que a anterior.

No item (d) os alunos deveriam calcular o nimero de palitos de quatro figuras da
sequéncia. Espera-se que os alunos entendam que o nimero de palitos utilizados para desenhar
uma figura dessa sequéncia é dado pelo dobro da posi¢do da figura adicionado de uma unidade,
pois a quantidade de palitos que cada grupo possui ndo serd suficiente para desenhar todas as

figuras desse item.

No item (e) observando que a quantidade de palitos é dado em fun¢@o do nimero de
triangulos que desejamos desenhar, os alunos deveriam encontrar uma expressao algébrica que

represente o numero de palitos de uma figura de ordem qualquer.

No item (f) os alunos deveriam calcular o ndmero de tridingulos obtidos em cinco
figuras, sabendo a quantidade de palitos que foram usados na construcido de cada uma delas.
Espera-se que os alunos tendo resolvido os itens anteriores, consigam perceber que para en-
contrar o nimero de triangulos de determinada figura, basta subrair uma unidade do ndmero de
palitos utilizados e dividir esse resultado por dois. Ou seja, usando a expressao encontrada no
item (e) os alunos deveriam resolver uma equacdo do 1° grau em n para determinar o nimero de

triangulos (ordem de uma figura) a partir do nimero de palitos usados na constru¢ao da mesma.

No item (g) os alunos deveriam determinar qual era o nimero méaximo de tridingulos
que cada grupo conseguiria formar usando os quarenta palitos e ainda se todos palitos seriam
utilizados. Espera-se que os alunos percebam rapidamente que a quantidade de palitos gasto

sempre serd um namero impar, assim, nao seriam utilizados todos os quarenta palitos.

3%etapa: Andlise e discussao dos resultados
Nessa etapa os alunos puderam discutir e trocar informacdes com os colegas, sendo que o
professor participou da discussdo e atuou como mediador dessa socializagdo dos trabalhos.

Essa etapa aconteceu na aula seguinte a resolucao das atividades e teve dura¢do de 50 minutos.

Essa etapa foi iniciada com uma discussao sobre os resultados obtidos por cada grupo
em todas as atividades, os quais foram apresentados no quadro. Como todos realizaram a mesma
atividade, foi realizado um debate, onde cada grupo pode expressar a sua opinido e relatar as
suas dificuldades.

Cada grupo pode explicar passo a passo aos demais grupos o método que utilizaram para resol-

ver as questodes e relatar o que acharam da atividade.
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4? etapa: formalizacdo
Ap6s um periodo de discussdes, baseado na atividade proposta e resolugdo, foi feito uma
formalizacdo das solugdes que os grupos apresentaram e as respectivas interpretacdes dos alu-
nos sobre os conceitos trabalhados. Neste ponto foram relembrados e introduzidos os conceitos
formais das progressdes aritméticas, apresentando as propriedades, o termo geral e algumas
demonstragdes por meio de uma aula expositiva. Nessa etapa foram utilizados duas aulas, num

total de cem minutos.

2.2.5 LISTA DE ATIVIDADE DE PA.

A atividade de progressao aritmética foi realizada por 23 alunos, separados por grupos
com 4 ou 5 integrantes cada.
No item (a) todos os grupos desenharam corretamente a quarta e a quinta figura sobre a a

carteira e na folha de atividade.

1)Observe as trés primeiras figuras de uma sequéncia formada por palitos de fosforo e

responda os itens abaixo

Figura 2: Sequéncia de tridngulos formada por palitos

/NN N/

(a) Qual a quarta e a quinta figura dessa sequéncia?

Figura 3: Resposta item A

No item (b) como esperado todos os grupos conseguiram preencher a tabela correta-

mente relacionando o nimero de triangulos com a quantidade de palitos usados.
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(b) Complete a tabela

Posicdo da figura | Numero de triangulos | Nimero de palitos
1

O | 0| | ||~ |W|N

Figura 4: Resposta item B

(¢) Qual a diferenga no nimero de palitos entre duas figuras consecutivas?

No item (d) todos os alunos conseguiram responder o que foi pedido. Como esperado
a maioria dos grupos reponderam esse item multiplicando a posi¢do do nimero de triangulos
que se desejava formar por dois e adicionando uma unidade a esse resultado. Outro grupo
respondeu de maneira diferente. Para encontrar o numero de palitos usados, eles somaram a
posicdo da figura com a posi¢do da figura sucessora, ou seja, a figura de posi¢do n com a de
posicao n+ 1, resultando em 2n + 1 que € equivalente ao resultado encontrado pelos demais

grupos.

(d) Quantos palitos serdo necessarios para formar 12, 35, 50 e 1000 tridngulos?



Figura S: Resposta item d - Grupo 1

Figura 6: Resposta item d - Grupo 2

(e) Observe que o nimero necessério de palitos é dado em func¢do do nimero de

triangulos que se quer formar. Qual é o nimero de palitos usados para construir » triAngulos?

Figura 7: Resposta item f

No item (f) como esperado os alunos conseguiram perceber que para encontrar o
nimero de tridngulos de determinada figura, bastava subrair uma unidade do niimero de palitos

utilizados e dividir esse resultado por dois concluindo o item.

(f) Quantos tridngulos podemos formar com 17, 35, 345, 659 e 1001 palitos?

(g) Qual o nimero méaximo de tridngulos que cada grupo podera formar com os qua-

renta palitos? Serdo utilizados todos os palitos?

No item (g) como esperado os alunos perceberam que a quantidade de palitos ne-
cessdria para constuir determinada quantidade de tridngulos sempre seria um ndmero impar,

logo nao seria utilizado os quarenta palitos. Os alunos perceberam que seria gasto 39 palitos e
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Figura 8: Resposta item F

que para determinar o ndmero de tridngulos que cada grupo conseguiria formar bastava subtrair
uma unidade dessa quantidade e dividir o resultado por dois. Os alunos entdo encontraram a
quantidade de triangulos construido, que foi de 19 tridngulos. Todos os grupos conseguiram

responder esse item sem apresentar dificuladade.
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3  PROGRESSAO GEOMETRICA

Nesse capitulo apresentaremos as progressoes geométricas. Vamos mostrar a defini¢ao
dessa progressao, termo geral, classificacdo de acordo com a razdo, algumas representacoes es-
peciais, interpolacdo de meios geométricos, soma dos n primeiros termos de uma P.G. finita, e
uma expressao que determina o limite da soma dos infinitos termos dessas sequéncias. Abor-
daremos alguns exemplos e problemas aplicaveis de progressdo aritmética envolvendo essas
propriedades e conceitos. As referéncias utilizadas como base para as defini¢des, exemplos e
problemas apresentados e discutidos neste capitulo foram Ribeiro (2012), Dante (2014), Gio-
vanni e Bonjorno (2005), lezzi et al. (2013).

3.1 DEFINICOES BASICAS

Progressao Geométrica (P.G.) € uma sequéncia finita ou infinita em que cada termo, a
partir do segundo, € igual ao produto do termo anterior por uma constante real. Essa constante
¢ chamada de razdo da P.G. e € indicada por g. Ou seja, uma progressao geométrica € uma
sequéncia na qual a taxa de crescimento relativo de cada termo para o seguinte é sempre a

mesma. Sao exemplos de progressdes geométricas:

(a,) = (1,2,4,8,16,...)

(bn) = (6,6,6,6,...)

(cn) = ( —15,-75,-375,...)

(dn) = (3 9’ 217811 )

(ea) = (7,0,0,0,0,...)

(f) = (—1024,512,—256,128,—64,32,...).

Claramente, a sequéncia (a,) tem razdo igual a 2; (b,,) razdo igual a 1, (¢,) razdo igual a 5; (d,)

razdo igual a 3 ; (en) razao igual a 0 e por fim a sequéncia (f,,) tem razao igual a —%
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Defini¢cao 3.1. Diremos que uma sequéncia de niimeros reais (a,) é uma progressao geométrica
(P.G.) de razdo q € R se

ap+1 = Aan.q,

para todo natural n. Isto é,

az =dayq, a3 = ax{q, a4 = aszq,..., p+1 = anqg.

Levando em conta a definicdo acima apresentada, vamos mostrar que numa P.G ,todos

os termos sdo completamente caracterizados pela razao g e pelo primeiro termo, isto é, a;.

Teorema 3.2. Se (a,) € uma P.G. de razdo q € R, entdo

(n—1)

a, =ai.q

para todo n natural.

Demonstragdo. De fato consideremos as igualdades

az = ayq,asz = azqg,a4 = aszqg--- ,0p = ap-14-

Multiplicando essas n — 1 igualdades membro a membro, temos

n—1
ara3a4 -+ Ay = 41020304 Ap1q" .

Dividindo ambos os membros da igualdade por
aa3a4 -+ - Ay |

temos que

an=arq" .

Essa expressdo acima € conhecida como a formula do termo geral da P.G. e nos permite conhe-

cer qualquer termo da P.G. em funcdo de a; e g. Assim, por exemplo, podemos escrever

6
ar=ayq,
14
ajs =daiq
€
41
agy =dayrq .

Podemos ainda estender a definicdo do termo geral para a, = a;q" .
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Teorema 3.3. Se a,, é uma P.G. e n > K entdo a, = akq”*k.

Demonstragcdo. Como a, = alqnfl eap = alqkfl,
temos
a_n _ n—k
ay '
Logo
an = axg"*.

Exemplo 3.4. Obtenha o nono e o décimo quarto termo da sequéncia (1,2,4,8,...).

Solucdo. A sequéncia acima é formada por uma progressdo geométrica com primeiro termo

ai=1leg=2.
Temos pelo teorema 3.2 que a9 = a;¢° e a4 = a1q">.
Assim,
ag = 128
ag = 1.256
ag —= 256.
e
alg — 1.213
aly — 1.8192
aigs = 8192.

Exemplo 3.5. Em uma progressdo geométrica crescente, o 4 termo é 2 e 0 9 termo é 13122.

Qual o valor do T termo dessa progressdo?

Solugiio. Temos pelo 3.3 que a9 = a4q° (ao passar do 4 termo para o 9, avancamos 5 termos)

13122 = 54¢°
243 = ¢
$ = 3

qg = 3.
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E por fim
a7 = axq
a; = 54.3°
a; = 1458.

Assim como ocorre com as progressoes aritméticas as progressoes geométricas também sao

classificadas de acordo com a sua razao.

Definicao 3.6. Dizemos que uma P.G. (a,) € crescente quando cada termo é maior que o termo
antecedente, isto é,

a, > a,_1, Vvn € N.
Isso ocorre quando ay >0eq>0o0ua; <0e0<g< 1.

Dizemos que uma P.G. (ay) é decrescente quando cada termo é menor que o termo
anterior, isto é,

a, < an_1,Vn € N.
Isso ocorre quando a; >0e0<g<1,oua; <0eqg>1.

Dizemos que uma P.G. (a,) é constante se ocorrer de todos os termos coincidirem, ou
seja, a, = an+1 para todo n natural. Isso ocorre quando q =1 e a; é qualquer termo real, ou

a; =0 e g é qualquer niimero real.

Dizemos que uma P.G. é alternada ou oscilante quando os termos sdo alternadamente

positivos e negativos. Isso ocorre quando q < 0.

Dizemos que uma P.G. é estaciondria quando a mesma for constante a partir do se-

gundo termo. Isso ocorre quando a; # 0 e g = 0.

Exemplo 3.7. Classifique as progressoes geométricas abaixo de acordo com a razdo de cada

uma:

a) P.G.(3,6,12,24,48, ...)

Solucao. Temos a; = 3 e ¢ = 2 logo a PG é crescente.

b)P.G.(625,125,25,...)

Solucio. Temos a; =625e g = % logo a P.G. é decrescente.

©)PG(-7,-7,-7,...).

Solucao. Temos a; = —7 e ¢ = 1 logo a P.G. € constante.
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d)(—6,18,-54,...)
Solucdo. Temos a; = —6 e ¢ = 3 logo a P.G. € alternada ou oscilante.

e)(8,0,0,0,...)
Solugao. Como a; =0e g =0 temos que a P.G. € estaciondria.

HP.G. (—64,—-32,—16,—8,—4,...)
Solucao. Temos a; = —64 e g = —% logo a P.G. é crescente.

g) PG.(—4,-8,-16,...)
Solucgao.temos a; = —4 e ¢ = —2 logo a P.G. é decrescente.

h) P.G.(0,0,0,...)
Solucao. temos a; = 0 e g qualquer nimero real, logo a P.G. € constante.

)P.G.(5,-10,20,...)
Solucgao. Temos a; =5 e g = —2 logo a P.G. € alternada ou oscilante.
Problema 3.8. Uma empresa de telecomunicacoes planeja iniciar suas atividades em determi-
nada regido, comercializando programas de TV por assinatura. Sua meta para o primeiro ano
de operacoes é vender 15 pacotes no primeiro més, 30 pacotes no segundo més, 60 pacotes no
terceiro més e assim por diante; isto é, em determinado més o niimero de pacotes vendidos deve
ser o dobro do niimero vendido no més anterior. Considerando que essa meta seja alcangada,

qual o niimero de pacotes de programas de TV por assinatura que serdo vendidos no ultimo

més do primeiro ano?
Solucdo. Temos que a sequéncia de pacotes vendidos serd
(15,30,60, 120,240, ...).

A sequéncia formada € uma P.G.cujo primeiro termo a; = 15 e ¢ = 2. Assim, devemos encontrar
o valor do nimero de pacotes vendidos no ultimo més do primeiro ano.

Temos pelo teorema 3.2 que

ap =152,
Assim,

a;p = 15.2048

a;p = 30720.

Logo, o numero de pacotes vendidos no tltimo més do primeiro ano € de 30720.
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3.1.1 REPRESENTACOES ESPECIAIS DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA

Muitas vezes para a resolucao de certos problemas, é de grande utilidade representar
genericamente uma progressao geométrica. A vantagem das representagdes especiais € diminuir
a quantidade de cdlculos exigidos em algumas situacdes. As principais representagdoes especiais
seguem abaixo:

trés termos em P.G.,

('x? xq7'xq2)7

—X,Xq |5
q

(x,xq,xq*, xq°)

ou

quatro termos em P.G.

e cinco termos em P.G.

X X 2
_27_7x7XQ7xq .
q- 4

Exemplo 3.9. Determine trés niimeros em P.G. de forma que o produto deles é 729 e a soma é
39.

ou

Solucao. Neste tipo de problema sobre P.G. com trés termos consecutivos, é conveniente repre-
sentar a sequéncia na forma (’é,x,xq) em que o termo médio € x e a razdo € g. Assim, temos o

seguinte sistema de equagdes:

’q—c.x.xq:729
;—‘+x+xq =39

Da primeira equacdo temos x> = 729 ou seja x = 9. Substituindo na segunda equacio temos
3 +9+9g =39 ou seja, 3g> — 10g + 3 = 0 Resolvendo a equacio do segundo grau temos que
g=3ougqg= % Entdo, para x =9 e ¢ = 3, temos: que os nimeros sdo (3,9,27). Parax =9
eq= % temos: que os numeros procurados sao 3,9,27. Portanto, os nimeros procurados sao
3,9,27.
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3.1.2 INTERPOLACAO GEOMETRICA

Interpolar, intercalar ou inserir kK meios geométricos entre dois nimeros a e b significa
obter uma P.G. de k+2 termos, cujo 1° termo seja a e o ultimo termo seja b. Para isso, basta

conhecermos a razao da P.G. Temos pelo termo geral da P.G. que

an=arq" .

Segue que

- a q(k+2)—l

_ ket
= 4

iH\ﬁ
-

Problema 3.10. Interpole seis meios geométricos entre 10 e 1280.

QIS &

Q
I

Solucdo. Devemos formar uma progressdo geométrica na qual a; = 10, a, = 1280 e n = 8.

Temos pelo teorema 3.2 que

a3:a1q7.
Assim,
1280 = 104’
g = 128
q = 2

Interpolando os meios geométricos obtemos a P.G.(10,20,40, 80, 160,320,640, 1280).

Problema 3.11. No segundo semestre de 2015, a produgcdo mensal de uma indiistria cresceu
em PG. Em julho, a produgdo foi de 1000 unidades e, em dezembro foi de 243.000 unidades.

Qual foi a producdo dessa indiistria nos meses de agosto, setembro, outubro e novembro?

Solucdo. Nessas condigdes, o problema consiste em formar uma P.G. na qual
a1 = producao de julho = 1000,

a, =producdo de dezembro = 243000,

n==6.

Devemos inicialmente calcular o valor da razdo g dessa progressdao geométrica.
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Temos pelo teorema 3.2 que

ag =aiq -
Assim,
243000 = 10004’
¢ = 243
qg = 3.
Entdo, teremos a; = producdo de agosto = 3000,
a3 = producdo de setembro = 9000,
a4 = producdo de outubro = 27000, e as = producao de novembro = 81000.

Na realidade o que fizemos foi inserir ou interpolar quatro meios geométricos entre

1000 e 243000.

Problema 3.12. Quantos meios geométricos devemos inserir entre 1 e 4096 de modo que a

sequéncia obtida tenha razdo 4?

Solucao. Nesse caso temos uma progressdo geométrica na qual a; =1, a, = 4096 e g = 4.
Devemos entdo encontrar o nimero de termos da P.G., ou seja o valor de n.

Temos pelo teorema 3.2 que

4096 = 1.4" 1.
Assim,
46— yn-l
n—1 = 6
n = T.

Entdo a P.G. deve ter 7 termos, ou seja devemos inserir 5 meios geométricos para que a sequéncia

tenha razao igual a 4.

3.1.3 PROPRIEDADES DAS PROGRESSOES GEOMETRICAS

Nessa subsecdo vamos abordar algumas propriedades das progressdes geométricas.
Mostraremos a relagdo existente entre trés nimeros consecutivos dessas progressoes; como de-
terminar o produto de dois termos equidistantes dos extremos em uma P.G. finita e a relacao

existente entre o termo médio e os extremos de uma P.G. finita com numero impar de ter-
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mos. Introduziremos uma férmula que permite calcular a soma dos n primeiros termos de uma
P.G. finita; uma expressdo que determina o limite da soma dos infinitos termos desse tipo de
sequéncia; uma férmula que determina o produto dos n primeiros termos e alguns problemas e

exemplos aplicaveis dessas propriedades.

Propriedade 3.13. Dados trés niimeros a, b, e c em P.G, nessa ordem, o niimero b é a média

geométrica dos dos niimeros a e c, ou seja:
P =a.c

ou

b=+/a.c.

Demonstragdo. De fato, consideremos a P.G.(a,b,c), temos pela defini¢ao de progressao geométrica

que a razao é dado por:

QI

¢
b
b* =a.c.

Propriedade 3.14. Numa P.G. finita, o produto de dois termos equidistantes dos extremos é

igual ao produto dos extremos, ou seja
_ _ _ _ 2
aja, = ddy—1 = azdy—3 = - = (tm)
sendo t,, o termos médio (quando existe).

Generalizando, temos que

-Gy = Ag.Ap,

se m+n = k—+ p. Isso explica a primeira propriedade, pois considerando trés termos consecuti-

VoS
(...,ak_l,ak,ak+1,...)
temos que
a% = Qk—1-0k+1,
pois

k+k=k—1+k+1.

Propriedade 3.15. Em toda P.G. finita com niimero impar de termos, o termo médio (t,,) é a

média geométrica dos extremos, ou seja:

(tm)2 =aj.ay,
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ou
tm = 4/ al .an.
Exemplo 3.16. Determine os valores de x e y e escreva a progressdo geométrica correspondente

sabendo que a sequéncia (25,x,625,y) é uma PA..

Solucao. Pela propriedade 3.13 temos que

x 625
25 x
Segue que
¥ = 15625
x = 125.

Por outro lado

(625)2 = 125y
390625 = 125y
y = 3125,

Nesso caso, temos uma progressao geométrica finita de razao = 5, ou seja a P.G.(25,125,625,3125).

3.1.4 SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.G.

Seja (ay,a3,a3,...,a,) uma P.G. A soma dos n primeiros termos dessa progressao pode
ser escrita por

Sh=a1tar+a3+...+an_2+an—1+an. (3)

Multiplicando por g(g # 0) os dois membros da igualdade acima e lembrando a formagdo dos

elementos de uma P.G., vem

gSn=qla1+ar+az+...+ a2 +ay1 +ap)
ou seja
qSp = a1q+axq+azq+ ... +ap—29+an-19+anqg
segue que

gSn=ax+az+...+ap2+ap_1+an+ang. “4)
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Subtraindo (3) de (4) obteremos
qSn—Sp=(m+a3+...4+ap2+ap_1+a,+anq) — (a1 +ar+az+...+ap—2+ay,—1 +ay).

Temos pelo termo geral da PG que

an:alq”_l.
Assim,
Sa(g—1) = aig" 'g—a
= aiq"—ay,
e, portanto,
m—1
s, — @@ =1
qg—1

Observe que, se q = 1, a féormula deduzida ndo pode ser aplicada, pois anula o de-
nominador. Nesse caso, todos os termos da P.G. sdo iguais e, para calcular a soma de seus n

primeiros termos, basta fazer

Sy,=a1+ar+az+...+a, r+a, 1+a,=a+a+a+...+a
S, = na;
Problema 3.17. Determine a soma dos termos da sequéncia (4,8,16,...,1024).
Solucdo. A sequéncia é formada por uma progressdo geométrica finita com primeiro termo

a; =4, a, =1024 e g = 2. Primeiramente vamos determinar o nimero de termos da P.G..

Temos pelo teorema 3.2 que

1024 = 4.2,
Assim,
256 = 2|
28 — 2}’171
n = 9.

Logo, devemos calcular a soma dos nove primeiros termos dessa progressao. Pela soma os n

termos da P.A. temos
_ai(¢"—1)

S
n q—l
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Logo,
4(2° 1)
S —_
? 21
So = 4.511
So = 2044.

Problema 3.18. Os termos do primeiro membro da equagdo
1+34+9+---4+x=3280
formam uma progressdo geométrica. Encontre o conjunto solugdo dessa equagdo.

Solucdo. O primeiro membro da equacio é formado por uma PG.,onde a; =1,g=3 e a, =x.

Temos pela soma dos n primeiros termos de uma P.G que

_ai(q"—1)
S, = 1
Assim,
1(3"—1)
o) - -\ =)
3280 31
3"—-1 = 6560
3" = 6561
3" = 38,

Aplicando a propriedade de poténcia de mesma base concluimos que n = 8.
Logo, o primeiro membro da equacdo € uma P.G. de oito termos. Devemos encontrar o oitavo
termo dessa PG.

Temos pelo teorema 3.2 que

ag:a1q7.
Assim,
ag = 1.37
ag — 2187.
Portanto
S =2187.

Problema 3.19. Uma pessoa aposta na loteria durante seis semanas, de tal forma que, em

cada semana, o valor da aposta é o dobro do valor da aposta da semana anterior. Se o valor
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da aposta da primeira semana é R 30,00, qual o total apostado apos as seis semanas?

Solucao. A sequéncia formada pelo valor apostado a cada semana € uma PG na qual a; = 30,
q =2 en=6. Logo, pela soma dos n primeiros termos da P.G. o valor total apostado ap0s seis

semanas € dado por

30(26 —1)
Sg="—"———2.
6 21
Assim,
S¢ = 30.63
S¢ = 1890,00.

O simbolo Y’ € utilizado para representar uma soma. Ele é denominado somatério. Assim, por

10
exemplo, a soma 12422432 4--.. 4+ 10> = ¥, k? (Lé-se: somatério dos quadrados dos niimeros

k=1
k, onde k varia de 1 até 10).

n
Problema 3.20. Determine n tal que Y, 2% = 8184.
k=3

Solucao. Temos um somatoério das poténcias de 2, com expoentes variando entre 3 e n, ou seja

424420 4. 42" =8184.

O primeiro membro da equacio acima é a soma de uma PG onde a; =23, ¢ =2 ¢ a, = 2"

Temos pela soma dos n primeiros termos de uma PG que

23(2"—1)

184 =
818 ]

Logo,

8184 = 2"t3_g
2n+3 — 213'

Aplicando a propriedade de poténcia de mesma base segue que

n+3 = 13
n = 10.

Teorema 3.21. Numa progressdo geométrica infinita, com 0 < |q| < 1, o limite da soma de seus

. . » _a
infinitos termos é dado por S, = g

Demonstragdo. Vamos demonstrar esse teorema utilizando a férmula da soma S,, dos n primei-
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ros termos da P.G. finita, isto é:

_ al(q"—1) ar—aq" a arq"

S — — — .
" q—1 1—gq l-q 1—¢q

Na férmula acima quando o niimero de termos n aumenta indefinidamente (tende ao infinito), a
poténcia ¢" se aproxima indefinidamente de zero (tende a zero), pois 0 nimero g estd compre-
endido entre —1 e 1, ou seja lim, . ¢" = 0.

Assim,
aj a1.0 aj

lim S, = — .
ngrolon l—q l—q 1—6]

Problema 3.22. Determine o valor da soma

S
3927

Solucdo. As parcelas da soma formam uma PG infinita na qual a; = % eq= %

Como 0 < \%] < 1, temos pelo teorema 3.21 que o valor da soma é dado por

Assim,

g
I
W= | W=
I
[e—

Problema 3.23. Determine a fracdo geratriz:

(a) da dizima periddica simples 0,5555...

Solucao. Temos que
0,5555...=0,5+0,05+0,005+...

As parcelas formam a PG infinita (% + 1% + % +...) naqual a; = 1% eq= %. A fracdo
correspondente a 0,5555... é o valor da soma dos infinitos termos dessa PG.
Temos pelo teorema 3.21 que

S
0

g

I

I
ol L

(b) da dizima periédica composta 0,6474747 ...

Solucao. Temos que

6 47 47 47
0,6474747 ... = 0,640,047 +0,00047 + ... = — + —= + —= + ——=+...
’ O D00, M TR TR TSR

47 47 47 ) é uma PG infinita, na qual a; = 1% eq= #.

. Observamos que a sequéncia (g3, 105> 1077 - -
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Temos pelo teorema 3.21 que

47
__ 1000
100
Assim, )
7
5, — 1000 _ 47
n 99
00 990
Agora, vamos calcular:
_ 6 | 47 _ 594447 _ 641
Problema 3.24. Resolva a equacdo
X X X
-4 —4+—...=12
1716 T 6a ’

na qual o primeiro membro é o limite da soma dos termos de uma PG infinita.

Soluc¢ao. O primeiro membro da equagdo representa a soma dos termos da PG infinita

( X X X )
21664 )

Temos pelo teorema 3.21 que

X X
1~ 3
-7 3
Assim,
X
1
36
= —:9
* 4

3.1.5 PRODUTO DOS N PRIMEIROS TERMOS DE UMA PG

Uma interessante aplicacdo da soma dos termos de uma P.A. é na obtencdo da ex-

pressdo que define o produto dos n primeiros termos de uma P.G.

Sendo (a,) uma P.G., o produto dos n primeiros termos dessa progressao ¢ dado por
P,=aiaraz---a,
Usando a férmula do termo geral da P.G., obtemos

2 -1
P, =ajaiqa1q”---ai1q" ",
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ou seja,
Py=ajqar--aqq’q g
Logo,
P, = (al )nq1+2+3+~~+(n71)_
Observe que o expoente de g na expressao acima corresponde a soma dos n — 1 termos
da PA.
(172737"' s — 1)7
isto &,
1+ (n—-1)].(n—1)
2 )
ou ainda,
n.(n—1)
2
Assim,
n n.(n—1)
b=ayq ?

Exemplo 3.25. Determinar o valor do produto dos dez primeiros termos da sequéncia

(2,1,=,~,...).

FNJ.

1
Y 2 )
Solucao. A sequéncia acima é uma P.G. com g = % en=10.

Pelo produto dos n primeiros termos de uma P.G temos

n.(n—1)

Py =(a1)".q >
Segue que
10.9
172
Py = (2)105
10145
Py = 2 >

Aplicando as propriedade de multiplicagdo e divisdo de poténcia de mesma base concluimos
que

_nl0 =45 _ »—35 _
P10—2 2 —2 —2?
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3.1.6 APLICACAO DA ATIVIDADE DE PROGRESSAO GEOMETRICA

Nessa subsessdo relataremos a aplicacdo de uma atividade realizada em sala de aula
envolvendo o contetdo de progressao geométrica. A atividade foi aplicada na 1* série A do En-
sino Médio da Escola Dr Ernesto Fonseca, nas aulas de Matematica na terceira e quarta semana

do més de novembro de 2016. Foram utilizadas seis aulas para a realizacao dessa atividade.

Dominar as quatro operagdes, saber o método de resolucdo de uma equacio de pri-
meiro grau, ter conhecimento de poténciacdo e no¢do de sequéncia foram alguns dos pré-

requisitos que os alunos deveriam saber para realizar a atividade proposta.

A metodologia da resoluc¢ao de problemas foi abordada para a introdugao dos conceitos
de P.A. P.G., no entanto, para tal, foi elaborada uma atividade dividida nas seguintes etapas

enumeradas abaixo.

1* etapa: formacao de grupos
Os alunos foram orientados a formar grupos de trés ou quatro integrantes cada. Com a formagao
dos grupos, foi realizada uma etapa diagndstica e representativa permitindo identificar as possiveis
deficiéncias de aprendizagem e reconhecimento por parte dos alunos, podendo assim, obter uma
orientacdo do ponto de partida da préxima aula.
Nessa etapa foi utilizado uma aula de 50 minutos. Foi trabalhado com os alunos algumas
questdes simples envolvendo as operagdes basicas com nimeros inteiros, equacdes de primeiro

grau, poténcias, problemas de raciocinio l6gico e algumas sequéncias.

2%tapa: entrega da atividade (problema)-(papel do professor como mediador)
Nessa etapa foi disponibilizada uma lista de atividades para os alunos, envolvendo o contetido
progressdo geométrica, na qual havia uma imagem de uma sequéncia de dobraduras realizadas
em uma folha retangular.
Junto com a folha de atividades foi entregue para cada integrante dos grupos uma folha de sul-

fite A4. A aplicagdo dessa atividade teve duracdo de duas aulas, totalizando cem minutos.

Os alunos deveriam dobrar sucessivas vezes a folha retangular sempre pela metade e

sempre paralelamente a largura do retdngulo encontrado.

No item (a) os alunos deveriam ir dobrando a folha e completando a tabela com o

respectivo nimero de retangulos que ficavam marcados sobre a folha. Para completar a tabela
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era necessario realizar cinco dobraduras na folha.

No item (b) os alunos deverao responder qual a quantidade de retdngulos que ficardo
marcados na folha se for realizado 6, 8, 9, e 10 dobraduras. Esperamos que os alunos percebam
que o numero de retangulos marcados na folha em cada dobradura segue uma certa regulari-
dade. Ou seja, esperamos que ao realizar as dobraduras e completar a tabela do item (a) os
alunos reconhecam o padrdo da sequéncia formada pelo nimero de retangulos.

No item (c) os alunos deveriam explicar a relagdo entre a quantidade de retdngulos formados
por duas dobraduras consecutivas. Nesse item bastava o aluno relatar que a quantidade de
retangulos de uma dobradura € o dobro da quantidade obtida na dobradura anterior. Esperamos

que os alunos consigam perceber intuitivamente esse fato.

Ao responder os item (a), (b) e (c) espera-se que o alunos observem o comporta-
mento da sequéncia formada pelo ndmero de retangulos e entenda a regularidade presente nessa
sequéncia. Esperamos que os alunos percebam que, para obter o nimero de retangulos de cada

dobradura, basta multiplicar por dois a quantidade de retangulos obtida na dobradura anterior.

No item (d) os alunos deveriam determinar o nimero de dobraduras que devemos re-

alizar na folha para obter 128, 2048 e 8192 retingulos marcados respectivamente.

No item (e) observando que a quantidade de retdngulos marcados na folha é dado em
fun¢do do nimero de dobraduras realizadas, os alunos deveriam generalizar uma expressao que

determinasse o numero de retangulos formados com n dobraduras.

No item (f) os alunos deveriam calcular o nimero de retdngulos marcados na folha ao
se realizar 50, 200 e 999 dobraduras respectivamente. Ou seja, usando a expressao encontrada
no item (e) bastava substituir n pelo nimero da dobradura desejada para determinar o nimero

de retangulos marcados.

3%etapa: Andlise e discussao dos resultados
Nessa etapa os alunos puderam discutir e trocar informagdes com os colegas, sendo que o pro-
fessor participou da discussdo e atuou como mediador dessa socializa¢do dos trabalhos. Essa

etapa aconteceu na aula seguinte a resolugdo das atividades e teve duracao de 50 minutos.
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Essa etapa foi iniciada com uma discussao sobre os resultados obtidos por cada grupo
em todas as atividades, os quais foram apresentados no quadro. Como todos realizaram a mesma
atividade, foi realizado um debate, onde cada grupo pode expressar a sua opinido e relatar as
suas dificuldades.

Cada grupo pode explicar passo a passo aos demais grupos o método que utilizaram para resol-

ver as questoes e relatar o que acharam da atividade.

4* etapa: formalizacdo
Ap6s um periodo de discussoes, baseado na atividade proposta e resolugdo, foi feito uma
formalizacdo das solugdes que os grupos apresentaram e as respectivas interpretacdes dos alu-
nos sobre os conceitos trabalhados. Neste ponto foram relembrados e introduzidos os conceitos
formais das progressdoes geométricas, apresentando as propriedades, o termo geral e algumas
demonstracdes por meio de uma aula expositiva. Nessa etapa foram utilizados duas aulas, num
total de cem minutos.

Abaixo segue a lista da atividade de P.G. aplicada em sala de aula.

1)Dobre uma folha retangular pela metade, paralelamente a sua largura e, em seguida,
abra-a e anote o nimero de retangulos que aparecem marcados; continue dobrando sucessiva-
mente o retangulo encontrado, sempre pela metade e no mesmo sentido. E, a cada etapa, abra
totalmente a folha e anote a quantidade de retangulos menores que aparecem marcados nela. O

esquema abaixo dd uma ideia do processo:

Figura 9: Esquema de dobradura em uma folha retangular

(a) Complete a seguinte tabela com os resultados obtidos. Vamos chamar de niimero de dobra-

duras a quantidade de vezes que o papel foi dobrado a cada etapa.

Tabela 1: Nimero de retangulos formados em funcido do nimero de dobraduras
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Numero de dobraduras | Numero de retangulos

DN |k~ W= O

(b) Quantos retangulos ficardo marcados na folha se forem feitas 6, 8, 9 e 10 dobraduras res-

pectivamente?

(¢) O que podemos concluir em relagdo a quantidade de retingulos formados por duas dobra-

duras consecutivas?

(d) Quantas dobraduras devemos realizar na folha original para obtermos 128, 2048 ¢ 8192

retangulos marcados respecitivamente?

(e) Observe que o nimero de retingulos marcados é dado em fungio do nimero de dobraduras
que realizamos na folha original. Generalize, encontrando uma expressao que da o nimero de

retangulos para n dobraduras.

(f) Qual o nimero de retangulos marcados ao se realizar 50, 200 e 999 dobraduras respectiva-

mente?
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4 PROGRESSOES E TRIANGULOS

Nesse capitulo vamos mostrar algumas conexdes entre as Progressdes e a Geome-
tria Plana. Estudaremos o triangulo de Kepler que relaciona o nimero dureo as progressoes
geométricas e o triangulo de Sierpinski que também esté relacionado a P.G.. Fazer esssa ligacao
entre a Geometria Plana e as progressoes € de extrema importancia em sala de aula, pois por
meio dessa ligacdo os alunos terdo uma visdo maior da aplicagdo das progressdes. Em sala de
aula podem ser trabalhadas as atividades propostas sobre esses tridngulos, podendo fazer com
que o aluno também aprenda os conceitos de geometria plana. No tridngulo de Kepler € utili-
zado o teorema de Pitadgoras, que é um conteudo importante que pode ser sempre trabalhado e
relembrado em sala de aula. No tridngulo de Sierpinski o professor pode explorar o conceito
de tridngulo equilatero, trabalhando atividades que envolvam a drea, perimetro e altura, e ainda

mostrar aos alunos quais as condi¢des necessarias para que um triangulo seja equilatero.

4.0.1 TRIANGULO DE KEPLER

Considere um triangulo retangulo cujo cateto menor tem comprimento 1, cateto maior
comprimento /@ e hipotenusa de comprimento ¢. Pelo teorema de Pitdgoras temos que ¢ =
¢ + 1, ou seja, esse tridngulo retangulo é formado por trés quadrados cujas dreas estio em
progressdao geométrica de razdo ¢. Esse tridngulo retangulo com tais caracteristicas é chamado
de Triangulo de Kepler em homenagem ao matematico e astronomo Johannes Kepler(1571 -
1630) que demonstrou pela primeira vez que este triangulo € caracterizado por uma razao entre
um cateto e a hipotenusa igual para a propor¢do durea. Os tridngulos Kepler deixaram esse
matemadtico fascinado pois relacionam dois conceitos matematicos importantes o teorema de
Pitagoras e a relacdo dourada. Kepler chegou a fazer a seguinte citagdo: A geometria tem dois
grandes tesouros: um € o teorema de Pitdgoras; o outro, a divisdo de um segmento em média
e extrema razao. O primeiro pode ser comparado a uma medida de ouro; o segundo podemos
chamar de joia preciosa. As dreas dos quadrados relacionados aos lados de um triangulo Kepler
estdo ligadas a propor¢do aurea ¢ = HT\E O triangulo de Kepler € um tridngulo retangulo

cujos lados estdo em progressdao geométrica e relacionados a propor¢do aurea. Seus lados estao
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portanto narazdo 1 : /@ : ¢, ousejal:1,272...: 1,618...
Construcao de um triangulo de Kepler

Usando apenas uma régua e compasso, vamos construir primeiramente um retangulo
dourado seguindo as instrugdes:
1)Construir um quadrado
2)Desenhar uma linha a partir do ponto médio de um lado do quadrado para um dos cantos no
lado oposto
3)Usar essa linha como raio para desenhar um arco de uma circunferéncia para definir a altura
do retangulo
4)Completar o retangulo dourado
Em seguida use o maior lado do retangulo dourado para desenhar um arco de circunferéncia

que intersecta o lado oposto do retangulo e define a hipotenusa do tridngulo de Kepler.

Figura 10: Construcdo do tridngulo de Kepler

/

|-t— N = —>|<— I\Jla
-e

Fonte:Internet(2017)

4.1 TRIANGULO DE SIERPINSKI

O Triangulo de Sierpinski € obtido por meio de um processo iterativo, ou seja, um
processo de repetir uma ou mais agdes. Esse tridngulo foi estudado pelo matemético Waclav
Sierpinski (1882-1969). Consideremos um triangulo equildtero. Na itera¢do 0, o triangulo

estd na forma original. A primeira iteracdo consiste em determinar o ponto médio dos trés
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lados desse triangulo. Em seguida, unindo esses pontos médios, obtemos 4 novos triangulos
equildteros e congruentes entre si. Retiramos o tridngulo central. Continuemos o processo

unindo os pontos médios dos trés novos tridngulos formados, e assim sucessivamente.

Figura 11: Formacao do tridngulo de Sierpinski

AL G4

Uma sugestdo de atividade sobre progressdes envolvendo o Tridngulo de Sierpinski seria a
atividade abaixo. Considerando um triangulo equilatero de lado L complete a tabela e responda

os problemas propostos

Tabela 2: Resultados das iteragdes no tridngulo de Sierpinski

Iteracdo | n°de A | Lado de um A | Perimetro de um A | Perimetro total | Area de um A
0 1 L 3L 3L
I z z
2 [0 [ & % 2
s [ o | & ¥ 5
4 81 £ 3L 2L

1)Com base na tabela determine as sequéncias dos itens que seguem e encontre o termo geral

(n-ésimo termo) de cada uma dessas sequéncias

(a) Sequéncia do niimero de tridingulos formados em cada iteragdo
Solucao.
a, = (1,3,9,27,81,...).

A sequéncia é uma P.G. com ag = 1 e ¢ = 3, 0 n-ésimo termo é dado por

a, = apq" =1.3"=3".



(b) Sequéncia do comprimento do lado de um tridngulo formado em cada iteragao

Solucio.
yo_(pLLLL
n — 7274787167"' *

A sequéncia é uma P.G.comag=Le g =

B[ —

, 0 n-ésimo termo € dado por

n 1\" L
a,=apq =1L ) :ﬁ'

(¢) Sequéncia do perimetro de um tridngulo em cada iteracdo

Solucio.

A sequéncia é uma P.G. comag =3Le g = %, 0 n-ésimo termo € dado por

1\" 3L
an:aoq”:?)L(E) = >

(d) Sequéncia do perimetro total dos tridngulos formados em cada iteragdo
Solucao.

OL 27L 81L 243L
dn — (3L,7, 4 9 8 9 16 ,...) .

A sequéncia é uma P.G. comag =3Le g =

[NS][O8)

, 0 n-ésimo termo é dado por

3\" 3"*lL
a, = aopq" = 3L (—) =

2 2n

(e) Sequéncia da area de um tridngulo em cada iterac@o
Solucao.

(V3 V3 V3 23 LAY3
“=\T4 "T16 ' 64 ' 256 1024 )

A . 7z 2 7z . z
A sequéncia é uma P.G. com ag = £ 2‘/§ eq= %, 0 n-ésimo termo € dado por

L VB[N V3

(f) Sequéncia da drea total dos tridngulos formados em cada iteragdo
Solucao.

i = L*V/3 3L%V/3 9L*\/3 271%/3 8112\/3
" 4 7 16 ° 64 7 256 7 1024 )

63
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A sequéncia é uma P.G. com a9 = sz eq= %, 0 n-ésimo termo € dado por
L, LA33\" 323
w=ad == \3) T

2)A partir de um tridngulo equildtero foram feitas iteragdes relativas ao tridngulo de Sierpinski.
Determine
(a) a area total desse tridngulo na sua sexta itera¢do se o lado do tridngulo for de 50cm

Solucgao. Temos que L = 50 e n = 6 e pelo item f do problema anterior segue que

3"12\/3
an:W7

assim

305023 1822500/3
47 16384

dg —

(b) o perimetro total do tridngulo na sua quinta iteragéo se o lado for de 20 cm

Solugao. Temos que L =20 e n =5 e pelo item (d) do problema anterior segue que

3n+1L
a, = n
assim
3620
as = 2—5 = 455,625

(¢) o lado de um tridngulo na décima terceira itera¢do se o lado do tridngulo original for 17 cm

Solucdo. Temos que L = 17 e n = 13 e pelo item b do problema anterior segue que

assim

17 17
213 8192°
(d) o nimero de tridingulos formados na oitava iteracdo de um tridngulo equilatero de lado 30

a3 =

cm
Solucdo. O numero de tridngulos formados em cada iteracdo ndo depende do comprimento

do lado do tridngulo original. Pelo item a do problema anterior segue que na oitava iteragao o
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nimero de triAngulos formados sera dado por 33.

4.1.1 PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA SALA DE AULA

Nessa subsecdo apresentamos uma proposta de atividades para a sala de aula envol-
vendo os conceitos das progressdes geométricas. Nela apresentamos problemas desafiadores
que vao ajudar os alunos a desenvolver suas habilidades algébricas e o raciocinio 16gico. Tais
problemas poderao verificar se os alunos conseguem articular os conceitos de P.G. na resolucao

de problemas.

1)O tridngulo ABC da figura a seguir € equilatero de lado 40 cm. Unindo os pontos médios dos
lados desse triangulo, obtemos o segundo tridngulo PQR. Unindo os pontos médios dos lados

do tridngulo PQR, obtemos o terceiro tridngulo STU, e assim sucessivamtente.

(a) Quanto mede o lado PQ do tridngulo PQR? E os lados PR e RQ?

Solucdo. Ambos os lados do tridngulo PQR tem comprimento igual a 20 cm.

(b) Qual o comprimento do lado ST do tridngulo STU? E os lados SU e TU?

Solucdo. Ambos os lados do tridngulo STU tem comprimento igual a 10 cm.

(¢) Qual o perimetro dos tridngulos ABC, PQR e STU?

Solucao. Os perimetros dos tridngulos € dado por 60 cm, 30 cm e 15 cm respectivamente.

(d) Escreva uma sequéncia numérica cujos termos sao os perimetros dos tridngulos ABC, PQR,
STU e de mais trés tridngulos construidos seguindo o mesmo critério.
Solucao.
15 15 15
(60,30, 15, ERR f)
(e) Como € classificada a sequéncia obtida no item acima?

Solucdo. A sequéncia representa uma progressao geométrica.

(f) Determine a soma dos perimetros dos infinitos tridngulos construidos por esse processo.

Solucgdo. O perimetro de todos esses triangulos formam a P.G. infinita

15 15 15
(60,30,15, 5, =, )

naquala1:6Oeq:%.
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Temos pela soma dos infinitos termos de uma P.G. que

s.= 4 _ Y oem.
1
1—gq 1_§

Figura 12: Triangulos formados pelos pontos médios dos lados

2)Observe a sequéncia de figuras formada por quadrinhos e responda as questdes propostas.

Figura 13: Sequéncia de quadradinhos

(a)Qual o nimero de quadradinhos da quinta figura dessa sequéncia? E da sexta figura?
Solucao. O nuimero de quadradinhos da quinta e sexta figura serd de 24 e 48 quadradinhos

respectivamente.

(b)Complete a tabela a seguir e encontre uma férmula que possa ser utilizada para determinar
um termo qualquer dessa sequéncia.

Solucio.

Tabela 3: Relacdo da quantidade de quadradinhos pela posi¢ao da figura
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Posi¢do da figura Calculo Quantidade de quadradinhos
1 3 3
2 3.2=3.2! 6
3 32.2=32° 12
4 3.22.2=3.23 24
n 3.1 3.1

(c) Qual a posicao das figuras dessa sequéncia que sdo formadas por 384, 3072 e 12288 qua-
dradinhos respectivamente?
Solucio. Temos pela tabela que o termo geral dessa sequéncia é dado por 3.2" 1,

Assim para 384 quadradinhos temos que

3.2 = 384
=l — 128
2[’!71 — 27

n = 8.

Para 3072 quadradinhos temos que

3.2 = 3072

=1 — 1024
2n71 — 210
n = 11.

E para 12288 quadradinhos temos que

3201 — 12288

=1 — 4096
=1 _ 5l2
n = 13.

Portanto, as figuras dessa sequéncia formadas por 384, 3072 e 12288 quadradinhos ocupam as

posicOes 8, 11 e 13 respectivamente.

3) Suponhamos que a populacdo de uma cidade tenha uma taxa de crescimento constante e igual

a 20 por cento ao ano. A populacdo era de 40 mil habitantes no final de 2004.
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(a) Calcule a populacdo da cidade no fim de cada um dos cinco anos seguintes e escreva os

resultados obtidos em forma de sequéncia.

Solucao.
Tabela 4: Total da populacdo em fung¢do do ano
Ano Célculo da populagdo Total da polulagao
2004 40000 = 40000.1,2° 40000
2005 40000+ 0,2.40000 = 40000.1,2 48000
2006 | 40000.1,2+0,2.40000.1,2 = 40000.1,2> 57600
2007 | 40000.1,2% 4+ 0,2.40000.1,2% = 40000.1,23 69120
2008 | 40000.1,23 +0,2.40000.1,2% = 40000.1,23 82944
n 40000.1,2" 40000.1,2"

A populacdo da cidade no fim dos anos seguintes formam a sequéncia
40000,48000,57600,69120, 82944, ....

(b) A sequéncia obtida é uma PG? Em caso afirmativo, qual é a razao?

Solucgao. Sim, a sequéncia € uma progressao geométrica de razdo g = 1,2.

(¢) Encontre uma férmula que permita calcular a populagéo dessa cidade daqui a n anos, con-
tados a partir de 2007.
Solucao. Pela tabela do item (a) temos que a formula que permite calcular a populagio dessa

cidade daqui a n anos € dada por 40000.1,2".

4) Suponha que o valor de um automével diminua a uma taxa constante de 10 por cento ao ano.

Hoje, o valor desse automével é de R$ 30 mil.

(a) Calcule o valor desse automével daqui a quatro anos.

Solucio.

Tabela 5: Valor do automoével em fungdo do tempo
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Ano Calculo do valor do automovel Valor do automovel
0 30000 = 30000.0,9° 30000
1 30000 — 0, 1.30000 = 30000.0,9 27000
2 | 30000.0,9—0,1.30000.0,9 = 30000.0,9> 24300
3 | 30000.0,9% —0,1.30000.0,9% = 30000.0, 9> 21870
4 | 30000.0,9° —0,1.30000.0,9° = 30000.0, 9* 19683
n 30000.0,9" 30000.0,9"

Completando a tabela temos que o valor do automével daqui a quatro anos serd de
19683 reais.

(b) Encontre uma férmula que permita calcular o preco desse automével daqui a n anos.

Solucao. Temos pela tabela do item (a) que a férmula que permite calcular o valor desse

automovel daqui a n anos € dada por 30000.0,9".

4.2 PROGRESSAO HARMONICA

Nessa se¢do vamos abordar algumas propriedades das progressdes harmonicas. Es-
sas progressoes nao sao trabalhadas no ensino médio, entdo ndo aplicamos nenhuma atividade
sobre essas sequéncias em sala de aula. Mostraremos nesta secdo a relacio existente entre as
progressdes harmoOnicas e as progressoes aritméticas; a interpolacdo de meios harmonicos e
mostraremos alguns problemas e exemplos aplicaveis dessas sequéncias. Uma referéncia bas-

tante utilizada nessa se¢ao foi a dissertacdo de mestrado de (MARTINS, 2013).

Uma progressao harmonica (P.H.) é toda sequéncia finita ou infinita de termos ndo-
nulos, tais que seus inversos formam uma progressao aritmética de primeira ordem. Eis alguns

exemplos de progressdes harmonicas:

@) — (1111
a,) = ATAT AR

(b) = (3,3,3,3,...)
) - 1111 1 1
@ = 18" 872°12°22'32 )

De fato as sequéncias acima sdo progressdes harmoOnicas pois estdo associadas as seguintes
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progressoes aritméticas

d) = (2,4,6,...,2n,...)

1111
(en) - <§a§7§7§7"'>
(f,) = (—18,—8,2,12,22,32).

Problema 4.1. Determinar o décimo primeiro termo da progressdo harmonica
1 3 31
4711°10°37 )

Solucio. Se a sequéncia acima é uma progressao harmonica, entdo a sequéncia (4, 13—1, %), 3,...)
¢ uma P.A. pois seus termos s@o os inversos dos termos da P.H..

Calculo da razao da PA
11 11—-12 1
r:——4:—:——_
3 3 3
Célculo do décimo primeiro termo da P.A.
1 10 12—-10 2
= 10r=4+10( -z | =4——=—7—=—.
ajg =a;+10r + 0( 3) 3 3 3

Logo, o décimo primeiro termo da progressao harmonica é dado por 5 = %

LI —

4.2.1 INTERPOLACAO DE MEIOS HARMONICOS

Interpolar, intercalar ou inserir k£ meios harmonicos entre dois nimeros A e B significa
obter uma progressdo harménica (a,) de k + 2 termos, cujo primeiro termo seja a; = A e 0
ultimo termo seja a, = a1y = B. Isso equivale a formar uma progressao aritmética b,, de k+2
termos onde o primeiro termo seja by = 1 e o ultimo termo seja b, = byyp = % que ja foi
estudado na se¢do de P.A. Os k meios harmonicos procurados sdo os inversos dos k meios

aritméticos obtidos.

Problema 4.2. Insira quatro meios harmonicos entre 7 e %.

Solugao. Devemos formar uma progressao harmonica onde a; = 7,a, = ag = % en==06

Seja a, uma PH com as caracteristicas acima, entdo existe uma progressao aritmética
. o . . 14 .
b, associada a essa PH. Logo, inserir quatro meios harmonicos entre 7 e 77 © equivalente a

interpolar quatro meios aritméticos entre % e %

Logo, basta encontrar a P.A. associada e determinar o inverso de todos os seus termos
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e formar a PH pedida.

A PA associada tem b| = %, be =

=S

en—==06.

Temos pelo teorema 2.2 que

bg = by —|—(6—1)r.

Assim,

27 1

i Y

14 71"
25

5p = =2

" T 1a
5

ro= —.
14

Logo, temos que os meios artiméticos sao tais que:

1 5 1
by = b1+r=§+ﬁ—§,
by = bz-l-r:%-i-%:g,

e
pombirr =113 1L

Portanto os meios harmoénicos sdo ay = 2,a3 = 6,a4 =17€edas= ll de modo que a progressao

72714 7 14)

harménica procurada é (7,2, 6 177 11 27

4.2.2 PROPRIEDADES DA PROGRESSAO HARMONICA

Propriedade 4.3. Em toda progressdo harmonica, quaisquer trés termos consecutivos sdo tais

que o segundo é a média harmoénica dos outros dois.

Demonstracdo. Sejam a,h,b trés termos de uma P.H.. Assim, pela definicdo de progressao

harmonica, temos que (%, %, %) € uma P.A.. De acordo com as propriedades das progressoes

aritméticas, temos que vale a igualdade

Q=
_|_
So—

assim segue que
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Logo
he 2ab

a+b’

Exemplo 4.4. Determine o segundo termo de uma progressdo harmonica sabendo que o pri-

. s 1 1
metro termo é 3 e que ay = i

Solucio. Pela propriedade 4.3 temos que o segundo termo da progressao harmodnica é dado por

11
b 233 _2
2T I T
371

Propriedade 4.5. Denominando por P o produto dos n primeiros termos de uma PA. (by),

temos que o produto dos n primeiros termos da progressdo harmonica associada a by, é igual a
1

P

Demonstracdo. Sendo P=bb;...b,,onde by,b,, ..., b, sdo 0s n termos da progressao aritmética

by, temos que o produto dos n primeiros termos da P.H. (a,) é tal que

11
a\ay...a, = —

1 1 1
byby b, biby..b, P’



73

5 TRIANGULOS E PROGRESSOES

Neste capitulo abordaremos algumas relagdes existentes entre triangulos cujas construcdes

estdo baseadas em progressoes aritméticas como, lados em PA ou angulos em PA.

Trabalhar o tema de progressdo aritmética juntamente com a geometria plana, espe-
cificamente com a geometria dos tridngulos, pode ser uma abordagem que torna a aula mais
produtiva, uma vez que por meio dessa unido de conteidos o professor podera abordar dife-
rentes assuntos, como por exemplo, calcular perimetro e drea, explorar o conceito de tridngulo
escaleno e outros tipos de tridngulos e explorar o cdlculo de drea de tridngulos de outras manei-

ras, como por exemplo pela férmula de Heron.

Para mais informacdes sobre os resultados encontrados nesta secdo, indicamos as re-
feréncias (BAILEY; GOSNELL, 2012; BEAUREGARD; SURYANARAYAN, 1998; ZELA-

TOR, 2008) e referéncias nestes indicadas.

5.1 TRIANGULOS DE BRAHMAGUPTA

Nesta secdo investigaremos uma classe de tridangulos cujas medidas dos lados e angulos

estdo relacionadas com progressdes aritméticas.

Iniciaremos com um resultado que permite obter dados sobre a base e a altura de um

triangulo sabendo-se que seus lados estdo em P.A. e sua 4rea € natural.

Teorema 5.1. Se os comprimentos dos lados de um tridngulo sdo inteiros e estdo em PA. de
razdo igual a 1 e a drea é um niimero natural, entdo a base desse tridngulo é um inteiro par e

a altura, relativa a esta base, um inteiro miiltiplo de 3.

Demonstracdo. Sejamt —1,t e t+ 1 os comprimentos dos lados a,b e ¢ do tridngulo em P.A.

de razdo igual a 1. O semi perimetro desse triangulo é dado por s = “*g“ = t+(l+1;+(t71) = %

Da geometria plana, temos pela formula de Heron que a drea de um tridngulo de lados a, b e ¢



74

e semi perimetro s € dada por

A=/s(s—a)(s—b)(s—c).

Assim temos pela formula acima que

A = sG—Ds— @+ D))s—(—1)

S HERICERIERD

t ?—4
A=t 3( ; ) 5)

Elevando ambos membros da igualdade (5) ao quadrado segue que

2 (P-4
a2 = el
4 4
322 -4)
B 16 7’
ou seja,
16A% =312 (12 — 4). (6)
Por outro lado sabemos que a drea de um triangulo pode ser obtida pela férmula A = W =
%. Logo, substituindo A = % em (6), temos
1612h?
= 3%(*-4
) (2 —4)
isto &,
4h* =3(r* —4). (7)

Se ocorrese de ¢ ser fmpar, entdo 1> — 4 seria fmpar e (7) implicaria que 44> é impar (produto de
impares ¢ impar). Mas, isso € falso. Portanto # deve ser par (¢ = 2x).
Vamos agora justificar que 4 € natural. Como ¢ deve ser par, segue que t = 2x para algum x € N.
Substituindo em (7) obteremos

4h* = 3(4x> — 4)

s€, € somente se

R =3(x*-1). (8)
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Ainda como A = % = % = xh concluimos que h = % € Q. Logo h € Q e h* € N. Mais ainda,

h é um miiltiplo de 3 pois de (8) 3|42, logo 3|hh e, por isto, 3.
Agora, temos que a area do tridngulo é A = % = % =xh, isto é h = ‘%.

Voltando a equacdo (7), com t = 2x temos que

Assim,
W =3(x*-1). )

Temos que h? = 3k (ver (9)).

De (9) temos que 3|h> = h.h e como 3 é primo segue que 3 divide . Logo, & deve ser
um inteiro multiplo de 3. Assim, podemos escrever & = 3y.

Substituindo 2 = 3y em (9) temos que
(3y)* = 3(-1),

ou seja,

Portanto, concluimos que x> —3y> = 1.

Essa ultima é também conhecida de equacao de Pell.
A seguir veremos que o resultado anterior pode ser generalizado.

Teorema 5.2. Se os comprimentos dos lados de um tridngulo sdo inteiros e estdo em PA. de
razdo igual a r inteiro e a drea é um niimero natural, entdo a base desse tridngulo é um inteiro

par e a alutra um inteiro miiltiplo de 3.

Demonstracdo. Sejamt—r,t et -+ r os comprimentos dos lados do tridngulo em P.A. de razdo

igual a 1. O semi perimetro do tridngulo € dado por s = w = % Temos pela férmula

de Her6n que a drea do triangulo € dada por

A = ss=r)(s=(t+r)(s— (1))

BEDEE

\/ 312(t +2r)(t — 2r)
16
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Assim, temos que

4
A:Z\/3(t—|—2r)(t—2r). (10
Elevando ambos os membros da igualdade acima ao quadrado temos

3t2(t 4 2r)(t — 2r)

A% = :
16
Assim,
16A% = 3:2(1* — 4r7). (11)
Sabendo que a drea de um tridngulo pode ser obtida pela férmula A = w temos A = %
e substituindo essa ultima em (11), obtemos
t.h\?
16 (—) = 3%(2 —47),
2
ou seja,
4h* =3(1* — 4r%). (12)

Sendo 7 e r inteiros se ocorresse de  ser fmpar, entdo > — 472 seria fmpar e (11) implicaria que
16A? é impar (produto de fmpares é impar). Mas, isso é falso, pois se obtém 1642 fmpar e A é
inteiro. Portanto ¢ deve ser par, ou seja, (t = 2x).

z A 4 t.h 2xh M A A
Agora, temos que a drea do tridngulo € A = 5* = 5% =xh, isto é h = 7.

Voltando a equacgido (12), com ¢ = 2x temos que
40 = 3.4(*—r).

Assim,
h? =3(x*—r?). (13)

Temos que h* =3k (ver (13)). Mostraremos que % € inteiro. Como & é racional (h = ’%)

temos que h = g, com mdc(p,q) = 1. Assim, v/3vVk =h = g.
Elevando ao quadrado 3kg®> = p? = 3kqgq = p*. Logo, ¢ divide p?, ou seja, p? = gk.

Por outro lado, pelo teorema de Bézout, existem inteiros r € s tais que rp + sq = 1.
Multiplicando por p, temos rp* 4+ spg = p. Como p?> = gky,rkiq+ spg = p, ou seja, (rkj +
sp)q = p. Portanto, ¢ divide p. Sendo mdc(p,q) = 1, segue que ¢ = 1. Finalmente, h = p e

assim 4 € inteiro.

Como 3 é primo e 3]h2 = h.h , entdo 3 divide h. Logo, h deve ser um inteiro multiplo

de 3. Assim, podemos escrever 1 = 3y
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Substituindo 2 = 3y em (13) obtemos:
9y2 = -1,

e, portanto, x> — 3y? = r? que é a equacio de Pell.
5.2 TRIANGULOS COM ANGULOS E LADOS EM PROGRESSOES

Nesta sec¢do sdo apresentadas algumas interessantes relagdes entre tridngulos e pro-
gressdoes. Em particular, discutimos quando o lado e angulo de um triangulo estdo em pro-
gressdo. Aqui investigaremos progressoes aritméticas, geométricas € harmonicas. Iniciaremos
a secdo com um lema técnico o qual serd de grande importancia para os resultados a serem

apresentados.

Figura 14: Triangulo ABC

Lema 5.3. Em um tridngulo cujos os lados possuem comprimento o, B e Yy, com dngulos

opostos A, B e C, respectivamente, e com perimetro 27T, o raio do circulo inscrito é dado por

N e G

T

Além disso, valem as relagdes:

r r r
te(A/2) = —— tg(B/2) = ——. tg(C/2) = .
8(4/2) = —. 1&(B/2) T_B,g(/) P—
Demonstracdo. Consideremos um tridngulo cujos comprimentos dos lados sdo dados por o, 3

e Y opostos aos angulos A, B e C, respectivamente, como indicado na figura abaixo. Consi-

deremos ainda um circulo de raio r inscrito nesse triangulo. Denotaremos o perimetro desse
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 n . . . . . P _ a+B+y
tridngulo por 27, ou seja 27 = & + B + . Sendo assim o semi-perimetro € dado por T = =—5—".

Considere as seguintes relagoes

Xty=Yy
y+z=u«o
x+z=J

ou seja,

X=7Y=y
y=o—z - (14)
z=B—x

Por outro lado temos que 27 = 2x+ 2y + 2z, ou seja T = x +y +z. Deixando x,y e z em funcdo

de 7 temos que

X=T—y—2
y=t-x—z - (15)
Z=T—X—Yy

De (14) e (15) temos as seguintes relagdes y—y=T—y—z,ousejaz=T—7Y, L —Z=T—X—Z,

ousejax=7T—0; B —x=1T—x—yousejay= 17— 3. Por outro lado

r=xtg(A/2) = ytg(B/2) = z1g(C/2),
ou ainda
r=(t—-a)wd/2) = (r-B)e(B/2) = (t-)we(C/2).
Logo temos que

r

tg(A/2) = ——, 1g(B/2) = ﬂ tg(C/2) = (16)

Sabemos que a féormula que determina a tangente da soma de dois angulos a e b é dada por

tga+1tgb

gla+b) = 1 —tga.tgh’
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Por outro lado, como A + B+ C = 180, temos

C
A+B=90— —.
+ 2
Logo,
A B C C 1
tel =+—=)=1tg(90— = | =cotg| = | = . 18
(3+3)=re(90-5) =co(5) (S 4o
Portanto
tg%+tg§ 1

1-tghte(d)  twe§)
Agrupando (16), (17) e (18) encontramos

r:a_%riﬁ Ty
o=

1 _ r

T—a'T—f

Y

r

o (=)t (c—B)r Ty
B2 T

Evidenciando r na tltima expressao, temos

PBr—(a+B+y)] = (t—a)(c-P)(r-7).

Utilizando a relagio para o semi-perimetro & + 3 + vy = 27, podemos concluir que

Pt=(1—a)(t—B)(t—7).

Finalmente, encontramos r em fun¢do do semi-perimetro e dos lados do tridngulo,

= [EAEBED 19)

T

Portanto, temos provado o seguinte lema:
A seguir apresentamos outra relacao envolvendo as progressoes e a geometria de triangulos.

Teorema 5.4. Em um tridngulo a sequéncia (o, 3,y) dos comprimentos dos lados é uma pro-
gressdo aritmética se, e somente se a sequéncia (cotg(‘%),cotg(g),cotg(%)), é também uma

progressdo aritmética.

Demonstracdo. Numa P.A. finita com ndmero impar de termos sabemos que o termo médio é
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média aritmética dos extremos. Em particular, para a sequéncia de trés termos (c, 3, ), temos
que a sequéncia (a,f3,y) é uma P.A. se, e somente se, 23 = & + 7. De fato se 23 = a + 7,
entio B+ B =a+7y e assim y—f = B — a, o que mostra que (a,fB,y) é uma PA.. Do
mesmo modo a sequéncia (cotg(%),cotg(5),cotg(5)) também é uma PA. se, e somente se,
2cotg(5) = cotg(‘%) +c0tg(%).

Logo basta provarmos que 23 = & + ¥ se, e somente se, 2cotg(5) = cotg(%) +cotg(§).

Usando os resultados encontrados em (16) temos

B A C
2 — — _ et
Cotg(z) 00f8(2)+60fg(2)
o 1 1 1
18(5) tgd 155
JGB) (i) (1)
r r r

21-2B = 2t—o—Yy
2B = o+7y.

Teorema 5.5. A sequéncia («,,y) do comprimento dos lados de um tridngulo é uma PA. se,

e somente Sse,
1

A C
thth = 5

Demonstracdo. Basta provarmos que 23 = o + ¥ se, e somente se, tg‘%tg% = % Do Lema 5.3

temos que
AC ]
§2'%2 73

(+7a) () =>

32 =(t—a)(t—7).

2 (0B Agsim
T : ’

se, € somente se,

isto €,

Ainda do lema 5.3 temos que r

J(T—a)E-B)-)

T

= (t—a)(t=7),

ou seja,

31-38=r.

Logo,
271 =3p.
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Como 27 representa o perimetro, isto é, 27 = o + 3 + 7, temos da equagdo anterior que
o+pB+y=3p.

. . A C _ 1 —
Finalmente, podemos concluir que tg5t¢5 = 3, se, € somente se, & + 7Y = 2f3.
A seguir, vamos mostrar algumas aplica¢des dos resultados vistos.

Teorema 5.6. A sequéncia (a®,B2,y?), onde (a,B,7) representa os lados de um triangulo é
uma progressdo aritmética se, e somente se, a sequéncia (cotgA,cotgB,cotgC) também é uma

PA.

Demonstragcdo. Basta mostrar que
2cotgB = cotgA + cotgC

se, € somente se,
2% =’ + 7.

Para isso, utilizaremos a identidade do meio-angulo, que diz que

cotg?($) -1

0

cotgf =
2cotg(75)

para todo angulo 6 que ndo seja da forma 7k, onde k pertence aos inteiros. Assim, temos que

2cotgB = cotgA + cotgC é equivalente a

2c0tg2(§)—1 B cotg2(%)—1 cotg2(%)—1

2cotg(%) 2cotg(5) 2cotg(§)

Utilizando do Lema 5.3 temos que esta igualdade se torna

r

R G R )

r r r

(0 R O G it W G

Agora, usando 8 = 27— (¢ + ) temos

G (maP-r  (z=pP-r
r2 — r2 _|_ r2
T—rﬁ 2(7;0‘) Z(T;Y)
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(c=BP-r _(t—aP-r (1—y°-r

B rr-a) |z
De (19) temos que P2 = (Tfa)(rgﬁ)(ffy).
Logo,
4(T_B)_(T—a)(f— )_(—a) (@=pl-r (= (E-a)-p)

T 2 2T 2 2T

Multiplicando por 27 temos
21(t—B) 2t~ a)(T—7) = 2(t— &)~ (1~ B)(r— ) +7(r— ) — (1 @)(T— )
Ou seja,
21(t—B) 2t~ a)(T—7) = (1-a)(t— (1 ) +(t— V)T~ (1~ )
2e(t—B) 2t —a)(T—7) = (1- )+ (- 7)B) = B2r— (a+7)) = B = p*.

Assim

—2tB+2(a+7y)T—2ay—B* = 0.
Contudo, como a + ¥y =27 — f3, segue que

—2B(27) + (21)* —2ay—-B* = O.

Substituindo 27 por a + B + 7, temos

—2B(a+B+7)+(a+B+7)°*—2ay—p*>=0.

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo e desenvolvendo o termo ao quadrado

temos
2B —2B% —2By+a’+ B>+ +20B +2ay+2By—2ay—B* =0.
Logo, concluimos que 2cotgB = cotgA + cotgC se, e somente se,
2B% =+ 7.

Teorema 5.7. Os unicos tridngulos para os quais as sequéncias (a,) = (A,B,C) dos dngulos
e (by) = (a,B,y) dos comprimentos dos lados sdo progressdes aritméticas sdo os tridngulos

equildteros.



83

Demonstragdo. Uma implicacdo da prova € trivial, se um tridngulo € equilatero entdo temos que
A=B=C=%ea=f =Y. Assim trivialmente ambas sequéncias (a,) e (b,) sdo progressoes
aritméticas com razdo igual a zero. Reciprocamente basta mostrarmos que se as sequéncias (ay)

e (b,) sdo ambas P.A., entdo o tridngulo deve ser equildtero.

De fato, pelo teorema 5.5 temos que se (b,) € uma P.A. entdo

1

A C

Por outro lado, sendo (a,) P.A., temos que o termo médio B é a média entre A e C, isto é,

A+C
B = L 21
2
Além disso, sendo a soma dos angulos internos do triangulo igual a 7, temos
A+B+C=m. (22)

Isolando A +C em (21) e (22), e comparando os termos, obtemos 7 — B = 2B, ou seja, B = %

Dai, concluimos de (21) que A+C = 27”, e assim C = ZT” — A. Em seguida, substituindo este

A T A 1
“\2)%\372)7 3

Utilizando a férmula que determina a tangente da diferenca de dois angulos a e b

valor de C em (20), encontramos

tga—tgh
tgla—b)= ———7""—
g(a—b) 1+1ga.tgh’

onde a e b sdo tais que a, b, a+ b # % +kx, com k € Z, obtemos

5(3)

Como 1g% = /3, esta igualdade se torna

+(3)

3v/3tg (%) —3tg? (‘%) =1+3tg (’%) .

Reduzindo os termos semelhantes e igualando a zero, obtemos

185 —te(5) | 1
L+rg§ag(5)] 3

1+V31g(3)| 3

V3-1g(3 ] !

ou seja,
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A A
3tg? (5) —2/31g (5) +1=0

isto €,

(e(2) 1) o

Assim tg(‘%) = \/Lg Como g% = \% e tan(x) é uma fungdo periddica de periodo T,

temos que % = % +km, k € Z. Multiplicando essa igualdade por 2, encontramos

A T
—=—+2km. k€ Z. 2
> 3+ ke (23)

Como A € um angulo interno de um triangulo, temos que A > 0 e A < . Logo, de (23), obtemos
que A = %. Substituindo A = § e B = % em (22), temos que C = 5. Portanto, o tridngulo é

equilatero.

Teorema 5.8. Os iinicos tridngulos com as sequéncias (a,) dos dngulos sendo PA. e as sequéncias
(by) dos comprimentos dos lados sendo P.G. sdo os equildteros, i.e., PA. com razdo igual a zero

e PG. com razdo igual a 1.

Demonstracdo. Se um triangulo € equildtero é imediato que seus angulos estdo em P.A. com
razdo zero e seus lados em P.G. com razdo 1. Logo, basta mostrarmos que se a sequéncia (ay,) é
uma P.A. e a sequéncia (b,) é uma P.G., entéo o tridingulo é equildtero. Vimos na demostra¢do
do teorema 5.6 que se a, € uma P.A., entdo o dngulo B é dado por B = §. Além disso, assumindo

que b, seja uma P.G., temos que g = %, ou seja, B2 = oy. Agora pela lei dos senos, temos que

a B v

senA  senB  senC’

Substituindo 8 = % nesta expressao, encontramos

a 2B v
senA /3 senC’
. __ 2BsenA __ 2BsenC s = 2 _
ou seja, @ = =2 e ¥ = T Substituindo estes valores de o e B na equagdo f3° = ay,

obtemos

B2 = (Zﬁ\s/eg”A) (2[3\2;10) - gﬁzsenAsenC.
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Dividindo ambos os lados desta equagio por 2, chegamos em
3
senAsenC = T (24)

Por outro lado, como B = £ e A+ B+ C = 7, podemos concluir que

2 1
cos(A+C) = cos(r — B) = cos (?ﬂ:) =—3

Assim, usando o fato de que o cosseno da soma de dois arcos quaisquer a e b é determinado por

cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sen(a)sen(b), encontramos
1
cosAcosC — senAsenC = 5

Como senAsenC = 43'1’ obtemos

1
AcosC — — = ——
cosAcos 2 ,

2

isto €,

1
cosAcosC = T (25)

Juntando (24) e (25), encontramos o sistema de equacdes

senAsenC =

cosAcosC =

Bl— o BW

Elevando ao quadrado cada equacdo deste sistema, ele se torna

sen*Asen*C =

s sle

cos*Acos*C

2 2

Pela relacio fundamental da trigonometria temos que sen’x 4 cos’x = 1, ou seja, sen’x = 1 —
cos’x. Logo

(1—cos*A)(1 —cos*C) = 19—6

cos*Acos*C = %.
Da primeira equagdo, temos que

9
1 — cos*C — cos*A + cos*Acos*C = 16
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Substituindo a segunda equagdo na primeira, obtemos

1 9
1 —cos’C—cos’A+— = =
cos“C —cos +16 6
ou seja,

1
cos*C + cos*A = o

Logo, obtemos o sistema

cos*C + cos*A = %
(26)
cos*Acos*C =

—_
ox|"

Sendo S a soma de dois nimeros reais e P o produto desses dois nimeros, temos que 0s mesmos
devem ser as duas raizes da equacio quadritica x> — Sx+ P = 0. Assim de acordo com o sistema

(26), os niimeros reais cos’A e cos*C devem ser as raizes da equacdo quadritica

2
1 , 1 1
x—— ] =x"—zx+—=0.
( 4) 2 16
Essa equacao quadratica tem uma raiz dupla igual a %. Consequentemente, cos’A = cos’C = %,
ou seja cosA = i% e cosC = i%.

Olhando para a equagdo (25), concluimos que cos(A) e cos(B) possuem o mesmo sinal,
isto é, cosA = —% e cosC = —% ou cosA = % e cosC = % O primeiro caso ndo pode ocorrer,
pois sendo A e C angulos internos de um tridngulo e assumindo cosA e cosC valores negativos,
devemos ter 7 <A <me§ <C < 7. Assim, terfamos A+B+C=A+B+%>54+7+% >
m+ %, 0 que é uma contradi¢do. Portanto, cosA% = cosC. Logo, o fato de 0 < A, C < 7 implica

que A = C = %, ou seja, o tridngulo € equilatero.

Teorema 5.9. Os tinicos tridngulos retngulos que tem a sequéncia (b,) dos comprimentos
dos lados em PA., sdo aqueles cujos comprimentos laterais sdo dados por o =30, =40 e

Y =50, onde 6 é um niimero real positivo.

Demonstragdo. Se um tridngulo € tal que seus lados medem o =39, =46 e y =59, respec-

tivamente, entdo € evidente que seus lados estdo em P.A. de razdo r = §. Além disso,
o? + B2 = (36)>+ (48)> =982 + 168 = 256% = (58)% = (y)?,

isto é, tal triangulo € retangulo. Reciprocamente, se um triangulo é retangulo e seus lados estao

em P.A., entdo devemos ter
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2 — 2+ B2
Y B on
[3_0‘_”

= 4T

Substituindo a segunda equagdo na primeira, obtemos
2
2, [OtY
= _—
Y=o+ < 5 ) :
isto &,
47 =402 + (o +7)°.

Desenvolvendo o trindbmio quadrado perfeito do segundo membro da iguladade e unindo os

termos semelhantes obtemos

372 —207—50% =0

€ consequentemente,
(By—5a)(y+a)=0.

Como a + 7y > 0, pois correspondem a soma de dois lados de um tridngulo, devemos ter

3y—5a =0,
isto &,
_Sa
=3
Finalmente, considerando 6 = %, temos que 0 é um ndmero real positivo, & = 30 e Y = 56.

Além disso, substituindo y = STO‘ na segunda equacao de (27), encontramos

a+% a 50 8a 4o

6 6 3

Teorema 5.10. A sequéncia dos comprimentos dos lados (o, B,7) é uma progressdo harménica

se, e somente se, a sequéncia (sen*( ‘%) ,sen*(8),sen*(%)), é também uma progressdo harménica.

Demonstragdo. E suficiente provarmos que
S==1= (28)

se, € somente se,

B = é)+ o (29)
2 2 2
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1

Como csc?(x) = temos que a equacao (29) € equivalente a

sen?(x)’
B A C
2csc2(§) :cscz(i)—}—cscz(a). (30)
Por outro lado, dividindo a equacio sen’x + cos’x = 1 por sen’x, temos
sen’x  cos’x 1
+ —_—

2 2

- )
sSen-x Sen-x sen2

X
isto €,
1+ cotgzx = cscx. 3D

Logo, agrupando (30) e (31), obtemos

B A C
21 +cotg® | = =1 tcotg® (=) +14cotg? [ = ),
2 2 2
B A C
2+ 2cotg? (5) =2+ cotg? (5) + cotg? <§) . (32)

Utilizando o Lema 5.3, temos que a equacdo (32) se torna

2c—BP _ (r-)®  (e—1)

2 2 2

ou seja,

onde r € o raio do circulo inscrito no tridngulo e 27 o seu perimetro. Desenvolvendo os quadra-

dos e multiplicando ambos membros da igualdade por 72, temos
212 —41B+2B% = v —2ta+ o* + > — 2ty + ¥

isto é,
2t(a+y—2B) = a2+ 9> —2p>

Por outro lado, como 27 = @ + 8 + 7, podemos reescrever a dltima equagdo na forma
(a+B+7)(a+y—2B)=0a®+7+2B%
Fazendo a distributiva, otemos que
o’ +ay—20f +ay+y —2By+af +By—2p" = a’+y —2p
e apos simplificacdes chegamos em

200y = By+apf.
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Finalmente, dividindo ambos membros desta igualdade por 37y obtemos (28), ou seja,

2 1 1

B a v

Utilizando os mesmos argumentos provamos que (29) implica em (28) e obtemos o resultado.
Teorema 5.11. Em um tridngulo cujo comprimentos dos lados sdo &, B e Y com dngulos opos-
tos A,B e C, respectivamente, a sequéncia (ay) dos dngulos desse tridngulo é uma progressao
aritmética se, e somente se, B = % Além disso, se p = ZB—T, com 27T sendo o perimetro desse

tridngulo, entdo 2 < p < 3.

Demonstracdo. De fato, seja a PA. (a,) = (A,B,C), onde A,B e C sao os angulos internos do

triangulo. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo € sempre 7, temos
A+B+C=m. (33)

Por outro lado, sendo a sequéncia (a,) uma P.A. finita com nimero impar de termos, sabemos

que o termo médio € média aritmética dos extremos, ou seja, B = ’%. Assim,

2B=A+C. (34)
Substituindo (34) em (33), obtemos
T
B = —.
3

Reciprocamente, se B = %, entdo a igualdade A + B+ C = 7 implica que

T
A+C=1—— = —
+ T 3 3

isto €,
A+C=2B=B+B.
Assim, C— B =B —A, ou seja, (A,B,C) é uma P.A.

Mostremos agora que se p = %, entdo 2 < p < 3. Como «,f3,7 sdo lados de um

tridngulo, temos da desigualdade triangular que f < a + ¥. Logo,

_%:ﬁ—l—ﬁ OH—[)’—H’:g:
=F=p S p “p°F

ou seja, p > 2. Agora utilizando a lei dos cossenos com B = %, temos
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B = OCZ—H/Z—ZOC}/COSg =a’+7 —ay,
ou seja,
B*+ay = &*+7-
Adicionando 2oy em ambos membros desta igualdade, temos
BP+3ay = (a+7)”
Denotando por S a soma de & e ¥ e por P o produto entre & e ¥, a relacdo
B2 +3ay=(a+7)?

se torna 5 5
S —
p=S_F
3

Além disso os numeros reais o € ¥ sao as duas raizes da equacao quadratica

x> —Sx+P=0.
Uma vez que o e ¥ sdo raizes reais, o discriminante dessa equagdo deve ser ndo-nulo. Assim
(—=8)>—4.1.P >0,

ou seja, 482 > S2. Como os dois membros da igualdade sio niimeros reais positivos podemos

extrair a raiz quadrada de ambos e assim obtermos
2B >S. (35)
Por outro lado, como 27 € o perimetro do triangulo e S = & + ¥, temos
S=27— . (36)
Agrupando (35) e (36), vemos que

3 > 2r.

Como f3 > 0 podemos dividir ambos membros da desigualdade por 3 e obtermos

27
3> —=p.
B P
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Teorema 5.12. Sejam B e T niimeros reais positivos tais que p = % € (2,3]. Entao existe um
tinico tridngulo cujos lados medem o, B,y com 0 < o < B < ¥, cujo perimetro é dado por 2T

. A . ” T » . .
e cujo angulo oposto ao lado de comprimento 3 é dado por B = 5. Além disso, os comprimentos

dos outros lados sao dados por o, = g ((p —1)— (3_’))3&) ey= % ((p 1)+ w>

e os dngulos A e C satisfazem senA = \/T§ ((p —-1)— (3_’))3&) e senC = @ ((p -1+ (3_’))3&)

Demonstragdo. Para a existéncia de tal tridngulo basta que seu perimetro 27 seja maior que
2. Em outras palavras, T e 3 devem satisfazer f 4+ 8 < 27 = oo+ B + 7, isto €, deve valer a
desigualdade triangular B < o + ¥. De fato isso ocorre, pois T > 2, implica que zﬁ—T > 2, ou seja,
2B < 2.

Para demonstrarmos a unicidade de tal tridngulo, mostraremos que os lados @ e y
sdo unicamente determinados como fungdes dos valores 3 e p. Suponhamos entdo, sem perca
de generalidade, que 0 < & < B < 7. Utlizando a Lei dos cossenos com B = £ como na

demonstracdo do Teorema temos que ¢ € ¥ s@o as duas raizes reais da equacao quadratica
2 —
x*—Sx+P=0,

ondeS=a+7y,P=aye
SZ_ 2
p-S—F
3

Logo, aplicando a férmula de Bhaskara, encontramos

S—/ST—4pP

o=
2
€
S+VS2—4p
T

Usando as relagdes P = 3255 ’ e S =27 — 3, temos que

21— B -/ (20— B2 —4(55E)
2
20— B —(2t-B)>+4B2

3
2

o =

Desenvolvendo o trindmio e juntando os termos semelhantes, encontramos



o

3

2t—B— M 27— B — ) BE20)(B+20)

2 2

Pondo 8 em evidéncia, obtemos

Portanto,

™

De modo anédlogo, obtemos

- <(p_1)+¢<3—p>3<1+p>),
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(37)

(38)

As expressoes para o € Y em (37) e (38), respectivamente, mostram que ¢ € ¥ sao unicamente

determinados por 3 e p. Mostraremos agora as relagdes envolvendo os angulos A e C. Pela lei

dOS Senos, temos que
a B v

senA  senB  senC

— 2R,

onde R € o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo. Tendo em vista que B = % e sabendo

ue senZ = ﬁ, temos
q 3= 72

a B Y
=== =2R.
senA @ senC
Logo, obtemos
a 2B
senA /3’

. 3 .
ou seja, senA = \Zf—ﬁa De modo anélogo, temos que

V3y
28

senC
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Finalmente, usando as relagdes para & e ¥ em (37) e (38), respectivamente, temos que

senAz?(p—l)—%M}ﬂ)

senCz?(p—l)%—\/W).

Finalmente, mostraremos que os valores o e Y encontrados em (37) e (38) define de fato

um tridngulo com angulo B = %. Para isso, devemos mostrar as desigualdades tridngulares

o+ >y a+y>PB, B+7y> a. Utlizando as expressdes para a e ¥ em (37) e (38) junta-
mente com juntamente com 2 < p < 3 e a lei dos senos, podemos estabelecer que B = Z. A
terceira desigualdade € vista por inspecédo tendo em vista que ¥ > B > a > 0. Para a segunda
desigualdade note que (37) e (38) implica que

a+}/:B(p—1):[3<%—l> =2t—f.

Assim, o+ ¥ > B se, e somente se 27 — 3 > 3, isto €, 27 > 23. Como 8 > 0 podemos dividir
ambos membros desta desigualdade por B e assim obtermos % > 2, ou seja, p > 2, 0 que
¢ vélido pois assumimos que p satisfaz a condicdo 2 < p < 3. Vamos provar a desigualdade

o+ >7y.De (37) e (38) e do fato de B ser positivo temos que o + 3 > ¥ se, e somente se

Multiplicando ambos membros da desigualdade acima por 4 temos que ela é equiva-

lente a
—VB-p)(1+p)+2V3>/(B-p)(1+p),

ou seja,

V3>+1/(3=p)(1+p).

Elevando ambos membros da desigualdade ao quadrado obtemos entdo que o + 3 > v € equi-

valente a

p(p—2)*>0.
A dltima desigualdade € verdadeira pois p > 2. Logo, ot + 8 > 7.
Corolario 5.13. Nas mesmas condicoes dos Teoremas 5.11 e 5.12, temos:

ip= V3 + 1 se, e somente se, 0 triangulo é retangulo com A = %, B=%eC=

Wl
NTE

ii) p =3 se, e somente se, o tridngulo é equildtero.

Demonstragdo. Para demonstrarmos este coroldrio utilizaremos as equivaléncias:
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@0<a<pB<y,

b)0<A<<BLSC<m;

(¢) 0 < sen(A) < sen(B) :\/T§ <sen(C) < 1;
(d)

Para a equivaléncia entre (b) e (c), note que B = % e A+B+C = rm. Logo, devemos ter % <
C< ZT” e0<AL % pois se C > 2?” temos B+ C > %%—%’T = 7, 0 que ndo pode ocorrer. A
desigualdade

2r

0<AL<B= §C§?

w|a

garante a equivaléncia entre (b) e (c). Ver figura abaixo.

Figura 15: Equivaléncias

>
ol Ao —— -
o

-0.5

Observamos que se no primeiro sinal de menor ou igual em (d) vale a igualdade, entdo
no segundo também vale. Reciprocamente, se no segundo sinal de menor ou igual vale a igual-
dade, entdo no primeiro também vale. Isto acontece precisamente quando p = 3 que corres-
ponde ao caso de um tridngulo equildtero, isto é, A = B =C = §. Além disso, na quarta
desigualdade o sinal de igualdade é verdadeiro para p = 1 ++/3, o que corresponde ao caso

A=EB=feC=1

Problema 5.14. Os lados de um tridngulo estdo em progressdo geométrica. Entre que valores
pode variar a razdo? Determine a variacdo de um angulo interno formado pelo maior e pelo

menor lado desse triangulo.

Solucao. Sejam g,x,xq com g > 0 os comprimentos dos lados do tridngulo.
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Pelas condicdes de existéncia de um tridngulo devemos ter
g tx>xq,7+xqg>xex+xq> 7.
Da primeira desigualdade segue que

X
—+Xx>xq
q

multiplicando ambos membros da desigualdade por % temos

1+q>q2
ou seja
q2 —qg—1<0.
As raizes da equagio g> —g— 1 =0sdo g = —”Eﬁ-

Logo ¢ —q—1 <Opara1%6 <g< HT\E
Da segunda desigualdade temos

X
—+xq>x
q

multiplicando ambos membros da desigualdade por % temos

1+¢*>¢q
ou seja
@ —q+1>0.
O discriminante da equacdo ¢g*> — g+ 1 = 0 é dado por A = —3, ou seja a equagiio nio possui

raizes reais e o coeficiente a da equacio é positivo. Assim temos que g> — g+ 1 > 0 para todo
q real.
Da ultima desigualdade segue

X
xX+xq > —
q

multiplicando ambos membros da desigualdade por % temos

g+q*>1
ou seja
P +q—1>0.
As rafzes da equagio ¢> 4+ ¢ — 1 = 0 sdo ’H%E, mas como ¢ > 0 temos que ¢ +g—1>0

—14++/5
vale desde que g > —=.

Fazendo a interseccdo das trés desigualdades temos que os comprimentos dos lados de um

triangulo s@o termos de uma P.G. de razdo g se, e somente se qz —q—1 <0 para *1%5 <g<

1+/5
e
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Como estamos considerando apenas as razdes maiores ou iguais a 1, temos que 1 < g < #
Sendo a o angulo interno do tridngulo formado pelo maior e pelo menor lado temos pela lei
dos cossenos que
q2 =1 +q4 —2qzcos(x.
ou seja
4_ 2
—q-+1
cosq =2 "9 77

24

Multiplicando ambos membros da equagio acima por 2¢* segue que

¢ —¢* —2¢*cosa+1=0. (39)

Fazendo ¢> = y na equacio biquadrada acima temos que o discriminate da equacéo é dado por
A= [—(2cos o+ 1)]> —4 = 4cos® +4cos —3.

A equacio biquadrada somente terd solugio se 4 cos® +4cos —3 > 0, ou equivalentemente cos o >
1

5
Como trata-se de um triangulo o < 60.

Problema 5.15. Os lados de um tridngulo retdngulo formam uma progressdo geométrica. De-

termine a razdo dessa P.G. e os angulos internos desse tridngulo.

Solucao. Sejam g,x,xq com g > 1 os comprimentos dos lados do tridngulo retangulo. Pelo

teorema de Pitdgoras segue que

Multiplicando ambos membros da igualdade por Z—; temos

q4—q2—1:O.

2

1+

Fazendo y = ¢° obtemos a equagio y*> —y — 1 = 0, cuja tinica solugdo positiva é y = e

portanto g = 1/ 1%5

Aplicando o valor de g na equacdo 39 obtida no problema anterior obtém-se cos @ =
V51 ouq=51,83,

Consequentemente, os angulos internos do tridngulo retangulo que tem os lados em progressao

N‘



geométrica sdo: 90,51,83 e 38, 87.

97



98

6 CONCLUSAO

Esse trabalho teve uma importancia bastante relevante para os alunos. Por meio desse
trabalho os alunos puderam ter um olhar diferente acerca das progressdes, observando que essas

sequéncias possuem resultados interessantes e sao aplicaveis em problemas do nosso cotidiano.

Concluimos que a matemdtica pode ser trabalhada de uma maneira diferenciada em
sala de aula. Pudemos observar que é possivel aprender os conteidos de matematica em espe-
cial os trabalhados nesse trabalho de uma maneira que nao seja movida somente pela reproducdo

de férmulas.

A aplicagdo da atividade em sala de aula obteve um resultado positivo. Os alunos de-
monstraram bastante interesse em realizar as atividades propostas. O fato de ter trabalhado com
os palitos de fésforo de inicio despertou a curiosidade dos alunos, que se sentiram desafiados em
realizar a atividade. O interesse e envolvimento dos alunos foi fundamental para que a atividade
fosse concluida de forma eficaz. Observamos por meio dos resultados obtidos pelos grupos nas
folhas de atividades que a proposta de atividade atingiu o objetivo esperado, garantindo assim
um grande envolvimento dos alunos e contribuindo para o aprendizado deles sobre o estudo das

progressoes aritméticas e geométricas.

Apresentamos ainda nesse trabalho uma conexao entre as progressdes € a geometria
plana, especificamente com a geometria dos tridngulos. Relacionar esses dois contetidos em
sala de aula pode tornar a aula muito mais interessante e fazer com que o aluno aumente o seu

conhecimento de uma maneira bem satisfatoria.

Acreditamos que esse trabalho possa auxiliar docentes e alunos a ter uma visao mais de
como associar a matematica ao cotidiano. Esperamos ainda que esse trabalho sirva de motivagao
para os professores trabalharem em sala de aula com os alunos esse tipo de atividade apresen-

tadas no trabalho.
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