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Resumo

A proposta deste trabalho é desenvolver a modelagem matematica como processo de ensino-
aprendizagem. Inicialmente discutimos o conceito de sequéncia real e do método de Ford-Walford
que nos possibilita desenvolver modelos em sequéncias de ntimeros reais que sejam limitadas e
monotonas. Para aplicarmos estes conceitos, estudamos o atletismo na modalidade arremesso
de peso. A nossa motivagao para este tema é que este esporte pode ser praticado por todos os
estudantes e que este assunto estd ligado ao estudo de sequéncias, fungoes quadraticas e concei-
tos relativos a fisica. Encerramos nossa dissertacao com uma proposta de atividades que podem
ser aplicadas ao 1° ano do ensino médio relacionando os conteiidos de func¢oes quadraticas como

aplicacao e motivagao para a andlise do arremesso de peso.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Sequéncias, Funcoes Quadraticas.
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Abstract

The purpose of this work is to develop mathematical modeling as a process of teaching and
learning. Initially we discussed the concept of actual sequence and Ford-Walford method that
enables us to develop models for sequences of real numbers that are monotonic and limited. To
apply these concepts, we study the modality athletics shot put. Our motivation for this theme
is that this sport can be practiced by all students and that this issue is linked to the study
of sequences, quadratic functions and concepts related to physics. We ended our thesis with a
proposal for activities that can be applied to the 1° year of high school listing the contents of

quadratic functions as application and motivation for analyzing the shot put.

Keywords: Mathematical Modeling, Sequences, Quadratic Functions.
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Capitulo 1

Introducao

A matematica nas escolas raramente mostra para os alunos que ela serve para resolver
os seus problemas. O ensino da matemaética de diversos conteiidos frequentemente se apresenta
como um ensino isolado das outras disciplinas que serve unicamente para resolver problemas que
se contextualizam exclusivamente no ambiente da matematica.

E essencial apresentar problemas que envolvam demonstracoes e contextualizagoes no
ambiente matematico. Porém, salientamos que para isto fazer sentido aos alunos, é necessério
que eles estejam aptos a este conhecimento, isto é, que os alunos sintam necessidade desta
aprendizagem.

Em virtude disso, vamos nesta dissertacao trabalhar com a modelagem matematica,
analisando a modalidade arremesso de peso do atletismo.

Discutimos uma atividade que pode ser desenvolvida com os alunos do primeiro ano do
ensino médio.

Nosso objetivo é de trabalhar conceitos relativos a matematica e outras ciéncias e com o
objetivo principal de culminar com o estudo das fungoes quadraticas.

Inicialmente, iremos apresentar um breve contetido sobre sequéncias e o método de Ford-
Walford. Este método, aplicado a sequéncias convergentes, serd muito util para podermos criar
modelos exponenciais assintéticos como realizado no capitulo 3.

No capitulo 3, desenvolvemos o modelo exponencial assintético para o estudo do ar-
remesso de peso, e discutimos situagoes-problema que aparecem naturalmente. Estudamos as
situacoes que podem ser modelados por uma matemaética simples que pode ser utilizada na escola
bésica.

Por fim, no capitulo 4, apresentamos uma sequéncia de atividades que o professor de
matematica poderd aplicar em sala de aula e que poderd servir como motivagao para os alunos

estudarem as funcoes quadraticas.



Capitulo 2

Convergéncia

No processo de modelagem a coleta de dados nos leva quase sempre a uma tabela que
relaciona a varidvel dependente com o tempo. Esta relacao de dependéncia é conhecida como

sequéncia e ocupa papel de destaque na matematica.

2.1 Sequéncias

Definicao 2.1. Uma sequéncia real € uma funcao real definida num subconjunto A C N que

relaciona a cada n € A, o numero real x, = f(n):
f:ACN->R
nw— x, = f(n)

O ntimero n é chamado de indice da sequéncia e z,, é chamado de termo geral ou n-ésimo

termo.

A notagao de uma sequéncia real serd (z,,),,cy. Podemos também escrever (z1, 22,23, ..., Ty, . . .

ou apenas (Zp).

Exemplo 1 A sequéncia de ntimeros quadrados perfeitos, =, = n?, n € N. Podemos

escrevé-la das seguintes formas: (n?),cn ou (1,4,9,...,n2, ...) ou apenas (n?).

Exemplo 2 A sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,...) que pode ser definida recur-

sivamente por

Tp = Tp_1+Tp_2, N >3
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Na modelagem matemadtica, geralmente temos uma tabela de dados (x,), ou seja, uma
sequéncia (z1,x2,...,xy,), cuja lei de formacao x,, = f(n) da fungdo f, ainda ndo é de nosso
conhecimento.

O processo de modelagem consiste em buscar essa funcao, cujo método de obtencao,
muitas vezes, nao € trivial, e, consequentemente, fazer andlises e validacoes deste modelo com
os dados inicialmente coletados.

Para isso precisamos utilizar técnicas matemédticas como a convergéncia de sequéncias
para relacionar com a estabilidade de valores no futuro.

Vamos entao neste capitulo discutir estas técnicas.

Definicao 2.2. Dizemos que uma sequéncia (x,) tem limite L ou que converge para L, se para

todo € > 0, existe N € N tal que
n>N= |z, —L|<e

Escrevemos lim x, = L ou x,, — L.
n—oo

Se uma sequéncia nao possui limite, isto é, nao converge, dizemos que a sequéncia diverge.

. n 1 2 3 n
Exemplo 3 Seja (xn)TLEN = <n+ 12) = (13, ﬁ’ T5, ey m,. . > .

Vamos mostrar que z,, — 1.

Pela definigao, precisamos mostrar que para todo € > 0, existe um niimero natural N tal
que se n > N entao |z, — 1| <e.

Deste modo, observe que

n i = 12
n+ 12 | n+12
12 12
= <e <= n>——12.
n+ 12 €
) 12 . -
Ou seja, para todo € > 0, tome N = — — 12. Assim, se n > N, entéo |z, — 1| < €.

€
n+3

Exemplo 4 Vamos mostrar que lim 0.

n%oon3—|—4_

Inicialmente, observamos que

n3 +4 n3
>
n+3 n+3
n—|—3<n—|—3_n 3 1 3 1

3
nd+4 n3 nd  nd n?2 nd " n2 nd’

1 e 3 3 e NG
Observe que — < — == n>4/-eque — < — =>n > /—.
n? 2 € nd 2 €

n+a>nt =

Vn € N.
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Assim, sejam nj = \/> eng = i’/i para todo € > 0, tome N > méx {ni,n2}. Entao,
€ €

2 6
Yn,n>N=n>nien>ny — n?>Zen®>-
€ €

1 € 3 €

— L <-e— <=
n2 26n3 2
n+3 n—+3 1 3 € €
— < <SS+ <-+-=
n3+4 n3 _n2+n3 2+2 ¢

como queriamos.

Exemplo 5 Vamos mostrar que a sequéncia definida por x,, = (—1)" nao converge.

Se a sequéncia convergisse para um numero real L, entao, por definigao,

Ve>0,INeN;n>N = |z, —L|<e¢ <<= —-e<z,—L<e
<— L—-e<z,<L+ce¢

— zp,€(L—¢L+e).

1
Mas, tomando € = 3 e L um real arbitrario, temos que o conjunto (L — 5, L + 5) nao contém 1
e —1.
Logo, VN € N, existe n > N tal que (—1)" =x,, & (L — %, L+ %) Portanto, a sequéncia

é divergente.

n 12 3 n
E lo 6 Sej = | (-=1)" =l—-—,-,—, ..., (—1)" ... ]. Va-
xemplo 6 Scia (5.}, = (17717 ) = (<50 gorens (1) ). va
mos mostar que (x,) diverge.
Suponha, por absurdo, que (z,) seja convergente para um numero real L.

Entao, para todo € > 0, existe um N € N tal que se n > N, entao |z, — L| < e.

1
Em particular, tomando € = X existe N tal que se n > N, entao

(1)

ecomon+1>n> N, temos

n+1 n + 1 _ L < 1
n+ 2 2
Agora, observe que

st - (25 2)

n—+ 2 n+1 n—+2 n+1
— 1. _2n2+4n+1‘
n2+3n+2

2n2—|—4n+1‘

n?+3n+2

2 +4n+1
= —————— >1.VYneN.
213nt2 0"




2n2 +4n + 1
Isso é verdade, pois n € N temos que n? + 3n + 2 > 0, e assim, n2+7n+ >1 «—
n?4+3n+2

2n? +4n+1>n?+3n+2 <= n?>+n > 1, o que é verdade para todo n € N.

Entao, teremos que

1< |(-1)

—L+L—(-1)"

n1nt 1 n ‘

(_1)n n+1n +1 n
n+ 2 n+1

= |(-1)
n-+ 2 n—+1

(e - forat-s)

< Jeomt -l - (ot - o)

n+2 n+1
+1 n
— _1n+1n _ 1) o
(=1) n+2 +](=1) n+1
1 1 )
< 5—}—521 o que é um absurdo.

Portanto, a sequéncia (z,,) é divergente.

Definicao 2.3. Uma sequéncia (xy,) € limitada se existirem nimeros reais a e b tais que

a <z, < b para todo n € N.

Uma sequéncia (x,) é limitada superiormente se existir um nimero real b tal que
x, < b, para todo n € N.

Uma sequéncia (z,) é limitada inferiormente se existir um nimero real a tal que
Tn > a, para todo n € N.

Por consequéncia, uma condigao necessdria e suficiente para que (x,) seja limitada é que
() seja limitada superiormente e inferiormente.

Caso a sequéncia (x,) nao for limitada, dizemos que ela ¢ ilimitada.

Observamos também, que se (z,,) for limitada, entdo por defini¢do, existem a e b reais
tais que a < x, < b, isto é, x,, € [a,b],Vn € N.

Com isso, se tomarmos ¢ = méx {|al,|b|}, obtemos [a,b] C [—¢,c] = z,, € [—¢,¢] <=
—c<zap,<c <= |z, <c,VneN.

Ou seja, podemos também dizer que se (z,) é limitada, entdo existe um ndmero real

positivo ¢ tal que |z,| < ¢, ¥n € N.

Exemplo 7 As sequéncias dos Exemplos 1 e 2 sao limitadas inferiormente, mas nao sao
limitadas superiormente. Entao, sao ilimitadas.

As sequéncias dos Exemplos 3, 4, 5 e 6 sao limitadas.

Pelos exemplos 5 e 6, garantimos que nem toda sequéncia limitada é convergente, pois

n
zp=(—1)"ex, = (—1)”n 1

sao limitadas, mas ndo sao convergentes, isto é, (z,) ser limitada
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nao ¢é condigao suficiente para ser convergente. No entanto, a reciproca é verdadeira, a sequéncia

(x,) ser convergente é condigdo necessaria para ser limitada. Vamos demonstrar esse teorema.
Teorema 2.4. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao Seja nh_}ngoxn = L. Entao, Ve > 0,IN € Ny n > N = |z, — L| < ¢ <—
L — e <z, <L+ emostrando que z,, é limitada para todo n > N.

Para mostrarmos que a sequéncia ¢é limitada para n € N, consideramos o conjunto A =
{z1,29,23,...,2N,L —€,L + €}. Seja a = min A e b = méx A, temos que z,, € [a,b],Vn € N

terminando a demonstracao. O

Definigao 2.5. Uma sequéncia (x,) é dita crescente quando x1 < g < -+ < Ty, < Tpg1 < -

para todo n € N.

Definicao 2.6. Uma sequéncia (x,,) € dita decrescente quando xy > xg >+ > Tp > Tyl > -+

para todo n € N,

Definicao 2.7. Uma sequéncia (x,) € dita nao-decrescente quando x1 < x9 < -+- < x, <
Tnt1 < -+ para todo n € N.
Definicao 2.8. Uma sequéncia (z,,) € dita ndo-crescente quando xy > x9 > -+ > Tp > Tpt1 >

-+ para todo n € N.

Definicao 2.9. Uma sequéncia (x,) é mondtona se ela for crescente ou decrescente ou nao-

decrescente ou nao-crescente.

Definicao 2.10. Dada uma sequéncia (xy). Seja A = {x1,x2,...,Tpn,...} C R limitado supe-
riormente, isto é, 3b € R tal que A C (—o0,b]. Para todo b com esta propriedade chamamos de

cota superior de A.

Definicao 2.11. Seja A C R limitado superiormente. Pela Definicao 2.9, existem nidmeros
reais que sdo cotas superiores de A. Chama-se de supremo de A e denota-se por sup A a menor

das cotas superiores de A em R.

Definigao 2.12. Seja (x,) = (21,22, ...,Zn,...) = A C R limitada inferiormente, isto €, existe

a € R tal que A C [a,+00). Para todo a com esta propriedade chamamos de cota inferior de A.

Definicao 2.13. Seja A C R limitado inferiormente. Pela Definicao 2.11, existem nidmeros
reais que sdo cotas inferiores de A. Chama-se de infimo de A e denota-se por inf A a maior das

cotas inferiores de A em R.
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Uma propriedade do subconjunto dos niimeros reais que podemos encontrar em [1], [2] e
[6] é que todo subconjunto nao-vazio de nimeros reais limitado superiormente possui supremo.

Com esta propriedade, mostramos que todo subconjunto nao-vazio de nimeros reais,
limitado inferiormente, tem infimo.

De fato, sejam A C R limitado inferiormente e B o conjunto de todas as cotas inferiores
de A.

Como A é limitado inferiormente, B é nao-vazio e limitado superiormente para quaisquer
elementos de A.

Assim, pela propriedade que mencionamos acima, B possui supremo. Seja L = sup B.

Vamos mostrar que L = inf A.

Para L ser o infimo, conforme nossa definicao, precisamos mostrar que L é a maior cota
inferior de A.

Como qualquer ntimero menor do que L pertence a B, temos que L < z, para todo
x € A. Ou seja, L é cota inferior de A.

Para encerrarmos, vamos mostrar que L é a maior das cotas inferiores de A. Assim,
dado € > 0, existe x € A tal que z < L + ¢. Caso contrario, todo ndmero menor do que L + €
pertenceria a B, o que contraria o fato de L ser o supremo de B. Logo, L = inf A.

Outra forma de mostrar isso é, dado A C R nao-vazio limitado inferiormente, tome
B = —-A = {—x;z € A}. B é nao-vazio e limitado superiormente, logo, tem supremo. Seja
L =sup B. Dai, —L =inf A. [2].

O teorema seguinte serd muito til para o processo de modelagem, pois com ele, sabere-

mos se uma determinada sequéncia (z,,) converge sem saber inicialmente o seu limite.
Teorema 2.14. Toda sequéncia limitada e mondtona € convergente.

Demonstragao Considere, sem perda de generalidade, (z,,) = (21,2, ..., Tp,...) ndo-decrescente.
Assim, (x,) é limitada inferiormente por 1 = a e sabemos que existe b € R tal que z,, < b,Vn €
N, ou seja, =, € [a,b] C R. Logo, o conjunto dos valores da sequéncia {z1,za,...,&pn,...} =
A C [a,b] possui supremo.

Seja L = sup A. Vamos mostrar que z,, — L.

Para todo € > 0, temos que L — ¢ < L o que acarreta que L — e néo é cota superior de A. Logo,
existe um indice N € Ntal que L — e < xny < L.

Utilizando a monotonicidade da sequéncia, se n > N, entao xy < x, < L < L +¢. Logo, Ve >
0,AINeNjn>N=L—-e<zazy<z,<L<Lt+e=L—-e<z,<L+e < |r,—L|<e¢
como queriamos.

Se a sequéncia () fosse crescente, decrescente ou nao-crescente, a demonstragao seria
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feita de forma andloga, entretanto, no caso da sequéncia ser nao-crescente ou decrescente, a
sequéncia iria ter como limite o infimo do conjunto {x,xa,..., &y, ...}. O
Podemos também definir limite no infinito de uma funcao f : R — R similarmente ao

definido para sequéncias.

Definigao 2.15. Dizemos que L € o limite de f(x) quando x tende a +00 se, para qualquer que
seja € > 0, podemos determinar um nimero real N, tal que se x > N entao |f(x) — L| < e.

Denotamos por lim f(x)= L.
T——+00

3 1
Exemplo 8 Seja f : R* — R dada por f(z) = Tt .
x

Mostre que xgrfoo f(z) =3.

Pela definicao, devemos provar que para todo € > 0, conseguimos determinar N que

3 1
depende de € de modo que se x > N, entao |f(z) — L| = vl 3' <e.
Como

3x +1 3 _ 3r+1-3z
x B x
= —|<e
x

1
= |z|>-=N
€

1
temos que, Ve > 0 tome N = — de modo que se x > N, entdo |f(z) — 3| <e.
€

3r+1

Figura 2.1: Gréfico da fungao f(z) = 3“%1
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Quando IEIEOO f(x) = L, vimos que & medida que o valor de x é suficientemente grande,
o valor de f(z) fica arbitrariamente préximo de L. Neste caso, dizemos que a fungao f se “es-
tabiliza” no ponto y = L. Podemos dizer também, que a reta de equacao y = L é uma assintota
horizontal da funcao f.

Analogamente, podemos dizer que a reta * = a é uma assintota vertical de f(z), quando

lim f(z) = oc.
r—a
Observando o grafico do exemplo 8, a reta y = 3 é uma assintota horizontal da funcao f.

2.2 Meétodo de Ford-Walford

Em alguns casos, no processo de modelagem, obtemos inicialmente uma quantidade
de dados {(z1,y1), (z2,92),- .., (Zn,yn)} de tal forma que a medida que n — oo, implica que
Ty — y*, isto é, os dados tendem a estabilizar para um ponto que aqui representamos por y*,
ponto este que é chamado de ponto fixo ou valor de equilibrio ou ponto de estabilidade. [3].

Nestes casos que ha uma tendéncia de estabilidade dos dados quando n — oo, dizemos
que se trata de um comportamento assintético.

Uma curva tipica para ajustar estes dados é dada por y = y* — C.e®®, onde y* > 0 e
b < 0. Esta curva iremos chamar de modelo exponencial assintético.[3].

Assim, seja um conjunto de dados {(z1,y1), (x2,92), ..., (Zn,yn)} que vamos supor que
temos a informagao de que a sequéncia (y;) é convergente quando x; cresce.

Suponha que y = f(z) — y* quando = — oco. Assim, se (x,) é uma sequéncia tal que
x, — 0o quando n — 0o, entdo y, = f(x,) — y* quando n — co. Também, y,1+1 = f(xpy1) —
y* quando n — 00. Se yYnt1 € Y, estao relacionados por uma fungao g, isto é, ynr1 = g(yn),
entao y* = g(y*) e, portanto, o limite y* é o ponto fixo de g.

O método de Ford-Walford (Ford 1933; Walford 1946) consiste em ajustar os valores
observados y; por meio de uma fungao g e entao encontrar qual o valor do ponto fixo desta
funcao.

Graficamente, temos a figura:
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A Y+l Yit1 = Yi

Yi+1= 9(vy;)

> Ui

A v y.; — y"

Figura 2.2: Calculo de y*
Fonte: [3]

Como aplicagao do método, vamos considerar o problema de estimar o recorde mundial
feminino das mulheres na corrida dos 100 metros rasos.

Exemplo 9 Com base nos dados apresentados na tabela abaixo [4], vamos criar um
modelo exponencial assintético y = y* — C.e®®, com y* > 0 e b < 0 para prever os recordes

mundiais das mulheres na corrida dos 100 metros rasos.



Tabela 2.1: Recordes mundiais femininos na corrida de 100 metros rasos

Atleta Pais de origem Local Ano Recorde
Elisabeth Robinson Estados Unidos Amsterda 1928 12,20
Stanislava Alasiewicz Polénia Los Angeles 1932 11,90
Stanislava Alasiewicz Poldénia Varsévia 1934 11,70
Stanislava Alasiewicz Polénia Berlim 1937 11,60
Fanny Blankers-Koen Holanda Amsterda 1948 11,50
Marjorie Jackson Austrélia Heisinki 1952 11,40
Shirley Strickland Austréalia Varsévia 1955 11,30
Wilmar G. Rudolph Estados Unidos Stuttgart 1961 11,25
Wimia Tyus Estados Unidos Tékio 1964 11,20
Irena K. Szewinska Polénia Praga 1965 11,10
Wimia Tyus Estados Unidos Colorado Springs 1968 11,08
Chi Cheng China Wenen 1970 11,00
Renate Stecher Alemanha Munique 1972 10,95
Renate Stecher Alemanha Ostrava 1973 10,90
Renate Stecher Alemanha Dresden 1973 10,80
Evelyn Ashford Estados Unidos Colorado Springs 1983 10,79
Evelyn Ashford Estados Unidos Zurique 1984 10,76
Florence Griffith Estados Unidos Indiandpolis 1988 10,49

14

A tabela a seguir, resume a tabela 3 e na figura (2.2), obtemos a curva de tendéncia

associada.
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Tabela 2.2: Recordes mundiais

Ano (a) Tempo (t) Recorde (R;)
1928 28 12,2
1932 32 11,9
1934 34 11,7
1937 37 11,6
1948 48 11,5
1952 52 11,4
1955 55 11,3
1961 61 11,25
1964 64 11,2
1965 65 11,1
1968 68 11,08
1970 70 11
1972 72 10,95
1973 73 10,9
1973 73 10,8
1983 83 10,79
1984 84 10,76
1988 88 10,49
124
122 *
1z
*
11.8
*
- 116 *
it *
T 114 *
g .
a
L ]
e s}
b
11 -‘-‘.
*
10,8 2 ‘
106
L ]
104 T T T T T T T T T ' Tempo (anos)
[i] 10 20 30 40 50 &0 70 20 a0 100

Figura 2.3: Recordes mundiais das mulheres na corrida de 100 metros rasos

Observe que fizemos uma mudanga de varidvel para relacionar a época em que o recorde
foi quebrado com um valor real mais simples, ou seja, chamando de a, a época que o recorde foi
quebrado e por t, o tempo associado, obtemos a equagao t = a — 1900.

Analisando a tabela e/ou a curva de tendéncia, verificamos que & medida que se passam
os anos, os recordes mundiais decrescem, obviamente, temos uma sequéncia monotona.

Sabemos também que essa sequéncia ¢é limitada e, portanto, pelo teorema 2.14, do capi-
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tulo 1, a sequéncia é convergente.
Para encontrar esse valor de equilibrio, vamos utilizar o método de Ford-Walford.
Criamos a tabela 5 e, neste caso, tomamos para a funcao g que melhor ajusta os pares

(R;, Ri+1) a reta de equacao R;y1 = 0,8953R; + 1,0786 (figura 4).

Tabela 2.3: Ri (§] Ri+1

Recorde (R;) | Ri+1
12,2 11,9
11,9 11,7
11,7 11,6
11,6 11,5
11,5 11,4
11,4 11,3
11,3 11,25
11,25 11,2
11,2 11,1
11,1 11,08
11,08 11

11 10,95
10,95 10,9
10,9 10,8
10,8 10,79
10,79 10,76
10,76 10,49
10,49




12,2

11.4

R{i+1)

11.2
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y=0895x+1,078

R®=0,9651

T T
11 11,5
R(i)

12

125

Figura 2.4: Ajuste da curva R;11 = g(R;)

O valor de R* é obtido fazendo R* = R; 11 = R;, ou seja, R* = 0,8953R* + 1,0786 se, e

somente se, R* ~ 10, 26.

Agora, calculando a diferenga R; — R*, obtemos um ajuste exponencial entre t e (R; — R*)

dada por R; — R* = 3,4456 - ¢ 0:0225

Tabela 2.4: t e R; — R*

Tempo (t) R; — R*
28 1,93333
32 1,63333
34 1,43333
37 1,33333
48 1,23333
52 1,13333
55 1,03333
61 0,98333
64 0,93333
65 0,83333
68 0,81333
70 0,73333
72 0,68333
73 0,63333
73 0,53333
83 0,52333
84 0,49333
88
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2,5
3 ¥ = 344562055
b R%=0,9496

L. \o\
&, 0 ™S
=
o
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0 20 40 &0 80 100

Figura 2.5: Ajuste de R; — R*

Portanto, a funcao que ajusta t e R; no nosso modelo exponencial assintético é dada por
R(t) = 10,26 + 3, 4456 - e~0:0225¢,
Para finalizarmos, observe a curva de tendéncia do nosso modelo na figura 6 e os dados

reais.

Tabela 2.5: Tabela completa relacionando o Modelo com os dados reais (R;)

Ano (a) Tempo (t) Recorde R; Riiq R; — R* Modelo
1928 28 12,2 11,9 1,93333 12,23448189
1932 32 11,9 11,7 1,63333 12,08318907
1934 34 11,7 11,6 1,43333 12,01196221
1937 37 11,6 11,5 1,33333 | 11,91032411
1948 48 11,5 11,4 1,23333 11,58573266
1952 52 11,4 11,3 1,13333 | 11,48431805
1955 55 11,3 11,25 1,03333 11,41340755
1961 61 11,25 11,2 0,98333 11,28373459
1964 64 11,2 11,1 0,93333 11,22450517
1965 65 11,1 11,08 | 0,83333 | 11,20553869
1968 68 11,08 11 0,81333 11,15086304
1970 70 11 10,95 0,73333 11,11619321
1972 72 10,95 10,9 0,68333 11,0828828
1973 73 10,9 10,8 0,63333 | 11,06672063
1973 73 10,8 10,79 0,53333 11,06672063
1983 83 10,79 10,76 | 0,52333 | 10,92169545
1984 84 10,76 10,49 0,49333 10,90872501
1988 88 10,49 10,85936122




19

R=R*+ 34456 .E XP{-0,02251)
125
12 k4 | 2] 0
% 115 "N__ ® FRecorde Rin)
o
§ 1 \
[
105 +
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Figura 2.6: Modelo exponencial assintético do recorde feminino dos 100 metros rasos

Para o célculo do R* = 10, 26 utilizamos todos os dados da tabela 4 e com isto R* fica
muito atrelado ao passado.

O desenvolvimento de pesquisas e das novas tecnologias possui muito mais influencia no
desenvolvimento do atleta do que o passado.

Ao tratarmos de recorde, do ponto de vista da modelagem matemaética o importante nao
é ficar direcionado ao passado, ou seja, o passado nao tem muita influéncia no futuro.

Por causa disso, o modelo poderia ser melhorado se para o calculo do ponto limite

tivéssemos usado apenas os 4 ultimos resultados.



Capitulo 3

Atletismo - Lancamentos: Arremesso

de Peso

O atletismo, muito conhecido nos jogos olimpicos, é um conjunto de esportes envolvendo
as modalidades de corridas, saltos e lancamentos.

As corridas mais praticadas sao as de curta distancia (corrida de 100, 200 e 400 metros
rasos), média distancia (800 e 1500 metros) e longa distancia (3000 metros ou mais).

Os saltos mais praticados sao os saltos em distancia, triplo, em altura e com vara, cujo
objetivo destes jogos é saltar a maior distancia possivel na horizontal (salto em distancia e salto
triplo) ou vertical (salto em altura e salto com vara).

O lancamento, é a modalidade do atletismo que consiste em langar objetos o mais longe
possivel. Estes objetos s@o chamados de implementos. Existem nos jogos olimpicos 4 provas de
lancamentos: lancamento do dardo, lancamento do disco, langcamento do martelo e arremesso
de peso.

O lancamento do dardo consiste em lancar uma haste em forma de lanca de metal ou
material similar. O atleta corre em uma pista de 34,9 metros para tomar impulso e langa o

dardo para que ele percorra a maior distancia possivel.

Figura 3.1: Atleta no langamento de dardo

Fonte: http://atletismo.esporte.esp.br/modalidades-do-atletismo-arremessos-decalto-e-heptatlo/

20
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O langamento do disco consiste em langar um disco de madeira e/ou metal e, da mesma
forma que o lancamento de disco, o lancamento do martelo, consiste em lancar uma bola de

ferro ou bronze presa por um cabo.

Figura 3.2: Atleta no lancamento de disco
Fonte: http://networkservicemarketing.com.br/turmadoesporte/site/atletismo/arremesso-e-

lancamentos/lancamento-de-disco/

Figura 3.3: Atleta no langcamento de martelo
Fonte: http://www.esportesite.com.br/2009/11/16/vladimir-kevo-ministra-clinica-do-lancamento-do-

martelo-no-brasil/

O arremesso de peso, que € o principal objeto de estudo deste trabalho, também consiste
em arremessar o engenho o mais longe possivel. Este engenho é uma esfera de bronze ou ferro

de 7,260 kg para os homens e 4,0 kg para as mulheres.

Figura 3.4: Atleta no arremesso de peso

Fonte: http://caurosa.blogspot.com.br/2011/05/atletismo-lancamentos-e-arremesso-dardo.html

O arremesso de peso existe ha séculos, onde os praticantes arremessavam pedras. No

século XVII, os soldados ingleses organizavam competicoes de arremessos de balas de canhao.



Estas, posteriormente, foram substituidas por esferas. A primeira vez que o arremesso de peso

participou nos jogos olimpicos foi em 1986, em Atenas, capital da Grécia.

3.1

As tabelas 8 e 9 abaixo, apresentam desde 1909, os recordes mundiais masculinos do

arremesso de peso.

Tabela 3.1: Recordes mundiais masculinos no arremesso de peso

Modelo exponencial assintético

Atleta Pais de origem | Ano | Recorde

Ralph Rose Estados Unidos | 1909 15,54
Emil Hirschfeld Alemanha 1928 15,79
John Kuck Estados Unidos | 1928 15,87
Emil Hirschfeld Alemanha 1931 16,04
Zygmunt Heljasz Pol6nia 1932 16,05
Leo Sexton Estados Unidos | 1932 16,16
Frantiek Douda | Tchecoslovidquia | 1932 16,20
John Lyman Estados Unidos | 1934 16,48
Jack Torrance Estados Unidos | 1934 16,89
Jack Torrance Estados Unidos | 1934 17,40
Charles Fonville | Estados Unidos | 1948 17,68
James Fuchs Estados Unidos | 1949 17,79
James Fuchs Estados Unidos | 1950 17,82
James Fuchs Estados Unidos | 1950 17,95
Parry O’Brien Estados Unidos | 1953 18,00
Parry O’Brien Estados Unidos | 1953 18,04
Parry O’Brien Estados Unidos | 1954 18,43
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Tabela 3.2: Continuagao: Recordes mundiais masculinos no arremesso de peso

Atleta Pais de origem | Ano | Recorde
Parry O’Brien Estados Unidos 1954 18,54
Parry O’Brien Estados Unidos 1956 18,69
Parry O’Brien Estados Unidos 1956 19,06
Parry O’Brien Estados Unidos 1956 19,25
Parry O’Brien Estados Unidos 1959 19,30

Dallas Long Estados Unidos 1960 19,38
Bill Nieder Estados Unidos 1960 19,45
Dallas Long Estados Unidos 1960 19,67
Bill Nieder Estados Unidos 1960 19,99
Bill Nieder Estados Unidos 1960 20,06
Dallas Long Estados Unidos 1962 20,08
Dallas Long Estados Unidos 1964 20,20
Dallas Long Estados Unidos 1964 20,68
Randy Matson Estados Unidos 1965 21,52
Randy Matson Estados Unidos 1967 21,78
Al Feuerbach Estados Unidos 1973 21,82
Terry Albritton Estados Unidos 1976 21,85
Aleksandr Baryshnikov URSS 1976 22,00
Udo Beyer Alemanha Oriental | 1978 22,15
Udo Beyer Alemanha Oriental | 1983 22,22
Ulf Timmermann Alemanha Oriental | 1985 22,62
Udo Beyer Alemanha Oriental | 1986 22,64
Alessandro Andrei Italia 1987 22,72
Alessandro Andrei Italia 1987 22,84
Alessandro Andrei Italia 1987 22,91
Ulf Timmermann Alemanha Oriental | 1988 23,06
Randy Barnes Estados Unidos 1990 23,12

Fonte: http://www.bbc.co.uk/portuguese/noticias/2012/08/120815_recordes_quadro.shtml

Os valores da tabela representam os primeiros termos de uma sequéncia mondtona e

limitada.

Portanto, pelo teorema 2.14, a sequéncia é convergente.

Assim, val existir uma

distancia d* que serd o limite, isto é, mantendo-se as regras oficiais do arremesso de peso,
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como exemplo, o volume e a massa do engenho, a distancia maxima que um atleta ird conseguir
arremessar o engenho, serd o valor assintotico d* que sera calculado pelo método de Ford-Walford.

Observe que nas tabelas 8 e 9 acima, temos em alguns anos, varios recordes. Por exemplo,
no ano de 1987, foram obtidos 3 recordes: 22,91 m, 22,84 m e 22,72 m. Com isso, vamos
considerar no ano de 1987, o recorde maior, isto é, o ultimo recorde obtido em cada ano e

montar a tabela 10 abaixo.

Tabela 3.3: Principais recordes mundiais masculinos no arremesso de peso

Atleta Pais de origem Ano | Tempo (t) | Recorde (d;)
Ralph Rose Estados Unidos 1909 9 15,54
John Kuck Estados Unidos 1928 28 15,87

Emil Hirschfeld Alemanha 1931 31 16,04
Frantiek Douda Tchecoslovidquia 1932 32 16,20
Jack Torrance Estados Unidos 1934 34 17,40
Charles Fonville Estados Unidos 1948 48 17,68
James Fuchs Estados Unidos 1949 49 17,79
James Fuchs Estados Unidos 1950 50 17,95
Parry O’Brien Estados Unidos 1953 53 18,04
Parry O’Brien Estados Unidos 1954 54 18,54
Parry O’Brien Estados Unidos 1956 56 19,25
Parry O’Brien Estados Unidos 1959 59 19,30
Bill Nieder Estados Unidos 1960 60 20,06
Dallas Long Estados Unidos 1962 62 20,08
Dallas Long Estados Unidos 1964 64 20,68
Randy Matson Estados Unidos 1965 65 21,52
Randy Matson Estados Unidos 1967 67 21,78
Al Feuerbach Estados Unidos 1973 73 21,82
Aleksandr Baryshnikov URSS 1976 76 22,00
Udo Beyer Alemanha Oriental 1978 78 22,15
Udo Beyer Alemanha Oriental 1983 83 22,22
Ulf Timmermann Alemanha Oriental 1985 85 22,62
Udo Beyer Alemanha Oriental 1986 86 22,64
Alessandro Andrei Italia 1987 87 22,91
Ulf Timmermann Alemanha Oriental 1988 88 23,06
Randy Barnes Estados Unidos 1990 90 23,12




A curva de tendéncia é dada pela figura 11:
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Figura 3.5: Ajuste linear de d;4+1 com d;
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Para o ajuste da curva d;+; = g(d;) vamos tomar a reta de equagao (fig. 12)

dit1 = 0,9645 - d; + 1,0042.

diy1 = g(di)

O valor assintético d* é obtido resolvendo o sistema

diy1 =di = d*

em resolver a equacao d* = 0,9645 - d* + 1, 0042.

Logo,

d* ~ 28,28732 m

O ajuste exponencial entre ¢t e d* — d; fica

d* —d; = 18,115 . ¢ 00143

Por fim, obtemos o modelo exponencial assintético (continuo)

d(t) = 28,28732 — 18,115 - e ~0:01434

o que implica

Observe as curvas ajustadas e a tabela completa com os valores do modelo encontrado.



Ajuste da curva d(i+1) = g(di)
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Figura 3.6: Ajuste da curva d;+1 = g(d;)
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Figura 3.7: Ajuste de d* — d;
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Tabela 3.4: Valores dos recordes mundiais masculinos no arremesso de peso do modelo

Ano | Tempo (t) | Recorde (d;) | diy1 | dit1 = g(di) d* —d; Modelo (M;) | M; —d; | (M; —d;)/d;
1909 9 15,54 15,87 15,99253 12,74732 12,35992911 -3,18007 -0,20463
1928 28 15,87 16,04 16,310815 12,41732 16,14932853 0,27932 0,01760
1931 31 16,04 16,2 16,47478 12,24732 16,65903695 0,61903 0,03859
1932 32 16,2 17,4 16,6291 12,08732 16,82413811 0,62413 0,03852
1934 34 17,4 17,68 17,7865 10,88732 17,14734128 -0,25266 -0,01452
1948 48 17,68 17,79 18,05656 10,60732 19,16850078 1,48850 0,08419
1949 49 17,79 17,95 18,162655 10,49732 19,29797197 1,50797 0,08476
1950 50 17,95 18,04 18,316975 10,33732 19,42560489 1,47560 0,08220
1953 53 18,04 18,54 18,40378 10,24732 19,79773325 1,75773 0,09743
1954 54 18,54 19,25 18,88603 9,74732 19,91827044 1,37827 0,07434
1956 56 19,25 19,3 19,570825 9,03732 20,15423489 0,90423 0,04697
1959 59 19,3 20,06 19,61905 8,98732 20,49576602 1,19576 0,06195
1960 60 20,06 20,08 20,35207 8,22732 20,60639238 0,54639 0,02723
1962 62 20,08 20,68 20,37136 8,20732 20,82295529 0,74295 0,03699
1964 64 20,68 21,52 20,95006 7,60732 21,03341225 0,35341 0,01708
1965 65 21,52 21,78 21,76024 6,76732 21,13640497 -0,3836 -0,01782
1967 67 21,78 21,82 22,01101 6,50732 21,33802424 -0,44198 -0,02029
1973 73 21,82 22 22,04959 6,46732 21,90941085 0,08941 0,00409
1976 76 22 22,15 22,2232 6,28732 22,1772372 0,17723 0,00805
1978 78 22,15 22,22 22,367875 6,13732 22,34951032 0,19951 0,00900
1983 83 22,22 22,62 22,43539 6,06732 22,75924129 0,53924 0,02426
1985 85 22,62 22,64 22,82119 5,66732 22,91510487 0,29510 0,01304
1986 86 22,64 22,91 22,84048 5,64732 22,99138087 0,35138 0,01552
1987 87 22,91 23,06 23,100895 5,37732 23,06657389 0,15657 0,00683
1988 88 23,06 23,12 23,24557 5,22732 23,1406993 0,08069 0,00349
1990 90 23,12 23,30344 5,16732 23,28580771 0,16580 0,00717
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Modelo exponencial assintético
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Figura 3.8: Modelo e dados reais

Pode-se observar neste modelo que a medida que o tempo aumenta o valor (—18, 115.6*0’014315)
diminui, ou seja, o valor do arremesso (distancia que o atleta consegue lancar o engenho) mais
se aproxima do recorde limite.

Observe que isso pode ser verificado ao calcular o tlim d(t), onde obtemos
— 00

1
lim (28,28732 — 18, 115.e~%0143) = lim 28,28732 — 18,115 - lim ———— = 28,28732 = d".
t—o00 t—o00 too 0,0143¢

Uma outra forma de expressar este resultado é dizer que a "variagao da distancia obtida
num arremesso € proporcional ao que falta para se atingir o valor limite”que pode ser traduzido
em linguagem matematica pelo modelo D da EDO (equagao diferencial ordindria) com condigao
inicial Dy

D'(t) = k(D* — D)

A solucao desta equacao é dada por:

——dD = [ kdt
| o=p=]

Fazendo u = D* — D, temos dD = —du e, assim, ficamos com
1
— / —du = / kdt
U
que nos da

—In(D*—D)=kt+ A, <= In(D*—D)=—kt+ A,

— D* - D= e*kt“rAQ — eAgefkt — Cefkt
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donde
D(t)=D* —Ce ™

Parat =0 = D(0) = Dy <— D*—-C =Dy <= C = D* — Dy. Dai, obtemos o
nosso modelo

D(t) = D* — (D* — Dy)e ™.

Comparando com nosso modelo exponencial assintético temos D = d, D* = 28,28732 e

k =0,0143.

3.2 Angulo de lancamento

Uma pergunta natural sobre a modalidade do arremesso de peso é saber qual sera a
distancia maxima (alcance maximo) que um atleta consegue arremessar. Isso ja foi respondido,
essa distancia é de aproximadamente 28,29 metros. Por outro lado, se um atleta fizer lancamentos
e aplicar no engenho forgas distintas ao arremessar, o alcance do engenho pode variar. Ainda
mais, o atleta pode arremessar a esfera de varios angulos em relagao ao nivel do solo, o que
também influencia no resultado final. Em virtude destas varidveis, podem-se estudar quais sao
os fatores que condicionam a distancia maxima dos engenhos.

Segundo [15], os fatores que condicionam a distancia do lancamento sao: a forga aplicada,
tempo de aplicagao da forga, velocidade imposta ao implemento (vgp), angulo de lan¢amento (6),
altura de liberagao (h), a técnica empregada e fatores aerodinamicos.

Para modelar o movimento do implemento nos arremessos de peso, vamos inicialmente
considerar o engenho como um ponto material que se move no plano e que a Unica forca que atua
nesse corpo quando este é lancado até chegar ao solo é a forga gravitacional suposta constante

apontando sempre para baixo e que a esfera saia do solo, conforme a figura 15.

Y &
P(x.,y)
s
“Vu )
— |
vo| /-
0
—P- >
=
o _ X
A

Figura 3.9: Lancamento do engenho do ponto (0,0)

Fonte: http://osfundamentosdafisica.blogspot.com.br/2011/01/preparando-se-para-as-provas_17.html
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Sejam P(x,y) as coordenadas cartesianas do implemento, 7 = Tit yj o0 seu vetor posigao,
vy a velocidade que a esfera sai da mao do atleta e 6 o angulo que v faz com o eixo z positivo.

Por hipétese, no instante ¢ = 0 s, temos 7= 0 e ¥ = j. A velocidade inicial v, pode ser
escrita como vy = vozz_"+ voyj, onde vp, = vg - cos 6 e vy, = vp - sen 0.

Quando o engenho sai da mao do atleta, a tnica forca que atua sobre ele é a forca

gravitacional

F = —mgj (3.1)
e pela 22 lei de Newton,
- d*7
FR:mfi:m-dT; (3.2)
Igualando (3.1) e (3.2), temos que
d>v -

megE = M9

Como m > 0, podemos dividir os dois membros da equacao por m, ficando

d*F -
a =

Tomando a integral dos dois membros, temos

427 8,
d—tr dt = /—gj dt

que resulta em

dr
v=—=K —gt
at gty
JF
Parat=0s, temosU:d—Z:K:v_(’).
T -
Assim, i vy — gtj que tomando a integral dos dois membros desta nova equacgao,

temos

dr . -
/dtdt—/vodt—g </tdt>j

1 5
7=t — 59252]' +C

que resulta em

Parat =0s, 7=ry = C. Logo,

Comory=0ev) = 0,1+, J, obtemos a equagao vetorial para o movimento do engenho
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R 1 L) - vp, = vpcos O
7= v, ti + (voyt - §gt > J, com . (3.3)
v, = vosen 6
As componentes do vetor posigao 7, nos dé a distancia percorrida na horizontal (x = v, t)
1
e na vertical <y = vp,t — 2gt2>, para t > 0.

O tempo que a esfera fica no ar é obtido fazendo y = 0.

1 2v 2vgsen 0
Assim, ont—*thZO <= t=0o0ut= Oy _ 2%0 .
2 g g
Substituindo na componente x, obtemos o alcance que a esfera ira fazer. Deste modo,

2vugpsen 0 v%.Qsen Ocos 6 v%.sen 26
x = v, t = vocos 0§ - = =
g g g

Outra maneira de encontrar o modelo da posicao no plano do engenho em funcao do
tempo para os alunos do ensino médio, que serd abordado no capitulo 4, é desenvolver as
equagoes hordrias do movimento uniforme (MU) e movimento uniformemente variado (MUV)
aprendidas na cinemaética.

Apoés o lancamento, o implemento estd sujeito somente a aceleracao da gravidade suposta

T , . 1,5
contante, o que implica que a sua componente y estd em MUV, ou seja, y = yo + vo, -t — §gt .
Como nao existe aceleracao na diregao horizontal, a velocidade da componente em x(v,) é

constante, ou seja, este movimento é uniforme podendo escrever x = zy + v, -t.

Fazendo (z¢,yo) = (0,0), vg, = vocos 6 e Vo, = vpsen 0 obtemos, de forma analoga a anterior,
2
vg.sen 20
I 1
Ainda mais, as equagoes horarias x = (vgcos 6)t e y = (vgsen 0) t — 3 gt%, mostram que o

que o alcance da esfera na horizontal é A =z =

trajeto da esfera é parabdlico. Para isso, isolamos a varidvel ¢ na equagao horaria x = (vgcos 6) t

T 1
ficando t = ————, e, em seguida, substituimos na equacdo y = (vpsen #)t — —gt2, obtendo
vpcos 0 2
vpsen 6 1 x 2 . . . 9 2
= r— =g que simplificando nos dad y = tg 6 © — ——5———2*, mostrando
vgcos 0 27 \ vgcos 0 2vgcos? 0

que y em fungao de x é uma funcao quadratica e, portanto, uma parabola (veja capitulo 4).
Com o modelo para o alcance do engenho, é facil dizer que quando o angulo de inclinacao
0 for igual a 45°, a distancia percorrida x serd maxima.
De fato, queremos 6, tal que 0° < 6 < 90°.

Assim,

2
dx = 2.0g-c05 26 =0 <= cos20=0
do g

— 20 =90°

— § =45°.
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Entretanto, segundo [11], o valor de 45° estd acima dos valores medidos dos atletas que
participam de competicoes profissionais.

Em nosso modelo inicial, consideramos que o engenho saia do ponto (0,0), o que na
realidade, nao é verdade. O atleta arremessa o implemento de uma altura h, que é aproxima-
damente, a sua prépria altura. Esta altura (h) que a esfera é langada pode ser um dos fatores

para que o angulo nao seja 45°.

Figura 3.10: A esfera é langada de uma altura h

Fonte: http://www.colorirgratis.com/desenhos-de-atletismo-para-colorir_2.html

Para verificarmos isso, vamos calcular em nosso modelo o angulo de inclinagdo que o
atleta precisa fazer para que a esfera percorra a maior distancia considerando que a esfera saia
do ponto (0, h).

Desta forma, as equacoes horarias do movimento do engenho ficam sendo

x = (vgcos 0) t (3.4)

1
y =h+ (vosen 0) t — §gt2. (3.5)
Isolando ¢t em (3.4) e substituindo em (3.5), obtemos a fungao

g 2
=h+tgfr— —2——2z°.
4 & 21)860520

O alcance méaximo x, com x > 0, serd encontrado quando y = 0. Assim, basta resolver

a equagao do 2° grau 2?2 —tgfx —h=0.

9
2’1}80082 0
O célculo do discriminante fica

sen? @ 2gh vasen? 6 + 2gh

2 2

A = 2 4.9 _py= =
(e 0) (=h) cos? 0 vicos? 0 vgcos? 6

2080052 0
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Calculando as raizes da equacao, temos

sen 6 n \/vgsen2 0+ 2gh

cos 0 vgcos? 6 vicos? 0 (sen 6 1
— _ 20 2 2
- = + m
x 2g g (cos 0  wvocos 0 vosent 04 2g )

2v3cos? 6

Como queremos x > 0, vem que

2.2
A vgecos” 0 [ sen 0 N 1 U(Q) sen? 6+ @
g cos 0 wpcos 0 Vg

_ vicos® 6 (sen& n 1 son? 9+2th>

g cos  cos @ v
jeos 0 2gh
= 07 (en g+ [sen2 0+ % : (3.6)
g Yo
Segundo [11], derivando x em relacao a 6 e igualando a zero em (3.6), obtemos a expressao
1
sen 0 = ———— (3.7)
h
V2, 1+
Y0

Com essa relagao, verifica-se que o melhor angulo de lancamento é menor que 45°. Ainda
mais, & medida que a altura h aumenta o melhor angulo 6 de lancamento vai se tornando menor.
Por exemplo, para uma altura h de aproximadamente 2 metros, o dngulo ideal de lancamento é
de aproximadamente 42°.

Segundo [14], o atleta Christian Cantwell, fez um arremesso de peso com um alcance de
22,54 m e seu angulo de inclinacao foi de aproximadamente 37°. Também, verifica-se em [11]
que o melhor angulo possivel para o desempenho dos atletas é em torno de 37 — 38°.

L . ~ 1 .
Para analisar isso, considere a expressao (3.7) sen § = —————_ que pode ser escrita,

h
V2, 1422

=

1 hg\
equivalentemente, a sen § = — (1 + g) .

V2 Yo

h
Vamos considerar h = 2m, g = 9,81 m/s? e vg > 13 m/s, o que implica, em —g <0,1161.
Yo

hg\ 2 _1 : (s

—‘g, o fator (1 + g) = (1+ )" 2 pode ser expandido pela série de
Yo Yo

Maclaurin, mas, como |z| < 0,1161 < 1, a série serd mais facilmente calculada como uma série

Fazendo » =

binomial com k = —1/2 [8].

Assim

= [k E(k—1 E(k—1)(k—2
(1+$)k22 2" =1+kr+ (2‘ )x2—|— ( 3)|< ):U3+

n=0 n
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que para k = —3 é

(1+2)7% = i i " =1-— %H (~2) (2_‘5 _ 1)m2+ (=3) (=3 —3'1) (=3 —2)x3+
n=0 n : [

que resulta em

e, assim, obtemos

1
hg\ 2 1lhg 3 [hg 2 5 hg 3
1+ =2 12y () -2
<+ 2) 2v8+8<02> 16 \ v3 +

o que implica em
> 3 )

1 1hg 3 (hg 2 5 hg
= (12242 (X) - Z (=
wen ( 2*8<v3> 16<v3

hg\" _ (hg\"" hg\’ 2
Como <2> < <2> < < <2> < (0,1161)° < 0,1161, isto é, & medida que
Yo Yo Yo
2" o que implica que todos os

n — oo na expansao binomial, (hg)"™ é muito menor do que vg",

termos depois do primeiro sao muito menores quando comparados ao primeiro termo.

Podemos assim, omiti-los, ficando apenas com

1 1gh
~— 11—
son \/§< 2”8)

Sejam F,, a energia potencial gravitacional e I a energia cinética do engenho de massa

m, temos que
Jlgh_ lmgh 1P 13 1B,
203 2 mu} 2 m;% 2 E, 4 E,
o que resulta em
1 1FE
O~ —(1---2 3.8
sen \/§< 1 Ec) (3.8)

A equagao (3.8) acima nos dd um indicio que o melhor angulo possivel também estéd

relacionado com a energia mecanica (E,, = E. + E,y) que o atleta oferece ao peso.

Para analisar isso, considere (3.6) e (3.7). De (3.7), sabemos que
v

2
= ——"—
sen 202 + 2hyg

e pela relacao fundamental da trigonometria sen? § + cos? 6 = 1, temos
2 2
2h
cos?f=1-— 21)0 = UO;_ I
2v5 +2hg 205+ 2hg
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e como sabemos que 0 < 6 < 45°, vem que

cos g — | Vot 2hg
202 + 2hg

Substituindo estas relagoes em (3.6), fica

x_vj v3 + 2hg v3 . v3 —I-@
g 2’08 + 2hg 21}8 + 2hg 21}3 + 2hg v%

com isso, obtemos

. vj v3(vE + 2gh) N vg + 2gh <U61 + 2gh(2v% + 29h)>

g (202 + 2gh)? 202 + 2gh v3 (203 + 2gh)

_ % v fo2 1 2gh + V(03 + 2gh) (v + 4ghvg + 49°h?)
g \ 202 +2gh V" vo (202 + 2gh)

B vj v3 \/Ug + 2gh + \/(vg + 2gh)(vg + 4ghvi + 4g°h?)
g vo(2vF + 2gh)

_ v (v5y/vg + 290 + /(v + 29h) (v + 2gh)?
g vo(2v3 + 2gh)

B vj Vg + 2gh(202 + 2gh)
g v (203 + 2gh)

- v% + 2gh
Y

= 0 v3 (1 + 2g2h>
g A
> 2gh

= X i (3.9)
g Ch

Esta equacgao nos da o alcance maximo do peso em termos da altura e velocidade inicial

2 2 1/2

v, 2gh v 2gh

z=2 1+92:0(1+92)
g Ch) g )

Expandindo pela série binomial com k = 1/2; vem

[12].
De (3.9), temos

v3 12hg 3 [2hg 5 (2hg 1/2\ [2gh
=0 (122 Z (22 Pl i) 297
v g + 2 1)8 + 8 1)3 + 16 v% + Z ,Ug

n=4 n

e como v% é estritamente maior que gh, os termos depois do primeiro sao muito menores com-

parados com o do primeiro, podendo assim, ignora-los, ficando com

ﬁ @ _vj _vg—l—hg_mvg—i-mgh_QEc—i—Epg
)Tt T T T T M T e
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Assim, como em [11] e [12], concluimos que a energia cinética é 2 vezes mais importante
que sua energia potencial gravitacional. Isto quer dizer, que se um atleta obtém uma energia F
a sua disposicao, é mais vantajoso ele transferir esta energia E em energia cinética do que em
energia potencial gravitacional.

Com isso, os atletas diminuem o angulo para o alcance maximo de 42° para aproxima-
damente 37 a 38 graus [11], variando de atleta para atleta. Com esta inclinagao, os atletas
conseguirao o melhor desempenho, pois terao conseguido transferir ao peso a maior energia

cinética, isto é, o engenho sera langado com a maior velocidade possivel.

3.3 Resisténcia do ar

A resisténcia do ar é uma forca de restricdo ao movimento de um corpo, ou seja, quando
o peso é lancado, este fica sujeito a uma forca que é contraria ao moédulo de sua velocidade
devido ao efeito de atrito quando o objeto se interage com o ar.

Segundo [25], um avido quando se desloca no ar, possui uma forga de tragao que faz
com que a aeronave se desloca para frente. Entretanto, este também fica sujeito a uma forca de
arrasto, que é uma forca aerodinamica de resisténcia do ar oposta ao sentido do aviao a medida
que ele se desloca.

Ainda, segundo [25], existem muitos fatores que influenciam na intensidade da forca de
arrasto, tais como o formato do corpo, a velocidade e a densidade do ar, podendo ser calculada

da seguinte forma:

FW:%-CW-;)-S-U2 (3.10)

onde Cy é o coeficiente de resisténcia aerodindmica, p é a densidade do ar, S é a area da
superficie do objeto e v a velocidade.

2

Em nossa situagao, a superficie da esfera S é calculada por S = nr“, com r o raio da

esfera. Substituindo na equacao (3.10), temos

1
Fy = ipﬂCWrz v? = Kv? (3.11)
—_—

K= constante

Esta expressao é dada também em [11], onde o coeficiente de arrasto (Cyy) da esfera é
considerado por volta de 1/2.

Ainda de [11], verificamos que ao considerar para o peso uma velocidade inicial méxima
de 16 m/s e fazendo os cdlculos em um computador, resultamos em pequenas aceleragoes para

a forca de arrasto.
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Portanto, concluimos que o efeito da resisténcia do ar é muito pequeno podendo ser

desprezado. [11] e [12].



Capitulo 4
Aplicacao no Ensino Médio

Neste capitulo, apresentamos uma maneira de discutir os assuntos tratados para o 1°
ano do ensino médio.

Como fizemos anteriormente, podemos criar com os discentes modelos mateméaticos que
nos dao a distancia maxima que o peso serd lancado por um atleta.

Um modelo discreto poderia ser interessante num curso béasico de matematica, isto é,
dp+An — dp = k(d* — dy)

Agora, se considerarmos n como sendo o periodo de obtengdo do recorde, podemos

escrever a férmula de recorréncia

Ao — dp = k(d* — dy)

ou
dpy1 = kd* +d,, — kd,, = kd* + d,(1 — k)
Fazendo kd* =be 1 — k = a, temos a equagao de recorréncia d,+1 = ad,, + b (26).
Se (do,dy,dg, ... ,dy,...) é solugdo da equacao com valor inicial dy, entdo temos sucessi-
vamente:
di = ady+b

dy = a(ady+b)+b=a’dy+ab+b=a*dy+(1+a)

d3 = a(a®dy+ (1+a)b) +b=ady+b(a+a®)+b=a’dy+ (1+a+a)b

d, = adn,l+b:a"d0+(1+a+a2+a3+-~+a"_1)b

38
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De (27), uma sequéncia de niimeros reais (d, ) tal que dy é dado e para todo n € N, tem-se

que dp+1 = ady+b, com a e b niimeros reais, chama-se de progressao aritmético-geométrica e que
k—1

pode-se mostrar por inducao sobre n que d, = a"dy + (Z ak> b como ja vimos anteriormente.

k=0
ak> be
0

Vamos entao mostrar por indugao.

Para n = 0, temos que d; = ady + b que é verdade.

N
—_

e
Il

Suponhamos que seja verdade para algum n natural, ou seja, d, = a"dg + (

vamos provar que seja valido para n + 1. Assim,

dn+1 = adn +b

= a (a"d0+ < ak> b) +b
0

= a"Mdy+b ak> +b
k=1
n

ak> b

Observamos que E a® é uma soma de n termos de progressio geométrica de razio a.
k=0

FM??‘
—_

3 |

= an+1:(:0 + (

£
Il
o

como queriamos.
n—1

a' — 1 nflk
1 e,seazl,entaoSn221 =n.

n—1
Assim, se a # 1, temos que S, = Z ot =
k=0 - k=0
Portanto, a solugdo geral da equagao d,+1 = ad, + b é

n
a b, sea#1
1-a

d, = a"dg + nb, sea=1

dn, = a"doy +

Dai, voltando a nossa férmula de recorréncia d,+1 = ad, + b, com a =1—k e b = kd*,

temos que sua solucao é

- n *1_(1_k)n
do = do(L=R)" +hd' =5
1—(1-kK)"

- do(l—k:)”+k:d*(kk)

= (1—k)"[do — d*] + d*

*
n

d* — dy
ser ajustada com os alunos no Excel por uma funcao poténcia onde podemos determinar o valor

de k.

Com isso, podemos escrever a solucao acima na forma = (1 — k)" em que pode
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4.1 Atividades

Vamos agora, apresentar atividades, nas quais, os alunos poderao resolver em grupos
e/ou individual com a mediagdo do professor.

Ao discutir qual é o melhor angulo de lancamento podemos aplicar conteudos relativos
a Fisica e Matematica para analisar tais fenémenos.

Uma sugestao ¢ iniciar os conceitos de balistica com a situacao do arremesso de peso.
Para isso os alunos precisam ter conhecimento de cinemaética e vetores.

Desprezando-se a resisténcia do ar e com base na figura 15, o engenho fica sujeito a uma
tnica forga (forca peso) e, portanto, fica sujeito apenas a aceleragao da gravidade.

Observamos que esse movimento pode ser considerado como o resultado da composicao
de dois movimentos simultaneos e independentes: um vertical e outro horizontal [22].

Vamos analisar inicialmente os dois movimentos separadamente.

O movimento na vertical é uniformemente variado, isto porque o engenho estd sendo
submetido a uma aceleragao constante a = —g (aceleragao da gravidade).

Com isso, podemos aplicar as funcées horarias do MUV.

1
Y = yo + vo,t + 5@752 (y em funcao do tempo) (4.1)
vy = vo, + at* (v, em funcio do tempo) (4.2)
”73 = v%y +2ay  (equac@o de Torricelli) (4.3)

Atividade 4.1.1. Qual é o mddulo da velocidade inicial vertical (vo,) e horizontal (vo,)?

Solugao Podemos aqui fazer uma revisao com os alunos sobre o conceito de vetor e, consequen-
temente, de trigonometria no triangulo retangulo. Fazendo a projecao no eixo Ox e Oy obtemos,

respectivamente, vg, = vocos ¢ e vg, = vgsen 0.
Atividade 4.1.2. Qual seria a altura maxima (H) do engenho?

Solugao A altura méaxima (H) sera obtida quando v, = 0 porque o engenho esté sendo subme-
tido a uma aceleracao a = —g, ou seja, a medida que o tempo passa, o médulo da v, diminui
enquanto o corpo sobe. No entanto, quando v, € zero, o corpo terd alcancado sua altura méxima,
pois, a partir dai, ele comega a descer e v, comeca, em médulo, a aumentar.

No ponto que v, = 0, temos y = H (altura maxima) e substituindo na equacao (4.3),

temos:

2

v, = U%y +2ay <= 0% = v3sen? § — 2gH
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que isolando H fica:

- v%sen2 0
29

Outra forma de encontrar (4.4), é substituir v, = 0 em (4.2), e isolar ¢ obtendo

(4.4)

0
0 = vgsen 0 — gt <— p= 25T
g

Dali, substitui em (4.1), ficando com

22 22
vosen 8 1lwvisen 6  wvisen® 0
H =0+ vgsen 0 - -0 = 0

g 2 g2 2g

como queriamos.

Atividade 4.1.3. Qual € a funcdo hordria do movimento horizontal?

Solugao Agora, analisemos o movimento na horizontal.

Como na horizontal ndo ha aceleracao, o médulo da velocidade v, é constante, ou seja, 0 movi-

mento é uniforme podendo ser descrito pela funcao horaria
x=x0+v0,t (xem fungdo do tempo) (4.5)

Atividade 4.1.4. Qual € o alcance mdzimo (A) do engenho?

Solugao Quando o peso retorna ao nivel de lancamento, temos que v, = —vg,. Substituindo

em (4.2), temos:

2v9,  2uvgsen 6
—v, =, — 9t = t= g': g .

Assim, substituindo em (4.5), vem:

2vpsen 6 vg - 2sen 6 cos 0
g g
e utilizando o fato de que 2sen # cos 6 = sen 26 chegamos a

A=x=ux9+ vyt =0+ vgcos 6 -

(4.6)

que é o alcance A do langamento.

Podemos aqui, demonstrar com os alunos que 2sen # cos 6 = sen 26 pelo método que o

professor achar conveniente [16] e [17].

Atividade 4.1.5. Mostre que neste caso o alcance mdzimo (A) serd obtido quando 6 = 45°.
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Solugao Mostramos isso no capitulo anterior com o uso de derivadas, no entanto, nao é conve-
niente utilizar esta ferramenta para os alunos do 1° ano do ensino médio.
Neste caso, como estamos admitindo que o engenho em ¢ = 0 s estd saindo do ponto
(0,0), o argumento é bastante simples.
2

. Ch - . .
Por (4.6), verifica-se que a constante —2 é positiva e, assim, o maior valor que (4.6) pode
g

assumir, é quando 0 < sen 26 for maximo, ou seja, quando sen 20 = 1, o0 que implica em 6 = 45°.
Atividade 4.1.6. Mostre que se 0 = 45°, entao A = 4H.

Solugao Os alunos nao devem ter dificuldades em resolver este problema, em vista de que é

uma aplicagao de (4.4) e (4.6), como segue.

De (4.4), vem
2
— visen? 45° - vj Q B lvj
N 2g 29 2 ] 4g
De (4.6), segue
s vgsen (2.45°)  wgsen 90°  vf

9 g 9

Assim, dividindo as duas expressoes acima, temos

e |S,

= =4 < A=4H

T
Al
Q‘odm

como queriamos.

4.2 Parabola

Sejam F um ponto e d uma reta num plano 7, com F ¢ d.
O conjunto de pontos P = (z,y) de m que estdo a mesma distancia de F' e d chama-se

de parabola. Assim,

pardbola = {P € m; d(P,F) =d(P,d)}.
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i
| eixo de simetria

d(P,F) = d(P.C)

Figura 4.1: Parabola

O ponto F' é chamado de foco da pardbola e a reta d de reta diretriz.

Na figura 17, temos V' que é o ponto da pardbola mais proximo de d e é chamado de
vértice da pardbola. A reta W que é perpendicular a reta diretriz e que contém o foco é
chamada de eixo de simetria ou apenas por eixo da parabola. Por dltimo, p = d(V, F) = d(V, D)

chama-se de parametro da parabola.

4.3 Equacao da Parabola

Vamos considerar a parabola com eixo de simetria 6 ﬁ sobre o eixo Oy e o vértice V da

parabola na origem.

PF =13

PQ = 13

Figura 4.2: Pardbola com o vértice na origem e o eixo de simetria no eixo Oy
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Atividade 4.3.1. Nessas condicdes, determine as coordenadas de F' e a equacao da reta diretriz.

Solugao Por definigao, d = (F,V) = p. Entao, F' = (0,p), com p > 0. Logo, a reta diretriz é
dada por d : y = —p.

Atividade 4.3.2. Determine a equacao reduzida da pardbola, isto €, a equagdo que verifica as

condicoes do foco pertencer ao eixo Oy e o vértice ser a origem do plano cartesiano.

Solugao Seja P = (x,y) um ponto genérico da pardbola. Entao,

d(P,F)=d(P,d) < /(x =0+ (y—p)>=y— (—p)|

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos

(Va2 +(y —p)2>2 =ly+p® = 2*+@-p’=@y+p)?
= 2 +y?—2py+p° =y*+ 2py +p?
— 2’ =dpy (4.7)
que é a equacao reduzida da parabola.
Analogamente, a parabola com vértice na origem e eixo de simetria sobre o eixo Ox tem
equacdo reduzida y? = 4pz.
Se uma parabola tem vértice no ponto V = (z¢,y0) e seu eixo de simetria VE || Oy,

conforme a figura 19 abaixo, sua equagao é dada por

(z — x0)* = 4p(y — o) (4.8)

eixo de
simetria

o o ] i i S

Wy, 1p) @

reta diretriz

Figura 4.3: Pardbola com o vértice V' = (xq,yo) nao necessariamente na origem e o eixo de

simetria paralelo ao eixo Oy



45

Desenvolvendo a equagao (4.8), obtemos

(x—20)? =4p(y —yo) < a° —2zx0+ 2§ = 4dpy — 4pyo

= 4py:x2—2xox+x(2)+4py0
1 2+4
2_%o, . (x5 + 4pyo)

= —x° — 4.9
V=T oy 1 (4.9)
Assim, uma funcio quadrética y = f(x) = az® + bz + ¢, com a # 0 representa uma
1 2+4
parabola com a = —, b = _*0 ec= w, sendo (g, yo) o vértice da parabola.
dp 2p 4dp

Atividade 4.3.3. Mostre que a trajetéria do engenho € uma pardbola.

Solugao De (4.5), temos que z = vgcos Ot < t = . Substituindo em (4.1), vem

vpcos 0

1 5 x 1 x 2
=psen 0t — —gt© = wvgsen 6 - B
y=n 29 0 vpcos 0 29 <vocos 9>

g 2

= tglor— ———=x
& 21}%0052 0

(4.10)

9

———=—— e b=1tgh.
2’1)8C082 0 &

= az’+ bz, coma =

Isso mostra que a trajetéria do peso é uma pardbola.

4.4 Atividades no computador

Os modelos aplicados para calcular a maior distancia que o engenho podera alcancar
foram realizados no Microsoft Office Excel. Entretanto, podemos utilizar para estes cdlculos
qualquer planilha eletronica. Garantimos de forma empirica, que quase todas as escolas do
ensino médio possuem uma sala de computadores com planilha eletronica.

Em virtude disso, além de realizar as atividades propostas no capitulo anterior envolvendo
o método de Ford-Walford, podemos discutir com os alunos o angulo de lancamento do arremesso
de peso de uma altura h, com h # 0.

Continuemos assim, com as atividades:

Atividade 4.4.1. No arremesso de peso, o atleta lanca o engenho de uma altura h, ou seja,
considere que o implemento saia do ponto (0,h), com h > 0. Determine as equagoes que des-
crevem seu movimento na horizontal e na vertical.

Depois, encontre uma funcdo quadrdtica que relaciona a altura vertical y em fungao do movi-

mento na horizontal x como na atividade (4.3.3).
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Solugao Desprezando-se a resisténcia do ar, os discentes poderao perceber que nada de novo

¢ realizado aqui. Assim, ao substituir ¢ = m (4.1), chegamos a y = h+tg 0 = —
9 2

— g2
2’08 cos? 6

vpcos 0

Atividade 4.4.2. Descubra a expressao que determina o alcance mdzimo (A) do peso utilizando

a fung¢ao que encontramos na atividade (4.4).

Solugao J4 vimos no capitulo anterior, que o alcance méaximo (A) é o valor de z, para y = 0.

Deste modo, resolvendo a equacao h + tg 60 = — %JP = 0, temos que x = A =
2vgcos® 6
2
v§cos 0 2gh
0 [sen 6+ , /sen? 6 + 792
g Yo

Atividade 4.4.3. Com uso de um software, analise pela equagdo (3.6) o angulo 6 que o peso

terd alcance mazrimo.

Com os alunos, podemos utilizar os softwares que vamos apresentar abaixo.
O primeiro é o Microsoft Office Excel, que pode ser substituido em sua auséncia por
qualquer outra planilha eletrénica similar.

Aqui, consideramos vy = 13,5 m/s, h =2,1m e g = 9,8 m/s?. Os valores do angulo de

lancamento serao analisados com uma variacao de 0, 5°.

A, B 5 D

1 Angulo Cosseno Seno Alcance

2 30 0,866025404 05 19,16245599
3 30,5 056162916 | 0,507535363 19,27384089
4 Ej 0857167301 |0,515038075 19,35114596
5 31,5 0852640164 | 0,5224558565 19,48431362
G 32 0,548045096 | 0,529915264 19,58326365
7 32,5 0543351446 | 0,537255605 1957793259
g i3 0538670565 | 0544635035 19,76825557
9 335 0,§338855822 | 0,551936985 19,6541659
10 3 0829037573 |0,559152903 1993561511
1 345 0824126189 | 0566406237 20,01253291
12 35 0819152044 | 0573576436 20,084586723
13 35,5 0814115515 | 0550702956 20,15256415
14 36 0,509016994 | 0557755252 2021557197
15 36,5 0,503856861 | 0594522757 2027354114
16 v 0,7/9863551 | 0601515023 2032732432
17 37,5 0,79335534 | 0605751429 2037557529
18 38 07858010754 |0B15661475 20, 419754

19 38.5 0782608157 | 06225146537 20,4585 1659
20 39 0777145961 | 0529320391 20, 49252529
21 39,5 0771624583 | 0636075822 2052144352
22 40 0766044443 | 064278761 20 5453568
23 40,5 0.760405966 | 0549445045 2056417275
24 4 075470955 | 0656059029 2057752123
25 41,5 0.748955721 | 0 BE2620045 2058655403
2B 42 0,743144825 | 0,669130606 20.59004515
27 42,5 0737277337 | 0675580205 20,58837067
2B 43 0,731353702 | 065199836 2058150872
28 43.5 0,725374371 | 0585354576 2056943954
30 44 07193398 | 062485837 2055214542
31 44,5 0,713250449 | 0,700909264 2052951069
32 45 0,707106781 |0,707 106751 2050182176

Figura 4.4: Verificacao do

melhor dngulo de lancamento
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Observe que colocamos na primeira coluna os valores dos angulos de lancamento, em
graus, e na segunda e terceira coluna os valores do cosseno e seno, respectivamente, de tais
angulos.

Por fim, na quarta e tltima coluna, temos os valores do alcance méximo (A) calculado
pela expressao (3.6).

Observamos que neste caso o melhor angulo de langamento é de 42°. Podemos também,
mudar as varidveis da altura de langamento e a velocidade inicial do engenho e discutir que o
melhor langamento sempre estd em torno de 42° quando h é proximo de 2 metros, como ja vimos
na capitulo anterior e em [11], [12] e [13].

O outro programa que podemos trabalhar com os alunos, chama-se Shot put [27], que
simula o arremesso de peso, onde nds determinamos como valores iniciais a altura h que o peso
é lancado, a velocidade inicial vy, a aceleracao da gravidade g e que se pode considerar ou nao
a resisténcia do ar.

Fixando a altura h e a velocidade inicial vy e variando o angulo de lancamento, também

verificamos que o maior alcance se da quando 6 ~ 42°.

6,26

5,62

4,98

4,35

3,71

3,07

2,44

1.8

1,16

0,53

éy Reset

a 151 3,82 5,73 7,65 8,56 11,47 13,38 15,3 17,21

19,1

Figura 4.5: Verificagdo do melhor dngulo de langamento sem a resisténcia do ar

Observa-se também, que a resisténcia do ar, pouco influencia no lancamento e que o

angulo que maximiza o alcance continua sendo 42°.



¥=18,83 m, v0= 13
%=18,93 m, \-'0
¥=18,92 m,
%=18,8

@ Reset

a 1,89 3,78 5,68 7,57 9,46 11,36 13,25 15,14 17,04

Figura 4.6: Verificagdo do melhor angulo de langamento com a resisténcia do ar

4.5 Funcao Quadratica

Verificamos que uma funcio f : R — R definida por f(z) = ax? + bx + ¢, com a,b e
c reais e a # 0 que é chamada de funcido quadrética, possui o grafico em forma de parabola.
Discutimos também, que a trajetéria do engenho, no vacuo, é regida por uma funcao do tipo
y = ax® + bx + c o que implica que sua trajetéria é parabdlica.

Esta situacao de modelagem matematica do levantamento de peso, pode também possi-
bilitar uma motivacao para o estudo das fungoes quadraticas.

Apoiando-se nesta hipétese, vamos propor as atividades abaixo, baseando-se em [20], [18]

e [17].

Atividade 4.5.1. Considere o trinémio do sequndo grau ax® + bx + ¢, onde a # 0, b e ¢ sdo

reais dados.
b

2
A
2(1) 12| onde A = b* — 4ac.

Demonstre que ax® +bx +c=a (m +

Solucao Basta colocar a em evidéncia e, depois, completar quadrado, como segue
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b
ar’ +br+c = a<x2+x+c>
a a

N VR S R A

N 2a 2a a

N ORI

I A 4a?2  a

_ a- x—i—i 2_(b2—4ac)
2a 4a?

[ b\* A

= a <x+2> —42], com A = b? — 4ac (4.11)

a a

como queriamos.

A expressao (4.11) é chamada de forma canonica.

Atividade 4.5.2. Utilizando (4.5.1), demonstre que, se A > 0, entdo as raizes da equagdo

ax® +bx + c = 0 sio dadas pela formula

b+ VA

> (4.12)

xr =

Solugao

ar’+br+c=0 <= a

— <x+b>2 A:
2a 4a2
— <m+b>2—A
2a 4a?

8
+
&=
II_L

!
]
|

!

—b+\/Ze

Atividade 4.5.3. Mostre que se A > 0, entdo as raizes reais da equacdo x1 = 5
a

VA
- 2a

T9 sao distintas.

Solucao Esta atividade é um bom exemplo para mostrar aos alunos algumas formas de demons-
tracao, podendo-se demonstrar de forma direta, utilizando a contrapositiva ou por reducao ao

absurdo.
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Vamos demonstrar pelo método de reducao ao absurdo, ou seja, suponha que A > 0 e
admitamos, por absurdo, que x1; = x9.

Assim, temos que

~b+VA  —b—VA
2a N 2a

b+ VA=-b-VA
VA = -VA

2VA =0

VA =0

A =0 o que é absurdo.

Tr1 = X9

A A

Logo, x1 e x2 sao distintos.

E f4cil verificar que se A = 0, entdo +=v/A = 0, o que implica que z; = x5 = —%.

Neste caso, dizemos que a equagao possui raiz dupla igual a —% [17] ou que o é raiz
de multiplicidade 2 [19].

Se A < 0, entdo VA ¢ R, e assim, diremos que a equagdo nao possui raizes reais.

Atividade 4.5.4. Sejam A >0 e x1 e x2 as raizes da equacdo ax® + bx + c = 0. Mostre que

b
X1+ T = —— (413)
a
e
c
= - 4.14
T1T2 o ( )
- . —b+ VA —-b—VvA -
Solugao Sejam 11 = ——— e 19 = ———, entao
2a 2a
—-b+vA —-b—+VA 2b b
2a 2a 2a a

A (—b+x/5> (—b—ﬂ) (VA +b)(VA - b)

2a 2a B 4a2
VA =8)  (A-»)

4a? 4a?
Como A = b? — 4ac, vem

(b?> —dac —b%)  4dac ¢
rT1\ro=--—-—=- —- = —
12 4a? 402  a

como queriamos.
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Atividade 4.5.5. Sejam x1 e x3 as raizes da fungdo f: R — R dada por f(z) = ax®+ bx + c,

com a,b,c reais e a # 0. Demonstre que
f(z)=az’ + bz +c=a(z — 1) (z — x2) (4.15)

Solugao Para demonstrar (4.15), vamos colocar a em evidéncia e, em seguida, utilizar (4.5.4).

Assim, temos

flz) = am2+bx+c

— a2+ 2o+ f)
(41

2% — (1 + x2)z + T122)

I
)

2

[
= a(2® — 117 — 227 + 2172)
(x — Tox — 21T + x1x2)

= alr(r —x2) — 71(7 — 72)]
= a(z —x1)(x — x2)

como queriamos.

Atividade 4.5.6. Seja f: R — R uma fungao quadrdtica.

Mostre que
. ) L b
a) Se a > 0, entdo f admite o valor minimo y = —— em x = ——.
4a 2a
. . L A b
b) Se a <0, entdo f admite o valor mdzimo y = I ME= o,
a a

Solugao Vamos demonstrar o item a). O item b) é feito de forma andloga e pode ser visto em
[18].

Da equagdo canodnica f(x) = az? +bx +c = a 5
a

b\? A ,
<:1;+ > _Zla?] obtida em (4.5.1),

2
A
e por hipdtese que a > 0, implica que o menor valor de f(x) se d& quando <x + 5 ) 12
a a

: A - . :

for minimo. Mas, a2 é constante, pois nao depende de x. Assim, o valor da diferenca
a

2

b\ A b ,
T+ — | — -—5 serd minimo quando ( z + ~— | for o menor valor possivel.
2a 4a 2a
2
Entretanto, esta parcela é o quadrado de uma soma, ou seja, (x + 2) >0, Vx € R.
a

2
b
Portanto, o seu menor valor serd quando <x + 2> = 0 que acontece se, e somente se, r = “9q"
a a
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Substituindo em (4.11), vem:

f(=b/2a) = a [(—zba + 2ba>2 - ﬁQI

como queriamos.

Atividade 4.5.7. Mostre que o vértice da pardbola da funcao quadrdtica f : R — R dada por

b A
=az?+b 5 dad V=|[-—— ——.
f(z) = ax® + bx + ¢ € dado por < 5 4@)

Solucao Segue da definicao da pardbola. O vértice é o ponto da pardbola mais préximo da reta

diretriz. Logo, é o ponto minimo ou méximo da func¢ao e como vimos em (4.5.7), esse ponto se

, b A
diem V = <_2a’ —4@).

Poderfamos também utilizar (4.9), isto é, vimos que a funcido f(z) = ax? + bx + ¢,

1 244
coma=—,b= _ %0 ec= w representa uma pardbola de vértice (xg,yp). Assim,
4p 2p 4p
substituindo estas relagoes em = = o temos
a
b —(—=3) .
= —— = =
e
2 244
(0 —dac) _(5?02_ .ﬁ.%)
YT - 4L
_(ﬁ _ 1. (ﬂf3+4pyo))
_ 4p?  p 4p
= T
P
I e ke
2 4p?
_ (v
4p?
= Yo-
Atividade 4.5.8. Mostre que a reta © = ~%g ¢ o eixo de simetria da pardbola cujo grdfico é
a

dado pela lei de uma funcao quadrdtica.

Solucao Ja vimos que a funcao quadratica tem como seu grafico uma parabola e que seu eixo de
simetria é paralelo ao eixo Oy. Por definicao, o eixo de simetria é perpendicular a reta diretriz
e, consequentemente, para este caso, perpendicular ao eixo Oz. Como o eixo de simetria contém

o vértice da parabola, entao fica facil mostrar que a parabola possui a equagao r = —5, como
a
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seu eixo de simetria.

Uma outra maneira de provar isso, é mostrar que dado um ponto A que pertence a

—b
pardbola, definida pela funcao quadrética, tal que A = (2(1 - M, y), com M € R, existe
b )
B = <2a + M, y) € parabola, com y = f(—% - M) = f(—% + M).
—b
Assim, e considerando que A = (2 — M, y) pertenga a pardbola definida por (4.11),
a
temos
b b b\? A
105 =M = “[(‘za‘ 2> R
A
= —M)? —
o| a2 5]
A
= JY/ R —
(=)
b b\°> A b
= A M+ ) S =2 M
a[( 2a T TY > 2| =/t M)

como queriamos.

Encerraremos este trabalho aplicando estes conhecimentos sobre funcées quadréticas para
resolver problemas de aplicagdo. Para este propdsito, podemos aplicar as atividades abaixo e,
também, utilizar [17] e [21].

vasen 20

Atividade 4.5.9. Mostre pela eq. (4.10) que para x = 5
g

o engenho estard com altura

mdzima (H).

Solucao O ponto de altura maxima (H) é quando y = f(—b/2a) = f(z,). Assim,

b —tg 6
Ty =——"" = ——5—
2a _ —29
2v3C082 6
sen 0 v%cos2 0

cos 6 g
visen 6 cos 0
g
vg - 2sen 0 cos 0
29
visen 20
29

v3sen? 0

Atividade 4.5.10. Mostre pela eq. (4.10) que a altura mdzima (H) é H = 5
9



Solugao A altura méxima é o valor de f(z,) =

H:_(62—4ac) _

54

A
~b/2a) =y, = H = ——. Logo,
f(=b/2a) =y 1o Loso

—tg? 6

4da

_4g
2v3C082 6

sen? 6 211(2)cos2 0

cos2 0 4g
1}88@112 0

2g

Atividade 4.5.11. Mostre pela eq. (4.10) que o engenho terd alcance (A) mdzrimo em x =

v%sen 20
p .

Solugao O valor de A é a raiz x3 da fungao definida por (4.10), tal que 0 = z; < z9 = A. Logo,

colocando x em evidéncia, temos

(9
21}80052 ]

como queriamos.

+tg0>:O <~ rz=0o0uz =

tg 0 -2 v3cos® 0
g
v3 - 2sen 0 cos 0

g
v%sen 20

9




Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho fizemos um estudo de sequéncias reais culminando com o teorema que se
uma sequéncia é limitada e mondtona, entao é convergente.

Com este teorema e com o método de Ford-Walford, discutimos como determinar o ponto
de estabilidade de sequéncias convergentes.

Discutimos com um exemplo o processo de modelagem matematica de um modelo expo-
nencial assintético para a corrida dos recordes mundiais femininos de 100 metros rasos.

Apés a realizacdo do exemplo, fizemos o modelo exponencial assintético dos recordes
mundiais masculinos no arremesso de peso.

Discutimos quais sdo as variaveis que interferem no melhor langamento de um arremesso
de peso. Analisamos a resisténcia do ar e o angulo de lancamento.

Mostramos que o melhor dngulo de lancamento varia com a altura e para esta Unica
variavel o angulo fica otimizado com o valor de 42°.

Discutimos que a energia cinética e a energia potencial gravitacional estao relacionadas
com o desempenho dos atletas.

Com isso, relatamos que é melhor para que o atleta transmita ao engenho maior energia
cinética do que energia potencial gravitacional, fazendo com que o melhor angulo de lancamento
para os atletas de alto nivel se torne entre 40° e 42° [12].

Encerramos, sugerindo algumas atividades que podem ser aplicadas a primeira série do
ensino médio.

Inicialmente, podemos discutir os modelos exponenciais obtidos por uma equacao de
diferencas de 1? ordem e desenvolver modelos matematicos em planilhas eletronicas.

Depois, podemos discutir que o trajeto do engenho é uma parabola se nao considerarmos
a resisténcia do ar.

Com isso, discutimos a defini¢do de parabola e relacionamos o seu grafico com a funcao

95
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quadréatica.

Assim, sugerimos algumas atividades envolvendo a funcao polinomial do 2° grau e tam-
bém relacionamos com o estudo da balistica do arremesso de peso.

Acreditamos que esta é mais uma forma de tentar mobilizar os alunos para o assunto de
funcdo quadratica e discutir algumas solucoes de forma computacional, mostrando que a mate-
matica serve para fazer inferéncias, desenvolver teoria, testar hipdteses e solucionar problemas.

Encerramos aqui, discutindo que os modelos mateméticos foram criados com uma mate-
matica simples, acessivel para os alunos do ensino médio.

Entretanto, tais modelos podem ser melhorados e que outras varidveis podem influenciar
o modelo que nao foram aqui discutidas, como exemplo, a latitude e altitude que os atletas estao

ao participar da competicao.
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