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RESUMO

DESANTI, Diego Mathias. INDETERMINACOES. 86 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnol6gica Federal
do Parana. Curitiba, 2017

Este trabalho mostra um estudo sobre as sete indeterminacdes matematicas. Apresenta uma
andlise de livros didaticos de Célculo e mostra que esse assunto € tratado de forma semelhante
por todos eles, mediante aplicacdo da Regra de L"Hospital. A proposta deste trabalho € fornecer
explicacdes mais completas e adequadas ao entendimento de estudantes, professores e entusiastas
da Matematica sobre indeterminacdes. O texto contém uma lista de exemplos sobre todas as
possibilidades de interminacdes através de limites cujo resultado pode ser igual: a zero, infinito,
constante nao nula, ou limite nio existente. Além disso, traz uma analise contextualizada dessas
expressoes através da Historia da Matematica e de como a tentativa de compreender o infinito
trouxe avangos significativos tanto na Matemadtica quanto na Filosofia, para resolver problemas

como o hotel de Hilbert e os paradoxos de Zenao.

Palavras-chave: Indeterminagdes. Calculo Diferencial e Integral. Histéria da Matematica.






ABSTRACT

DESANTI, Diego Mathias. INDETERMINATE FORMS. 86 pg. Dissertation - Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2017

This work is about the seven mathematical indeterminate forms. It presents a review of many
Calculus textbooks and shows that all of them treat the subject of indeterminate forms in similar
way, by using the L’Hospital’s rule. This study aims to provide a more general explanation of
indeterminate forms to Math students, teachers, and enthusiasts. For each indeterminate form, it
shows examples of limits that are equal to zero, infinite, a non-zero constant, or does not exist.
It also discusses how the notion of infinity solved paradoxes in Mathematics and Philosophy

throughout the history, such as Hilbert Hotel and Zeno paradoxes.

Keywords: Indeterminate forms. Differential and Integral Calculus. History of Mathematics.
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INTRODUCAO

Do diciondrio da lingua portuguesa a palavra indeterminacao significa aquilo que nao
estd determinado, que € indefinido. No &mbito da Matemadtica, Lima afirma que essas férmulas
sdo “desprovidas de significado matemético” (LIMA, 2011). Na Algebra Linear, por exemplo,
a palavra indeterminagdo aparece para descrever um sistema de equagdes lineares que possui
infinitas solu¢des (IEZZ1; HAZZAN, 1977). No Célculo a indeterminagdo aparece para descrever
as sete formas indeterminadas em limites, das quais, duas envolvem um quociente, 0/0 e oo /o0,

uma multiplicacdo, 0 - co, uma subtragio, oo — oo e trés poténcias, 0°, oo e 1°.

Ao analisar qualquer uma dessas expressdes, o questionamento sobre seu valor ou o
resultado produzido € inevitavel. Ora, todo nimero elevado ao expoente zero € igual a um,
portanto deve-se ter 0° = 1 ou entdo, co — oo = 0 pois essa é uma subtracio de um mesmo
simbolo, e ainda, 1°° = 1 pois nesse caso, ha infinitos fatores iguais a um e um multiplicado por
ele mesmo s6 pode ser um. Parece natural deduzir que essas afirmacdes sao verdadeiras devido
as defini¢des, propriedades e teoremas da aritmética que o estudante v€ ao longo de sua carreira

estudantil.

Porém, deve-se analisar essas expressdes com maior cuidado. Por exemplo, o significado
de 1°° é um limite em que

: (x)
lim f(x)?

com lim f(z) = 1e lim g(z) = co. Assim, deve-se ter clareza que escrever 1°° é um abuso de
Tr—ra r—a

notacdo. Ao esquecer disso, poderia-se escrever

1*=1-1-1-...-1-
infinitos fatores

Porém, pela propriedade da divisdo de poténcias de mesma base

100

o
Mas o que signifca oo — oo? Como resolver essa subtracdo? Lima afirma, “deve-se observar
enfaticamente que +00 € —oo ndo sdao ndmeros reais” (LIMA, 2008), assim, ndo é possivel
concluir que oo — oo € igual a zero necessariamente como se imagina. Vale ressaltar que
expressdes que envolvem o simbolo infinito ndo aparecem com muita frequéncia nos niveis
basicos de ensino, o que leva o estudante a cometer o erro de operar esses simbolos como se

fossem ndmeros, o que ndo deveria ocorrer.

Ao iniciar no Ensino Fundamental o estudo do conjunto dos nimeros naturais e suas
operagoes, a divisao de dois nimeros naturais € assim definida, x € divisivel por y # 0 se existe
um ndmero natural k£ tal que x = y - k (LIMA, 2011). A maioria dos livros didaticos nesse nivel

de ensino omitem expressdes do tipo 1/0. Como explicar para o estudante que essa divisdo é
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impossivel? O fato € que expressdes desse tipo causam curiosidades e sua compreensao nao
€ imediata. O professor deve ter condi¢des de explicar para o estudante o porqué da restrigao

y # 0 sem fazer mencdo ao limite
1

lim —.

y—0 Y
Uma alternativa seria expor algebricamente esse resultado através da definicdo de divisao,
mostrando-lhe que ndo existe um ndmero natural % tal que = seja divisivel por zero, ou seja,
essa divisdo € impossivel. Outra alternativa seria mostrar aritmeticamente a divisdo de um por
valores cada vez mais proximos de zero, tanto positivo quanto negativamente, para que o aluno
perceba intuitivamente que ao tomar como divisor valores postivos préximos de zero o quociente
torna-se cada vez maior, eventualmente superando qualquer nimero positivo fixado (KAPLAN;
LEWIS, 1977). Verificar os quocientes da divisdo de um, por valores pequenos proximos de zero

€ andlogo ao aplicar valores do dominio da fungfo f tal que
1

flx) = =
e observar suas imagens. Kaplan afirma, “ndo podemos dizer que f(z) se aproxima de nenhum

numero real”, isto €, sua imagem cresce ou decresce indefinidamente (KAPLAN; LEWIS, 1977).

No campo de estudo dos nimeros racionais, representado pelo conjunto
Q={z=a/bjacZebec N},

em que N* e Z sdo o conjunto dos ndmeros naturais ndo nulos e o conjunto dos nimeros inteiros
respectivamente, tem-se a restricdo de o denominador b ser um nimero natural diferente de zero
enquanto que o nimero a pode ser qualquer inteiro, inclusive o proprio zero. Afinal de contas, o
que acontece se ambos os nimeros fossem iguais a zero? O que significa matematicamente a
expressdo 0/0? Por que essa expressdo € dita indeterminada? Essas sdo questdes que causam
uma certa curiosidade no estudante a0 mesmo tempo que causa desconforto ao professor em

fornecer-lhe explicagcdes de forma adequada e didatica.

O aparecimento de indetermina¢des matematicas no Ensino Fundamental ndo se resume
a expressdo 0/0. No estudo da potencia¢do de nimeros racionais a compreensdo da expressdo

a’ = 1, para a # 0 ndo é imediata.

Dado um nimero real positivo a, para todo n € N, a poténcia a” de base a e expoente n
€ definida como o produto de n fatores iguais a a. Para n = 1, como ndo hd produto de um s6
fator, pde-se a' = a, por defini¢do (LIMA et al., 2012). A defini¢do indutiva de a” é: a' = a e
a"t! = @" - a. Para quaisquer m, n € N, tem-se a™ - " = a™"™ pois em ambos 0s membros
desta igualdade tem-se o produto de m -+ n fatores iguais a a. Assim, a igualdade a° - a! = %!
deve ser vdlida, logo a” - @ = a implica a dnica defini¢do possivel: a® = 1 (LIMA et al., 2012).
Dessa forma, o estudante € convencido de que a® é realmente igual a um. Mas, entdo, qual é o

valor de 0°? E totalmente natural o aluno concluir entdo que 0° também & igual a um. No entanto,
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ele deve ter o entendimento das defini¢des e propriedades da potenciacdo, onde a poténcia a” s6

¢ vdlida para valores de a diferentes de zero.

Ja no Ensino Superior, no estudo de limites e derivadas de uma funcio real, a indetermi-
nacdo 0/0 geralmente aparece pela primeira vez no célculo de limite de fun¢des racionais, por

exemplo,

a2 =4
lim :
=2 1 — 2
Como = = 2 € um zero das fun¢des envolvidas no numerador e no denominador da fungdo
2
v —4
r) = —F7
fla) =S,
ao efetuar a substituicdo de x por 2 tem-se a indetermina¢do da forma 0/0. Nesse caso, a
estretégia de resolugdo consiste em fatorar o numerador, tal que z° — 4 = (x + 2)(z — 2) e
efetuar a simplificacdo com o denominador, isto &,
2
ozt —4 . T+ 2)(x—2
lim = lim ( I )
z—=2 1 — 2 z—2 x—2

zig(x+2) =4.

Ainda sobre a indeterminacdo 0/0, ela aparece também na defini¢do de derivada cuja
interpretagcdo geométrica é o coeficiente angular m da reta tangente & uma curva y = f(x) no
ponto P = (a, f(a)), dada pela expressdo

L f@ - fa)

Tr—a xrT — Q

Os limites fundamentais trigonométrico e exponencial geram as indeterminagdes 0/0 e

1°° respectivamente. O limite trigonométrico fundamental é dado por
. senx

lim

z—0

cujo limite € igual a um. Note que efetuar a substituicdo direta de x = 0 gera a indeterminagao

0/0, pois sen 0 = 0. J4 o limite exponencial fundamental dado por

1 x
lim (1 + ) ,
r—+00 €T
produz a indeterminacio 1°°. No entanto, € possivel provar que o limite exponencial fundamental

€ igual ao numero irracional e cujo valor aproximado € 2,718281828459... (FLEMMING;
GONCALVES, 2006).

O objetivo desse trabalho € apresentar as sete formas indeterminadas e entender como
essas expressoes surgiram na Matemadtica. Mais ainda, o objetivo € mostrar aos estudantes e
professores de Matematica que as indeterminacdes surgem em diversas situacdes e em diferentes
contextos da Matemaética, bem como propiciar ao leitor explicacdes mais adequadas sobre o
significado de cada forma indeterminada, explicacdes essas, diferentes das apresentadas em

tépicos do Calculo Diferencial e Integral na aplicacdo da Regra de L’Hospital.
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No primeiro capitulo serdo apresentados as possiveis combinagdes de fungdes que geram
as sete formas indeterminadas bem como a resolucdo de exemplos de limites indeterminados
do Calculo de modo que o resultado desses limites seja nulo, infinito, uma constante nao nula
ou um limite inexistente. Para tal exemplificacdo, serdo utilizadas fun¢des bdsicas e diversas
estratégias de manipulagdo algébrica como por exemplo, a fatoracio e a aplicacdo da Regra de

L’ Hospital, de modo a tornar a resolug¢do a mais clara e didatica possivel.

O capitulo 2 serd dedicado a anélise de alguns livros cléssicos de Calculo Diferencial e
Integral de modo a verificar a forma com que essas obras apresentam esse assunto € 0 momento

do estudo que ocorre o desenvolvimento das ideias em torno do conceito das indeterminacdes.

Por fim, no capitulo 3 intitulado “Outro olhar para as indeterminacdes” serdo apresentados
em diferentes contextos as sete expressdes indeterminadas. Para citar alguns desses contextos,
os paradoxos de Zendo estdo ligados a expressao 0 - oo que surge para explicar a multiplicacao
de infinitos elementos que tendem a zero. Ainda na expressdo 0 - 0o, a fungdo Delta de Dirac
possui integraligual a 1 e calcula a drea de um retangulo, de modo que seu comprimento pode
variar ao infinito e sua altura tender a zero, logo, tem-se um retangulo de drea oo - 0 = 1. Ja
na subtracdo dos elementos oo — 0o, sabe-se que ndo é possivel operd-los como se fossem
nimeros, no entanto, um interessante contexto € apresentado no paradoxo do Hotel de Hilbert
que possui infinitos quartos e infinitos hdspedes. A explica¢do da indeterminagdo 1°° fica a cargo
da andlise e demonstracao do limite exponencial fundamental que resulta no nimero de Euler,
bem como seu surgimento dentro da Historia da Matematica e sua aplicagdo em logaritmos. Para
as indeterminagdes 0/0, 0° e oo” a andlise serd através da verificagio intuitiva do comportamento
dessas expressoes através de manipulacdes aritméticas, defini¢cdes e propriedades da divisdo e da

potenciagao.
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1 AS SETE INDETERMINACOES

As sete indeterminagdes do cdlculo de limites sdo: 0/0, 0°, 0o/o0, 0 - 00, 00 — 00, 00 €
1°°. O objetivo deste capitulo € apresentar e resolver exemplos elementares de limites que geram

as sete formas indeterminadas cujos resultados podem:

(a) serigual a zero,
(b) serigual a co,
(c) serigunalak € R (k # 0) ou

(d) nao existir.

1.1 0/0

Considere lim f(z)/g(x), em que lim f(z) =0e lim g(z) = 0.

Tr—a

2

(a) lim —
z—0 g

Como x tende a zero por valores diferentes de zero, entdo a simplificacdo do numerador e

do denominador pode ser efetuada, logo

1.2

lim — =limxz = 0.
z—0 xz—0

LT
(b) lim —
x—0 x3
Neste caso, simplificando o numerador e o denominador, tem-se
. x o1
lim — = lim — = co.
z—0 xg z—0 $2

senx

(¢) lim
z—0
Este cléssico limite € conhecido como limite trigonométrico fundamental. Para resol-
ver com facilidade esse limite, basta aplicar a Regra de L' Hospital.

. senw . (senz) ,
lim —— = lim —— = limcosz = cos( = 1.
=0 x—0 (x)’ z—0

Note que essa resolucdo nao pode ser considerada uma prova do limite trigonométrico
fundamental, pois utiliza a derivada da fun¢do seno, cuja demonstragdo utiliza o limite
trigonométrico fundamental, sendo assim um raciocinio circular. A demonstracdo deste

limite estd na Sec¢ao 3.1.
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(d) lim m

z—0

Por defini¢dao

r, se x>0,
|| =
—x, se x <0.

Assim, calculando os limites laterais tem-se

lim — = lim — = lim 1 =1,
z—0t I z—0+ T z—07T
€
T =
lim u: lim — = lim —1= -1
z—0—- X =0~ X z—0—

Portanto, conclui-se que

nao existe, pois seus limites laterais sdo distintos.

1.2 0°

. . (z) . _ : _
Considere lim f(z)9") onde lim f(z)=0e lim g(x) = 0.

(@) lim 0”

z—0t

Como z tende zero por valores diferentes de zero entdo lim 0¥ = lim 0 = 0.
z—0t z—07t

(b) lim (27%")V/=

T—r—00

Note que 2" — 0 e 1/ — 0 quando  — —oo. Assim, lim (27%*)'/* & equiva-

T—r—00

lentea lim 2% = oo.
T——00

: z\1/x
© (29

Este limite é equivalente a lim 2 = 2

T—r—00

(d) lim (21/:1:)x sen(1/x)

z—0~

Este limite é equivalente a li%l 2sen(1/2)  Mas h%l sen(1/x) ndo existe, pois varia em
z—0— z—0—
[—1, 1], logo hI(I)l 25en(1/2) varia em [1/2; 2], ou seja, ndo existe.
x—0—
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1.3 oo/oc

A Regra de L'Hospital também pode ser utilizada diretamente para essa indeterminagao.

Considere lim f(z)/g(z), onde lim flz)=ce lim g(x) = 0.

o .1
Este limite € equivalente a lim — =0
T—00 ¢

2

(b) lim =

T—00
Efetuando a simplifica¢do tem-se 1i_>m r = 00.
x o

. €
©

Este limite € equivalente a wll_{go 1=1
(2 + senx)

@ i

Nesse caso, o limite pode ser reescrito como lim (2 + senx) que varia em [1, 3], ou
T—r00

seja, nao existe.

14 0-oc0

Considere lim f(z) - g(x), em que lim f(z)=0e lim g(x) = oo.

_ 1
@ fm e s

Efetuando a simplificagéo tem-se lim z - — = lim — =0
T—00 x T—00 v

1
1 2 D
(b) xh_])fgo T .

1
Efetuando a simplificacdo tem-se lim z?- — = lim x = oo

T—00 €T T—00

, 1
© lme g

Efetuando a simplifica¢do tem-se Jl_)Igo 1=1.

@ lim z- =%

T—00

Esse limite pode ser reescrito como h_)m sen z que varia em [—1, 1], logo ndo existe.
T—>00
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1.5 oo—o0
Considere ig}r}l[f(a:) — g(z)], onde lim f(z)=o00e lim g(x) = oo.
@ (oo

Efetuando a subtrag@o dos termos tem-se le 0=0.
Tr—00

® Jim (a2~ )

Como x é comum a ambos os termos, pode-se colocd-lo em evidéncia. Assim tem-se

lim z(z —1) = oo,

() lim [(z — 1) — 2]

Reescrevendo esse limite tem-se lim 1 =1
r—r0Q0

(d) lim [(z +senz) — ]
Efetuando a subtracdo de = tem-se liII(l) sen x que varia em [—1, 1], portanto ndo existe.
T—

1.6 o

Dadas as fungdes f e g tais que lim f(x) = oo e lim g(z) = 0, entdo lim f(2)*) tem a

forma oc”.

(a) lim (2°°)~1/=

T—00

Aplicando a propriedade da potenciacdo tem-se o limite xll_)rglo 27" =0.

(b) lim (27)Y/*

T—r00

Esse limite é equivalente lim 2%/* = lim x = oo
Tr—00 T—00

Aplicando a propriedade da potenciacdo tem-se mh_{go 2=2.

(d) lim (21/:1:):17 sen(1/x)

z—07F
Note que 2"/ — oo, enquanto que xsen(1/x) — 0 quando x — 0F. Esse limite é
equivalente a lim 2°°*("/*). Mas lim senx variaem [~1,1], logo lim 2°*(/*) varia em

z—=0t ; z—0t
[1/2;2]. Portanto o limite néo existe.
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1.7 1%

Considere lim f(2)9@), onde lim f(z) =1elim g(z) = oc.

Tr—a

: 1/x\x?
@ L (2

Aplicando a propriedade da potenciacdo tem-se lim 27 = 0.

T—r—00

; 1/x\2?
(b) lim (27)

Analogamente ao exemplo anterior, esse limite € equivalente a lim 2% = oo.
T—r—00

(© lim (21/7)*

T—r00
Nesse exemplo, tem-se lim 2 = 2.
T—00

(d) lim (20@)/=)"

T—r00

Aplicando a propriedade da potenciacao, esse limite pode ser reescrito como h_)m 2%ene,
€T oo

Como sen x variaem [—1, 1] entdo lim 2" varia em [1/2;2]. Portanto, lim (256“@)/ x>x

ndo existe.

1.8 UMA EXPRESSAO DETERMINADA

Ao observar todas as formas indeterminadas parece estar faltando uma combinagio de
simbolos, a forma 0°°. Essa expressdo ndo faz parte desse rol, isto €, 0°° ndo € indeterminado
(STEWART, 2016a) . Para mostrar que essa expressao nao ¢ uma indeterminagao, considere
lim f(z)9%) onde lim f(x) = 0e lim g(x) = co. Como a fungdo exponencial e logaritmica sdo
r—a r—a r—a
inversas uma da outra, tem-se

lim f(x)g(x) — lim elnf(x)g(r) — lim eg(z).lnf(m) =0

z—a z—a z—a !

pois o expoente tende a —oo. Note que a funcdo exponencial € continua, permitindo que seu

célculo ocorra ap06s a aplicagdo do limite no expoente.
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2 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Este capitulo € dedicado a analisar como livros didaticos abordam o tema indeterminagdes.
O objetivo da andlise € verificar o tipo de abordagem que esses livros tratam o assunto, bem
como verificar o momento em que o assunto € discutido e se essas questdes sdo apresentadas de
forma didética e satisfatoria ao estudante ou o professor de Matemética que deseja se aprofundar

no assunto.

Todos os livros analisados nesse capitulo trazem a definicdo da derivada f” de uma fungio

real f de uma variavel real. No estudo de limites, a expressao

f(z) = f(a)

MR T T

aparece para calcular a inclinagdo da reta secante a curvay = f(x) nos pontos P e () pertencentes

ao gréfico da fungdo f conforme ilustra a Figura 1.

Figura 1 — Reta secante a fun¢@o f nos pontos P e ()

Quando movimenta-se o ponto () ao longo da curva em direcdo ao ponto P tem-se a
inclinagdo da reta tangente a curva no ponto P de coordenadas (a, f(a)) conforme ilustra a
Figura 2.
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Figura 2 — Reta tangente a fungéo f no ponto (a, f(a))

)] AR i

g.—---—————-

Desse modo, a interpretacdo desse movimento do ponto () até “atingir” P é dado como
o limite de mpg quando x tende a a. No estudo de derivada esse limite € exatamente a derivada
f' da fungdo f no ponto x = a dada por
oy S@) — fla)
flo=lm=——c
As obras em sua grande maioria ndo mencionam a palavra indeterminac¢io, mas note que a

indeterminacédo 0/0 estd implicita nesse limite, para isso, basta substituir o valor a em z.

Outro cléssico exemplo que aparece na maioria dos livros de Célculo € o limite de
funcdes racionais que geram indeterminacdes quando € substituido o valor para o qual a varidvel
independente da funcdo estd tendendo. Para eliminar essa indeterminagao fatora-se o numerador
ou o denominador da fungdo. Observe o exemplo

o2t -1
lim :
z—1 ¢ — 1

Como x = 1 € um zero tanto do numerador quanto do denominador, tem-se uma indeterminagao
do tipo 0/0. Para resolver esse problema, reescreve-se o numerador como y = (z — 1)(z + 1)
de forma que o fator x — 1 é cancelado com o denominador, pois ambos sdo diferentes de zero

quando x — 0. Dessa forma, tem-se

21 —1 1
lim — :lim(x )@+ >:hm(w—|—1):1—|—1:2.
=1 ¢ —1 z—1 r—1 x—1

O estudo das indeterminagdes ocorre geralmente na se¢ao que trata da Regra de L’Hospital.
A Regra de L’Hospital foi publicada pela primeira vez em 1696 no livro Analyse des infiniment
petits do marqués de L”Hospital, mas na verdade ela foi descoberta em 1694 pelo matemaético
suico John Bernoulli (STEWART, 2016a). A Regra de L’Hospital € um teorema que ajuda
a resolver limites que produzem indeterminagdes da forma 0/0 e co/oco com a aplica¢do de

derivadas nas func¢des envolvidas. Vale ressaltar que pode-se encontrar algumas vezes L' Hospital
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escrito como L’Hopital, mas ele soletrava seu proprio nome como L’Hdspital , como era comum
no século XVII (STEWART, 2016a).

Teorema 2.1 (Regra de L'Hospital). Suponha que f e g sejam derivdveis e g'(x) # 0 em um
intervalo aberto I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que ilg}l f(z) =0e

lim g(x) = 0 ou que lim flz) =+occe lim g(x) = £oo, entdo

@) )
g )

se o limite do lado direito existir (ou for co ou —o0).

Assim, a interpretacdo da Regra de L"Hospital € que o limite da razdo de duas fungdes €
igual ao limite da razdo da taxa de variacao das duas fun¢des, quando estas geram indeterminacdes

do tipo 0/0 ou oo/ oc.

Embora a regra se aplique apenas a indeterminagdes do tipo 0/0 ou oo/oo, é possivel
modificar as demais indeterminagdes para utilizar a regra. A Tabela 1 mostra as sete formas
indeterminadas, as condi¢des em que os limites apresentam essas indeterminacoes e artificios
algébricos para a realizacdo das transformacgdes necessdrias para a aplicacdo da Regra de
L’ Hospital.

Tabela 1 — Transformagao de indeterminagdo para o caso 0/0

Tipo Condigdes Transformagao

0/0 | lim f(z) =0, lim g(z) = 0 lim f;(;f)
o/o0 | lim f(x) = oo, i g(x) = oc tiy Z127 — iy /967
0-00 | lim /(z) = 0. lim g(z) = 0 liy f(a)o(o) = iy 7 7

1/g(x) —1/f(x)

00— 00 | lim f(x) = o0, lim g(a) = o0 | lim(f(a) - g(«)) = im 55 00

r—a
0° | lim f(z) = 07, lim g(z) = 0 lim f ()71 = exp lim e
T—a T—a T—a T—a 1/ In f(l‘)
I
1| /) = Lmole) =00 | lim o) = explim 37
—— — - . @ — oxp lim — 9
oo’ | I f(x) = oo Jimg(e) =0 | lim () = explim ) "o

Caso seja conveniente, é possivel transformar as indeterminag¢des para o caso co/oc.

2.1 JAMES STEWART

O livro “Célculo” volume 1 traduzido da 7* edi¢do norte americana foi escrito pelo

renomado Professor emérito da McMaster University, James Drewry Stewart e publicado pela
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editora Cengage Learning em 2016 (STEWART, 2016a).

Além das indeterminagdes da forma 0/0 e co/o0, que aparecem no inicio do estudo de
limites, a indeterminac¢ao co — oo aparece pela primeira vez na se¢ao 2.6 que apresenta como
notagdo lim f (x) = oo para indicar que os valores de f(z) tornam-se grandes quando x se
torna grande. Segundo Stewart, na indeterminagdo oo — oo hd uma disputa entre f e g de forma
que se f ganhar, a resposta serd oo, se g ganhar a resposta serd —oo ou haverda um equilibrio
entre eles resultando em um nimero. Para resolver essa questdo, no capitulo 4 sdo mostradas
formas de transformar a diferenga de infinitos em uma indeterminacéo da forma 0,/0 ou oo /o0,

ja que a Regra de L"Hospital contempla apenas estas duas ultimas formas.

O capitulo 4 € dedicado as aplicagdes de derivadas. Na secdo 4.4, sdo apresentadas as
formas indeterminadas e aplicacao da Regra de L'Hdspital, bem como sua importancia para
a resolucgdo de limites que ndo podem ser calculados facilmente com artificios algébricos. Na
sequéncia, a Regra de L’Hospital € enunciada e exemplificada através de exemplos das sete
formas indeterminadas. Na indeterminag@o 0 - co tem-se que se lim f (x)=0e lim g(x) =0
(ou —00), entdo ndo estd claro qual € o valor de lim [f(x) - g(x)], se houver algum. Hd uma
disputa entre f e g. Se f ganhar a resposta € zero; se g vencer, a resposta serd oo (ou —oo). Para

lidar com essa indeterminacdo o produto f - g pode ser escrito como um quociente:

f g
9f =-7-oufg=——.
/g 1/g
Isso converte o limite dado na forma indeterminada do tipo 0/0 ou co/oo de modo a usar a

Regra de L"Hospital.

Para finalizar a secdo 4.4 o livro apresenta as poténcias indeterminadas em que varias

formas surgem do limite lim [f(x)}***) como 0%, 0c” e 1.

2.2 LOUIS LEITHOLD

O livro “O Caélculo com Geometria Analitica” 3* Edi¢do, volume 1 foi escrito por Louis
Leithold e publicado pela editora Harbra em 1994 (LEITHOLD, 1994).

O capitulo 2 trata dos limites e continuidade. Para iniciar os estudo de limites, € proposta

a andlise da fun¢do
22413
B r—1

()

atribuindo valores para z préximos de 1 de modo a verificar de qual valor a fun¢do se aproxima.

)

Nesse caso, tomando valores menores e maiores do que 1 e préximos de 1, a funcdo f
se aproxima de 5. A atribuic@o de valores para x na vizinhanca do nimero para o qual x esta
tendendo € uma forma de perceber o comportamento da funcao, isto é, uma forma de verificar

para qual valor f esta se aproximando, tendo em vista que, nesse exemplo x = 1 ndo pertence
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ao dominio de f. Assim o estudante tem uma inicia¢io ao estudo de limites de forma mais
intuitiva, para que adiante se possa compreender a prova de que tal limite de fato se aproxima
de 5 quando x se aproxima de 1 utilizando a defini¢do formal de limites. Nesta se¢do a palavra
indeterminagdo ndo é mencionada para designar as expressdes 0/0. A substitui¢do de valores na
vizinhanca de a nos limites }3% f(x) é feita para diversos exemplos inclusive para limites no

infinito como por exemplo
21
im ——,
r—+oo 12 4+ 2
que nesse caso toma-se valores para x tdo grande quanto se queira de modo que essa fun¢do com

a forma indeterminada oo /oo tende a 2.

E no tltimo capitulo que sdo apresentadas as indeterminacdes. A segdo 11.1 é iniciada

com a ilustragcdo do limite do quociente de duas funcdes

o S im @)
= g(x) — lim g(x)’

desde que glgré g(x) # 0 e cuja aplicagéio ndo pode ocorrer nos casos que envolvem expressdes
da forma 0/0 e oco/co. Nesse sentido, pela primeira vez é definido que “se f e g forem duas
fungdes tais que glgl_r)rtll f(z)=0e glcll}I(ll g(x) = 0 entdo f/g tem a forma indeterminada 0/0 em a”.
Para tal, a Regra de L’Hospital é enunciada e exemplificada para ambos os casos 0/0 e co/oc.
As demais formas indeterminadas também sdo contempladas nesta sec¢do, frisando que 0 - (+00),
+00 — (+00), 0°, (200)° e 1> devem ser reduzidas a forma 0,/0 ou co/oc através de artificios

algébricos.

2.3 GEORGE BRINTON THOMAS

O livro “Célculo”, 10* edicao, volume 1 foi escrito por George B. Thomas. Esta edi¢dao
foi revisada por Ross L. Finney, Maurice D. Weir e Frank R. Giordano, publicado pela editora
Pearson-Addison Wesley no ano de 2002 (THOMAS, 2002).

No capitulo 1 é apresentado o estudo de limites e continuidade com a introdugdo do
calculo da velocidade média de um corpo em queda livre, que é dada pela razao entre a variagcdo
do espaco pela variacdo do tempo. O limite dessa expressdo quando a variacao do tempo se

aproxima de zero, d4 a velocidade instantinea, limite este que tem a forma 0/0.

O limite trigonométrico fundamental é contemplado como o “Teorema 6”. O autor
afirma que “um fato importante sobre sen 6/6 € que, medidos em radianos, seu limite quando
6 — 0 € 1”. Esse fato é confirmado algebricamente pelo Teorema do confronto. No estudo dos
limites infinitos, a palavra indeterminacao nao € citada quando se estd examinando as fun¢des
racionais cuja varidvel independente x tende para o infinito. Nesse contexto, ao autor apenas faz
a separacao de fungdes racionais com numerador com grau menor, igual ou maior do que o grau

do denominador.
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A secdo 2.9 € dedicada ao estudo da derivada de fun¢des exponenciais e logaritmicas e
demonstra a derivada da funcdo €%, em que a fungiio e** é particularmente importante para o

modelo de crescimento exponencial. O nimero e € definido como

1\ ®
s (1 + x) =e

o qual tem como indeterminagdo implicita 1°°. O resultado desse limite € essencial para a

demonstracdo da derivada da fung¢do exponencial y = a*, o qual envolve um limite com forma

indeterminada 0/0 decorrente da prépria defini¢do da derivada de uma func¢do. Em particular,

quando a base a € o nimero e, ou seja, y = €* tem-se a inclina¢cdo da reta tangente no ponto

x = 0 1igual a 1, o que implica que a derivada da funcdo y = e* € ela mesma.

Por fim, o ultimo capitulo contempla o estudo da Regra de L’Hospital ja enunciada
anteriormente. A diferenca € que o autor enuncia a regra em dois teoremas chamados de primeira
forma e forma mais avancada, respectivamente. A primeira forma supde que se f(a) = g(a) =0
e f'(a) e ¢'(a) existem com ¢'(a) # 0, entdo

i 1@ _ (@)
im ——~ = .
wag(r)  g'(a)

Partindo da direita para a esquerda de f’(a) e ¢'(x) e por defini¢do de derivada tem-se:

f(z) = f(a) f(z) = f(a)

f’(a):}:i—% r—a — lim Tr—a :hmf(x)_f(a)zlimM
gla) . 9@) —gla) w5eg(x) —gla) =ag(x)—gla) =ag(z)

A forma mais avancada da Regra € igual ao ja enunciado no inicio desse capitulo. As
formas indeterminadas oo /00, 0o - 0 e 0o — oo sdo resolvidas ao aplicar uma versdo da Regra de
L'Hospital que admite a forma co/co. Analogamente a forma avancada, a regra se aplica quando

as f(x) e g(x) tendem ao infinito quando x — a desde que o limite exista.

0

As formas indeterminadas envolvendo poténcias, 1°°,0° e oo” sdo calculadas através do

limite de In f(x):

: _ = : _1; Inf(z) _ L
se lim In f(x) = L entdo lim f(z) = lim e =e

em que a pode ser finito ou infinito. Nesse sentido sdo exemplificadas todas as formas indetermi-

nadas com a aplicacdo da Regra de L’Hospital e de artificios algébricos.

24 HOWARD ANTON

Os matematicos Howard Anton, Irl Bivens e Stephen Davis escreveram o livro ”Calculo”
volume 1, 8 edi¢do publicado pela editora Bookman no ano de 2007, (ANTON; BIVENS;
DAVIS, 2007).
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O capitulo 1 desta obra trata do estudo das diversas fun¢des bem como suas aplicacdes

em diversas dreas da ciéncia. Na se¢do 1.6 € apresentado o nimero de Euler. Graficamente, como

ilustra a Figura 3, a reta y = e é uma assintota horizontal da funcao
1 x
Yy = (1 + >
x

Figura 3 — Assintota do grafica da funcdo y = (1 + 1/x)”
Yy

A forma indeterminada oo — oo € citado no estudo de limites infinitos. Nesse sentido os
simbolos +00 € —oo ndo sdo nimeros reais, eles simplesmente descrevem maneiras particulares

pelas quais os limites deixam de existir.

Os limites infinitos no infinito de um ponto de vista informal diz que se os valores de
f(z) crescem sem cota quando x — +00 ou x — —0o0, entdo escreve-se

lim f(z) =+ooou lim f(z) = +o0

T—r—+00 —00

conforme o caso, e analogamente se os valores de f(z) decrescem sem cota.

No capitulo 3 a fun¢do derivada € definida como um limite que tem a forma indeterminada
0/0 da mesma forma que as obras anteriores. As formas indeterminadas séo estudadas no capitulo
4. O objetivo ¢ determinar o limite lim f(z)/g(z) em que f(z) — 0e g(x) — 0 quando = — a,
denominada forma indeterminada do tipo 0/0. Esse resultado é mostrado utilizando aproximagoes
lineares locais perto de a. Apds varias exemplificagdes desse tipo de indeterminacao, o autor

enuncia a Regra de L'Hospital para a forma indeterminada oo /oo, que € andloga a anterior.

A Regra de L'Hospital é apresentada também como uma ferramenta para analisar o
crescimento das fun¢des exponenciais. Se n for qualquer inteiro positivo, entdo x” — 400
quando x — +o00. Tais poténcias inteiras de x s@o, as vezes, usadas como “padrdo de medida”
para descrever o qudo rapidamente outras funcdes crescem. Por exemplo, deseja-se analisar o

crescimento da fungdo z°. Sabe-se que para valores grande de n a funcdo cresce rapidamente.



32

A questdo € se 2° cresce mais ou menos rapidamente do que e* por exemplo. Uma forma de
verificar é analisando o comportamento da razdo x°/e® quando * — 400, ou seja, deseja-se

verificar o limite

£L'5

lim —

T—+o00 e
Note que o limite tem a forma indeterminada do tipo 0o /cc. Nesse caso ao aplicar sucessivamente
a Regra de L'Hospital conclui-se que o limite € igual a zero. Isso implica que o crescimento da
funcio e € suficientemente rapido para que os seus valores alcancem aqueles de x° e forcem a

razdo em direcdo a zero.

Em geral, o limite de uma expressiao que tem uma das formas

= [ (@) - g(@), f(2)@), f(z) — g(x) e f(2) + g(2),

¢ chamado de forma indeterminada se os limites de f(z) e g(x) individualmente exercem

influéncias conflitantes no limite de toda a expressao.

A forma indeterminada co — oo € originada de um problema de limite que tem uma das
formas (+00) — (+00), (—00) — (—00), (+00) + (—00), (—0) + (400).

“Tais limites sdo indeterminados, pois os dois termos exercem influéncias conflitantes
na expressao: um empurra na direcio positiva e o outro, na negativa”. Entretanto, as expressoes
(+00) + (+00), (+00) — (—00), (—00) + (—00), (—00) — (+00) ndo sdo indeterminadas.

2.5 SERGE LANG

O livro “Célculo” volume 1 escrito pelo matematico Serge Lang traduzido pelo Professor
Roberto de Maria Nunes Mendes do Instituto de Ciéncias Exatas da Universidade Federal de
Minas Gerais e supervisionado pelo Professor Elon Lages Lima do Instituto de Matemdtica Pura
e Aplicada com sua 2 edicao publicada em 1970 (LANG, 1970).

Diferentemente das obras anteriores, este livro traz a defini¢do de derivada antes do

estudo de limites. Antes mesmo de introduzir a notagdo lim f(x), o quociente

flz+h) - f(x)
h

€ chamado de quociente de Newton. O limite do quociente de Newton quando h tende a zero é
definido como a derivada f’ ou dy/dz da fun¢do f tal que y = f(x). Apds vérias exemplificacdes

de aplicagdo desse conceito € introduzido a ideia de limites bem como suas propriedades.

No capitulo 4 sdo demonstradas as derivadas das fungdes trigonométricas seno e cosseno.
Por exemplo, a prova de que a derivada da fun¢do seno € cosseno é mostrada através do limite
do quociente de Newton. No entanto, no decorrer do desenvolvimento algébrico aparecem os

limites
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que sdo iguais a um e a zero respectivamente. A prova desses resultados foram deixados para

uma secao posterior utilizando artificios geométricos.

O capitulo 8 € iniciado com a defini¢do de exponenciais e logaritmos. O objetivo é

encontrar a derivada da funcdo 2*. Formando o quociente de Newton tem-se

2x+h_2x_2x2h_2x 2h_1
R h h

Quando h — 0, 2° permanece fixo, mas ¢ dificil ver o que acontece a (2" — 1) /h. Se a base a
for igual ao nimero de Euler e, o quociente de Newton tende a 1 quando A tende a zero, isto é,
. (e"—=1)
i =

Basicamente as formas indeterminadas aparecem modestamente no calculo de alguns limites.

Nao hd nenhum capitulo ou secdo dedicada a Regra de L’Hospital e as formas indeterminadas.

2.6  HAMILTON LUIZ GUIDORIZZ1

O livro “Um Curso de Célculo” volume 1 foi escrito pelo Professor Hamilton Luiz
Guidorizzi do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo com sua 5*
Edicao publicada em 2001 pela editora LTC (GUIDORIZZI, 2001).

Limites e Continuidade € o titulo do terceiro capitulo dessa obra. A primeira abordagem
intuitiva € o de continuidade de uma fun¢do em um dado ponto do dominio. Dessa forma analisa-
se o comportamento da funcdo nas proximidades desse ponto. Nesse sentido € apresentada pela

primeira vez a notagio de glclgllj f(z) = L, onde L pode ser ou ndo igual a f(p).

Quando lim f (x) = f(p) a fungdo é continua. Guidorizzi afirma que “com toda certeza
z—p

i 20— f(p)

im

h—0 h

¢ o limite mais importante que ocorre na Matematica” e seu valor, quando existe, é a derivada f’

de f em p. Esse limite aparece naturalmente quando procura-se definir a reta tangente ao grafico
de f no ponto (p, f(p)).

No capitulo 4 sdo estudados os limites infinitos e limites no infinito, fundamentais para

compreender e resolver os limites que envolvem a forma indeterminada co/oc.

O teorema que envolve os limites 1_1£1 flz) = too, lim f(z) = Z£oo ou que
resultem em um nimero real L sugere como operar com os simbolos +o0o e —oo (GUIDORIZZI,
2001). Dessa forma, tem-se combinagdes de soma e produto das fungdes f e g cujos limites,

por exemplo, s30 +00 + (+00) = +00, —00 + (—00) = —o0, L - (+00) = 400, no entanto
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sd0 indeterminagdes +o00 — (+00), —00 — (—00), 0 - 0o, 0o/00, 0/0, 1°, 0° e o, A forma
indeterminada 1°° € resolvida na se¢do 4.5, que trata apenas do estudo do nimero irracional e

que € limite da sequéncia cujo termo geral é

1 n
an:<1+) .
n

Essa demonstracdo € deixada para o proximo capitulo juntamente com a demonstracio do limite

)

quando x tende para mais ou menos infinito.

da fungao

Na se¢do 9.2 € apresenta a defini¢do de funcdes crescentes e decrescentes bem como
pede-se para analisar o crescimento da fun¢do f(z) = e”/x em que “para x — +00, € tende a
~+00 mais rapidamente que x”. Na se¢do 9.4 a Regras de L'Hdspital é enunciada analogamente
a livros ja analisados. Nesse sentido, Guidorizzi afirma que as outras formas indeterminadas
podem ser reduzidas a 0/0 e oo/oc. Essa secdo € finalizada com exemplificagdes de aplicacoes

da regra e sua demonstracao.

277 GERALDO AVILA

O livro “Célculo das fungdes de uma varidvel” volume 1, 7* edi¢do foi escrito pelo
Professor Geraldo Avida, publicado pela editora LTC em 2012 (AVILA, 2012).

O capitulo 4 apresenta o estudo de limites e derivadas. O conceito de derivada € apresen-
tado inicialmente através da ideia de reta tangente a uma curva e, posteriormente, através de taxa
de variacdo. Segundo Avila, a visualizagdo geométrica deve ser enfatizada, pois € um recurso

poderoso na compreensao do conceito de derivada. A razio

fla+h) = f(a)
h

¢ chamada de razao incremental em que a e f(a) sdo as coordenadas de um ponto P e deseja-se
tracar a reta tangente a curva da fung@o f e a + h sdo as coordenadas de um ponto () diferente
de P.

Da mesma forma que os livros anteriores, o objetivo é encontrar a inclinagdo da reta
tangente a curva no ponto P através do limite da razdo incremental quando h tende a zero,
j4 mencionado no inicio desse capitulo. Avila afirma que o leitor deve notar que h é sempre
diferente de zero na razdo incremental, pois essa razdo ndo tem sentido em h = 0, ja que ficaria
sendo 0/0. E a primeira citagio do livro sobre uma forma indeterminada cuja expressdo 0 /0 é

dita sem significado.

As fungdes trigonométricas e suas inversas sao estudadas no capitulo 6. Na secio 6.3

no estudo das derivadas das fung¢des trigonométricas é apresentada a func¢do f(x) = sen(x)/x
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e analisada seu comportamento quando z — (. Da mesma forma que obras ja citadas a de-
monstragcdo desse limite ocorre através de argumentos geométricos concluindo que a fungao
f(z) = sen(z)/x tende a um quando z — 0. Com esse resultado em maos é demonstrado o
limite da funcdo f(z) = (cosz — 1)/x quando x — 0. Esses resultados s@o utilizados para

encontrar a derivada das fungdes trigonométricas f(x) = senx e f(x) = cosx.

Diferentemente dos livros apresentados anteriormente, na secdo 6.4 as formas inde-
terminadas s@o estudadas separadamente da Regra de L'HOspital, deixadas para o capitulo 9.

Naturalmente, a primeira forma indeterminada apresentada é o quociente 0/0 através do limite

. senx
lim =1.
z—0

Sendo f(z) =senz e g(x) = z, aretay = x é tangente ao grafico de y = sen x na origem, de
forma que, a medida que © — 0, as ordenadas dos dois graficos tendem a se confundir, embora

ambas tendam a zero.

Outra situac@o apresentada é a indeterminagdo oo/oo, quando tem-se por exemplo o
quociente de fun¢des polinomiais e sua varidvel independente tende para =co. Para resolver essa
indeterminacao basta dividir o numerador e o denominados por z™ quando possuem o mesmo
grau n, ou pela mesma poténcia de x, aquela cujo expoente é o grau mais baixo entre os graus

do numerador e do denominador quando os graus sdo diferentes.

Para finalizar a secio tem-se a forma indeterminada oo — oo que ocorre com a diferenca
entre as fungdes f — g quando ambas as fun¢des tendem ao infinito. Para dar um exemplo, tem-se

as fungdes f(z) = k + 1/2% e g(x) = 1/2* em que k é uma constante arbitraria. E evidente que

lim f(z) = lim g(z) = +oo e lim[f(z) — g(x)] = .

Finalmente no estudo do comportamento das fungdes no capitulo 9 a secdo 9.1 apresenta
a Regra de L’Héspital para resolver limites que geram 0/0 e co/oco. Esses limites sdo mostrados
através de diversos exemplos de aplicagdo. Além disso, utiliza-se a regra para verificar a lentiddo
do crescimento do logaritmo cujo exemplo apresentado € o da fung@o In(z)/z para = tendendo
ao infinito. Outras formas indeterminadas também sdo apresentadas como 1°°, 0° e o0? bem

como exemplificagdes.

2.8 MICHAEL SPIVAK

O livro “Calculo” 3* edigdo foi escrito por Michael Spivak e publicado pela editora
Cambridge University Press em 1967 (SPIVAK, 1967).

Os capitulos iniciais sdo destinados ao estudo das propriedades bésicas dos nimeros,
funcdes e graficos. No capitulo 5 € apresentado o conceito de limites com enfoque na definicao

formal utilizando € e d. As cldssicas indeterminagdes com limites de fungdes racionais sao
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totalmente omitidas do corpo do texto desse capitulo, aparecendo apenas na lista de exercicios
no final do capitulo com alguns limites de fun¢des cuja estratégia consiste em fatorar as funcoes
envolvidas para que se efetue simplificacdes, no entanto, esse método de resolugcao nao é

apresentado.

No inicio do capitulo 9 € definida a derivada de uma fun¢do f, conforme mostrado no
inicio do capitulo desse trabalho bem como sua aplica¢@o na Fisica para o cédlculo da velocidade

instantanea de uma particula que se move em linha reta.

As aplicacdes da derivada sdo deixadas para o capitulo 11, em que sdo estudados maximos
e minimos, ponto critico, Teorema do valor médio, fun¢des crescentes e decrescentes, teste da
derivada primeira e da derivada segunda entre outras aplica¢des. Para o foco desse trabalho uma

importante aplicacdo € enunciada através da Regra de L’Hospital bem como sua demonstragdo.

O capitulo 18 apresenta as funcdes logaritmicas e exponenciais. Além disso, € enunciado

e provado um teorema que envolve a forma indeterminada 0o /oo, para todo n natural tem-se que

Ja no capitulo 20, dedicado a aproximagdo por fungdes polinomiais, € citada a Regra
de L’Hospital na demonstracdo de um teorema que envolve aproximacado polinomial através
do polindmio de Taylor, cuja demonstracdo é omitida neste trabalho. Diferentemente das obras
anteriores, esta obra nao se dedicou muito ao estudo das indeterminacdes. Pouco falou-se dessas
expressoes, mesmo no capitulo 11 cujo foco € o uso da Regra de L’Hospital. A fixacdo desse

conceito foi deixada para o leitor através da lista de exercicios propostas naquele capitulo.

2.9 TOM MIKE APOSTOL

O livro “Calculo: cdlculo com fun¢des de uma varidvel, com uma introducdo a algebra
linear” volumel, 2* edi¢do foi escrito por Tom M. Apostol no ano de 1967 e publicado pela
editora John Wiley and Sons (APOSTOL, 1967).

Diferente de todos os livros analisados, esta obra segue basicamente a histéria do Célculo
Diferencial e Integral, cujo desenvolvimento ocorreu na ordem inversa aquela estudada nos
meios académicos. O Calculo Integral surgiu muitos anos antes do Calculo Diferencial: a ideia
de integracdo surgiu com os gregos séculos A.C com o objetivo de calcular dreas sob curvas
conhecido como método da exaustdo enquanto que a diferencia¢do surgiu no século XVII com o

problema do tracado de uma reta tangente a uma curva.

Os primeiros capitulos tratam do desenvolvimento do Calculo Integral, suas propriedades
e as diversas aplicagdes. No capitulo 3 sdo estudados as fun¢des continuas mesclando com alguns
conceitos envolvendo integrais indefinidas. A primeira forma indeterminada que aparece nessa

obra € o limites da fungdo f(z) = sen(x)/x quando x tende a zero. O fato desse limite ser 0/0
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ndo é mencionado, no entanto € dito que nio € possivel aplicar o Teorema do limite do quociente

por essa funcdo ndo estar definida para x = 0. A solugdo para provar que

. senzx
lim =1
z—0

é feita através do Teorema do confronto. O capitulo 4 € iniciado com um breve histérico do
Calculo Diferencial. Em seguida é apresentado o problema da velocidade instantinea o qual
recai na definicao de derivada. Inclusive, a defini¢do da derivada de uma func¢ao € enunciada
e consequentemente suas propriedades também antes da cldssica interpretacao geométrica da

derivada.

Na sec@o 7.10 sdo apresentadas as aplicagdes das formas indeterminadas, e tem como
primeiro exemplo o calculo do limite
a® —b"
lim
x—0 x

para a e b nimeros positivos que possui como indeterminagdo a forma 0/0, jd que numerador e
denominador ambos tendem a zero quando z tende a zero. Para resolver essa indeterminagao
o autor propde o uso do polindmio de Taylor e a notacdo O-grande. Essa notagdo foi criada
pelo matemético alemao Edmund Landau (1877-1938) cujos trabalhos tiveram importantes
contribui¢des na Matematica. A defini¢do do O-grande € a seguinte: seja g uma fun¢do com
g(x) # 0 para todo  # a em algum intervalo contendo a. A notagdo f(z) = O(g(x)) com
x — a significa que
lim M =0.

r—a (I)
O simbolo f(z) = O(g(z)) é lido como “f(z) é de menor ordem do que g(x).” A ideia é que

para z préximo de a, f(x) é pequeno comparado a g(z).

Observe o calculo do limite

a® —b*
liH(l)
T—r €T
T X . ~ .
Escrevendo a® = "% = e*lnd g 7 = ¥ = ¢2Inb ¢ tomando a aproximacdo linear no

polindmio de Taylor, tem-se ¢/ = 1 + ¢ + O(t) com ¢t — 0. Substituindo ¢ por zlna e zlnb

tem-se:

a* = 1l+zlna+0O(x) com z—0

¥ = 14+2zlnb+0(z) com z—0
Usando o fato de que O(xzIna) = O(x) e O(zInb) = O(x) e subtraindo as equacdes tem-se:
a®*—b" = l4+zlna+0(z)— (1+zlnb+ O(x))
= l+zlna+0(z)—1—2zlnb— O(x)

= zlna—azlnb+ O(x) — O(z)
= z(lna —1nbd) + O(z),
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em que O(z) — O(z) = O(z). Dividindo ambos os membros da equagdo por z, tem-se:

@’ —b = lna—lanrO(x)
T x
= ln%—FO(l)—)ln%

A secdio 7.12 trata da Regra de L’Hospital para a forma indeterminada 0/0 bem como
varios exercicios de exemplificagdo. Na secdo 7.14 a Regra de L’Hospital € estendida para os
simbolos +o00 e —o0.

Para finalizar a se¢do sdo exemplificadas as formas indeterminadas 0 - 0o, 0° € oo com

os limites lim z®Inz com « > 0, lim z%e lim z/*
z—0t z—0t T—+00

pelo limite fundamental
lim (1 + a) .
T—r—+00 €T

2.10 AS INDETERMINACOES NO ENSINO MEDIO

respectivamente. O caso 1*° é dado

O estudo das indeterminacdes no Ensino Médio € bastante modesta. Praticamente ndo
sdo citadas as formas indeterminadas por ndo ser apresentadas nocdes de calculo como limites e

derivadas nesse nivel de estudo.

Um exemplo € o livro “A Matematica no Ensino Médio” volume 1 foi escrito pelos
Professores Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César
Morgado, publicado pela Sociedade Brasileira de Matemaética no ano de 2012 (LIMA et al., 2012).
Nessa obra, no capitulo 6 “Func¢des Quadréticas” na se¢do 6.6 “O Movimento Uniformemente

Variado” € apresentada a funcao
L s
ft) = §at +0t+c

em que a chama-se aceleracdo, b é a velocidade inicial e c € a posi¢do inicial do ponto. Para

calcular a velocidade média desse objeto usa-se a razao

ft+n) - ft)
- :

No caso da fungio f a velocidade média entre os instantes ¢t e ¢t + h € igual a at + b + ah/2.
Tomando A cada vez menor, este valor se aproxima de at + b. Nesse sentido, esses conceitos
estdo diretamente ligado a ideia de limite de uma funcdo. Quando afirma-se tomar valores de h
cada vez menores na fungdo f é o mesmo que calcular o limite de at + b+ ah/2 para h tendendo
a zero, consequéncia da defini¢cdo de derivada de uma func¢do cuja indeterminacao implicita é

0/0 ndo mencionada nessa aplicag@o.

A secdo 8.9 apresenta o estudo de logaritmos naturais que é desenvolvido geometrica-

mente através do Teorema de caracterizacdo dos logaritmos. No sentido geométrico, o logaritmo
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€ dado pela drea delimitada pelo eixo x, pelas retas verticais nos pontos a e b e pela hipérbole
equildtera xry = 1. A dreaéigualalsea = 1e b= e em que e é a base dos logaritmos naturais
cujo valor aproximado € e = 2, 718281828459.... O autor afirma que o nimero e é usualmente
apresentado como o limite da expressdo (1 + 1/n)™ quando n tende ao infinito. Utilizando o
conceito de area e o Teorema do confronto € mostrado que esse limite € igual a e. O fato desse
limite ter como indeterminagdo 1°° ndo é mencionado, pois o conceito de limite ndo € mostrado

explicitamente, como nos livros de Célculo Diferencial e Integral.

Na cole¢do “Conexdes com a Matemadtica”, volume 1, 1* edi¢do, publicada em 2010
pela Editora Moderna e escrita pela Professora Juliane Matsubara Barroso, ndo contempla uma

introducdo ao estudo de Calculo, tampouco as formas indeterminadas (BARROSO, 2010).

No capitulo 6, no estudo de funcdes exponenciais, a definicdo de uma poténcia de
expoente natural € dado por
a=a-a-a-..-q
—_—
n fatores

em que a € um ndmero real e n € um nimero natural, com n > 2. Como houve a restri¢ao do
expoente n ndo houve a necessidade de restringir a base a como sendo diferente de zero. No
entanto, apés algumas exemplificacdes e as propriedades da potenciacdo a autora define a” para
a # 0 de modo que a propriedade a™ - a™ = a™" continue valendo, assim é definido a° = 1.

Portanto, ndo hd mengdo a possibilidade de se escrever a poténcia 0.

Mais adiante na secdo 2.4 intitulada “O nimero e” € apresentada a sequéncia y =
(1+1/n)" em que n € N* com uma tabela de atribui¢cdes de valores cada vez maiores para n
para constatar a tendéncia para a qual y estd seguindo, finalizando com a afirmac¢do de que a
sequéncia y € aproximadamente e = 2, 718281828459... para valores de n muito grandes, mas

nada € falado sobre a indeterminacdo 1°°.

O livro “Matematica: contexto e aplicagdes”, volume 3, publicado pela Editora Atica em
2011 foi escrito pelo Professor Luiz Roberto Dante (DANTE, 2011).

Diferente da tendéncia dos livros de ensino médio, esta obra apresenta em seu ultimo
capitulo nog¢des intuitivas sobre derivadas. Para tal sdo introduzidas algumas definicdes como
incremento de uma varidvel, incremento de uma funcao, a razdo entre incrementos e taxa média

de variacdo dada por

Ay _ flz = Ax) — f(x)

Ax Ax ’

em que y = f(x) é a expressdo dessa fungdo. Nessa razdo incremental Dante observa que

Ax # 0, pois se Ax = 0 teria 0/0, que é indeterminado.

Na sequéncia do estudo € apresentada a taxa de variacdo instantanea a qual tem como
exemplo a fungdo y = f(z) = % como valor inicial x = 4 e fazendo-se incrementos Az tender

a valores cada vez menores, isto €, tender a zero. Nesse sentido € apresentada a defini¢do de
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derivada através do limite

Y Ay
Anto Ax’

Dando prosseguimento, sao mostradas as derivadas de algumas fun¢des elementares e aplicacdo
da derivada na Fisica como velocidade e aceleracdo instantdnea. Por fim, é apresentada a

interpretacdo geométrica da derivada e o comportamento das funcdes afim e quadrética.

Para finalizar as andlises de livros do Ensino Médio que possuem alguma nog¢do de
Cdlculo, o livro “Matematica Aula por Aula”, volume 3, foi escrito pelos professores Claudio
Xavier da Silva e Benigno Barreto Filho (SILVA; FILHO, 2005).

Uma nocao de limite € apresentada no inicio do capitulo dando sequéncia a defini¢do
formal de limite envolvendo ¢ e § e suas propriedades. A indeterminac¢ao 0/0 é o primeiro caso

que aparece na lista de exercicios propostas através do exemplo

em que “as fungdes f(z) = 22 — 9 e g(x) = x — 3 se anulam em = = 3, cai na expressio
0/0 e nada podemos concluir” (SILVA; FILHO, 2005). A indeterminagao 0/0 também aparece
implicitamente no que o autor chama de “o uso de limites para analisar e compreender fenomenos

cientificos” (SILVA; FILHO, 2005) para explicar o movimento retilineo uniforme.

A demonstrag@o do limite trigonométrico fundamental

. senx
lim =1
z—0

¢ feito através do uso de areas e do Teorema do confronto, este ndo mencionado no texto.

Os limites envolvendo os simbolos co e —oo sdo contemplados nessa obra com alguns
exemplos como JICILI(I) 1/z. Na sequéncia sdo mostradas as sete formas indeterminadas, co — oo,
0-000/0, 00/, 0° o0 e 1°° os quais: “se esses resultados aparecerem no cédlculo de limite de
fungdes, nada pode-se concluir” (SILVA; FILHO, 2005).

Dando continuidade ao estudo de Calculo em nivel de Ensino Médio, é definida a
derivada de uma funcdo em um ponto, defini¢do esta igual a apresentada no inicio do capitulo 2
deste trabalho, bem como a interpretacdo geométrica da derivada. As propriedades da derivacdo
e a derivada de algumas fungdes elementares sdo enunciadas e exemplificadas. Nessa etapa do
estudo, ndo € citada a Regra de L’Hospital ou qualquer outro método de resolugdo de limites que

geram indeterminagdes.

2.11 COMENTARIOS FINAIS

Observa-se que todas as obras analisadas contemplam de alguma forma as indetermi-
nacgdes, seja de forma mais modesta, ou de forma mais detalhada, inclusive com abordagem

diferente do que ocorre normalmente em livros de Célculo, como por exemplo o livro de Tom
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Mike Apostol, que introduz a notacdo O-grande para analisar o limite do quociente de duas
funcdes. Ainda, para exemplificar, o livro de Geraldo Avila apresenta as indeterminacdes separa-
damente da sec¢ao que trata da Regra de L’Hospital. Surpreendentemente, em nivel de Ensino
Médio, ainda ha alguns livros que abordam uma introduc¢do ao Célculo apresentando os conceitos
de limites e derivadas e por consequéncia algumas formas indeterminadas, sem muito rigor como
o estudo em nivel Superior, mas de forma didética utilizando de uma anélise intuitiva dessas

ferramentas.
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3 OUTRO OLHAR PARA AS INDETERMINACOES

Nesse capitulo serdo apresentadas as sete formas indeterminadas na Matematicas através
de uma abordagem que ndo se limita apenas ao uso do Célculo Diferencial e Integral com
a aplicacdo da Regra de L’Hospital como costumeiramente € feito. A ideia € mostrar outros
contextos e aplicacdes em que as formas indeterminadas podem aparecer, tais como as restricoes
das defini¢Ges de divisdo e potencia¢do de nlimeros reais, assintotas do grafico de funcdes reais
de uma varidvel real, o paradoxo de Zendo, a funcdo Delta de Dirac, Hotel de Hilbert, dentre

outros, cada qual contemplando de forma detalhada a indeterminagdo envolvida.

3.1 0/0

Poder-se-ia pensar que 0/0 = 1 tendo em vistaque 1/1 = 1,2/2 = 1,3/3 = 1e
assim por diante. Isto €, todo numero real dividido por ele mesmo € igual a 1. No entanto,
essa afirmac¢ao ndo € totalmente verdadeira. Deve-se observar as restri¢des que envolvem essa

definicao.

Definicao 3.1. Dados os niimeros x,y € R, diz-se que x é divisivel por y se existe k € R tal que

rx=uy-k

Afirmar que um ndmero x dividido por y, (y # 0) € igual a um nimero k é andlogo

afirmar que & multiplicado por y € igual a x, isto é, x/y = k implica que k - y = .

Para exemplificar, 15 é divisivel por 3 pois existe o nimero 5 tal que 15 = 3 - 5. A
defini¢do acima também funciona para nimeros racionais como por exemplo: 57,218 dividido

por 21, 35 éigual a 2, 68, ou seja, 57, 218 = 21, 35-2, 68. O mesmo vale para nimeros irracionais:

2 1,4142..
§ — ST = 0,707, pois 0, 7071 -2 = 1,4142... = /2,
Analisando as possibilidades de substuicao de valores para x e y na defini¢do, observe
que ao tomar x = 0 e y = 1 tem-se que para 0/1 deve existir um & tal que 0 = k- y. Como y # 0

a tnica possibilidade para k é que ele seja nulo. Logo, 0/y = 0 para todo y diferente de zero.

Tomando z = 1 e y = 0 tem-se 1/0. O resultado dessa divisao ndo ¢é igual a zero. Para
verificar, basta observar a defini¢ao de divisdao. A pergunta a ser feita é: existe um nimero £ tal
que 1 = 0- £? De fato, ndo existe e a constatacdo € trivial. Nao hd nenhum valor que multiplicado
por 0 resulte em 1, pois qualquer que seja o valor £ quando multiplicado por 0 sempre resultara
em 0 e jamais em 1. Portanto, a divisdo 1/0 é indefinida, mais genericamente, x/0 é indefinida

para todo = ndo nulo.
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Agora observe o resultado das seguintes divisdes em que x = 1 e y varia comecando

com 0, 1 e diminuindo 10 vezes em cada etapa:

1 1
01 = 4 =1-10=10
10
L 00= 100
0,01 BN
10
0’301 = 44%47:: 11000 = 1000
1000

1 1
S —1-10...000 = 10...000
0,000...01 !

10...000

A percepcao dos resultados dessas divisdes € que tomando valores cada vez menores no denomi-
nador, isto é, aproximando cada vez mais o denominador de zero, o resultado da divisdo se torna

cada vez maior, neste caso diz-se que tende ao infinito a medida que o denominador diminui.

Entdo pode-se afirmar que 1/0 = 0o0? A resposta é ndo. O simbolo co ndo é um nimero,
tampouco significa que o limite existe (STEWART, 2016a), pois 1/x pode ser tdo grande quanto
queira, ou seja, fornece uma no¢do do comportamento da divisdo de um nimero x nao nulo
por nimeros de valor absoluto pequeno. Por outro lado, tomando valores para o denominador

préximos de zero, s que negativos, observe a tendéncia dos resultados:

1 1

1~ =1 =1-(=10) = —10
10
4%1: flzyemmzqm
100
1 1
ool — =1 L (—1000) = —1000
1000
! = L 1(£10..000) = —10...000
—0,000...01 —1
10...000

Os resultados tendem a ser extremamente grandes, porém negativo, isto €, o resultado dessas
divisdes tendem ao infinito negativo. Essa € na verdade uma nocao de limites que pode ser

apresentada aos niveis basicos de ensino sem a carga da nota¢do do Célculo em que o estudante
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ndo estd habituado. Nesse sentido, conclui-se novamente que a divisdo 1/0 é indefinida tendo em
vista que para valores positivos proximos de zero o “resultado” € 0o e para valores negativos

préoximos de zero, —oo. A forma matemadtica de expressar essas ideias é escrever
lim — = —cce lim — = +oc.
z—=0" X z—=0t T

Observe o seguinte exemplo em que “efetuar a divisdo por zero inadvertidamente conduz
a absurdos” (GRANVILLE; LONGLEY, 1961). Suponha dois nimeros reais m e n tal que

m =mn.

m = n multiplicando ambos os membros por n

mn = n? subtraindo m? da equagio

mn —m? = n?—m?
m(n—m) = (n+m)(n—m) dividindo ambos os membros por (n — m)
m = n+m como m = n por hipétese segue que
m = m-+m
m = 2m dividindo a equacao por m
1 = 2 o que € um absurdo.

Esse processo chegou a um resultado absurdo devido ao passo em que foi efetuada a
divisdo de ambos os membros da igualdade por (m — n), que é uma diferenca nula pois m = n

por hipdtese.

Dando prosseguimento as possiveis substitui¢cdes de valores para = e y, segue a andlise da
defini¢do da divisdo em que x = y = 0, tem-se 0/0. Novamente, deve-se provar a existéncia de
um ndmero k tal que 0 = k& - 0. Nesse caso, k pode assumir qualquer valor visto que todo k ¢ tal

que 0 - k£ = 0, ou seja, o nimero k ndo estd determinado, pois ele assume infinitas possibilidades.

Observe as sucessivas divisdes entre nimeros iguais:

1
Z =1
1
1
0,1 _ .
0,1
0,01 |
0,01
0,001 .
0,001
.01
0,000...01 _ .

0,000...01
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Analogamente se ambos forem negativos:

-1
— =1
-1
—0,1
) — 1
—0,1
—0,01 |
—0,01
—0,001 )
—0,001
—0,000...01 .
—0,000...01

De fato, os resultados das divisdes entre nimeros iguais € um independente da grandeza do
nimero envolvido, no entanto, Lima afirma que “0/0 é uma indeterminagao, pois a expressao
x [y, para valores muito pequenos de z e de y ndo assume necessariamente valores préximo de
um” (LIMA, 2011). Ainda, “se nos derem de antemao um nimero arbitrario ¢, podemos escolher

nimeros z, y tdo pequenos quanto desejemos, de tal forma que z/y = ¢” (LIMA, 2011).

Nesse sentido a tendéncia dos resultados envolvidos em que a divisdo de nimeros
extremamente pequenos, isto é, tdo proximos de zero quanto se queira leva a acreditar que
0/0 = 1, porém ndo necessariamente. Agora observe o que acontece quando o numerador é

igual a zero e o denominador tende a zero.

0
— =0
1

0
— =0
0,1
0
— =0
0,01
0
0,001_0
0
= 0

0,000...01
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O resultado igual a zero é imediato da defini¢do ja mostrado no caso 0/y para (y # 0), assim,
quando o numerador € igual a zero e o denominador tende a valores extremamente pequenos, tao
perto de zero quanto se queira, imagina-se que 0/0 = 0.

Afinal, 0/0 € igual a 1, igual a 0 ou igual a ¢ (constante nio nula diferente de 1)? Na
impossibilidade de se determinar um valor dnico e inquestiondvel, a expressdo 0/0 é uma
indeterminacdo matematica.

Para terminar esta se¢ao, serd demonstrado o limite trigonométrico fundamental, um

dos exemplos mais importantes de indeterminag¢des do tipo 0/0. Utilizando um argumento

geométrico para essa demonstracio considere a circunferéncia de raio unitario conforme ilustra

a Figura 4.

Figura 4 — Circunferéncia de raio unitério

Seja # a medida em radianos do arco AOB tal que 6 € (0, 7/2). Note que a drea S; do
triangulo AO B é menor do que a drea .S, do setor circular AOM que é menor do que a drea S

do tridngulo AOD, isto €, S; < Sy < S3. Assim, tem-se a desiguldade das areas

OA.BC<0A-KB<W-E
2 2 2

que é equivalente a BC < AB < AD. Substituindo BC, AB e AD por seus respectivos valore

tem-se senz < x < tan z. Dividindo a desiguldade por sen x tem-se

T 1
<
senxr  CoST

1<

que é equivalente a
sen
1>

> COS .
T

Como (sen z)/x e cos x sdo fungdes pares, isto €,

sen(—2) = T cos(—zx) = cos,
T

—T

entdo a desiguldade
sen

> CcosT
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€ valida para qualquer x # 0. Sendo lig(l) 1=1e liir(l) cosx = 1, pelo Teorema do confronto

conclui-se que
. senzx
lim = 1.
z—0

32 0°

No livro “Fundamentos de Matematica Elementar”, volume 2 de Gelson Iezzi, Osvaldo

Dolce e Carlos Murakami, a potenciagcdo de expoente natural € definida de forma indutiva como:

Definicao 3.2. Sejam a um niimero real e n um niimero natural. Poténcia de base a e expoente

n é o numero a” tal que:
0

a 1
a"=a"t-a Vn, n>1.

Ao substituir valores para n obtém-se:

a0 = a-a=1l-a=a
a> = a'-a=a-a
@ = a*-a=(a-a)-a=a-a-a

De modo que para p > 2, tem-se que a” é um produto de p fatores iguais a a.

H4 obras em que a expressio a’ é apresentada como uma propriedade da potenciacio e
nio como defini¢ao. Nesse sentido, a potenciacdo € definida da seguinte forma:

Definicao 3.3. Sejam a um niimero real e n um niimero natural, n > 2 entdo a poténcia a™ é

dada por
a“=a-a-a-..-a,
~—_——
n fatores

em que o expoente n indica o niimero de fatores iguais a a que estdo sendo multiplicados.

A propriedade da potenciacdo que envolve a divisdao de poténcias de mesma base é

consequéncia imediata dessa defini¢do, isto €,

isto é, aplicada a propriedade da divisdo de poténcias de mesma base, chega-se a expressao
a cujo valor ndo se pode definir de imediato, porém, observando a expressdo por outro lado,

sabe-se que um nimero ndo nulo, dividido por ele mesmo € igual a 1, ou seja,

an
— =1
aTL
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Portanto, conclui-se que a” = 1.

Note que ambas as definicdes nao mencionam explicitamente de que a base a deve ser
diferente de zero. Caso fosse, haveria a possibilidade 0° que poder-se-ia pensar que ¢ igual a um.
No entanto, Paiva afirma que “ndo hd unanimidade entre os matemdticos quanto a adog¢do do
valor 1 para a poténcia 0 (PAIVA, 2005).

Mas afinal, 0° tem valor? Lima afirma que “a resposta mais simples €: 0° é uma expressio
sem significado matematico” (LIMA, 2011). Como explicar que uma expressao matematica nao
tem significado na Matemaética? Parece contraditério, mas a explica¢do nio é complicada. Elon
completa dizendo que “uma resposta mais informativa seria: 0° é uma expressio indeterminada”
(LIMA, 2011).

Para melhorar a compreensdo, suponha a” = b, logo b/b = b° se b # 0. Portanto, se
b = 0, que ocorre se, e somente se, a base a = 0, tem-se 0°=0 /0 que é uma indeterminag@o

apresentada na secao anterior.

Por outro lado, observe as possiveis substituicOes de valores na expressao a”. Se a = 0
entdo 0" = 0 para todo n # 0, logo poderia-se supor que 0° = 0; por outro lado, a® = 1 para
todo a # 0, assim poderia-se concluir que 0° = 1. Logo o simbolo 0° ndo possui um valor que

se imponha naturalmente o que leva a considera-la uma expressao indeterminada (LIMA, 2011).

Em uma ideia intuitiva de limites, observe o que ocorre quando se substitui valores cada

vez menores na base ou no expoente. Iniciando a substitui¢do de valores na base a da poténcia

a®.

—_
}—xo‘*‘
N————
o
|
/
—
—_
Ll o
~—
|
= =
I
—_

0.000...01° — <-l>0:: R S D
) 10...000 10...0000) 1

Como ja mostrado anteriormente, para uma base ndo nula e expoente igual a zero, mesmo

que a base esteja tendendo para valores proximos de zero, a poténcia serd igual a 1, ou seja,

lim z° = 1.
z—0t

Para ter uma analise mais completa da forma indeterminada 0° é necessario definir a
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potenciacdo a” com x sendo um nimero real. Segue a defini¢do apresentada no livro “Célculo”
de James Stewart (STEWART, 2016a).

Se x = —n com n inteiro positivo, tem-se

Se z for um nimero racional, z = p/q com p,q € Z e ¢ > 0, entdo
ax:ap/q:W: (W)p_

Mas se = for um niimero irracional, como calcular a®? Para exemplificar, deseja-se calcular V3,

Nesse caso, o célculo dessa poténcia € mediante aproximacgdo. Sabe-se que
1,7<v3< 1,8,

logo, deve-se ter
21T < 2V3 < 918,
Os valores de 217 e 2!'8 sdo facilmente calculados tendo em vista que esses expoentes sdo

ndmeros racionais. Usando melhores aproximagdes para /3, obtém-se melhores aproximagdes

para V3 (STEWART, 2016a). Portanto, segue a sequéncia abaixo com aproximagdes para 23,

1,73 < V3 < 1,74 = 218 < 2V3 o ol
1,732 < V3 < 1,733 = 2172 o 9oV8 o gLTR
1,7320 < V3 < 1,7321 = 2LP0 o 9ovB o 91T

1,73206 < /3 < 1,73206 = 2L73205  ov3 _ 9L73206

Portanto, 2V3 estd definido como uma aproximac¢ao de uma poténcia cujo expoente
¢ um nimero racional e “usando o processo de aproximacao precedente podemos calcula-lo
corretamente com 6 casas decimais 2V3 = 3,321997” (STEWART, 2016a).

Sendo assim, dando continuidade a andlise da poténcia a" tomando valores préximos de
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Z€ro para o expoente n e tomando a = O, tem-se:
0" = 0
00,1 — 01/10 — 1\0/6 — O
00,01

— QU100 — %0/ —

Q0001 — (/1000 _ 1000/fy _

00,00...01 — 01/10...00 _ 10.“%: 0,
isto €,
lim 0° = 0.
z—0t

Vale ressaltar que para esse caso, o expoente n nao admite valores negativos proximos de

zero tendo em vista que pela propriedade da potenciagdo, a™"

= 1/a", e sendo a base nula, ndo
é possivel a expressdo 1/0". Concluindo assim que se a base € nula, e o expoente é diferente de

zero, a poténcia sempre serd igual a zero, mesmo que o expoente esteja se aproximando de zero.

Por fim observe o que ocorre quando a base e o expoente tendem a zero. Para tal anélise
nao serd feito uso da teoria de limites e artificios de Calculo, porém, uma calculadora € uma

excelente ferramenta para conseguir o resultados requeridos. Observe:

' =1

1 1/10 1
0,1%! = () = w§0,794328

0,01%9 = >~ (), 954992

1 1/100
(100) ~ Y100

0,001%001 — <1 )1/1000:

—_

— =10,993116
1000/1000

12

1 1/10...00 1
0,00...01000:01 — () - -~
10...00 1-9/10...00
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Inx

Note que 2% = e"®" = e¥In% = ¢1/z Jogo
1 lim 1z lim —2 lim (—z
lim+ l’w — 11m+ eln/ii frnd ew%O"’ Ve = ecl;~>0+ 71/172 — 61—)0"’ ) — 60 = 1
z—0 z—0

Essa exemplificacdo estd levando em consideracdo o caso em que a base € o expoente

sdo iguais e ambos tendendo para zero.

3.3 O INFINITO

O simbolo oo foi introduzido pela primeira vez pelo matematico britanico John Wallis
(1616-1703) (EVES, 2004), no entanto sua ideia € bastante antiga e vem motivando nao s os
matematicos mas também outras dreas do conhecimento ao longo da histéria. A ideia de infinito
4 algo bastante enigmatico até os dias de hoje. O proéprio cientista Galileu Galilei que deu origem
a revolucao cientifica “deu exemplos de propriedades paradoxais dos niimeros infinitos e admitiu
que nao os compreendia” (MORRIS, 1998).

Os primeiros a terem uma consciéncia sobre o infinito foram os gregos, em particular
0s pitagdricos, ao tentar exprimir através de um nimero a medida da diagonal do quadrado
de lado unitario. Eles sabiam que o niimero v/2 ndo podia ser expresso através de uma fracio
a/bcom a,b € Z, b # 0, ou seja, v/2 ndo é um ndmero racional. Assim, v/2 é um ndmero
com infinitos algarismos em sua composicdo e com dizima periddica inexistente. Segundo
Eves, “a descoberta da existéncia de nimeros irracionais foi surpreendente e perturbadora para os
pitagoricos” (EVES, 2004), afinal, como um segmento de reta finito como a diagonal do quadrado
poderia ter a medida expressa por um nimero com infinitos algarismos? Essa compreensao nao

era imediata e segmentos de retas com essa caracteristica sdo chamados de incomensuraveis.

A ideia de infinito também estd presente na constante 7. O cdlculo de uma aproximagao
de nimero irracional 3, 1415... se deu de forma cientifica por Arquimedes (EVES, 2004) ao
tentar determinar o comprimento de uma circunferéncia construindo dois poligonos regulares
um inscrito e outro circunscrito a uma circunferéncia. A ideia € bastante simples, o comprimento
dessa circunferéncia é maior do que o perimetro do poligono inscrito € menor do que o perimetro
do poligono circunscrito. Logo, se o nimero de lados desses poligonos aumentar, seus perimetros
se aproximam do comprimento da circunferéncia. No entanto, Arquimedes ndo admitia um
nimero infinito de parcelas; naquela época “os gregos sempre evitavam lidar com o infinito,
pois esse conceito lhes trazia dificuldades que eles nunca souberam resolver” (AVILA, 2010).
Esse método de determina¢do do nimero 7, chamado de método cléssico de célculo de 7, foi
publicado por Arquimedes em um tratado chamado “A medida de um circulo” (EVES, 2004).
Em notacdo atual, poderia-se expressar essa ideia como

I,, < comprimento do circulo < C),,
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ou ainda

lim 7, < comprimento do circulo < lim C,,
n—oo n—oo
em que [,, é o perimetro do poligono regular inscrito, C;, é o perimetro do poligono regular

circunscrito € n € o numero de lados desses poligonos.

Ainda sobre Arquimedes, em um de seus tratados ele prop0s a quadratura da pardbola
utilizando o método de exaustao de Eudoxo. Ele “demonstrou rigorosamente que a drea /' de
um segmento parabdlico é quatro tercos da drea de um tridangulo tendo a mesma base e mesma
altura” (BOYER; MERZBACH, 2012). Em uma segunda demonstracdo desse teorema, que se
encontra no mesmo tratado, fica claro que a drea K sob um segmento parabdlico € igual a soma
de uma série infinita de areas de tridngulos inscritos a pardbola. No entanto, como no método
classico, Arquimedes ndo considerava o infinito, “pois processos infinitos eram malvistos em
seu tempo” (BOYER; MERZBACH, 2012).

Sobre a quadratura do circulo, este foi um dos grandes problemas que motivaram muitos
matematicos ao longo da histéria. Um dos primeiros a abordar o problema foi o grego Antifon
(430 a.C) que, tomando poligonos inscritos a circunferéncia e sucessivas duplicagdes do nimero
de lados, chegaria a mostrar que o poligono cobriria toda a drea do circulo. Logo como pode-se
“construir um quadrado de 4rea igual a de qualquer poligono, seria entdo possivel construir um
quadrado de 4rea igual a do circulo” (EVES, 2004). No entanto, essa constru¢ao é impossivel
de ser feita utilizando-se de régua e compasso, tendo em vista que ao tomar um circulo de raio

unitdrio, sua drea é 7 e o quadrado com drea equivalente devera ter lado medindo /7.

A impossibilidade estd em construir um segmento de comprimento /7 a partir de um
segmento unitirio. Somente em 1882, o matematico Ferdinand Von Lindemann (1852-1939)
demonstrou que o nimero 7 € transcendente, isto €, o nimero 7 ndo € raiz de nenhuma equacao
polinomial com coeficientes inteiros e assim provou a impossibilidade da quadratura do circulo,
pois “todo nimero x que pode ser construido com régua e compasso € algébrico, isto €, pode
ser expresso como a raiz de uma equacao algébrica com coeficientes inteiros” (LIMA, 2011).
Em outras palavras, se 7 fosse algébrico existiria, por exemplo, ag, a1, as, . . . , a, inteiros tal que

AT + Ay ™+ aem? 4 a7 + ag = 0, porém isso ndo ocorre.

Os incomensuraveis nio sao a tnica forma da expressao dos gregos em rela¢do ao infinito.
Segundo Eves, “o método de exaustdo, pode ser considerado como a resposta da escola platdnica
aos paradoxos de Zendao” (EVES, 2004). Os paradoxos da dicotomia e da corrida de Aquiles
contra a tartaruga argumentam que o movimento € impossivel, sob a hipdtese de subdivisibilidade
infinita do espaco e do tempo (BOYER; MERZBACH, 2012). Segundo Morris “embora certos
filésofos mais antigos tenham falado de uma infinidade de mundos, o primeiro a examinar o
conceito de infinito em detalhe foi o filésofo grego Zendao” (MORRIS, 1998). Esses paradoxos

serdo estudados com maior detalhe na préxima secdo deste capitulo.
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Ao longo do tempo diversas mentes brilhantes trataram do infinito em seus estudos,
como o engenheiro Simon Stevin (1548-1620) com a determinacdo dos centro de gravidade
de figuras planas através do método de exaustdo para um ndmero infinito de termos; Johannes
Kepler (1531-1630) que considerava somas infinitas; Bonaventura Cavalieri (1598-1647) que
considerava uma reta composta por infinitos pontos bem como seu método dos indivisiveis o qual
diz que “um indivisivel de uma porcao plana dada € uma corda dessa por¢do e um indivisivel
de um s6lido dado € uma sec¢do desse sélido” (EVES, 2004). Assim, uma por¢ao plana é
considerada como infinitas cordas paralelas e um sé6lido € formada por infinitas se¢des planas e

paralelas.

Outros importantes matematicos trataram do infinito como Bernhard Bolzano (1781-
1848), Richard Dedekind (1831-1916) e George Cantor (1845-1918). Bolzano mostrou muitas
propriedades importantes dos conjuntos infinitos em um trabalho chamado “Paradoxos do Infinito”
(EVES, 2004). Nesse trabalho pioneiro publicado postumamente em 1859, Bolzano “abordou
vérias questdes de natureza filoséfica e matematica acerca dos conjuntos infinitos” (AVILA,
2010). Coube a Dedekind definir efetivamente conjuntos infinitos e a Cantor demonstrar a enu-
merabilidade dos nimeros racionais e ndo enumerabilidade dos reais. Um maior aprofundamento

do estudo filos6fico e matematico sobre o infinito foge do escopo desse trabalho.

34 oo/oc0

Dando prosseguimento ao estudo das indeterminagdes, a expressdo co/oo estd no rol das
indetermina¢des matematicas. A expressdo oo/oo ndo pode ser vista como uma divisdo de dois

numeros iguais, ou seja, o resultado nao € um.

Conforme a Tabela 1, a indeterminagdo oo /oo ocorre quando dadas das fungdes f e g

tais que

lim f(z) = oo e lim f(z) = oo tem-se o limite lim J(@) _—
T—a T—a T—a g(x) ©.¢)

Para resolver limites com esse formato, pode-se aplicar diretamente a Regra de " Hdspital

ou, conforme mostra a Tabela 1, se for conveniente, o limite pode ser reescrito como

1/g(x)
1/f(x)

o que o transforma em uma indeterminag@o do tipo 0/0.

lim
r—ra

O simbolo +o00 € utilizado para indicar a existéncia de uma assintota vertical ou horizon-
tal da curva de uma dada fun¢@o. Segundo Thomas, “Se a distancia entre o grafico de uma fungdo
e uma reta fixa se aproxima de zero a medida que a curva se afasta da origem , dizemos que a
curva se aproxima assintoticamente da reta e que a reta € uma assintota do grafico” (THOMAS,
2002).
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No caso de limites infinitos, denotado por }g% f(z) = £oo significa que a medida que x
se aproxima de uma ndmero real a a func@o supera qualquer nimero no seu conjunto imagem,
isto é, f cresce ou decresce indefinidamente de modo que a curva que representa f se aproxima
tanto quanto queira de uma reta vertical x = a. A esta reta é dado o nome de assintota vertical.

Observe a Figura 5, que mostra as assintotas verticais da fungdo tangente.

\
_-__-_------_-__-_----_-%_-_----_-_--_------_-_--_

Figura 5 — Assintotas verticais do grafico da funcdo tangente

™ .
Nesse exemplo as assintotas sdo as retas x = 5 + k-memque k € Z tendo em vista que
a tangente ndo estd definida para tais valores de x. A defini¢do de assintota vertical em termos de

limites é dada abaixo.

Definicio 3.4. A reta x = a é chamada assintota vertical da curvay = f(z) se pelo menos uma

das seguintes afirmacoes for verdadeira:

(a) lim+ f(z) = +o0

T—a

(b) lim flx) = —o0

(© lim f(r)= +oo
(d) lim f(z) = —o0

Para exemplificar, considere as fungdes

1 1
f(I):meg(f):

x—1
O limite de f/g quando z — 1 é dado por

lim 71/(1: N
S NVESY
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Note que para z — 1 o numerador e o denominador tendem ao infinito (positivo ou negativo),

logo, é uma indeterminac@o da forma co/oo. Reescrevendo o limite tem-se

. r—1 Y 1 B
(13 el (12 O
Portanto, pela defini¢do, a reta x = 1 é uma assintota vertical da func¢do f/g como ilustra a

Figura 6.

T T Y

Figura 6 — Assintota vertical do grifico da fungéo f/g

As assintotas horizontais sdo dadas por limites no infinito denotado por mgrfoo f(x)=c.
Isso significa que a medida que x cresce ou decresce indefinidamente a fun¢do y = f(x) se
aproxima de uma constante c. Em outras palavras, para valores de x infinitamente grande em
modulo, o grafico da fung@o f se aproxima da reta horizontal y = c. A esta reta é dado o nome
de assintota horizontal. Para exemplificar observe a Figura 7 que ilustra o gréfico da fungao

f(z) = e* que tem como assintota horizontal o eixo das abcissas.
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Figura 7 — Assintota horizontal do grafico da fungdo y = e*

A defini¢do de assintota horizontal em termos de limites é dada abaixo.
Definicdo 3.5. A reta y = ¢ é uma assintota horizontal do grdfico da funcdo y = f(x) se uma
das seguintes afirmagées ocorrer:
@ Jim fle)=c
® Jim fe) =

Observe agora o comportamento de fun¢des da forma f/g que geram a indeterminagio

0o0/00. A determinagdo da assintota horizontal da fungao

Inz

€ dado pelo limite
. Inz
lim
T—00 o —

Note que o numerador € o denominador tendem ao infinito quando x — o0 0 que gera a
indeterminagdo co/oc. Pela Regra de L'Hospital este limite é facilmente resolvido. Logo, segue

que

1 Inz)’ 1 1
lim = imﬂzlimﬁ:lim—:(}

Portanto, a reta horizontal ¢ = 0 (eixo das abcissas) € a assintota horizontal do grafico da func¢do

f(z) =Inz/(x — 1), como ilustrado na Figura 8.



58

-

Inz

Figura 8 — Assintota horizontal do grafico da fun¢do y = 7

Para determinar a assintota vertical calcula-se
) Inz
lim .
z—0t x — 1

Note que, nesse caso, ndo hd uma indeterminacao, logo a Regra de I’Hospital nao € aplicavel.

No entanto é facil ver que para © — 01 tem-se Inz — —oco e (r — 1) — —1, portanto

. Inz
lim
z—0t £ — 1

= 0

o que implica que a reta y = 0 (eixo das ordenadas) é uma assintota vertical de f como ilustra
a Figura 8. Prosseguindo com a andlise dessa funcdo tem-se que f ndo estd definida para
x = 1, logo é importante calcular o limite de f nas proximidades desse valor e verificar seu

comportamento. Nesse caso deve-se encontrar

) Inz
lim .
=1y —1

Nas proximidades de x = 1, o numerador In z — 0 e 0 denominador (x—1) — 0, ou seja, hd uma
indeterminac@o 0/0. Para determinar esse limite, aplica-se a Regra de L’Hospital anteriormente

ja realizada para z — oo, assim

Nesse caso, ndo ha uma assintotaem z = 1.

Em fungdes racionais quando o numerador e o denominador crescem ou decrescem
indefinidamente “ha uma disputa entre o numerador e o denominador. Se o numerador ganhar, o

limite serd co; se o denominador ganhar, a resposta serd (. Ou pode haver um equilibrio e, nesse
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caso, a resposta serd algum ndmero positivo finito”(STEWART, 2016a). Para exemplificar, serd

determinada a equacao da reta que representa a assintota horizontal da funcao

x?—1

J@)=gm 7

Para tal, calcula-se o limite
21
z
m ————-.
z—00 212 4 1

Colocando 22 em evidéncia no numerador e no denominador da funco tem-se

1 1
2
lim v = lim N 2t lim Jf = = —.
s, L 250 2

1'2

O grafico de f e sua assintota horizontal sdo ilustrados na Figura 9.

2 —1
222 4+ 1

Figura 9 — Assintota horizontal do grafico da funcdo y =
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Para finalizar, observe a determinacao das assintotas da fungao

2
e+ 1
flx) = ———%
2z — 3
As assintotas horizontais sdo dadas pelos limites
. V2241l 2?2 +1
lim —e lim ————.
=00 2x —3  wo—oo 2x — 3
Com = — oo a fung@o f gera uma indeterminacdo da forma co/oo. Este é um caso de limite
em que a Regra de L’Hospital ndo funciona, pois ao efetuar a derivacdo do numerador e do
denominador sucessivas vezes, a indeterminacao nao € eliminada, portanto a estratégia a ser

utilizada € a de artificios algébricos. A estratégia para o calculo do primeiro limite

2 +1
=00 2x — 3

¢ dividir o numerador e o denominador por v 22, que € equivalente a |z|. Assim,

x?2+1
2 1 /.2
lim Tt = lim Y% .

1 1

Ve e v

s 20 3 wbee 3 2 2
T X X

, x2+1 1
lim = ——,
z——o00 2r — 3 2
tendo em vista que para x — —oo entdo x < 0, logo |z| = —z. Portanto aretay = —1/2é a

outra assintota horizontal de f.

Um ponto do dominio no qual a fungio ndo estd definida é x = 3/2. Logo analisa-se o
comportamento da funcdo nas proximidades desse valor, ou seja, o limite de f quando x tende a

3/2, portanto o limite a ser calculado é

2+ 1
im —.
r—3/2 2 — 3

Como o numerador tende a uma constante positiva € o numerador tende a zero, entdo esse limite

cresce ou decresce indefinidamente, isto €,
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Vit +1 ) 241

lim YL im Y2 _
x—>(l?{?2)+ 2x — 3 oo e $—>(ISI}12)’ 2x — 3 o

o que indica que a reta z = 3/2 é uma assintota vertical. A Figura 10 ilustra o grifico de f e

suas assintotas.

T e L T T T

2 +1

Figura 10 — Assintotas horizontais e vertical do grafico da funcio y = 73
‘r JR—

O célculo das assintotas do grifico de uma funcdo é fundamental para a construcdo
do seu grafico. Outros artificios como as derivadas primeira e segunda também fazem parte
das ferramentas de construgdo de graficos de funcdes, no entanto, o objetivo desse trabalho é
destacar o comportamento da fun¢@o em torno de func¢des cujos limites geram indeterminagdes

matemadticas e portanto sua andlise fica restrita a aproximagao assintética.

35 0-00

A discussdo dessa se¢do envolve o produto de dois importantes elementos da Matematica.
Um elemento é o niimero zero, algarismo criado pelos hindus para indicar o vazio em seu sistema
de numeracao posicional. Eves afirma que “a ideia de valor posicional e um zero devem ter sido
introduzidos na India algum tempo antes do ano 800 d.C” (EVES, 2004). O outro é o simbolo oo,
jé apresentado na se¢do anterior, que ndo ¢ um nimero e portanto as regras da aritmética nao sao

aplicaveis. Afinal, o que pode surgir do produto desses dois simbolos? O que representa 0 - co0?
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Sabe-se do produto de nimeros reais que para toda constante ¢ multiplicado por zero o

resultado € zero, isto é, 0 - ¢ = 0. Por outro lado, dada uma fun¢do f tal que

lim f(x) = oc,

entdo para todo nimero ¢ > 0

limc- f(x) = 00

Tr—a

o que da a ideia de que ¢ - co = oco. Dessa forma, 0 - oo € igual a zero ou igual a co? A resposta
depende do contexto em qua tais elementos estao envolvidos. Para iniciar o estudo desse produto
serdo apresentados dois contexto em que a indeterminacdo 0 - oo aparece. O primeiro serd através

dos Paradoxos de Zenao, o segundo através da fun¢ao Delta de Dirac.

Zenao de Eleia foi um filésofo, professor e politico que viveu no século V a.C na cidade
de Eleia da Magna Grécia, atual sul da Italia. Era discipulo de Parménides da escola eledtica e
propds alguns paradoxos relacionados ao movimento. Uma questdo discutida na época entre as
diferentes correntes do pensamento era a validade da admissao da subdivisibilidade indefinida de
uma grandeza ou se a grandeza seria dividida em um nimero muito grande de partes indivisiveis,
assim, “hd evidéncias de que na Grécia antiga se desenvolveram escolas de raciocinio matemético

que abracaram uma ou outra dessas premissas” (EVES, 2004).

Um dos Paradoxos de Zenao diz respeito a corrida entre o veloz heréi Aquiles e uma
tartaruga em que Aquiles dé a lenta tartaruga a vantagem de sair com uma certa distancia a
frente. O paradoxo diz que Aquiles jamais alcangaria a tartaruga, pois quando Aquiles alcancasse
o ponto inicial em que a tartaruga se encontrava, a mesma j4 teria andado uma determinada
distancia. Quando Aquiles alcangasse o segundo ponto em que a tartaruga se encontrava, a
mesma ja teria andado mais uma certa distancia e assim sucessivamente, admitindo a divisao
da distancia a ser percorrida em infinitas partes, o que tornaria a vitéria de Aquiles impossivel.

Observe a Figura 11 que ilustra essa situagao.

A2
44
A

Figura 11 — Corrida entre Aquiles e a tartaruga. Fonte: (DISQUS, Acesso: 03 dez. 2017)
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Ja o paradoxo da dicotomia diz que para percorrer uma determinada distancia, por
exemplo, um segmento de reta AB, antes de obter o deslocamento total do ponto A ao ponto B,
deve-se alcancar antes o ponto médio desse segmento, no entanto, antes do ponto médio deve-se
alcancar o ponto correspondente a um quarto da medida do segmento, e um oitavo, um dezesseis
avos e assim sucessivamente, pois “se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente
entdo o movimento é impossivel” (EVES, 2004). Ou seja, ndo poderia partindo de A chegar ao
ponto B, pois “como o mdvel tem de passar por uma infinidade de posicdes intermedidrias num
tempo finito, nunca se chegard ao ponto B, nem sequer comecaré a se mover” (AVILA, 2012). A

Figura 12 ilustra o segmento unitario AB e os respectivos pontos médios M,, em que n € N*.

A B
1
A M,
1
2
A M-
1 2
4
A'—'Mg
1
8

Figura 12 — Paradoxo da Dicotomia

Os paradoxos de Zendo tornou-se um desafio para a 16gica e exerceu grande influéncia
dentro do pensamento filoséfico. Os gregos do século V a.C sentiram muita dificuldade em
conhecer o movimento continuo (AVILA, 2012). Os paradoxos desafiam ideias intuitivas “de
que a soma de um nimero infinito de quantidades positivas € infinitamente grande, mesmo que
cada uma delas seja extremamente pequena e de que a soma de um ndmero finito ou infinito de
quantidade de dimensao zero é zero” (EVES, 2004). Observando a sequéncia de valores para a
distancias a serem percorridas no paradoxo da dicotomia, suponha que o segmento AB tenha
comprimento unitario. Seguindo o raciocinio de Zenao tem-se como primeira distancia a ser

percorrida igual a 1/2, depois 1/4, 1/8 e assim por diante, ou seja, tem-se a sequéncia de fracoes

1111 1 1

de modo que a medida que n cresce, isto é, n — oo a fragdo 1/2" se torna muito pequena, ou
seja, 1/2™ — 0, logo a distincia percorrida nesse caso seria oo - ) em que 0 oo representa o

nimero de termos e 0 representa a distancia para termos quando n — oo. A ideia € andloga para
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o Parad6xo de Aquiles e a tartaruga. Suponha que a tartaruga inicie a corrida com uma vantagem
de 100 metros em relagdo a Aquiles e que a velocidade de Aquiles seja 10 vezes maior do que a
velocidade da tartaruga. Entdo, quando Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga terd percorrido
10 metros. Quando Aquiles vencer os 10 metros a tartaruga terd andado 1 metro, depois 0, 1

metros e assim por diante. Dessa forma as distancias percorridas por Aquiles em cada etapa serd

100, 10, 1 Lo !
©7 771071007 10007 T

portanto a distancia total percorrida por Aquiles € igual a

1 1 1
1 1 1+ —=+—+—...
00+ 10+ 1+ 10+100+ 1000

que é a soma de uma série geométrica de razdo 1/10 e primeiro termo igual a 100. Como mostrar
que essa soma apesar de ter infinitos termos, ndo € infinita e sim converge para um nimero

finito?

Suponha que os elementos da série sejam ay, as, - - -, ay,, - - -, a soma deles seja S, e

q # 1 arazdo geométrica dada por ¢ = a,/a,_1, logo tem-se

Sp = a1+ay+az+---a, =a +aq+aq+ ... +a,_1q (3.1)
Snq = ar-qtay-qtaz-q+---a,-q (3.2)

Subtraindo (3.2) de (3.1) tem-se

Sn_Sn'q = ap —an-gq
Sol—q) = ar—ai-¢"" g
Sp(l—q) = ar—ar-q¢"

Su(l=¢q) = ai(1—-q")

1 _ n
g - wl—d)
l—q
Se |¢| < 1en — ooentdo ¢" — 0, logo
S = lim S, = il
Portanto, para a; = 100 e ¢ = 1/10 tem-se
100 .
S = =111,1
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Portanto, a soma infinita das distincias percorridas converge para 111, 1 metros. Nessas condi-
¢des, se Aquiles disputar com a tartaruga uma corrida com distancia superior a 111, 1 metros,

ele vencerd a corrida tendo a ultrapassagem feita nos primeiros 111, 1 metros do percurso.

Seguindo a mesma ideia para o paradoxo da dicotomia, segue que a soma S dos infinitos

termos da série geométrica para a; = 1/2 ¢ = 1/2 éigual a

1/2

5:1—U2:

1

que é o comprimento do segmento unitario AB. O fato € que movimento existe, isto &, Aquiles
alcancard a tartaruga assim como € possivel percorrer a distancia de um segmento de reta AB
unitério. A incoeréncia dos paradoxos de Zendo € que considera-se apenas um intervalo de tempo
fixo, ou seja, deve-se “efetuar uma série infinita de atos, algo que ndo pode ser feito em um

periodo de tempo finito” (MORRIS, 1998), pois sabe-se que o tempo ndo € finito.

Outro contexto o qual a indeterminacao 0 - co aparece € na funcdo Delta de Dirac. A
func¢ao Delta de Dirac aparece em problemas onde ha uma forca de magnitude grande atuando
durante um pequeno intervalo de tempo (OLIVEIRA; MAIORINO, 2003). Fendmenos como
esse sao de natureza impulsiva, como por exemplo, o sistema mecanico atingido pelo golpe de

um martelo e também modelam problemas de distribuicdo de massas e cargas pontuais.

A funcdo Delta de Dirac foi proposta pelo fisico tedrico britanico Paul Dirac (1902-1984).
A funcdo Delta de Dirac ndo € uma fungao no sentido literal da palavra como conhecido no
Calculo e sim uma distrubui¢cdo o qual vale oo para x = 0 e nula no restante da reta. Além
disso, pode-se pensar em um retangulo cuja base € infinitamente pequena e a altura infinitamente

grande, dai tem-se a ideia do produto 0 - oo como ilustra a Figura 13.

a

Figura 13 — Representacdo gréfica de Delta de Dirac
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Considere a funcdo f definida como

—, s¢ a—e<xr<a-te,
flx—a)=14 2¢

0, se |z| > a+e,
em que a > 0 e € € uma constante positiva. Graficamente f estd ilustrada na Figura 14.

Yy

26_

i
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©
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8

Figura 14 — Gréfico da fungao f(x)

1 . .
Note que a drea sob a reta y = % e delimitada pelas retas verticais r1 = a — € €
€

: . A . . L.
9 = a + € éigual a 1, pois o retangulo formado possui base medindo 2¢ e altura y = % isto é,
€

ou seja, a drea € constante e independente do valor de € como ilustra a Figura 15.

f(x—a);
S ——
2 %
a—«¢ a a+te T

Figura 15 — Area do retingulo sob areta y = —
€
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A funcdo Delta de Dirac é dada por

d(zr—a)= lim f(x—a).

e—0t

Em termos de integral tem-se

o) a—e 1
dr = / S dr=1.
/—oo f(l’) * a+te 2¢ *

-1 .
Dessa forma quando ¢ — 07 entdo % — 00, assim
€

0, se x#a 00
d(x—a) = ’ ’ e/ §(x —a)dx = 1.
00, se T =a, —00
Para manter a drea constante igual a 1, se aumentar o comprimento do retangulo, serd necessdrio
diminuir sua altura e vice-versa. A indeterminagdo 0 - oo representa a area desse retangulo de
modo que se a base tender ao infinito, a altura tendera a zero, logo como Delta de Dirac € igual a

1 independentemente do valor de € entdo 0 - oo = 1, nesse caso.

3.6 00— 00

De acordo com a Tabela 1, essa indeterminagdo ocorre quando tem-se a subtracao de
duas fungdes quando ambas tendem ao infinito, isto é, dadas as fungdes y = f(z) e y = g(z), se
lim flz)=cce lim g(x) = oo entdo glclirlll[f(:v) — ¢g(x)] gera a forma indeterminada co — oo .
Como oo ndo representa um nimero real entdo nao pode-se empregar a aritmética da maneira
usual e o resultado desse limite ndo € igual a zero necessariamente, mas dependerd da escolha de
fey.

O limite poderia ser igual a um valor arbitrario £ € R. Para exemplificar, tomando as
fungdes f, g : R — {0} — R dadas por

fe) =kt eglr) =1,

seus limites sdo

lim f(z) = lim g(x) =occe lim [f(x) —g(2)]
H4 a possibilidade de inexisténcia do limite ou até mesmo a diferenca das fun¢des tender ao

infinito. Tudo dependera do comportamento das funcdes f e g envolvidas.

Saindo do campo da teoria de limites serd analisada essa indeterminagdo através do
famoso paradoxo do Hotel de Hilbert, que envolve conjuntos infinitos. David Hilbert (1862-
1943) foi um matemadtico alemao e seu trabalho foi excepcionalmente abrangente e talentoso,

como provam suas muitas e importantes contribui¢des a diversas dreas (EVES, 2004). Em 1900
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no Congresso Internacional de Matematica em Paris, Hilbert propds uma lista com 23 problemas
matematicos em aberto dos quais alguns ainda hoje encontram-se sem solucdo. O propdsito
desses problemas “era servir de exemplos da espécie de problema cujo estudo deveria levar o
avanco da disciplina” (BOYER; MERZBACH, 2012).

Para falar do paradoxo do Hotel de Hilbert € necessario entender alguns conceitos de
conjuntos infinitos cuja teoria foi proposta por Georg Cantor (1845-1918). Segundo Lima, “deve-
se a Cantor a descoberta fundamental de que ha diversos tipos de infinito, bem como a analise
desses tipos” (LIMA, 2008). Antes de Cantor, Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)
definiu que “um conjunto se diz infinito se pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com
uma parte propria de si mesmo”’(IEZZI; MURAKAMI, 2004). Quanto ao niimero de elementos
de um conjunto, ele pode ser finito, enumerdvel e ndo-enumerdvel. Nesse sentido “a maior
contribuicdo de Cantor nesta drea nao foi a adoca@o de linguagem e da notacao dos conjuntos e

sim suas descobertas sobre os nimeros cardinais de conjuntos infinitos”(LIMA, 2013).

Para a determinacdo da cardinalidade de um conjunto basta verificar a existéncia de
uma correspondéncia biunivoca com o conjunto dos nimeros naturais. Em outra palavras este
€ o principio bésico da contagem, a mesma utilizada pelo homem pré-histérico ha cerca de
50.000 anos quando houve a necessidade de saber a quantidade de objetos, animais, membros da
tribo etc. Essa contagem ocorria através de uma correspondéncia biunivoca entre duas colecdes
de objetos, por exemplo, o nimero de ovelhas e o nimero de pedras, a saber que cada pedra
correspondia uma ovelha. Assim, contar elementos de um conjunto, corresponde verificar a
existéncia de uma funcao bijetora entre o conjunto a ser contado e o conjunto dos nimeros
naturais nao nulos. Esse € o conceito de cardinalidade ou tamanho de um conjunto. Na teoria de
Cantor ele descobriu “que existem conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades ao provar
que nao pode haver uma correspondéncia biunivoca entre N e o conjunto R”(LIMA, 2013).
Assim, Cantor estabeleceu uma hierarquia entre conjuntos infinitos mostrando que o conjunto
dos numeros Reais e Complexos tem cardinalidade ou equipoténcia superior a dos conjuntos

enumeraveis como os naturais, inteiros e racionais, por exemplo.

Definicao 3.6. Seja I, o conjunto dos niimeros naturais de 1 até n, isto é,

I, ={peN/1<p<n}.

Um conjunto A ndo vazio € finito se existe uma funcao bijetora f : I,, — A, para algum
n € N, e nesse caso o conjunto A possui exatamente n elementos. Para a andlise do paradoxo do
Hotel de Hilbert interessa determinar a cardinalidade de um conjunto infinito. Diz-se que um
conjunto € infinito quando n3o é finito. Como efetuar a contagem de conjunto infinito? Nesse
caso tem-se a ideia de enumerabilidade: um conjunto A € chamado de enumeravel se € finito
ou quando existe uma correspondéncia biunivoca com o conjuntos dos nimeros naturais, isto
¢, existe uma fungdo bijetora f : N — A. Para exemplificar, apesar do conjunto dos nimeros

pares P ser um subconjunto de N, isto €, P C N ambos tem a mesma cardinalidade. Isso quer
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dizer que existe uma funcdo bijetora f : N — P. Considerar que um conjunto “menor” tenha
a mesma quantidade de elementos que um conjunto “maior” ndo €é uma ideia imediata de ser

concebida, no entanto sua explicacdo € elementar:

N— P
1+—2
24
36

n— 2n

Analogamente ao conjunto dos nimeros impares no qual n — 2n — 1 em que n € N. Assim,
esses conjuntos sao chamados de enumerdveis pois sdo equipotentes ao conjunto N, isto &,

possuem a mesma cardinalidade que o conjunto dos nimeros naturais.

O paradoxo do Hotel de Hilbert considera um hotel com infinitos quartos todos enu-
merados com ndmeros naturais, isto €, o primeiro quarto corresponde ao quarto de ndmero 1,
o segundo quarto corresponde ao quarto de numero 2 e assim por diante. O hotel encontra-se
lotado, ou seja, os infinitos quartos estdo ocupados por infinitos hdspedes. Ao chegar um novo
héspede H, mesmo com o hotel lotado, o gerente do hotel consegue acomodé-lo, afinal, o hotel
possui infinitos quartos. Para tal, o gerente solicita que o hospede do quarto nimero 1 mude-se
para o quarto de nimero 2, o hospede que se encontrava no quarto nimero 2 mude-se para o
quarto de nimero 3, o hdspede que se encontrava no quarto de nimero n mude-se para o quarto
de numero n + 1 e assim por diante, tendo em vista que na numerag¢do através do conjunto dos
nimeros naturais, sempre haverd um préximo termo. Com essa manobra, o quarto de nimero
1 estd vago para o novo hdspede. A estratégia € a mesma se chegar um grupo de n hdspedes
para se acomodar no hotel; o gerente terd que deslocar o hdspede do quarto de nimero 1 para o
quarto de numero n + 1, e assim por diante de modo que os n primeiros quartos fiquem vagos. A

relacdo que descreve o primeiro caso é dada por

Hoéspede H 1 2 n
A
Quarto 1 2 3 n+1

Ao chegar um Onibus com infinitos passageiros, para acomodar todos eles, o gerente
solicita aos hospedes do hotel que se mude de quarto novamente de modo que cada um deve ir
para o quarto cujo nimero € o dobro do quarto em que se encontra, isto €, o héspede do quarto de
nimero 1 muda-se para o quarto de nimero 2, o héspede do quarto de niimero 2 muda-se para o
quarto de nimero 4, o héspede do quarto nimero n muda-se para o quarto de niimero 2n e assim

por diante. Desse modo, todos os quartos cujos nimeros sao impares encontram-se disponiveis
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para os infinitos novos héspedes. Nesse caso a relacdo biunivoca ocorre entre o conjuntos dos

nimeros naturais € o conjunto dos nimeros pares.

Hospede 1 2 3 --- n
N
Quarto 2 4 6 --- 2n

Agora, o desafio do gerente aumenta ao ter que acomodar uma excursao de infinitos
Onibus com infinitos passageiros em cada Onibus. Para tal, o gerente solicita que os hdspedes
mudem-se de quarto novamente, de modo que o ndmero do novo quarto € igual a 2 elevado ao
nimero do quarto em que se encontrava, isto €, o hospede que se encontra no quarto de nlimero
1 muda-se para o quarto de niimero 2, pois 2! = 2, o héspede que se encontra no quarto de
niimero 2 muda-se para o quarto de niimero 4, pois 22 = 4, o héspede que se encontra no quarto
de nimero n muda-se para o quarto de nimero 2" e assim por diante. A relagdo biunivoca ocorre

entre o conjunto dos nimeros naturais e as poténcias de 2:

Hoéspede 1 2 3 -+ n
el
Quarto 2 4 8 --- 2"

Assim, para alocar os infinitos novos hdspedes dos infinitos 6nibus da excursdo, o gerente usa
a seguinte estratégia: os passageiros do primeiro 6nibus serdo acomodados nos quartos cujo
ndmero € igual a 3 elevado ao ndmero do seu assento do dnibus, ou seja, o passageiro do assento
ndmero 1 serd acomodado no quarto de nimero 3, pois 3! = 3, o passageiro do assento nlimero
2 sera acomodado no quarto de ndmero 9, pois 3% = 9, o passageiro do assento nimero 7, serd
acomodado no quarto de ndmero 3" e assim por diante. A relacio entre quartos e passageiros

sdo resultados de poténcias de base 3.

Assento do 1° 6nibus

1 2 3 -+ n
e
Quarto 3 9 27 ... 3"

Os préximos infinitos 6nibus deverdo seguir a sequéncia dos nimeros primos, logo, os
passageiros do segundo Onibus serdo acomodados no quartos cujo nimero € o resultado de 5

elevado ao numero do seu assento no Onibus.

Assento do 2° 6nibus 1 2 3 - n
N
Quarto 5 25 125 ... 5"

Para o terceiro Onibus tem-se
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Assento do 3° 6nibus 1 2 3 ceem
Ll
Quarto 7 49 343 .- 5"

e assim por diante, para cada 6nibus, uma poténcia cuja base ¢ um nimero primo. A questdo que
deve ser levantada € se com essa estratégia tracada pelo gerente ocorre o risco de dois hospedes
serem acomodados no mesmo quarto. Felizmente isso ndo acontece, por exemplo, os passageiros
do primeiro Onibus estdo acomodados em quartos de nimeros da forma 3" e do segundo Onibus,
estdo acomodados em quartos de nimeros da forma 5™. Supondo que tenha um quarto com
dois héspedes, isso implica admitir que 3" = 5™, portanto, como 3" € divisivel por 3, entdo
tem-se 5" também divisivel por 3 o que implica que 5 € divisivel por 3 o que é um absurdo, pois,

sabe-se que 5 ndo € divisivel por 3. Isso ocorre para quaisquer dois ndmeros primos distintos.

Com essa estratégia, ainda estdo vagos os quartos cujos numeros sao divisivelis por
mais de um ndmero primo tendo em vista que o gerente acomodou os infinitos passageiros dos
infinitos 6nibus em quartos de ndmero da forma p™ onde p é um nimero primo correspondente
ao Onibus e n corresponde ao nimero do assento do Onibus p. Dessa forma, por exemplo, o
quarto de numero 6 estd vago, pois 6 € divisivel por 2 e por 3, podendo entdo, acomodar mais

infinitos novos héspedes, pois todos os multiplos de 6 também estdo vagos.

Ao fechar um determinado tempo de hospedagem, os passageiros do primeiro 6nibus da
excursio fazem o check-out e seguem seu destino. Para atualizar o nimero de quartos disponiveis
para futuras hospedagens, o gerente percebe que se o hotel possui infinitos quartos e sairam
infinitos hospedes, entdo o hotel conta com oo — oo quartos disponiveis ou ainda hd co — oo
héspedes no hotel. Na impossibilidade de operar aritmeticamente com esses simbolos, pois “o
simbolo oo ndo representa um nimero” (STEWART, 2016a), tampouco —oco, 0 gerente conclui
que oo — 0o = 00 nesse caso. Portanto, ainda restam infinitos quartos disponiveis e infinitos
héspedes no hotel. Por outro lado, se todos os hdspedes do hotel fizerem o check-out, entao

haverd co — oo = 0 pessoas hospedadas no hotel.

3.7 o

Em termos de limites, a forma indeterminada oo” ocorre quando tem-se duas fungdes f

e g tais que lim f(2)9®) quando lim flx)y=oce lim g(z) = 0, como por exemplo,

1. 1 senx
i ()

pois 1/x2? cresce indefinidamente quando x — 0 e sen x tende a zero quando x — 0, porém
seu limite € igual a 1 e pode ser encontrado aplicando o artificio ilustrado na Tabela 1 para a

aplicagdo da Regra de L’Hospital.

Da definicdo de potenciacdo de um nimero real, tem-se que o expoente indica quantas

vezes a base deve ser multiplicada por ela mesma, assim, intuitivamente, oo” pode ser entendido
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como um nimero extremamente grande, tdo grande quanto queira, elevado ao expoente zero,
ressaltando porém, que oo ndo € um nimero. Desse principio, todo niimero real ndo nulo elevado
a zero € igual a um. Por outro lado, ao pensar que a base € infinita, entdo o resultado poderia ser
infinito mesmo que o expoente esteja decrescendo. Ou poderia haver um equilibrio entre os dois
elementos e resultar em uma constante. Todas essas possibilidades dependem da escolha desses

elementos.

Em uma ideia intuitiva de limites, observe o que pode ocorrer efetuando substituicdes na
base e no expoente. Primeiramente, tomando valores cada vez maiores para a base e mantendo

fixo o expoente igual a zero.

19 = 1
1000 = 1
10.000° = 1

1.000...000° = 1

Como ja mostrado anteriormente, para uma base ndo nula e expoente igual a zero, mesmo que a

base esteja crescendo indefinidamente, a poténcia serd igual a 1, isto é,

lim z° = 1.
Tr—r 00

Por outro lado, suponha a fungdo f; com a forma fi(x) = z%'. A fun¢io f; pode ser
reescrita como fi(z) = /' = 1/z. Observe o comportamento da fungio f; quando toma-se

valores cada vez maiores para z, isto €, fazer x tender ao infinito.

Ay = V1= 1

f1(101) = V100 = 10

f1(10%°) = V1020 = 102

f1(10199) Y1010 — 1010

f1(107%) : V100 = 10%, ondek € N

Dessa forma percebe-se que a medida que x — oo entdo f; — oo.
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Seguindo 0 mesmo raciocinio tomando o expoente igual a 0,01 tem-se a funcdo
fo(z) = 2% que pode ser reescrita como fy(z) = 2'/1% = 1%/z. Fazendo x — oo tem-

se
1) = W1 =1
f(1010) = W00 = 10
f(10%0) = W1020 = 102
f2(101000> : 10\0/W — 1010

f2(101008) = §/10100k = 10¥,  onde k € N

portanto, a medida que x — oo, f, também tende ao infinito. Prosseguindo com a mesma ideia,

dada a fungdo f,(x) = 0000001 gye  pode ser reescrita como
fulz) = /100000 — 100.000/3 em que o ndice da raiz possui n zeros. Fazendo © — oo
tem-se
100...000
(1) = V1 = 1

fn(10100...000) — 100...000/ 1(100...000 = 10
fn(10200...000) — 100-“00,0/]_0200...000 — 102

fn(10100-000k) — — 109-990/1()100..000k  — 10%,  onde k € N

Dessa forma conclui-se que que a medida que  — o0, a func¢do f,, também tende ao infinito.
Esse processo pode ocorrer sucessivamente, tomando fungdes f,, com n — oco. A diferenca entre
as fungoes f1, fo, ..., fu, - - -, € que a medida que o indice da raiz aumenta, a func¢io tende ao

infinito mais lentamente.

Para finalizar a andlise intuitiva do comportamento dessas expressoes, suponha que a
base cresca na mesma propor¢do em que o expoente decresce, isto €, tomando valores da fung¢do
f(z) = 2'/* para x — oco. Nesse caso sdo apresentados os resultados com aproximagio de cinco

casas decimais.
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f(10) = W10 >~ 1,25892
f(100) = '8/100 > 1,04712
f(1000) = '*%/1000 >~ 1,00693
£(10000) = '°Y/10000 >~ 1,00092

f(1.000. ..000) 1000-09/1.000...000 = 1,00000

Analisando por esse lado, € sugerido que o resultado € igual a 1. De fato, essa analise decorre do
limite
. 1/x . Inz . 1z 0
limz/"=lime= =limeT =¢ =1
T—r00 T—00 T—r0o0

em que a base z cresce indefinidamente e o expoente 1/x decresce indefinidamente.

3.8 1%

Poder-se-ia pensar que 1*° € igual a 1, tendo em vista que pela definicao de potenciacio
o expoente indica o nimero de fatores iguais a base que deve ser multiplicadas entre si, isto &,

dado um nimero « real e n natural, a poténcia a™ € definida por

a"=a-a-...-q
n fatores
portanto para a = 1 e n — oo tem-se

1*=1-1-1-...-1-
infinitos fatores

Como o ndmero 1 € o elemento neutro da multiplicagdo, entdo o produto de 1 por ele mesmo é
igual a 1 independentemente do nimero de fatores. Essa ideia se confirma ao observar o grafico

da fungdo f(x) = 1% para todo z € R que é uma reta horizontal como ilustra a Figura 16.

Yy

34

24

Figura 16 — Grafico da funcdo constante y = 1
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A propriedade da divisdo de poténcias de mesma base diz que para uma mesma base a,

no quociente, mantém-se a base e subtrai os expoentes, isto &, a” /a™ = ™", logo o quociente

1
100
implicaria em 1°°~°°. Por outro lado, reescrevendo a poténcia 1> tem-se
1 1-1-...
1 1-1-...

que transmite a ideia de que essa divisao € igual a 1 pois a divisdo de um nimero ndo nulo por
ele mesmo € sempre igual a 1. Pode-se concluir entdo que 1°° = 1? Para responder tal questao,
tem que analisar o significado de 1°°~°°. Se co fosse um nimero qualquer, sujeito as leis da
aritmética esta expressdo seria simplesmente igual a zero (MAOR, 2008) e 1° = 1, no entanto,
na subsecdo 3.5 deste trabalho foi mostrado que oo — oo € uma expressao indeterminada o que

implica que a expressao 1>° também € uma indeterminacao.

No campo do Calculo, a expressdo 1°° tem estreita relacdo com o numero e chamado
de nimero de Euler. O nimero de Euler € assim chamado em homenagem ao matematico e
fisico suico Leonhard Euler (1707-1783). Euler foi um matematico que proporcionou grande
contribui¢do em termos de volume de producdo dentro das diversas dreas da Matematica,
pois “Euler publicou 530 trabalhos durante sua vida, deixando ainda, ao morrer, uma série de
manuscritos (...)”(EVES, 2004), manuscritos esses que “por quase meio século depois de sua
morte continuava a aparecer nas publicacdes [...] totalizando 886 itens” (BOYER; MERZBACH,
2012). A quantidade de pédginas escritas “‘chegava a cerca de 800 pdginas por ano durante
toda sua vida (BOYER; MERZBACH, 2012). Muitas das nota¢des utilizadas na Matematica
moderna foram criadas por Euler, como por exemplo, f(x) para fungdes, Y para somatdrios,
1 para a unidade imagindria no conjunto dos nimeros complexos, a notagdo e para 0 nimero
irracional 2, 718281828459... que € a base dos logaritmos naturais, dentre outras notagdes e
férmulas como a férmula “que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da Matematica,

e = cosx + isenx que para z = 7 se transforma em ¢™ + 1 = 0” (EVES, 2004).

O logaritmo de base e, log, = denotado por In x, chamado de logaritmo natural, € conhe-
cido também por logaritmo neperiano em homenagem a John Napier, criador da primeira tdbua
de logaritmos, “entretanto, tal denomina¢do ndo € inteiramente apropriada, pois o logaritmo
originalmente definido por Napier ndo coincide com o logaritmo natural”’(LIMA, 2013). O
nimero e j4 “era conhecido pelos mateméticos pelo menos meio século antes da invengdo do
Célculo [...] uma explicacdo virtual € a de que o nimero e teria aparecido primeiro ligado a uma

férmula para o célculo de juros compostos” (MAOR, 2008).
A forma indeterminada 1°° aparece no célculo do limite exponencial fundamental

1 X
lim (1 + )
T—00 €x

cujo valor € igual ao nimero de Euler. Esse limite € importante, pois € uma ferramenta necessaria

para determinar a derivada de uma func@o exponencial f : R — R, dada por f(z) = a” em que
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a > 0 e a # 1. Geometricamente, por definicdo de assintota, o limite

1 T
lim (1 + ) =e
T—00 x
implica que o ndmero e € uma assintota horizontal do grafico da fun¢do f(z) = (1 4 1/x)"

como ilustra a Figura 17.

xr

Figura 17 — Assintota horizontal do gréfico da fungéo f(x) = (1 + 1/x)”

Intuitivamente, ao atribuir valores cada vez maiores para x na fungdo f(x) = (1+1/z)" é
possivel observar uma tendéncia dos resultados. Analisando primeiramente a expressdo (1+1/x);
tomando valores cada vez maiores para x, a fracdo 1/x se torna cada vez menor, isto é, se
aproxima de zero consequentemente 1 + 1/x se aproxima de 1. Como 1 elevado a qualquer
expoente € igual a 1 entdo 1* tal que x seja um natural suficientemente grande pode-se concluir
entdo que (1 + 1/x)* = 1. Por outro lado, sabendo que 1 + 1/x é um nimero maior do que 1, se
elevado a expoentes cada vez maiores, entdo 1 + 1/x tende ao infinito. Afinal, (1 4+ 1/x)" tende

a 1 ou ao infinito?

O fato é que “em cada indeterminagdo existe uma luta entre duas quantidades, uma
tendendo a tornar a expressdo numericamente grande e a outra tendendo a tornd-la numericamente
pequena” (MAOR, 2008) e a resposta para tal pergunta ndo é nem 1 e nem oo. Ao efetuar
substituicoes para x cada vez maiores, observa-se os seguintes resultados com aproximacao de

cinco casas decimais conforme mostra a Tabela 2.
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Tabela 2 — Substitui¢do de valores em f(z) = (1 + 1/z)*

x 1+1/z | (14 1/z)"
1 2 2

) 1,2 2,48832
10 1,1 2, 59374
100 1,01 2, 70481
1.000 1,001 2,71692
10.000 1,0001 2,71815
100.000 1,00001 2,71827
1.000.000 | 1,000001 2,71828
10.000.000 | 1,0000001 | 2,71828

A tendéncia dos resultados aparenta “que qualquer aumento posterior em z quase nao
afetard o resultado”(MAOR, 2008), o que d4 a intui¢do de que essa func@o se aproxima do

numero transcendente 2, 718281828459... a medida que x — oo.
Uma prova de que
1 T
lim (1 + ) =e
T—00 x
pode ser feita geometricamente através de dreas e o teorema do confronto. Para tal, serd caracteri-

zado a fun¢do logaritmica de base e. A funcdo In x pode ser definida através da integral definida

da fungdo hiperbdlica y = 1/x cujo limite inferior é 1 e o superior é igual a . Em notagdo de

z 1
lnx:/ —dt.
1t

Graficamente In x é drea abaixo do ramo positivo da hipérbole equilétera limitada pelas retas

integral tem-se que

verticais que passam em 1 e no ponto genérico x. Essa drea € chamada de faixa hiperbdlica HY

conforme ilustra a Figura 18.

1 x t

Figura 18 — Area da faixa hiperbélica

A funcdo logaritmica € caracterizada através do seguinte teorema cuja demonstragao

encontra-se no livro “Numeros e Fun¢des Reais” de Elon Lages Lima (LIMA, 2013).
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Teorema 3.7 (Caracterizagio das fungdes logaritmicas). Seja f : Rt — R uma fun¢do mondtona
injetiva tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R". Entdo existe a > 0 tal que
f(z) = log, x para todo x € R*.

Dessa forma “pelo teorema da caracterizacdo das funcdes logaritmicas, existe um nimero
real positivo, que chamaremos de e, tal que f(z) = log, = para todo x € R*” (LIMA, 2013). A
notacgdo para log, x é dada por In x; o niimero e € tal que a faixa hiperbdlica H{ tem drea unitaria.

Nesse sentido, o nimero e € caracterizado através da faixa hiperbdlica

el
/fdtzl
1t

e tem o mesmo valor do limite fundamental. Observe a Figura 19 que apresenta os retangulos,

um contido em H{ ™ e outro que a contém.

g
':m

1 E
I
F D
1 14z
Figura 19 — Area da faixa hiperbdlica H]**
Note que a drea do retangulo C'D E'F' é menor do que a drea da faixa hiperbdlica H; ™ = In(1+4-x)

que por sua vez é¢ menor do que a drea do retangulo ABDF'. Assim,

7 i < In(1+ z) < x dividindo a desiguldade por x
x
1 In(1
< In(1 +2) < 1 substituindo z por 1/n
1+ T
n I\ . .
< In (1 + ) < 1 aplicando a exponencial e
n+1 n

1 n
e/ (n+1) < (1 + ) < e  aplicando lim
n n—00

1 n
lim et < lim (1 + ) < lim e aplicando lim

1 n
e < lim (1 + > < e paratodon € N
n
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pois lim n /(n+1) = 1, entdo Jim e/ (1) — ¢l = ¢, Portanto, pelo teorema do confronto

conclui-se que
1 n
lim <1 + ) =e.
n—oo n
Para chegar a essa igualdade o ponto de partida foi definir que a 4rea da faixa hiperbdlica
¢ igual a 1 quando = = e, ou seja, In e = 1 por defini¢do de logaritmos, pois “a bijetividade de

log implica, em particular, que existe um nimero real positivo cujo logaritmo € 1, tal nimero é
indicado pelo simbolo e” (LIMA, 2008).

Vale ressaltar que um caso particular da série de Maclaurin € dada por

ou seja,

quando z = 1. Essa série foi utilizada por Leonhard Euler em 1748 para achar o valor correto de
e até 23 algarismos (STEWART, 2016b).

O limite fundamental exponencial € uma ferramenta necessdria para determinar a derivada

da funcdo exponencial e logaritmica. A determinag@o do limite
1 xX
lim (1 + ) =e
T—00 €T

1 x
pode ser feito da seguinte forma. Seja ILm (1 + ) = L. Aplicando o logaritmo em ambos os
T—00 €T

lados da igualdade tem-se:

1 X
In lim (1 + ) =InL.
T—r00 x

Pela propriedade de limites e por In x ser continua segue

1 X
lim In (1 + ) =InL.

T—r00 x

Pela propriedade de logaritmos tem-se que

1\* 1
limln<1+> :limx-ln<1—|—)
x

T—00 T—r00 €T

que € uma indetermina¢do da forma 0 - co. Reescreve-se o limite da seguinte forma:

(1 1 —1/x2?
1 Il< +>
lima;-ln(1+> — lim fx: lim M
Tr—r00 x <

=1
T—00 _1/1;2

X

podendo nesse caso ser aplicada a Regra de L’Hospital chegando ao resultado

1 x
lim In (1—}—) =1,

T—00 x
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1 €T
portanto In L. = 1 implica que L = e, portanto conclui-se que li_>m (1 + ) =e
T—00 €T

Para exemplificar o uso do limite fundamental exponencial, considere a funcio f : R —

R, tal que f(z) = a® com 0 < a # 1. Por defini¢do de derivada tem-se

e = f@) et e
/ — —
floy == =M
_ . a®(a" - 1) L, a1
R R &

Fazendo ¢t = a" — 1 entdo a”

Ina® = In(t + 1), logo

= t + 1, aplicando In em membros da igualdade, tem-se

In(t+1)
Ina

h:

Quando h — 0, entdo ¢t — 0. Efetuando a substitui¢cao no limite }lbir% (a" —1)/h tem-se
—

a" —1 t | 1

= Ina-
lim In(1 + ¢)1/¢
t—0

T T e

Ina
O limite do denominador da dltima fracdo € igual a In e, pois, no limite Pi%(l + t)Y/* pode ser
feita a troca de varidveis, sendo t = 1/z entdo z = 1/t de modo que se x — oo entdo t — 0,
assim, .
}%6+W“=gg@+i)=&
Portanto, conclui-se que f'(x) = a” - Ina. Em particular, se a = e, tem-se f(z) = €” o que

xT

implica f'(x) = €” - Ine, logo, f'(z) = e*.

Para finalizar essa secdo, serd apresentado mais uma aplicacdo do limite fundamental

exponencial na Matematica Financeira utilizando juros compostos.

Suponha investir um capital inicial ¢y reais em uma instituicao financeira que paga uma
taxa ¢ ao ano, (0 < i < 1) sobre o capital investido. Ao final de um ano o juro a ser recebido é
igual a (o - ¢) reais e o montante acumulado é igual a M = ¢y + ¢y - i = ¢o - (1 + ). Reaplicando
esse saldo por mais um ano, tem-se um montante de M = ¢y - (1 +14) - (1 +14) = co - (1 +14)?
e assim por diante, de modo que se aplicar em ¢ anos terd um montante de M = ¢ - (1 + )"
Considere agora que em vez de efetuar o resgate ou reaplicar o montante ao final do periodo a
qual a taxa ¢ estd submetida, o investidor deseje resgatar o montante acumulado na metade do
tempo, isto €, seis meses, logo o juro a ser contabilizado € igual a metade do que ele receberia ao
final de um ano, isto é, o montante para seis meses é igual a ¢, - (1 + i/2) reais. Reaplicando
esse valor por mais seis meses, 0 montante acumulado € de cq - (1 + 7/2)? que € maior do que
co - (14 1) pela desigualdade de Bernoulli ((1 + z)™ > 1+ nx sempre que x > —1 en € R com
n > 1) (LIMA, 2013). Caso o investidor deseje resgatar mensalmente e reaplicar o montante, ao

final de um ano, serd acumulado ¢y - (1 + i/12)!? reais. Procedendo dessa forma, imagina-se
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que quanto mais vezes efetuar a divisdo do tempo e reaplicar o montante, maior serd o capital
I\" i n+1
(1 + ) < (1 + ) .
n n+1

Co - hl’Il (1+Z> ,

n—o0 n

acumulado, pois

Fazendo n — oo tem-se

porém a sequéncia cujo termo é dado por (1 + i/n)" é limitada. Para determinar esse limite
faz-se a troca de varidvel, isto é, i/n = 1/k = n = i - k e quando n — oo entdo k — oc.

Substituindo no limite tem-se

o (1) = [ (14 )] =
Portanto, o montante total ndo ultrapassara de (c, - €') reais.

Exemplificando com nimeros, suponha que deseja-se investir R$1000, 00 (mil Reais) na
poupanga cujo rendimento € de 8, 3% ao ano ou i = 8,3/100 = 0, 083 ao ano. Portanto, ao final
de um ano o montante ¢ de 1000(1 + 0, 083) = 1083, 00 Reais. Efetuando o resgate do dinheiro

em 6 meses, o montante acumulado é de

0,083

1000 - (1 + ) = 1000 - (1 4 0,0415) = 1000 - 1,0415 = 1041, 50 Reais.

Reaplicando esse montante por mais um semestre tem-se

0,083

2
1000 - <1 + ) = 1084, 72 Reais.

Se resgatar e reaplicar mensalmente o dinheiro, o investidor terd ao final de um ano um

montante de

0,083
12

12
1000 - <1 + > = 1000 - 1,08623 = 1086, 23 Reais.

Seguindo esse raciocinio, ao dividir o periodo por n intervalos de resgate e reinvestimento

tem-se

1000 - (1 + 0, 083)

n

Fazendo n — oo tem-se o limite

1000 - r}gngo (1 + 0’08?))

n
Para resolver esse limite, basta efetuar a substitui¢do da varidvel n. Segue que
1

0,085 1 <= n =0,083k.

n k

Logo, se n — oo tem-se k — oo. Portanto, o montante M/ acumulado no periodo n é:
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n 0,083k
M = 1000- lim (1 + 07083> = 1000 - lim (1 + )
n—00 n k—o0 k
k10,083
= 1000 - [lim (1 + ) 1 = 1000 - 0083
k—o00 k‘

M = 1000 - 2, 718281820083 = 1086, 54 Reais,

tomando o ndmero de Euler com aproximacdo de 8 casas decimais. Dessa forma, conclui-se que

o montante acumulado ndo ultrapassard o limite de R$1086, 54.
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4 CONCLUSAO

A percepcdo da inexisténcia de uma material compacto que tratasse das sete formas
indeterminadas de forma contextualizada foi o que motivou a escolha do tema. No Célculo
Diferencial e Integral, as formas indeterminadas surgem no célculo de alguns limites. Na teoria
de limites, quando ocorre uma indeterminacgdo, o objetivo € criar estratégias, aplicar e utilizar
artificios algébricos e geométricos para que a indeterminagdo seja superada e o limite seja
encontrado. Uma ferramenta amplamente utilizada para tal finalidade € a Regra de " Hospital
que € aplicada em alguns limites que possuem as indeterminagdes da forma 0/0 e co/oo, porém,
as outras cinco indeterminacdes com a correta manipulagdo sdo facilmente transformadas em

0/0 e 0o/o0 para que esteja em condigdo de utilizar a regra.

As indeterminagdes ndo sdo expressdes que ocorrem apenas no ambito do Célculo
Diferencial e Integral. Algumas delas aparecem no ensino bdsico, quando ha a necessidade de
mostrar o porqué da inexisténcia de uma divisdo por zero e consequentemente o significado
de 0/0. Ao tratar de potenciag@o e suas propriedades, a estratégia ndo € diferente. O estudante
comumente questiona o resultado de um nimero real ndo nulo elevado ao expoente zero o que
implica a indagacdo sobre 0° e até mesmo o significado de 1°°. Expressdes que envolvem oo, por
exemplo, ndo sdo objetos de facil compreensdo, principalmente no Ensino Fundamental e Médio
em que o curriculo ndo contempla com muita énfase tais elementos. Assim, procurou-se nesse
trabalhou desenvolver de forma clara o significado de cada umas das sete formas indeterminadas
com o objetivo de prestar apoio aos estudantes, professores e entusiastas da Matematica na

obtencdo de explicacdes mais adequadas para essas expressoes.

O primeiro capitulo mostrou alguns exemplos de limites que geram as setes formas
indeterminadas de modo que o resultado obtido sejam limites iguais a zero, infinito, uma
constante nao nula ou nao existente, mostrando também diferentes estratégias de resolugdo,
como por exemplo,a fatoracao, aplicacao de propriedades da potenciagcdo e dos logaritmos e
Regra de L"Hospital.

O segundo capitulo dessa dissertacdo procurou mostrar de forma breve a andlise de alguns
classicos livros de Calculo Diferencial e Integral utilizados no meio académico. Essa andlise
consistiu em verificar em que momento do estudo cada livro apresenta as indeterminacdes € como
sao apresentadas as exemplificagdes de cada formato. Foi possivel perceber que a primeira forma
indeterminada apresentada pela maioria dos livros foi 0/0 na defini¢cdo formal da derivada de uma
fun¢do e em fungdes racionais, cuja estratégia de resolugdo € usar a fatoragdo dos polindmios
envolvidos no numerador e no denominador e posterior simplificacdo dos termos comuns. As
demais expressdes indeterminadas, em sua maioria foram apresentadas na secio de aplicacdo de
derivadas na utilizacdo da Regra de L’Hospital. Algumas exce¢des ocorreram na andlise da obra

“Célculo das fungdes de uma varidvel” de Geraldo Avila em que as indeterminacdes 0 /0, 00/oc0
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e oo — oo sdo apresentadas separadamente da sec@o que trata da Regra de L"Hospital e a obra
“Célculo: calculo com fun¢des de uma varidvel, com uma introdugdo a algebra linear” escrito
por Tom Mike Apostol que tem a particularidade de apresentar o estudo do Calculo tal como foi
seu surgimento na historia, isto €, iniciando com o Célculo Integral e posterior apresentacao do

Calculo Diferencial.

A proposta da discussdo sobre o tema escolhido nesse trabalho ficou concentrada no
terceiro capitulo intitulado, “Outro olhar para as indeterminagdes”, o qual foi dividido em sete
secdes, cada uma abordando de forma contextualiza as expressoes indeterminadas. A estratégia
utilizada para explicar as formas indeterminadas 0/0, 0° e cc® foi através da analise das definigdes
de divisdo entre dois nimeros reais e da definicdo de potenciagdo, além da aplicacdo de suas
propriedades e de substituicdes de valores convenientes para obter a percep¢do do comportamento

dessas expressoes.

Com excegdo de 0/0 e 0%, as demais indeterminagdes envolvem um elemento nao numé-
rico, o infinito. Antes de contextualizar cada uma das indeterminacdes, foi mostrado um pouco
da histéria do infinito ao longo do desenvolvimento da Matematica e como esse elemento trouxe
profundas anélises filoséficas. Em especial, a constru¢do do conhecimento dos gregos se deu
através das escolas pitagoricas, platonicas e eledtica que tinham como protagonistas e grande
destaque os matematicos e fildsofos Pitdgoras de Samos, com a descoberta da incomensurabi-
lidade da diagonal de uma quadrado de lado unitario, Arquimedes de Siracusa na quadratura
da parabola e o cédlculo de modo cientifico da drea de um circulo e Zenao de Eléia com seus
paradoxos do movimento. Em tempos modernos, Bolzano, Dedekind e Cantor contribuiram de

forma muito significativa no tratamento de conjuntos infinitos e sua enumerabilidade.

Em termos priticos, para co/oo, procurou-se apresentar graficamente as assintotas de
func¢des racionais. No contexto do produto 0 - co a anédlise ocorreu em torno dos paradoxos de
Zendo, um deles que conta a estoria da corrida do guerreiro Aquiles e a tartaruga. Outra ideia em
torno de 0 - oo foi levantada através de uma fung¢ao que modela fenomenos de natureza impulsiva,
chamada de funcao Delta de Dirac, que possui como integral uma drea unitdria em torno do
retangulo cuja base tende a zero e altura tende ao infinito ou vice-versa. A subtragdo co — oo foi
mostrada através do paradoxo do Hotel de Hilbert e o desafio de hospedar infinitos héspedes
nos infinitos quartos disponiveis e por fim 1*° ficou a cargo da andlise e demonstracdo do limite
exponencial fundamental que resulta no nimero de Euler, bem como o surgimento e importancia

desse numero irracional dentro da Histéria da Matematica e na aplicacdo em logaritmos.

Sendo assim, ficou evidenciado que € totalmente possivel trabalhar as indeterminacdes
fornecendo explicacdes mais simples sobre cada uma das sete formas indeterminadas com
a utilizacdo de uma carga menor da teoria de limites e da aplicacdo da Regra de L"Hospital.
Dessa forma, procurou-se apresentar o tema através de diferentes contextos que abordam outras

interessantes dreas da Matematica tornando assim a aprendizagem do tema mais abrangente.
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