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Resumo

Este trabalho tem a proposta de fazer uso do Software GeoGebra como uma ferra-
menta no estudo das curvas planas. O Software foi escolhido pois é uma ferramenta
poderosa no ensino aprendizagem em todos os niveis da Matematica, pois trabalha
com Algebra e Geometria, permitindo com que o usuario realize operacdes algébricas
e graficas na mesma interface. Os temas abordados incluem as curvas planas parame-
trizadas até o estudo do Referencial de Frenet, fazendo do Geogebra uma importante
ferramenta para o estudo e visualizacao dos conceitos abordados. Com o auxilio do

Software podemos analisar melhor as curvas através de seus graficos.

Palavras-Chave: Curvas Planas, GeoGebra, Frenet



Abstract

This paper proposes to make use of GeoGebra Software as a tool in the study of flat
curves. The Software was chosen because it is a powerful tool in teaching learning at all
levels of Mathematics because it works with Algebra and Geometry, allowing the user
to perform algebraic and graphical operations in the same interface. The topics covered
include the parameterized flat curves up to the study of the Frenet benchmark, making
Geogebra an important tool for the study and visualization of the concepts covered.

With the help of the Software we can better analyze the curves through their graphs.

Keywords: Flat Curves, GeoGebra, Frenet
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Introducao

Atualmente é inegavel que temos inimeras maneiras e recursos para inovar na forma
de se ensinar Matematica nos mais diferentes niveis da educacdo em todo mundo,
sendo o ensino de Matematica uma das maiores preocupacoes da maioria dos centros
de ensino. Segundo [5] os alunos devem trabalhar com modelos solidos e com mate-
rial visual. [6] relata a importancia do uso de softwares matematicos no processo de
ensino aprendizagem da Mateméatica. Nesse ponto de vista, é que o presente trabalho
justifica-se, tendo como objetivo principal usar uma abordagem diferente no estudo
das curvas planas, tendo em vista que com uma melhor visualizagao das curvas e retas

podemos entender melhor os conceitos aplicados.

As curvas planas sempre foram objeto de estudo desde a antiguidade, onde os ma-
teméaticos estudaram muitas curvas. No inicio essas curvas eram descritas por lugares
geométricos, que somente mais tarde vieram a ser estudadas analiticamente junto com
o desenvolvimento da Geometria Analitica e Algebra Linear. Mas esse desenvolvimento
foi lento, inicialmente partindo da necessidade de razoes de semelhancas e nocgoes de
distancia. Assim, como a necessidade de se fazer delimitagoes de terras, e com isso,

surgindo os poligonos.

O estudo da Geometria Diferencial tem inicio com o estudo de curvas, onde retas
tangente foram estudadas por Euclides e Arquimedes. Hoje sabemos que na antigui-
dade mesmo no periodo antes de Cristo os matematicos ja realizavam estudos sobre as
conicas, porém foram os trés problemas classicos da antiguidade que deram inicio ao

estudo das curvas planas, sendo eles:

e Duplicagao do Cubo

e Trissecao de um Angulo



e Quadratura do Cubo

Esses trés problemas serviram de inspiragao para o estudo das curvas planas, como

por exemplo na utilizacao da Cissoide de Dibcles e na Espiral de Arquimedes.

O grande desenvolvimento da Geometria Diferencial se deu com o Célculo Diferen-
cial, tendo como principais colaboradores os matematicos Isaac Newton e Gottfried
Wihelm Von Leibniz que mais tarde teve seu grande desenvolvimento com Gaspard
Monge, considerado como o pai da Geometria Diferencial de curvas e superficies do

espago.

Visto a dificuldade de muitas pessoas em visualizar as funcoes e curvas estudadas, é
que propomos neste trabalho, realizar uma abordagem diferente no estudo das curvas
planas, fazendo uso do Software GeoGebra. Sendo esta escolha devido a sua grande
popularidade entre as pessoas que ensinam matematica e também por ser um Software

livre, fazendo com que sua aquisicao seja feita de forma simples e rapida.

No primeiro capitulo fazemos a apresentacao do GeoGebra assim como a sua fa-

miliarizacao ao leitor, para que possa de forma rapida entender como o contetido é
abordado.

No segundo capitulo apresentamos os principais conceitos das curvas planas e pa-
rametrizacoes, fazendo uso do Geogebra como ferramenta na analise dos graficos apre-

sentados.

No terceiro capitulo temos a uniao do primeiro com o segundo capitulo onde apre-
sentamos uma Geometria Dinamica, fazendo a analise de curvas planas, retas e mos-

tramos como se comporta o Referencial de Frenet ao longo das curvas parametrizadas.



Capitulo 1

O Software Geogebra

O GeoGebra é um software livre criado por Markus Hohenwarter em sua dissertacao
no ano de 2001. O Geogebra ¢ um software de matematica dinamica de multiplata-
forma que é utilizado por todos os niveis de ensino desde o fundamental até o ensino
superior, por trabalhar com geometria, algebra, tabelas e graficos, realizando calculos
numa unica aplicacao.

O Geogebra tem recebido varios prémios na Europa e EUA, sendo um software
muito popular, utilizado atualmente em 190 paises, e traduzido em 55 idiomas. A van-
tagem de se utilizar o Geogebra é que ele é um software de facil manuseio, que permite
0 usuério possa interagir de forma muito dinamica com a Algebra e a Geometria. Outra
enorme vantagem do Geogebra é que é um so ftware livre que permite o facil acesso de
professores e alunos, permitindo que novas estratégias de ensino aprendizagem sejam
usadas pelos mesmos na busca pelo entendimento dos saberes matematicos.

O Geogebra tornou-se tao conhecido no mundo inteiro que atualmente existem cerca
de 62 institutos de Geogebra espalhados por 44 paises com a finalidade de dar suporte

para seu uso.

1.1 Conhecendo um Pouco Mais o Geogebra

O software Geogebra pode ser baixado no enderego http://www.geogebra.org. Apos
instalagao do programa, temos a seguinte interface ao abri-lo:

Na figura 1.1 temos a tela inicial do Geogebra, que possui na parte de baixo a en-



7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

[ I AL AN =]

» Janela de Algebra 3¢ | » Janela de Visualizagio

&

Entraga

Figura 1.1: Interface Inicial do GeoGebra.

trada, onde digitamos as formulas, fungoes, coordenadas de pontos e comandos a serem
executados. Na parte esquerda da janela fica localizada a "Janela de algebra" onde
ficam localizadas as formas algébricas digitadas na entrada. E a parte a direta chamada
de "Janela de Visualizagao" é a parte onde trabalhamos as construcoes geométricas no
programa.

No Menu localizado na parte superior do programa estao localizados os comandos:

Arquivo, Editar, Exibir, Opc¢oes, Ferramentas, Janela e Ajuda.

f} GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Me—1

Figura 1.2: Menu do GeoGebra.

Ao clicar em alguma dessas opc¢oes temos varios comandos a serem executados,
todos bem autoexplicaveis, como podemos visualizar na Figura 1.3 a opcao "Arquivo",
onde temos varios subcomandos a serem executados.

A seguir logo abaixo fica localizada as barras de ferramentas do GeoGebra, onde
cada opcao oferece uma quantidade variada de subcomandos que sao analisados a

seguir, como mostra a Figura 1.4.
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Arguivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

B Avir . Cir+0  h Janela de Visualizagio
[—_,; Abrir do GeoGebra

Abrir Arquivo Recente >

Gravar Coma ..

EFI Grawvar Ctrl+5 54
&

Compartilhar. .. 41
Exportar b4

B

|&4 Visualizar Impress3o Ctrl+P

|| Fechar Alt+Fd

Figura 1.3: Opcao Arquivo no Menu do GeoGebra.

Na Figura 1.4, estao localizados as opcoes para a barra de ferramentas.

AIYUuIve Cuildl CAIDN WpLUEs relidilglds Jdiigid Ajudd

'A.___. ,'/ I f:f :R‘ 'G/’. @ 'é" x 5 ‘%’

Figura 1.4: Barra de Ferramentas do GeoGebra

Vamos analisar entao cada item da Barra de Ferramentas.

1.1.1 Mover

. Neste item temos a opcao "Mover",

que nos permite outras opgoes como a rotacao em torno de um ponto, assim como

A opcao mover é dado pelo seguinte icone:

desenhar uma funcgao a mao livre.
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Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R AT :* @Ol <) \

nela de Visualizagao
% Mover
a4
:[% Rotacdo em Torno de um Ponto
B
N b 5
'./ Funcao a Mao Livre

( / Caneta 41
S

Figura 1.5: Opc¢ao Mover.

1.1.2 Ponto

A opcao "Ponto" é dado pelo icone: . Neste item temos a opgao "Ponto", onde
podemos trabalhar os mais variados pontos desde a marcacao de um simples ponto
como também a interseccao de duas linhas, como podemos observar as opcoes a seguir

na Figura 1.6.

ﬁ} GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

LAl

b Jane de Visualizagdo
I -A Paonto ¢

1

o *  Ponto em Objeto

54
/ Vincular / Desvincular Ponto

4.
>( Intersecdo de Dois Objetos
L]
L] Ponto Médio ou Centro 3
-
.Z Mimero Complexo 5]

N Otimizacio
f\jj Raizes

Figura 1.6: Opcao ponto.



1.1.3 Reta

A opcao "Reta" é representada pelo icone: . Neste item temos a opcao "Reta",
onde podemos tracar retas, segmentos de reta e vetores, como podemos observar na

figura 1.7.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N I MRS D=l UM Il N2l =22l <30
Ao

—

b Janela de Al /,/
Reta

_/' Segmento

fn" Segmento com Comprimento Fixo

; 4

_/ Semirreta
.—':‘

b Caminho Poli I ]
',}' aminho Poligona 3
,," Vetor 2]
-~ .

“r Vetor a Partir de um Ponto

Figura 1.7: Opcao Reta.

1.1.4 Reta Perpendicular

A opcao "Reta Perpendicular", é representada pelo icone: . Neste item temos
a opcao "Reta Perpendicular", onde podemos construir retas perpendiculares, retas
paralelas, mediatrizes, bissetrizes, reta tangente, lugares geométricos, etc, como obser-
vamos na figura 1.8.

Este comando ¢ utilizado em vérias construgoes ao longo do presente trabalho.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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» Janela de Algebra * i 0
1\ RetaPerpendicular
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—*_ RetaParalela

™, 5
S Mediatriz

é_ Bissetriz 41
O Reta Tangente 3

[
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L]
L
()
L

o .
e Reta de Regressao Linear
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Y
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. o
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Figura 1.8: Opcao Reta Perpendicular.

1.1.5 Poligono

A opgao "poligono"é representada pelo icone: Neste item temos a opcao
"Poligono", onde podemos construir os mais variados poligonos tanto rigidos como

deforméaveis, como podemos observar na figura a seguir:

7 GeolGebra

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

A . ~ 2 O s |||a=2
I3 il ™ 1L~ --‘,l O Nl ==20 <)
b Janela de Algebra .'“\‘ e
& oligono .
=
I » Poligono Regular
.
(3 5
! \- Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

Figura 1.9: Opcgao Poligono.



1.1.6 Circulo

A opcao "Circulo" é representada pelo icone: . Neste item temos a opcao
"Circulo", onde podemos construir os mais variados circulos, setores circulares, arcos

e semicirculos como podemos observar na figura 1.10.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X || [—w] .
K:/' Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

K_/' Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
..) Arco Circular

(—J Arco Circuncircular

Setor Circuncircular

Q Setor Circular
)
L

Figura 1.10: Opcao Circulo.

1.1.7 Conicas

A opcao "Conicas"é representada pelo icone: . Neste item temos a opc¢ao "Coni-
cas", onde podemos construir as mais variadas conicas dados 5 pontos, como Elipses,

Parabolas e Hipérboles como podemos observar na figura 1.11.

1.1.8 Angulos

A opcdo "Angulos"é representada pelo icone: . Neste item temos a opcao "an-

gulos", onde podemos construir angulos, angulos com amplitude fixa, além de calcular
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Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

A Ol <N =]

..__ w

¥ Janela de Algebra > | » Janela . .
@ Elipse

;‘\!;— Hipérbole
\\? | Pardbaola
[

O Cdnica por Cinco Pontos

Figura 1.11: Opc¢ao Conicas.

4reas e conprimentos. Podemos ainda na parte de Algebra, calcular o coeficiente angu-
lar da reta, ou segmento de reta, trangada e na janela geométrica destaca o triangulo
que possibilita o célculo do coeficiente angular.

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

NN o E HINEE

v < w7

¥ Janela de Algebra »| | ¥ Janela de Visu .
; é; Angulo

.|
‘:\__U‘ Angulo com Amplitude Fixa

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

Area

/A/ Inclinacio

{1,2} Lista
a=p Relacdo

'E/ Inspetor de Funcies

Figura 1.12: Opcdo Angulos.
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1.1.9 Reflexao
A opcao "Reflexao"é representada pelo icone: . Neste item temos a opc¢ao

"Reflexao", onde podemos determinar um ponto refletido em relacao a uma reta ou
em relacao a um ponto, além de determinar a rotacdo em torno de um ponto ou a
translacao por um vetor. Temos ainda nesta opg¢ao de Homotetia, ou seja, podemos

ampliar ou reduzir um objeto por um determinado fator.

f}' GeoGehbra

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

I AL~ M I =20 <

I

> Janela-je.ixlgebra > | ¥ Janela de Visualizagac ° . .

: Reflexdo em Relacdo a uma Reta
~ MNimero 2
(a, a=0 .

®*  Reflexdo em Relacio a um Ponto
A 5

5 Inversao

e Rotacdo em Torno de um Ponto
v Translacdo por um Vetor

Homuotetia

Figura 1.13: Opcao Reflexao.

1.1.10 Controle Deslizante

A opcgao "Controle deslizante" é representada pelo icone: Neste item temos
a opcao "Controle Deslizante", onde podemos selecionar essa ferramenta e clicando
sobre qualquer lugar na janela geométrica com o botao esquerdo do mouse, podemos
criar um seletor para um nimero ou para um angulo. Assim, aparece uma janela
na qual podemos especificar o intervalo [min, max| do respectivo nimero ou angulo.
Podemos ainda nesta secao adicionar textos ou imagens, além, de inserir botoes na

parte algébrica.
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7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Y Bl 2 B% 12 (ol (&) NN 2R

— v v
b Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagao a=2 .
i - 11 2.5 Controle Deslizante
- MNdmero
i, a=>n
ABC Texto

Inserir Imagem
Botdo
N . Caixa para Exibir/ Esconder Objetos

a=1 CampodeEntrada

Figura 1.14: Opcgao Controle Deslizante.

1.1.11 Mover Janela

A opcao "Mover" é representada pelo icone: . Neste item temos a opg¢ao "Mo-
ver Janela", nesta secao podemos mover a janela de visualizacao, ampliar ou reduzir

objetos, ou ainda esconder e visualizar objetos.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N 1l o™ L~ UL Xl B~ GOl D e N 222

b Janela de.i"«lgebra X | ¥ Janela de Visualizagao

- Nimero
Ei a=>n

Mover Janela de Visualizacio
Ampliar

Reduzir

* £ 04[]

Exibir / Esconder Objeto

Exibir / Esconder Rotulo

Apagar

AL
é Copiar Estilo Visual

Figura 1.15: Opcao Mover Janela.
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1.2 O GeoGebra e as Curvas Planas

Nosso objetivo principal é no presente trabalho utilizar o software GeoGebra para
uma melhor visualizagao das curvas planas na Geometria Diferencial para dar um olhar
diferente no estudo das mesmas visto que muitas vezes a falta da visualizacao de algu-
mas curvas dificultam o seu estudo.

O GeoGebra consegue fazer o grafico de curva de variavel através do comando "Curva'como

no exemplo:

Exemplo 1.2.1. O comando curva € utilizado da sequinte maneira: Curva [ <FEzpres-
saol>, <Expressao2>, <variavel>, <valor inicial>, <valor final> |. Onde a Fzpres-
saol corresponde a funcao z dos valores das abscissas e a Expressao2 corresponde aos
valores y das ordenadas, sendo a varidvel o nome da varidvel correspondente a x e y e

0s valores inicial e final do intervalo determinado.

Esses e outros comandos sao abordados ao longo do trabalho permitindo realizar um
estudo das curvas planas de uma forma que possibilite ao leitor realizar a visualizacao

das mesmas.

13



Capitulo 2

Curvas Planas

2.1 Um Pouco de Histo6ria

O estudo da Geometria Diferencial tem inicio com o estudo de curvas, onde retas
tangente foram estudadas por Euclides e Arquimedes. Segundo [3] desde a antiguidade
mesmo, no periodo antes de Cristo, os matematicos ja realizavam estudos sobre as
conicas, porém foram os trés problemas classicos da antiguidade que deram inicio ao
estudo das curvas planas, sendo eles: Duplicacio do Cubo, Trissecio de um Angulo e
Quadratura do Cubo.

Esses trés problemas serviram de inspiracao para o estudo das curvas planas, como

por exemplo na utilizacao da Cissoide de Dibcles e na Espiral de Arquimedes.

2.2 Curvas Planas

Intuitivamente, podemos imaginar uma curva plana sendo um traco de um lapis no
papel, ou simplesmente como sendo as posicoes sucessivas de um ponto se deslocando
no plano ou no espaco. Assim através dessa intuicdo podemos dizer que qualquer
deformagao continua num intervalo é considerada uma curva plana, ou seja, uma curva
que esta contida em somente um plano euclidiano é uma curva plana, sendo ela fechada

ou aberta.

14



A seguir temos uma representacao de duas curvas planas tragadas no Geogebra.

€7 exemplo_curva.ggb - X

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

A SIS e 2-2

° / 0 Q) o/ 4‘: . s “I"

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X
Curva Paramétrica

x=£ 1

T
y=tt —tf

— 6.
Conica
@® c(x-5137+(y-0287=0.
Funcao
(x) = %2
Ponto
® A=(513,028)
® B-(4.25037)

< > a
Entrada: s(x)=| COEI ! ]

Figura 2.1: Curvas Planas.

Matematicamente definimos uma curva plana por meio da equacao cartesiana

f(z,y) = ¢, onde a funcao f é definida nas variaveis = e y, sendo ¢ uma constante.

Definicao 2.2.1. Uma curva parametrizada continua no plano R? é uma aplicacao
continua o : I C R — R?, definida num intervalo I C R. A aplicacdo o, dada por
a(t)=(x(t),y(t)), é continua, se cada funcao coordenada x,y : I — R é uma func¢ao

continua.

O conjunto C' ={a(t) = (z(t),y(t)),t € I} é denominado imagem da aplica¢io «

e € chamado de traco de a.

Quando consideramos « (t) temos uma parametrizacao de C, onde t é dito pardametro

de a.

Definicao 2.2.2. Se o intervalo I € fechado, ou seja, I = [a,b], temos que em t = a e
t =0b, os pontos o (a) e a(b) sao chamados de ponto inicial e ponto final da aplica¢ao

Q.
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Analisando a aplicag¢ao o, temos ainda que se I = [a,b] e a(a) = a (b), dizemos que

a € uma curva fechada.

A seguir temos o exemplo de uma curva plana fechada dada pelo grafico do cardidide

de equagoes paramétricas dadas por:
a(t) = (cost — cos?t,sint — sint cost)

Tragando o grafico do cardidide no GeoGebra, temos:

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

R [ AN P OO <l N2 )

» Janela de Algebra * | » Janela de Visualizagao
-~ Curva Paramétrica

. x =cos(t) (1 —cos
: y =sen(t) (1 —cos
-~ Fungio

[ r(t) = 1 — cos(t)

Figura 2.2: Curvas Plana Fechada.

Definicao 2.2.3. Uma curva o : R — R é chamada de curva periddica se existe k € R

estritamente positivo, tal que, o (t + k) = a (t)

Exemplo 2.2.4. Considerando o (t) = (t,sint), mostre que a curva € periddica.

Note que,
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a(t+k)=p(1).

De fato,
at+k)=a(t)= (t+ksin(t+k)=(sint)=t+k=t=k=0

sin(t+k)=sin(t) =t+k=t+2mmr,meR

De onde obtemos,
=k =2mmn, k =2m,4nm, ...
com m um numero inteiro.

Temos entao que o periodo de o € 2.

Definicao 2.2.5. Uma curva no plano € o grifico de uma funcdao envolvendo duas
varidveis (z,y).

Do ponto de vista da geometria diferencial, em muitas situacoes € conveniente adotar
um ponto de vista dindmico, representando a curva como a trajetoria de um ponto
movel.

Assim, considerando essa ideia intuitiva, podemos considerar um ponto « (t) descre-
vendo uma trajetéria com movimento continuo num intervalo [a,b], variando no tempo
t.

Nessas condigoes formamos o conjunto
C={a(t) eR*t e [a,b]}.

Definic¢ao 2.2.6. Uma curva a (t) é chamada de curva parametrizada diferencidvel se

a: I —R? ¢éde classe O, onde I é um intervalo aberto I C R.
Vamos analisar alguns exemplos.

Definicao 2.2.7. Considere uma reta r que passa pelos pontos A e B. Para encontrar
a equacao paramétrica da reta r, consideramos um ponto P (x,y) pertencente a reta r.
Como os pontos A, B e P pertencem a reta r, temos por propor¢ao que:

AP

—— =t.teR.
A~ 'S
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Note awinda que utilizando o Teorema de Tales, temos que:

AP _ |AB| _ |AP| _ y-ya
Yy—ya Ys—ya |AB] yp—ya
AP
Como ||AB‘| =t,t e R, temos:
Y—Ya
=t y—yas=tys—ya) S y{t) =ya+t(ys —ya).
YB — Ya

Temos ainda que,

|AP|  |AB] @|AP|_ T — 1Ty
T—T4 Tp—1Ta |AB|  xp—x4
AP
Como ||AB|| =t,teR, temos:
ﬂzt@x—xA:t(xB—xA)ﬁm(t):.rA—i-t(a:B—xA).
Ip — T4

Assim, as equacoes paramétricas da reta que passa pelos pontos A e B sao dadas
por:

[L’(t) :IA+t(IB —JIA)
,teR.
y(t) =ya+t(ys —ya)
Exemplo 2.2.8. Obtenha as equacoes paramétricas da reta que passa pelos pontos

A(2,-2) e B(3,4).

Devemos encontrar as equagoes paramétricas da reta que passa pelos pontos A (2,—2)

e B(3,4). Entdao utlizando o Geogebra podemos tracar a reta no plano,
Pelas equacoes paramétricas da reta temos que:

r(t) =x4+t(xp—x
() = zatt(zs A),tE]R.
y(t)=ya+t(ys —ya)

Substiutindo as coordenadas dos pontos A e B nas equacoes paramétricas temos:
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B (3.4)

Figura 2.3: Reta.

r(t)=2+1t(3-2)

,t e R.
y(t)=-2+t(4+2)
x(t)=2+t
,teR
y(t)=—246t

Portanto, temos que

a(t)=(2+t,—2+6t),tR.
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Exemplo 2.2.9. Determine as equagoes paramétricas da reta de equagao r : 2x—y = 6.

-2

-3 1

_4

-5 4

Figura 2.4: Reta 20 —y = 6.

Como temos a equacao r : 2x—y = 6, devemos determinar dois pontos pertencentes

a essa reta. Assim fazendo,
x =1, temos
20 -—y=6=221-y=6=>-y=6-2=y=—4
r =2, temos

2w—-y=6=222-y=6=>-y=6—4=y=-2.
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Assim os pontos encontrados sao A(1,—4) e B(2,-2).

Como temos as equacoes paramétricas da reta dadas por,

r(t) =x4+t(xp —x
(t) =za+t(zp A),te]Ri.

y(t)=ya+t(ys—ya)

Substituindo as coordenadas dos pontos A e B, temos:

r(t)=1+t(2-1)

,t € R.
y(t) = —4+1(-2+4)
rx(t) =1+t
Q ,teR
y(t) = —4+2t

Portanto o traco da curva € dado por,
a(t)=0+t —4+2t),teR.

Exemplo 2.2.10. Considere uma circunferéncia vy, centrada na origem de raio r > 0.

Figura 2.5: Circunferéncia de Centro na Origem.
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A equacao cartesiana da circunferéncia de raio v > 0 e centro na origem é dada
por,
yrx?+y? =1t
Considere um ponto da circunferéncia -, dado por P. Note que temos o dngulo
POP;. Na circunferéncia, temos mais dois pontos Py e Py. O ponto Py é a proje¢ao

ortogonal do ponto P sobre o eixo das abscissas Ox.

Figura 2.6: Circunferéncia de Raio 3v/2 Centradada na Origem.

Através da marcacao desses pontos temos o tridngulo 0P, P que é retdngulo em Py,

pelo fato de Py ser a projecdo ortogonal sobre o eizo. Temos, entdo que

|OP1| = cost T = ost
= — T = T.COoS
|OP| r

cost =

22



or|_ . -
Sinit = — r=7r.81Int.
0P| ~ r

sint =

Assim as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro O (0,0) e raio r, sdo

dadas por:

x (t) =r.cost
,teR.

y (t) =r.sint

Considere agora uma circunferéncia com centro fora da origem. Isto é, com o centro
dessa circunferéncia seja dado por O (z.,y.) € o raio por r.

Tome assim um ponto P (x,y) € 7.

B_
5 ¥
4_
Oz y.)
2.
1 /
. 1
1 [u] 1 2 ] 4 i 5} 7 g
-1

Figura 2.7: Circunferéncia Com Centro Fora da Origem.

Note que os pontos O, P e P, formam um tridngulo retdngulo com dngulo t dado

por POPl, entao temos que
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|OPy| T — T

t= = cost = =z —x.=7.cost = x(t) = .cost
cos oP] Cos . T — T =T.COS x (t) = x.+ r.cos
e
PP, —
sint = ||OPl|| — sint = 2 =y—y.=r.sint = y(t) =y, + r.sint.

Assim as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro O (x.,y.) € raio r sdo:

x(t) = x.+r.cost
tER.

y(t) =y +r.sint
Portanto, o traco da curva é dado por

a(t) = (zc+r.cost,y. +r.sint) ,t € R.

2.3 Vetor Tangente

Definicao 2.3.1. Considere a curva o : I — R? parametrizada diferencidvel em que
para cada t € I temos o (t) = (x (t),y(t)). Definimos o vetor tangente & curva o em

t como sendo o vetor o (t) = (o' (t),y (¢)).

Definicao 2.3.2. Dado uma curvae «, dizemos que « € reqular se o vetor tangente

o/ (t) é nao nulo qualquer que sejat € 1.

Definicao 2.3.3. Considere o vetor tangente o (t) de a (t), o vetor tangente unitdrio

em relacao a o, € dado por

Definicao 2.3.4. Definimos o vetor normal unitdrio a « por,

(=y' (1), 2" (1))
(= (8) 2" ()]

Observacao 2.3.5. O wvetor o (t) possui mesma dire¢cao da reta tangente & curva,

n(t) =

onde para t = to temos que o (ty) € dito vetor dire¢ao da reta tangente & curva o (t)

no ponto « (ty), onde a equagdo da reta tangente a curva o (t) é dada por,
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B (k) = a(ty) + k.o (to) , k € R.

Exemplo 2.3.6. Considere a circunferéncia o (t) = (x (t),y (t)) dada pela parametri-

2a¢ao,

x(t) =r.cost
,t € R.

y (t) =r.sint

Derivando « (t), temos

x' (t) = —r.sint R
teR.

y' (t) =r.cost

Note que, para a circunferéncia unitdria com centro na origem, temos

x (t) = cost
,teR.
y (t) =sint
Deriwando a equacao, temos
2’ (t) = —sint
( ,t e R.
y' (t) = cost

. . . .~ ™
Assim, para exemplificar, vamos analisar a posi¢ao desses vetores para t = —.
2

Como « (t) = (cost,sint), temos

o' (g) = <cosg,sin g) =(0,1)

o (g) = <sing,cos g) = (—1,0).

Entao uma equacao da reta tangente G curva o (t) para t = — € dada por

o] 3

™

ﬂ(k):a<2) + ko (g) = a (k) = (0,1) + k. (~1,0) , k € R.
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J 7 reta_tangente.ggb

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

AL PO N 2=l <)

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

Cdnica
L@ exey=1
Ponto
® A=(0,0)
® B={0,1)
® Cc-{1,0)
® D={11)
Reta
L@ Ry=1 T
Wetor

e u= (g) ¢

t-

-25 -2 -15

Figura 2.8: Reta Tangente a Circunferéncia de Centro na Origem e raio r > 0, no
Ponto (0, 1).

Exemplo 2.3.7. Para a rosdcea temos as equacoes parameélricas dadas por,

x (t) =sin2t.sint
,t e R.
y (t) = sin 2t. cost
Utilizamos o Geogebra para mostrar o grifico da Rosdcea de 4 pétalas acima, assim

como determinar a equacao da reta tangente 4 essa curva.

Derivando a curva o (t), temos

x' (t) = —2.cos2t.sint R
tER.

y' (t) = —2.cos2t.sint

Entao o vetor tangente 4 « (t) € dado por
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o/ (t) = (—2.cos2t.sint, —2. cos 2t.sint) .
Podemos entao determinar a equagdo da reta tangente a curva o (t), por:
B (k) =al(ty) + k.o’ (to)
B (k) = (sin 2ty. costg, sin 2tg. cos ty) + k. (—2. cos 2ty. sin ty, —2. cos 2ty. sintp) .
Temos assim que,
B (k) = (sin 2tg. cos tg — 2k. cos 2ty. sin ty, sin 2tg. cos tg — 2k. cos 2ty.sinty), to € 1

Utilizando o Geogebra podemos visualizar a Rosdcea de J pétalas e a reta tangente

a um de seus pontos.

7 rosacea.ggh

Arquivo Editar  Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda

A8 (01 &P N B 63

b Janela de Algebra X » Janela de Visualizagdo

- Curva Paramétrica

x —sen (2s) sen(s)

L. a: .

y =sen (2s) cos(s)

- Funcio

- ----- f(x) = sen (2x) sen (x)

i £(x) = sen (2x) cos(x)
Nimero

Ponto

@ A=(0DT7,0.72)
Reta

L@ hy=-0.88x+133

Figura 2.9: Rosacea de 4 Pétalas e a Reta Tangente no Ponto A.
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Observacao 2.3.8. Observamos que no ponto B (1,0) existem duas retas tangentes,

uma quando t = —1, temos
x(t)=1-2t
y(t) =2t,t €R.
Quando t = 1, obtemos
z(t)=1+2t
y(t) =2t,t € R
Exemplo 2.3.9. Consideremos a curva de equacdo dada por,
a(t)= (3t —1)
Utilizando o Geogebra temos o grdfico da curva o dada pela Figura 2.10.

Com o auxilio do GeoGebra podemos tragar retas tangentes a essa curva em qual-

quer ponto que desejarmos.

Para exemplificar, escolhemos o ponto B = (1,0), assim podemos tracar uma reta
tangente a essa curva passando por esse ponto utilizando a ferramenta do Geogebra

que traca a reta tangente a curva num dado ponto.

Para isso marcamos o ponto B = (1,0) e selecionamos a curva para que seja entao

tracada a reta tangente, como podemos observar na figura a seguir.

2.4 Comprimento de Arco

Seja uma curva regular a : I — R. Sobre essa curva vamos considerar dois pontos
fixos ty e t; pertencentes ao intervalo I. Consideremos entao o subintervalo de I dado
por [to, t1] e ainda os pontos nesse subintervalo dados por ty = ay < a1 < ... < a, = 1.
Ligando esses pontos criamos uma linha poligonal inscrita a essa curva entre os pontos
a(tp) e a(t1). Como « foi tomada como uma curva regular, dizemos que o comprimento

de arco de uma curva «, a partir do ponto « () é uma fungao dada por:
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7 exemplo_curva.ggb

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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¥ Janela de.élgebra > [ » Janela de Visualizagdo
- Curva Paramétrica
=t
) an & 2 — 6.
y=tti—t
- Funcdo
i rx) = x°

Figura 2.10: Curva.

t1
L:/ o ()] dt.
t

0

Definicao 2.4.1. Sejam dois intervalos abertos [ e J C R, uma curva reqular o : [ —
R? e wma funcao diferencidvel de classe C*° com derivada primeira nao nula para todos
ponto s € J, tal que h(J) = I. Temos que a curva 8 = aoh : J — R? que possui o
mesmo traco que o € chamada uma reparametrizacao de o por h, onde h € chamada

de funcao mudanca de parametro da curva.

Observacao 2.4.2. No caso se ocorrer uma mudanca de paradmetro h, com h estrita-
mente crescente ou decrescente, considerando que B € a reparametrizacao de o por h,

entdo uma reparametrizacao de 8 € dada pela inversa h™".

Definicao 2.4.3. Uma curva reqular o - I — R2, ela € dita parametrizada pelo com-
primentode arco, se para cada tg ety € I, com ty < t; o comprimento do arco da curva

a no intervalo de ty a t € iqual a t; — ty, ou seja,
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7 exemplo_curva.ggb

Arquive Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

& A I~ P OO <N
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Curva Paramétrica

x =t2

- Funcdo
i (x) = x
Fonto

2

o

0O

y=tt?—t

kS

R

» Janela de Visualizacdo

Figura 2.11: Reta Tangente a Curva a.

|Oé/ (t)| dt = tl - to.

Exemplo 2.4.4. O comprimento de uma circunferéncia de raio r > 0 € igual a 27r.

De fato, mostramos anteriormente que as equagoes paramétricas de uma circunferéncia

sao dadas por,

T.+ r.cost
,t € R.

Ye +7.5int

temos que:

= —r.sint
,t eR.

=17r.cost
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A formula para calcular o comprimento de arco é dada por,

t1
L:/ |’ (t)] dt.
to

Substituindo os valores das derivadas temos,

L= [N wla= [T 0r o ora

27r 2m
/ \/ —r.sint)? + (rcost)’dt = V2 sin? t + r2. cos? tdt
0
= \/_dt_/ rdt

0 0

27
= r/ dt = r[t]2" = 27r.
0

Portanto, concluimos que o comprimento de uma circunferéncia de raio r > 0 €
wqual a 2mr.

Exemplo 2.4.5. O comprimento de um arco da cicldide € quatro vezes o didmetro do
circulo gerador.

Temos que as equacgoes da cicloide sao dadas por:

z(t) =r. (t —sint) 0<t<om
y(t) =r. (1 —cost)

Assim, tracando o grdfico da cicldide no Geogebra, temos:

€ cicloide.ggb

= x
Arquive Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

-AV /7 /" :" G} @ 4’, X ii, '%'

» Janela de Algebra B¢ | » Janela de Visualizagio >
Curva Paramétrica

Entrar.

- x = 1.5 (s — sen (s)] '
T y=15(1—cos(s)
Conica
@ Cx-132F +(y- 1.5 =22
Funcio
f(x) = 1.5 (x — sen(x))
5(x) = 15 (1— cos (x))
Nimero
@ r=15
® t-88
Ponto
i@ 0=(13.2,15) &
@ P={1232,272)
® R=(132,0)
Segmento
® nh=15

i
=
I

Figura 2.12: Cicloide.
Derivando x e y em relacdo a t, nas equacgoes da Cicloide temos
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t1
Pela definicao anterior, temos que L = / |’ (t)| dt.

to

Assim, substituindo as derivadas de x e y na formula do comprimento de arco temos

t1
L:/ o (1)) dt
to

_ / T 02+ )

0

- V(1= cost))? + (rsint)?dt

27r
/ \/7“2 1 —cost)” + (smt)ﬂdt

/ V72 (1 — 2cost + cos? t + sin2t)dt
/ /72 (2 — 2cost)dt
\/27“2 1 — cost)dt.

Note que como temos a identidade,

t 1 —cost
in_-==+4/——F.
sm2 5

t
Como sin (5) > 0 no intervalo 0 < t < 2w, podemos escrever,

0

t
1 —cost = 2sin? —.
2

Substituindo na formula do comprimento de arco, obtemos

27T t 271' t
= / 272 (2 sin? —) dt = / 2r sin —dt.
0 2 0 2

Resolvendo a integral obtemos:

¢ 27
L= [—4TCOS—j| =4.2r =8r
2],
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Portanto temos entao que o comprimento de um arco da cicloide € quatro vezes o
diametro do circulo gerador.

Teorema 2.4.6. Uma curva reqular o : I — R? € dita parametrizada pelo comprimento
de arco , e somente se, Vt € I,]|d’ ()| = 1.

Demonstracao.

Suponhamos que a curva « seja parametrizada pelo comprimento de arco. Assim
temos que,

5(”:[ o (&) dE =t — to.

Pela relacao acima temos ainda que,
s'(t) = ||
s (t) =1.
Portanto temos que |/ (t)| =1, Vt € I.

Reciprocamente, suponhamos agora que |/ (t)| = 1, Vt € I. Temos, assim que

/ W(f)\d&:/t:dfzt—to-

Portanto, concluimos que a curva « é uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco.

t
Exemplo 2.4.7. Verifique se a curva a(t) = (

acos —,asint— |, t € R, € uma curva
a a
parametrizada pelo comprimento de arco.
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Primeiramente determinamos a derivada das coordenadas da curva o. Temos entao

que

a

t t
a(t) = (— sin—,cost—), teR.
a

Determinando o mddulo da derivada, otemos:

o (1) = /(@ ) + (y (1)) = <—sin é)Q + <cos2)2 _Vi=1Viel

Portanto, a curva o é uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco.

Tracando o grdfico de a no GeoGebra, temos:

G GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

[ AARIBEICT<N=]

» Janela de Mgehra x| | ¥ Janela de Visualizagio
Curva Paramétrica

x 3cus| W

0
y= 353.‘\

Fungio
/X
f(x) = 3 cos |\-§)
g(x) = 3 se..[;"u 2

Nimero
@ t=18.8

Figura 2.13: Curva Parametrizada Pelo Comprimento de Arco.

Proposicao 2.4.8. Considere uma curva reqular o : I — R? e uma funcao compri-
mento de arco de o a partir de ty dada por s : I — s(I) C R. Entéo, eziste a fun¢ao
inversa h de s, definida no intervalo aberto J = s(I) e 5 = ao h é uma reparametri-
zacao de a, onde a funcao B € uma funcao parametrizada pelo comprimento de arco
sequndo [1].
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Exemplo 2.4.9. Verifique se a curva a (t) = (tcost,tsint), t € R, € uma curva para-

metrizada pelo comprimento de arco.

Para uma melhor visualizacao da curva acima, tracamos seu grdfico com o auzilio

do GeoGebra.

Assim, obtemos o sequinte grdfico

r espiral.ggb

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

AL OO Nzl <

b Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica s
X =5 Co05 (s)
@ a: et } 0< t=2253
Funcdo

----- f(x) = x cos(x)
g(x) = x sen(x)

Mimero
----- ® t=2253

-35 -30 -25

Figura 2.14: Espiral.

Calculando a derivada das coordenadas da curva « e substituindo em |/ (t)|, temos
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o (O] = /(@ (0)° + (' (1))
((t cos t)/)2 + ((¢sin 15)')2

v

= \/(cost — tsint)? 4 (sint 4 t cost)’
v
v

cos2t — 2tsintcost + t2sin® ¢ + sin’t + 2t sint cost + 12 cos? ¢

1+¢t2 (sin2 t + cos? t)

Assim, como | (t)| # 1, podemos concluir que a curva o nao estd parametrizada

pelo comprimento de arco.

Exemplo 2.4.10. Mostre que espiral logaritmica de equacao dada por
a(t) = (el cost,e'sint), t € R

nao € parametrizada pelo comprimento de arco.

Para verificar que o nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, vamos de-

terminar,

o (O] = /(@ (1)* + (' (£)*,

Deriwvando as coordenadas de o, temos

o/ (t) = (2" 1),y (1))
= ((e' cost)’, (e'sint)")

= (e’ cost — e''sint, e’ sint + €' cost) .

Calculando o mddulo de o, obtemos
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o (O] = /(@ (0)° + (' (1))

= \/(et cost — etsint)? + (etsint + et cost)’

= /€2 (cos®t — 2cost.sint + sint) + €2 (cos®t + 2cost.sint + sin’t)
= /et (2)
=/2.¢t

Portanto, a curva o nao estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Vamos, entao, com o auzilio do Geogebra fazer o grdfico da curva «.

©¥ GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
TAEERIEENE
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizacio
Curva Paramétrica
° x =e® cos(s) o t=19.73
Ty e sen(s) b L
Fungdo B}
f(x) = €" cos (x)
----- £(x) = & sen(x)
Nimero

Figura 2.15: Espiral Logaritmica.

Como a curva o nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, determinamos

uma reparametrizacao de o para que esta seja parametrizada pelo comprimento de arco.

Temos assim que a funcdo comprimento de arco de o, a partir de to = 0 € dada por

s(t)=e' V2 -2
— VAl 1]
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Logo, a inversa de s é dado por h

Como a reparametrizacao de o pelo comprimento de arco é dada por = « o h,

temos

f(s) = (aoh)(s)

f(s) =al(h)

B (s) = (e"cos(h),e"sin (h))
Assim,

= (G ) (G o)) () (e ()

Segue que 5 (s) é uma reparametrizacao de a pelo comprimento de arco.

Exemplo 2.4.11. Analisemos a curva cicldide de equacgao dada por

a(t)=(r(t—sin(t)),r (1 —cos(t))),

Onde 0 <t < 2m.

Determinado as derivadas das coordenadas da curva o, temos

a(t)=(r(t—sin(t)),r (1 —cos(t)))

o (t) =r(1—cost,sint)

Entao,
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= \/(r — rcost)® + (rsint)’

= /12 — 2r2cost + 12 cos? t + r2sin®t

2r2 — 2r2 cost

/212 (1 — cost)

\/ 1—cost
o 1 —cost
V 2
= 2rsm< )
2

s(t) = /ro/
[
n [

Seque que,

—~
mn
Pt

IS
m

I
T~

TN NN DOy
DO+ DN S
QL
7%

o]
—or |2eos (5] +2

Vamos determinar agora a funcdao inversa h.

5 (t) = 2 |—2cos (f) 2
H )+ |
w(3)--3

Utilizando a funcao inversa do cos, temos:

t < 1 S )
— = arccos (1 — —
2 4r
S

t=2 (1 _ —)
arccos pm

Temos entao que a funcdao h é dada por,
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h(s) = 2arccos (1 - 57> :

Vamos entao determinar a reparametriza¢ao dada por B (s) = (o h) (s). Seque que

B(s)=(aoh)(s)
B(s) =a(h)
B(s)=a(h)=(r(h—sen(h)),r(1—cos(h))).

Assim, a reparametrizacao da cicloide pelo comprimento de arco é dada por

onde,

x(s)=r [2 arccos (1 - 4$—T> — sin8<2 arccos <1 — %))]
y(s)=r [1 — cos <2arccos (1 - E)ﬂ :

Utilizando o GeoGebra tracamos o grifico da cicldide,

Figura 2.16: Cicloide.

2.5 Formulas de Frenet

Vimos nas secoes anteriores que toda curva regular do plano pode ser reparametri-

zada pelo comprimento de arco s, sendo s € [ e o/ (s) é um vetor unitério.
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Considere, o vetor tangente a a em s dados por,

E o vetor n (s), um vetor unitario ortogonal a t (s). Como a base formada por t (s)

e n (s), possuem a mesma orientagio da base canonica e; = (1,0) e e5 = (0, 1), temos:

Como os vetores t (s) e n(s) sdo vetores ortogonais unitérios, temos que o produto

escalar entre esses dois vetores é nulo.

De fato, temos:

{t(s),n(s)) = ((«'(5),y (s)), (=¥ (s) 2" (s))) = 0.

Os vetores t (s) e n (s) sdo chamados de Referencial de Frenet da curva a em s.

Figura 2.17: Referencial de Frenet.

Note que, se cosiderarmos as fungoes ¢ (s) e n (s), onde s € I, no R? sendo de classe

C* podemos escrever os vetores de R? como combinagdo linear de ¢ (s) e n (s).

Sabemos ainda que como t (s) é um vetor unitario, temos que o vetor ¢’ (s) é orto-
gonal a t (s), o que nos permite dizer que t' (s) é um vetor proporcional a n (s). Dessa
maneira chamamos o fator de proporcionalidade de & (s) e chamamos de "curvatura'de

o em s, ou seja,
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t'(s)=r(s)n(s).

Sendo que a curva « é dada por,

Assim por defini¢cao temos:

r(s) = (' (s),n(s))

Desenvolvendo a relacao acima, temos:

k(s)=—a2"(s).y (s)+y" (s).2"(s).

Temos ainda que os vetores n (s) e n’ (s) sdo unitarios e ortogonais, assim n’ (s) é

proporcional a t (s), entao:

(n'(s),t(s)) = —a"(s) .y" (s) + 2" (5) .y (5) .

Podemos concluir assim que,

n (s) =—k(s).t(s)

Assim temos que o Refencial de Frenet satisfazem as equacoes:

Proposicao 2.5.1. Considere uma curva reqular o : I — R?, onde a (r) = (z (r) ,y (1)),

r € 1. Entao
() =
(@) + (v)°
n(r) = <_:Z/’I/> =
()" +(¥)
) (T) _ —:c”y’ + QZ,Z/”

Y n2\3
V(@ + )
Demonstracao. As relacoes anteriores sao validas, pois para uma curva « e sua repa-

rametriza¢ao pelo comprimento de arco dada por 5 (s),
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Temos que,

Bs(r) =al(r).

Utilizando a regra da cadeia, derivamos a equacao anterior, assim
dp ds ,
——=a'(r).
ds dr (r)
Derivando novamente a equagao, temos
d*Bds dBd*s ”
war T dsar ")
Mas
ds , - -
Z = )] = Vi 0, @ ),
e assim,

Ps (o (1), (1)

dr? o (r)]

2.6 Curvatura e Evoluta de Curvas Geradas por Cir-

culos de Rolamento

Analisemos a curvatura e evoluta de curvas como a cicloide e a epicicloide. Para
facilitar os calculos e demonstracoes, utilizamos a notacao matricial para as funcoes.
Temos entao que uma curva parametrizada e orientada num sistema de coordenadas
(0,1,j), onde i = (1,0) e j = (0,1) é dado por:

onde t pertence a algum intervalo I C R. Considerando que as fun¢oes z (t) e y (t) sao
derivaveis podemos assegurar a existéncia do vetor velocidade v (t) e do vetor aceleragao

a(t), dados por:
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y' (1)
e
" (t
a(t)=a"(t) = "
y" (t)
A velocidade escalar é dada por,
v(t) =l ()] = /(@) + (v)

Temos ainda que o vetor normal é dado por,

Podemos observar que para cada funcao vetorial de comprimento fixo, temos

a(t)-a(t) = I, entao temos que sua derivada é perpendicular a si mesma sempre que,
a(t)-a(t)=0.

Assim, utilizamos também os vetores unitarios dados por:

o () = cos (t) . fit) - — sin (t)
sin (t) cos (t)
Note ainda que,
et)=f(t) ft)=—e()
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Note que podemos reescrever a funcao acima por,

k=r(t) = o (t)/x Q;’ (t)] _ I’y”/— I;’y/
o’ (1) o (#)]

Denotando,
D(t)=a'y" —a"y' =[o (t) x " (t)] = &' () - " (V).

Nos pontos em que « (t) # 0 a razao de curvatura é dada por

e o vetor curvatura é dado por,

o WP & 0P,
D) o - b 2

p(t) =pn=
Finalmente, a formula para se calcular o Centro de Curvatura, é dado por,
c(t) =al(t)+pn.

A curva tracada pelo centro de curvatura é denominada Evoluta da Curva.

2.6.1 Evoluta da Cicloide

Lembrando que uma cicloide é formada por um circulo de raio R que rola sobre um

eixo x sem deslizar, para t € R, as equacoes paramétricas sao dadas por,

x (t) t —sint t sin ¢

y (1) 1 — cost 1 cost

Temos entao que,
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a(t) =
onde,

A —cost
p(t) = :
sint
Os vetores p e g comportam-se como os vetores ¢ e i Omitindo o parametro t,
temos
V=-q 4=p
Derivando uma vez, af, = ai, obtemos

Tomando o complemento ortogonal para a derivada, obtemos

&=ai+d)=a(-p).

Calculando o determinante D (t), chegamos

(t) - o

"B =a(i-p) () =a*(G-p-1).
Para o quadrado da velocidade, temos:

=a*(i+q) - (i+4g) =2 (1+ig).
Entao,
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|Q,(t)|2 _ 2a° (1+i'2) 9 1 —cost

D (t) _a2<—1+l-£) “1+cost
Temos entao que o vetor curvatura, pn ¢ dado por:

=Ty i),

Finalmente nos obtemos a Fvoluta:

(t)=a(t)+pn(t) =qay(t) —ap(t) —2a (l—p(t))

[}

Substituindo t' =t — 7, temos:
() = ay (' + ) — 2 — ap (1),
De onde obtemos que,
¢(t') = ap (') + ani — 2aj — ap (t').
Logo,
c(t') =Ry+ag (') —ap(t).
Note que temos novamente uma cicloide, para o circulo rolante a fase v = 7 e

transladado Ry = ami — 2ay.

Para visualizar a Evoluta da Cicloide utilizamos o geogebra descrevendo os passos

de sua construcao.

Inicialmente inserimos no campo de entrada as equacoes paramétricas da Cicloide

dadas por
x (t) t —sint t sin t
y (%) 1 —cost 1 cost

Dadas as equagoes paramétricas podemos criar a curva cicléide através do comando
curva e inserir o parametro t e a constante a. Apoés criar a cicldéide devemos ainda criar

a circunferéncia que rola sem deslizar sobre o eixo Oz. Temos entao o grafico a seguir:
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Figura 2.18: Construcao da Curva Cicléide para Evoluta

Apos criar a cicloide, inserimos as coordenadas da evoluta no GeoGebra, sendo

funcoes dadas por:

X

» Janela de Visualizagdo

i
~

.

Entrar

t+sint

cost — 1

25

+a

55

sint

cost

a5

as

Para uma melhor comparacao das duas curvas podemos inserir através do comando

reta, tracar as retas tangente e normal além do segmento de reta que define a cicloide

e a sua evoluta.

Assim fazendo, o parametro ¢ variar temos
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Para t = 2, as curvas sao dadas por:

Ll Al £f ] =] )

¥ Janela de Algebra X| | » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica
e xii(;_m(s)))}ugsz a=1
y=1(1—cos(s)) g .
x =1 (k+ sen(k))
E: 0<k<2
R 1
Cénica
® c(x-2P+{y-1F=1
Fungio 2
f(x) = 1 (x —sen(x))
g(x) =1 (1 - cos(x))
m(x) =1 (x+sen(x)) h
n(x) =1 (cos(x)— 1) »
Nimero 1
-@ a=1
® t=2 |
Ponto /
® A=(0,0)
-@
09, o gt
-@ Q=(2.91,-142) 0E 3 4 s @
Reta
~@ -1.82x+2.83y=203
® j:2.83x+1.82y=566
Segmento
® n=1 .
® k=337
Q
2
J

Figura 2.19: Construcao da Evoluta para t = 2

Para t = 4, as curvas sao dadas por:

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

A CREANER]

» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio
Curva Paramétrica
x=1 (s —sen(s))
L% 0<s<4 a=1
$.& iy [EEE 2 ®
t=4
x=1 (k+sen(k))
e 0<k<d e
O gAY S
Cénica
@ c{x-4F+(y-1F=1
Funcio 2
f(x) = 1 (x—sen(x))
g(x) = 1 (1 —cos(x)) £
m(x) = 1 (x +sen(x))
n(x) = 1 (cos(x) — 1)
Nimero 1
® a=1
® t=4
Ponta
® A=(0,0)
=41
~@ P=(476,1.65) 2
® Q=(3.24, 1.65) 5 s
Reta
@ i151x+331y=1267
~ @ §3.31x-1.51y=13.23
Segmento
~@ h=1 o4
® k=364
2

Figura 2.20: Construcao da Evoluta para t =4
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Fazendo t = 7, temos as curvas:

A CPEEENE

» Janela de Algebra

X | ¥ Janela de Visualizagao

Curva Paramétrica
x =1 (s —sen(s))
L ) }
y =1 (cos (k) — 1)
Cénica
@ Cc-TPE+y-1P=1
Funcio
w0 f(x) = 1 (x —sen(x))
g(x) = 1 (1 —cos(x))
m(x) = 1 (x +sen(x))
n(x) = 1 (cos(x) — 1)

e x=1 (k+sen (k) }n

IA

s<

I~

k

1A

7

7

3

T~

Numero 1 2
® a=1
® -7
Paonta
® A-(0,0)
® o-(7,1)
® P=(634,025) a
® Q-(7.66,-0.25) o
® 049%+ 131y~ 345
Segmento
® n-=1 i
® k=14
Figura 2.21: Construcao da Evoluta para t =7
Assim para t = 15, temos:
AMQUIVO EQITAr EXIDIF UPCOES FEramentas Janeia Auaa
» Janel;ez.;\lgeﬁ I.t Janela;.\.l;fsualfzaqio_m
Curva Paramétrica
x =1 (s —sen (s)) } _
: 0<s<15 a=[1
y=1(1—cos(s)) S
* t=15
;.E- x =1 (k+ sen(k)) N g
T y=1(cos(k) - 1) = &4
Cénica
L@ e(x-15F+{y-1F=1
Fungio 4
f(x) = 1 (x —sen(x))
g(x) = 1 (1 —cos(x))
m(x) = 1 (x +sen(x)) 2
n(x) = 1 (cos(x)— 1)
Nimero o
1z -10 8 -4 olE 4 [} 10
2

: P ={14.35,1.76)

@ Q=(15.65,-1.76)

- Reta

@ -13x+ 352y =-1247

- @ :3.52x+ 1.3y =52.79
Segmento

@ h=1

@ k=375

Figura 2.22: Construcao da Evoluta para ¢t = 15



Capitulo 3

(Geometria das Curvas Planas e o

(Geogebra

Nos capitulos anteriores estudamos um pouco do software GeoGebra e um pouco
sobre as curvas planas. Neste capitulo, nosso objetivo é mostrar a geometria das cur-
vas planas com o auxilio do software GeoGebra, mostrando uma nova abordagem para
o aprendizado das curvas, pois atuamente o uso de tecnologia no processo de ensino
aprendizagem, pode proporcionar intimeras vantagens, pois além de tornar as aulas
mais dinanimas, proporciona uma melhor visualizacao de seus conceitos e aplicagoes
como aborda [6]. E com este enfoque que pretendemos analisar algumas curvas no

presente trabalho.

3.1 Cicloide

A cicloide é definida como por um ponto de um circunferéncia que rola sem deslizar

sobre uma reta.

As equacoes paramétricas da cicloide sao dadas por,
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Assim, para uma melhor visualizacdo da curva utilizamos o Geogebra.
A seguir a Figura 3.1 mostra os itens e funcoes inseridas na parte de entrada do
GeoGebra, para que possamos construir a cicldide.

¥ cicloide.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

R A/’f_.f_wOOél\“

F Janela de i‘«lgebra P Janela de\.l'lsuallzagao

Curva Paramétrica

1.1

r — 14.1 (1 1C

Cénica

@ c (X -131.55F + [y - 141 = 198.81
Funcio

e f(x) = 14.1 (x — sen(x))

: g(x) = 14.1 (1 — cos(x)) E
Ndamero
@ =141
@ 1=9.33
Ponto
@ 0={131.55, 14.1) 4
@ P=(130.22,28.14)
-~ @ R={131.550)

Segmento
@ h=14.1

Figura 3.1: Construcao da Curva Cicléide

Para construir a cicléide seguimos os seguintes passos:

Inicialmente, criamos dois controles deslizantes, um para o parametro ¢ e o outro
para o raio r da circunferéncia que vai rolar sobre a reta. Apods criar os controles
deslizantes, precisamos inserir as fun¢oes no campo de entrada, para criamos a cicldide

com o comando curva.



As funcoes z (t) e y () sao representadas no GeoGebra pelas funcoes f (z) e g (2)

que vinculamos a curva cicloide através do comando curva.

Entrada: | Curvalf(x), u(x), s, 0,

Figura 3.2: Entrada do Comando Curva

Apo6s inserirmos as funcdes f (z) e g () é importante desmarca-las, pois desse modo
utilizamos essas fungoes somente na cicléide. Com esses comandos a cicloide esta pronta

e temos assim o seguinte grafico:

204

Figura 3.3: Construcao da Cicléide

Precisamos assim criar trés pontos, sendo eles P, R e o centro da circunferéncia O.

Assim, digitamos na janela de entrada do GeoGebra os pontos:

P =(t)
*t,0)
t

0
,0)

P

BN

R
O *

Apos a criacao dos pontos, podemos tracar a circunferéncia passando pelos pontos
O e P. Tragada a circunferéncia, inserimos o segmento de reta OP que representa
o raio da circunferéncia. Animando o controle deslizante temos a movimentagao da

circunferéncia tracando assim a curva cicléide.

O controle deslizante inserido no GeoGebra varia o tamanho do raio da Circunferén-
cia. Ao variarmos o controle deslizante, variamos a medida do raio da circuferéncia,

como podemos observar na Figura a seguir.
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Figura 3.6: Cicloide para t = 10

Cicloide para t = 15,

54

201
v
‘0 o B0 20 100 120 140 160 120 200
Figura 3.4: Cicloide para t = 2
40
20
0 s
20 v} 20 40 100 120 140 160 180 200
Figura 3.5: Cicloide para t =5
Variando o valor de ¢, temos
Cicloide para t = 10,
o
C
204
v
o 20 40 B0 a0 100 120 180 200



20 40 B0 80 100 120 140 160 180

Figura 3.7: Cicloide para t = 15

3.2 Espiral de Arquimedes

A Espiral de Arquimedes é assim conhecida por causa do Matemaético, Fisico e En-
genheiro Arquimedes de Sirausa um dos principais inventores da Antiguidade Classica.
Esse tipo de espiral é muito utilizado em sistemas hidraulicos e de bombeamento. A
curva da Espiral de Arquimedes que vamos analisar possui equacoes paramétricas dadas

por,
a(t) = (tcost,tsint).

Vamos, entao, realizar a animacao da curva utilizando o GeoGebra. Iniciamos
colocando um controle deslizante t. Apds inserirmos o controle deslizante, precisamos
das duas fungoes x (t) e y (t) sendo representadas pelas fungoes f (t) e g (t) dadas por:

f(x) =tcost
g (z) =tsint

Apos inserirmos as fungoes na janela de entrada do Geogebra precisamos desmarcé-

las, pois nosso objetivo é traga-las através da curva « (¢). Entao, através do comando

curva, construimos a Espiral de Arquimedes, como podemos observar na figura a seguir.

Podemos agora fazer a variagao do parametro ¢ para a visualizagao da curva.

Assim para t = 9, temos:
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¥ espiral.ggb

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Af’i/y"@@é\aﬂ‘%

» Janela de Algenra X | » Janela de Visualizago
z Curva Paramétrica 25
x =s cos(s)
@ a: 0<s=<0
y =s sen(s) - - t=
Funcio 20 '

- f(x) = x cos(x)
g(x) = x sen(x)
Nimero 18

-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 [} g 10 15 20

Figura 3.8: Construcao da Espiral de Arquimedes.

€ 1382744

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

A/fr"@@"f.\—-—‘%'

b Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica

x =s cos(s)
) ac 0<s<9

y =s sen(s) 20 t=49
Funcio @
fix) = x cos(x)
e(x) = x sen(x) 18
- MNimero
L@ t=9

f o
-20 -15 -10 -5 K oa 5 1o 15 20 25
-5

=10

Figura 3.9: Construgao da Espiral de Arquimedes para t = 9

Para t = 15, temos:

Através da manipulacao das equacoes da Espiral de Arquimedes no Geogebra veri-

ficamos a evolucao da curva a medida que variamos o parametro t.
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¥ espiral.agb

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

DR=EEY cE P NEE

» Janela de Algebra
Curva Paramétrica

x =s cos(s)
@ a: 0<s <1t
y =s sen(s) iy

b Janela de Visualizagao

20 t=15
Fungdo
f(x) = x cos(x)
g(x) = x sen(x) 15

Nimero
10

25

Figura 3.10: Construcao da Espiral de Arquimedes para t = 15

3.3 Reta tangente

Uma das ferramentas do Geogebra nos permite, tracar retas tangente a graficos

de funcoes. Para visualizarmos essa ferramenta aplicada as curvas parametrizadas, o
grafico da curva

a(t) = (t,t?).

Tracamos o grafico no Geogebra, temos

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A Al = D o|[lla=2

o e ,—O; Fd Q) @ "ﬁ. x - 3
» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagio

- Fungio
@ f(x) = x° t=0

Figura 3.11: Curva o para —3 <t < 3

Agora inserimos a reta tangente a curva o.
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Marcamos entao um ponto sobre a curva « e selecionamos em seguida o grafico da

curva, pois assim temos sempre a reta tangente ao ponto da curva.

Variando o parametro ¢t temos as retas tangentes em cada ponto.

Assim, para t = —3, temos

¥ GeoGebra

Arguive Editar Exibir Opces Feramentas Janela Ajuda

| B et 120 (O ol 2NN B

b Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagio

- Funcio i
L@ f(x) = x? t=-3
- Ntimero -»
e t=-3 il
- Ponto

@ P=(-3,9

- Reta

) gy=6x-9

P=(3,0)

-10 -8 -G -4 -2 \ o 2

Figura 3.12: Curva o e Reta Tangente para t = —3

Com a utilizacao do controle deslizante para o parametro t, conseguimos observar

como a reta tangente se comporta ao longo da curva «. Para t = 2, temos:
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‘\‘3‘ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

kAl 1L D OOl N = 4

b Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagdo
Funcio ¥
@ fx) = x2 t=12
Nimera @
L t=2 104
Ponto
.. P=:2“”
Reta
----- ® gy=4x-4
54
51
={2.4
4
2
10 8 & 4 2 o / 2 4

Figura 3.13: Curva o e Reta Tangente para t = 2

3.4 Referencial de Frenet para a curva a (t) = (¢,t?)

Consideres a curva regular dada por a (t) = (¢, ¢?).

Para a curva « tracamos as retas tangente e normal e verificamos o Referencial de

Frenet para a.

O Geogebra permite a insersao de um controle deslizante para o parametro ¢, pode-
mos controlar o seu deslocamento ao longo da curva fazendo com que possamos analisar
as posicoes das retas tangente e normal para cada valor de t. Como verificamos no
capitulo anterior o Referencial de Frenet sdo vetores ortogonais em cada ponto da

curva. Através da barra de ferramentas do Geogebra tragamos as retas tangente e a
reta normal a curva.

O grafico da curva acima é dada por,
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B
2]
=(1.75,3.
31 U
L
2]
1]
—|2 I1 0 ‘II é

Figura 3.14: Curva « (t) = (¢,t?).

Note que, para t = 0 as Retas Tangente e Reta Normal coincidem com os eixos

coordenados x e y.

Na figura a seguir temos as Retas Tangete e Normal & curva « para t = 0.

77 teste frenet_parabola.ggh
P 99

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

1G] S Ele) <) N =)

b Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagio

-~ Conica T
& cxry=1 t=0 o

- Funcdo : @ =

Figura 3.15: Retas Tangente e Normal a Curva a.
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Para t = 1, temos:

1
Q teste_frenet_parabola.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DREREECEENEE

| | » Janela de Visualizagdo

» Janela de Algebra
Cénica
t=1

k- E -1 =1
Funcio @

L@ f(x) = x*

~ Ponto
® A=(1.89,0.55)
® B=(1.451.89)

@ P=(1,1)
Reta h
- 2% -
@ hx-2y=-3
- Vetor
w= 0.89
~\ —0.45
_ (045}
v= ([I.Bl]_)

Figura 3.16: Retas Tangente e Normal a Curva para t = 1

Vamos agora inserir o Referencial de Frenet para a curva a. Podemos notar que

os vetores possuem as mesmas direcoes das retas tangente e normal. Temos assim, na

figura a seguir o deslocamento dos vetores segundo o parametro t.

Figura 3.17: Referencial de Frenet para t =1

Fazendo o valor de t variar, para t = 3 temos a seguinte posicao para o Referencial

de Frenet:
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€77 teste_frenet_parabola.ggh

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DRENNo=RNEE

¥ Janelade Algeb_ra X | ¥ Janela de Visualizagdo
- Cébnica
e cox-3F+{y-9F=1

Funcdo
G - @ o 5

Y flx) = x
Ndmero =39
...... =1 4 A
...... . T=3
A FPonto g
@ A=1(3.99,8.84)
B=(3.16, 9.99)

P=(3,9)
Reta
cy=Fx-0 9
B ﬁ:-x-6y=-5?
Vetor il
Yy [ 0.0 |
T~ —0.16 B
_ (0.16
...... o= (016)
] |
2 I'l
14 12 10 8 5 4 2 il f 2 4

Figura 3.18: Referencial de Frenet para t = 3

3.5 Referenciais de Frenet para a Curva « (t) = (¢,sint)

Considere a curva regular dada por « (t) = (¢,sint). tragamos as retas tangente e

normal e através delas tracas o Referencial de Frenet, para as mesmas.

De inicio tragamos o grafico da curva « (t) = (¢,sint). Temos

7 teste_frenet_seno.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcGes Femamentas Janela Ajuda

DR %S ol s PN E 2

b Janela de Visualizagdo

X

b Janela de Algebra

Cunva Implicita

= Di(8.23,0.93) = (x, sen(x)) 1=823

Canica -

© C{x-8.23F +(y-0.937=1

Funciio

® f(x) = sen(x) 2
Niimero

a=1

@ t=8.23

Panta

@ A=(7.89,-0.01)

@ B=(9.17,059) 1

@ P=(8.23,0.93)
Reta

h: X+ 0.37y = 7.89 b

Vetor

—0.34
_ Z o o i
4= (—D.M)

= (48

Figura 3.19: Curva « (t) = (¢,sint).
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Podemos agora tragar a reta tangente para os pontos sobre a curva « (t) = (¢,sint),

entao

Q teste_frenet_senc.gghb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

NREErNosRNEER

_> ‘_J_angla gi_eA.Ig_gpra_ >< __> ‘_J_am_ala ;!e\fisu_al_iz_a_g_ﬁo
- Curva Implicita
o b: (1.1, 0.89) = (x, sen{x)) t=11
Cédnica 3
L0 e e ek @
- Fungio
@ f(x) = sen(x) 2
: MNamero -
. ..... a=1
e . t=1.1
Ponto .

A=(1.51,-0.02)
B=(2.01,1.3) b
@ P=(1.1,0.89)

Reta
2 AR o /

g:y = 0.45x + 0.39
i h: -x - 0.45y = 1.5 f >

- Vetor - & P

i 0.41 : 2 4 0 1 e 2 3
' —0.91 /

P (oa1) _

0.41

Figura 3.20: Reta Tangente & Curva « (t) = (¢,sint).

Fazendo o parametro ¢ variar, temos uma nova posicao para a reta tangente.

17 teste frenet seno.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

DREN e HENEE

» Janela de Algebra g X

» Janela de Visualizagéo
~ Curvamplicita
b (4.27, -0.9) = (x, sen(x)) t=4327

Cénica
. M= -
Ci{x-42TP+(y+0.97=1 [ @
- Funcio
L@ f(x) = sen(x) 2
Mimero
a=1

L@ 1=427
Ponto
@ A=(3.88,-1.82)

i@ B=(519,13)
L@ P=(4.27,.09)
Reta

i@ gy =-043x+0.92

: h:-x + 0.43y = 4.66 \

> Vetor o

1 3

_ [-0.30 20 M o
Wi (—0.92)

v=(_0%)

ra

P=(427,-0.9

Figura 3.21: Reta Tangente & Curva « (t) = (t,sint).

Agora tragamos a Reta Normal a Curva « (t) = (¢,sint) e fazemos o parametro ¢
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variar. Segue que

Q teste_frenet_seno.ggh

4rquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Rl Al N

b Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio
Curva Implicita
b: (1.43, 0.99) = (x, sen(x)) t=1.43
Cdnica
Ci (X - 1.43F + (y - 0.99F =1
- Fungdo
@ f(x) = sen(x)
Mimera
[ a=1
Ponto
@ A={157,0)
@ B=(242,1.13)
@ P={1.43,0.99)
Reta

L@ h:x-0.44y=-157 f
Vetor

X

B
P=(143,090) e

= (28) :

v=(1%)

Figura 3.22: Reta Normal a Curva « (t) = (t,sint)

Visualizamos no mesmo gréafico as retas tangente, normal e o Referencial de Frenet

em cada ponto da curva a.

G teste_frenet_seno.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[& J AN~ SN N ezl )

» J_anela_demg_ebrf_j >< | » ‘_l_anela_de\n'\su_ahz_agép
- Curva Implicita
b:{3.67,-0.5) = (x, sen(x}) t= 367

- Cbnica _
i e {x - 36TF +(y +0.57=1
- Funcio
L@ f(x) = sen(x)

MNamera
a=1
- @ t=367

- Ponto
- A=(3.02,-1.26)

B=(4.43, -1.16)
“@ P=(367,-0.5)
Reta
@ gy =-0.86x+2.67
“ @ h:x+0.86y=4.11 %
- Vetor
; —0.65
2 = -2
s (—I].?ﬁj
_ [ 076
@ v= ( 70.55)

= (3.67,-0.5)

Figura 3.23: Reta Tangente, Normal e Referencial de Frenet para Curva « (t) = (¢,sint)
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3.6 Referencial de Frenet para a Espiral de Arquime-
des

Sabemos que as equacgoes paramétricas para a espiral sao dadas por
a(t) = (tcost,tsint).

Com o auxilio do Geogebra, tracamos a curva da espiral de equagoes iguais a « (t) =
(tcost,tsint). Para melhor visualizar a formagao da espiral utilizamos um controle

deslizante para que possamos acompanhar o tracado dessa curva. Para aproveitar essa

visualizacao é tragado em cada ponto as retas tangentes, reta normal e o Referencial
de Frenet.

Assim, temos os graficos a seguir que mostram a evolucao da curva segundo o aumento
do parametro t.

T 1366:728

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

E Al ,:f 4':\* @’ @ '(‘ X 220l <

» Janela de Algebra
- Curva Paramétrica

| i
x =5 cos(s) I
- a 0<s<5h

¥ Janela de Visualizagéo

|
y=s sen(s) il =
- Conica II
------ Cx-1427 + (y + 479F =1 o |
- Funcéo I
- f(x) = x cos(x) I'
...... eg(x) = x sen(x) 4 I'
- Nimero I
...... ® t=5
-~ Ponto

- Reta
----- ® h:y=0.09x%-492

12 -10 H ©
@ i 5.08%-0.46y=5
: Vetor
o u= (9
| =( 1
= e Ln.ng)

Figura 3.24: Reta Tangente, Normal e Referencial de Frenet para Curva o (t)
(tcost,tsint).

Variando o parametro ¢, temos
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177 espiral.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

R Gl <N

» Janela de Algebra
Curva Paramétrica

® a: N=am l 0<s
y =s sen(s) J -
Cénica
(X - 24.78F + (y + 3.3 =1
Funcio
f(x) = x cos(x)
g(x) = x sen(x)
- MNimero
) 1=25

Paonto
@ A=(25.77,-3.48)
; B =(24.95,-2.32)
@ P=(24.78,-3.31)
Reta
- @ my=573x-14534
o) i 43K - 24.65y = -25
- Vetor

Figura 3.25: Reta Tangente, Normal e Referencial de Frenet para Curva «(t)

(tcost,tsint)

a=2

g

X | » Janela de Visualizagio

<2

3014

-30

3.7 Epicicléide

Definimos uma Epicicléide como uma curva ciclica definida por um ponto de uma

circunferéncia que rola sem deslizar sobre um circulo diretor.

Assim, utilizamos o

GeoGebra, para uma melhor visualizacao dessa curva. Em sua construcao podemos

variar o tamanho do raio do circulo diretor R, assim como o comprimento do raio r,

da circunferéncia que rola sobre o circulo.

As equagbes paramétricas da Epicicloide « (t) = (z (t),y (t)) sao dadas por,

R
x(t):(R+r)cost—r-cos( :_
tER.
(R+r)sint —r-sin (wt)
r

y(t)

r

—t

Assim utilizando o Geogebra construimos o grafico da Epicicléide.
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Vamos inicialmente inserir trés controles deslizantes, um para o parametro ¢, um
para o raio r da circunferéncia que rola e outro para o raio R do circulo diretor. Apos

inserirmos os controles deslizantes precisamos digitar no campo de entrada as funcoes

x(t)

y (1)

R
(R+1)cost —r - cos (%t)

(R+r)sint —r-sin (wt> :
r

Apos inserir as fungoes acima é importante desmarca-las pois elas sao utilizadas
juntamente com o comando curva. Assim, podemos agora inserir o comando curva no
campo de entrada. Neste comando devemos inserir as fungoes z (¢) e y (t), juntamente
com o parametro s fazendo-o variar de 0 até o parametro ¢t. Através do comado curva
o GeoGebra plota o grafico da curva parametrizada « (t). Apesar de termos o tragado
da curva «(t), precisamos ainda inserir o circulo diretor de raio R e a circunferéncia

de raio r que rola.

Assim, tragamos através do comando de criar circunferéncia o circulo diretor de raio
R, centrada em (0,0). Para construirmos a circunferéncia de raio r é importante notar
que o seu centro se movimenta ao redor do circulo diretor de raio R, para que isso seja

possivel, vamos criar o ponto:
P((R+r)cost,(R+r)sint).

O ponto P é o centro da circunferéncia de raio r tracada através do comando

circunferéncia com centro em P e raio r.

Para a marcacao da curva, consideramos o ponto M, de coordenadas:

M (x(t),y(t)) .

Apoés amarcacao do ponto M, é necessario tracar o raio r da circunferéncia, criando

assim o segmento de reta PM denotado por h no GeoGebra.

Através desses passos criamos a Epicicloide gerada pela circunferéncia de raio r
que rola sobre o circulo diretor de raio R, onde podemos visualizar varios graficos
de epicicloides, pois deixamos os raios interligados aos comandos delizantes, que nos

permitem variar os valores tanto do raio » como do raio R.
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O GeoGebra, nos permite ainda animar os valores do parametro ¢t mostrando de

uma forma dinamica o comportamento da Epicicloide.

funcoes e pontos inseridos no GeoGebra.

||.=? l

» Janela de Algebra
Curva Paramétrica

(4
x=(4+1) cos(s) —1 cos |

y =(4+1) sen(s) — 1 sen | .
Cdnica
Cx+y =16
@ di{x-5F+y=1
Fungio

..... fix) = (4+1) cos(x)—1 -\:\Ds|

..... g(x) = (4+1)sen(x) -1 sen|\ fodni |

Namero

----- ® A=(0,0)

----- ® MN=(4,0)

----- ® P=(50)
Segmento

Al Y @@é\”

» Janela de Visualizagio

A seguir podemos observar as

M B

Figura 3.26: Construcao da Epicicloide.

Construido a Epicicloide, variamos os valores dos raios para uma melhor visualizagao

da curva.

Assim, utilizando o Geogebra, tracamos a curva no caso em que temos R = 4 e

r = 1, assim;:
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b@@é’

a=2

» Janela de Algebra

x| Janeiade‘.nsualtzagao

Curva Paramétrica

4
x=(4+1) cos(s)— 1 cos |I 4-:1
@ oa:
y=(4+1)sen(s)—1 se|1|'4+1
Cdnica

.. R+ =16
L@ (X -4A3F + (y - 2827 =1
Funcio

f(x) = (4 +1) cos(x) — 1 cos (

s(x) =

MNimero
. [=1
. t=0.6
Fonto
@ M=(5.12,2.62)
@ P={4.13,2.82)
Segmento
L@ h=1

(4 +1) sen(x) — 1 sen (

s |
}

)

Figura 3.27: Construcao da Epicicloide, t = 0, 6.
Fazendo t variar para t = 6,2, temos a seguinte curva:
A - : .
E RN @ é. i
» Janela de Algebra X | » Janelade\ﬁsuahza;ao
Curva Paramétrica =y
x_(4+1]cos(s)71ms|l44£1 jl r=1
@ a: __
y_(4+1]sen(s)—lsen[\4+1 ‘] : l._62
céni T — ——
g il !
L@ d(X-4.98F + (y + 0.42F =1 )
Fungio

f(x) = (4+1) cos(x) — 1 cos (4+

Nimero

@ A=(0,0)

@ M={4.07, 0.01)

@ P={4.98,0.42)
Segmento

S
g(x) = (44 1) sen(x) — 1 sen (ﬁ

-

x

T

)

_1,)

Figura 3.28: Construcao da Epicicloide, t = 6, 2.

Fazendo as mudancas dos raios das circunferéncias, para R =3 e r = 0, 3, temos:
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A-.‘/-_.,-Jf_yﬁ'@@‘{;\az

¥ Janela de Algebra
- Curnva Paramétrica

x=(3+0.3) cos(s}—l]3co&|

y =(3+0.3) sen(s) — 0.3 sen | -

Cénica

Funcao

..... f(x) = (34 0.3) cos(x) — 0.3 cos |':’

..... g(x] =

MNimera

(3 +0.3) sen(x)

..... . A = tul U}

----- ® M=(-292-172)

----- ® P=(-298, 142)
Segmento

— 0.3 sen |'r
l‘\

34+ 03
0.3

s |

03 )

» Janela de Visualizagao

2

— |

Figura 3.29: Construcao da Epicicléide, R=3er =0,3

Observacao 3.7.1. Para a Epicicloide a sequir, o caso em que R =r, temos um caso

particular onde a curva € chamada de "cardicide”.

cas da epicicloide temos:

x(t):(R—i-r)cost—r'cos(

y(t)

(R+7)sint —r - sm(

R—+r

t
”
R—l—rt tER,
T

Assim fazendo R = r, nas equacoes acima, temos

Assim, o grifico do cardidide tracado com o auxilio do Geogebra, € dado por

= (2r) cost — r - cos (2t)

,t €R.

= (2r)sint — r - sin (2t)
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b Janela de.f\lgebra » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica Ez
f 2 X
x=(2+42) cos(s) — 2 cos | x Co| i r=2
LBl o—
..... ® a _(2+2) ( ) 5 P o I 1= 1053
= sen (s sen |._ 3 s _.| | 6 @
Cdnica
Cxiry =4
@ (X +1.8P +{y + 3.5TF=4
Funcio .
..... f(x) = (24 2) cos(x) — 2 cos |': 2;2 x‘ll
\ /
..... g(x) = (2+2) sen(x) — 2 sen |': 2;2 x..'|
A i
Nimero
c
5
= 5 |

Figura 3.30: Cardidide.

As construcoes a seguir, sao feitas de forma analoga a da Epicicloide, onde omitimos
as construcoes passo a passo, pois nosso objetivo ¢ analisar o desenvolvimento das

curvas.

3.8 Hipocicloide

A Hipocicloide é uma curva ciclica que é formada pelo movimento de um ponto fixo

de uma circunferéncia que desliza tangencialmente por dentro de um circulo diretor.

As equacbes paramétricas da Hipocicloide sao dadas por,

z(t)=(R—r)cost+r-cos (EQ
r_ .Y tER
y(t) = (R—r)sint —r-sin (—t)

r
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Assim, com o auxilio do GeoGebra tracamos a curva Hipocicloide. Inicialmente para
a construcao da Hipocicléide inserimos as equacoes paramétricas da Hipocicldide com

o comando "curva", e construimos as duas circunferéncias, a exterior de raio R e a

circunferéncia interior de raio r.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

NDREENENT=ERNEE

¥ Janela de Visualizagio

» Janela de Algebra
Curva Paramétrica

¢

fd4—1.1 z
x=(4—1.1) cos (s) + 1.1 cos | - s,l r=1.1
® \ 1.1 J :
Ea =(4—1.1) sen(s) — 1.1 sen (151 s\I t:@
e ' i W v 'y
- Cénica
) Ky =16
e di(x-29F +y =121
Funcio
f(x) = (4 —1.1) cos (x) + 1.1 cos | 4-;11‘1 x|
e f,
g(x) = (4 —1.1) sen(x) — 1.1 sen |': §=5l x‘|
T /
Numero
. r=1.1
Ponta
. A= ml U}
. M= t4l 0]
. P= 12-95 0]
- Segmento
. h=11

Figura 3.31: Construcao da Hipocicloide.

Vamos agora no GeoGebra substituir os raios das circunferéncias por R=5er =1,

entao:
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» Janela de Algebra = | » Janeiade‘.’rsuallzagao
Curva Paramétrica

;
| |
-

x=(b—1) cos(s) +1 ms(

(5—
=(5-1 =l TR
g ) sen(s) sen[\ 1
- Conica
@ Ccxry=25
@ d:{x - 3.90F +(y + 0.337 =1
Funcio

..... flx) = (6—1) cos(x) +1 ms(S_

..... g(x) =(5—1) sen(x)—1 sen[l:E_

Mamero

----- ® A=(0,0)

----- ® M-={4.93,-0.01)

----- ® P=(3.99,-0.33)
Segmento

Figura 3.32: Hipocicldide para R=5er =1

Para uma melhor visualizagao da curva Hipocicloide, tracamos seu grafico para R = 4

er=1,1, temos entao:
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» Janela dg.-‘\lgebra _X ._b Janela de Uisual!zagﬁo
Curva Paramétrica R=4
f4—1.1
x=(4—1.1) cos (s) + 1.1 cos | -
\ .

y = (4 —1.1) sen(s) — 1.1 sen |'f e
L .
- Cdnica
@ CX+y=16
Ll d (X +1.03F +y - 216F =121
Funcao
..... F(x) = (4— L.1) com (x) + L1 e {2212 )
\ 1.1 2
..... g(x) = (4 —1.1) sen(x) — 1.1 sen |'r otved
\ 1.1 I

Nimero

..... ® M=(17 324
..... ® P=(-193 216)
Segmento

Figura 3.33: Hipocicloide para R=4er =1,1.
3.9 Trocoéide

Considere um circulo de raio r e uma semireta OP, onde O é o centro do circulo de

raio r. O Trocoide é o lugar geométrico dos pontos P,no qual o circulo rola sobre a
semireta OP, sem deslizar.

As equagoes paramétricas do Trocoide, sendo a distancia entre os pontos O e P dado
por d (O, P) = R, sao dadas por:

x(t) =rt — Rsint
,teR.
y(t) =r — Rcost

Para tracar a curva Trocoide, utilizamos o GeoGebra. Assim, inicialmente inserimos
as equacoes paramétricas da curva acima. Em seguida, criamos a circunferéncia que

desliza sobre o eixo horizontal e a semireta O P. Para exemplificar vamos utilizar R = 2
er=1.

Fazendo o parametro variar temos a seguinte curva:
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% I oAl A~ WA OO LI N =22 4

v v v v
¥ Janela de I\Igebra E » Janela de Visualizagido
Curva Paramétrica R=2
® x=1s5—2 sen(s) Siae *
e y=1—2 cos(s) == 251
- Cénica t=
@ e y-1F=1 .—
Funcio

f(x) = 1x— 2 sen(x)
g(x) = 1—2 cos(x)
Nimero

05 1 15 2
-0.5 4
P
18
Figura 3.34: Construcao da Trocoéide.
Para t = 9, temos:
BN cEHNEE
J‘! 7 v| 7 |2 +J‘I 7

» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio

Curva Paramétrica REe
: ————" e
@ a: S i G 0<s<9 ol r=1

Cénica 128
i...... Cx-9F+y-1F=1 #
- Fungio 4
- fx) = 1x— 2 sen(x) P

E(x) =1—2 cos(x)
Nimero 2
(8]
o M
0 2 a w 8 10 12 14 18 18 2
a
2]
Semirreta
@ h:-1.82x-0.82y=-17.22

Figura 3.35: Trocdide para t = 9.
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Para t = 20, temos:

R J oA~ ONOM € Nl 22 <

b Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica B
x=1s5—2 sen(s) | 7©
Lo L 0<s <182 L=l
y=1-2 cos(s) J el [

Cénica
L e (X -18.2F+(y 1P =1
Funcio 4
F(x) = 1x— 2 sen(x)

g(x) = 1 — 2 cos(x) /__EY_YH

- Mimero

i@ R=2 ¢ 0
i =1

L tr=1s,2 U f N

K

Paonto

M=(18.2,0)

0=(18.2,1) a

L@ P=(19.41,-0.59) 2
Semirreta

@ h1.50x +1.21y=30.2

"l
=
&
S
[=]
@
2
x
1:
3
3
S
//"ﬁ
5

Figura 3.36: Trocoide para t = 20.

Notamos que através do GeoGebra conseguimos verificar o tracado das curvas como
o trocoide, sendo que o software permite ainda que possamos variar os valores das

variaves r e R, mostrando em tempo real as mudancas nessas curvas.

3.10 Epitrocoide

Definimos uma, Epicicléide como uma curva ciclica definida por um ponto de uma cir-
cunferéncia que rola sem deslizar sobre um circulo diretor, porém pode-se generalizar o
caso da Epicicloide através de uma haste de comprimento d, sendo d > r. Assim vamos
utilizar o GeoeGebra, para uma melhor visualizagao dessa curva. Em sua construcao
podemos variar o tamanho do raio do circulo diretor, assim como o comprimento do

raio da circunferéncia que rola sobre o circulo e o comprimento da haste d.

Temos entao as equacoes paramétricas da Epitrocoide dada por,

xz(t)=(R+r)cost —d- cos (#t)

y(t) = (R+r)sint —d-sin (wt)

r

Assim, utilizando o GeoGebra, temos a seguinte figura parar = 1,1, R=4ed =2,T:

76



AL A ==zl >
L] 1l f-J{( | - 1 |
= =M =¥ Sl =M =NV

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

L 1 F=4

Curva Paramétrica T d=27 *® _._
x=(4+1.1) cos(s) — 2.7 cus( 11- S) . =i
y=(4+1.1) sen(s) — 2.7 sen (441-1-1 s) "le=0 .—

Cdnica
CX+y=16 &
d:{x-51F+y =121

Funcao
_____ f(x) = (4 +1.1) cos (x) — 2.7 cos (41:.1 x)
_____ g(x) = (4+1.1) sen(x) — 2.7 sen [':44]:1.1 x)

Nimero

Figura 3.37: Construcao da Epitrocoide.

Assim, para t = 4, temos:

JL~ S MM N =20 <]

» Janela de Algebra X | » JaneladeV izagio
Curva Paramétrica

u
Je
<3

| x =(4+1.1) cos(s) — 2.7 cos
@ a:
y=(4+1.1) sen(s) — 2.7 sen

- Cdnica

@ c+y¥=16

L@ (3337 +(y+ 3868 =121
Funcio

f(x) = (4+1.1) cos (x) — 2.7 cos (

-
2
[
[

"
S

g(x) = (4 +1.1) sen (x) — 2.7 sen (4 + 1.1 x)

Nimero
. d = 2_7 3
- @ r=11 -8
. t=4

Ponto
- @ A={0,0)

- @ M={-5.91,-3.05)
- @ P=(.3.33,-3.86)

Segmento

i@ h=27

Figura 3.38: Epitrocoide para t = 4.
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Fazendo t = 20, temos:

A @ <N =]

» Janela de J\Igebra > | » Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica feais 10] R=4
44 1.1 =
x=(4+1.1) cos(s) — 2.7 cos [ s sJ
...... ® a b ¥ /
/
y =(4+1.1) sen(s) — 2.7 sen [ 4-’]-? i'l s)
Cdnica

Funcio

Numero

Figura 3.39: Epitrocoide para t = 20.

----- f(x) = (4+1.1) cos(x) — 2.7 cos (i:']f—-— x

----- g(x) = (44+1.1) sen (x) — 2.7 sen ((4—-;

Através do uso do GeoGebra para tragar o grafico das curvas parametrizadas, veri-

ficamos visualmente onde e quais as curvas sao diferencidveis, pois este software nos

permite realizar o tracado das curvas facilitando o entendimento das mesmas.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

O Software GeoGebra é uma importante ferramenta no processo de ensino aprendi-
zagem de Matematica, principalmente em temas que exigem do aluno uma visualizagao
como as das curvas planas. Além de ser um software livre o Geogebra é de facil mani-
pulacao e possui muitos centros que dao suporte e ajudam no caso de alguma dtvida
em sua manipulacao. Podemos dizer que os objetivos do presente trabalho foram
alcancados, pois conseguimos realizar o estudo das curvas planas e seus graficos utili-

zando os recursos do GeoGebra que facilitou na maioria das vezes os resultados obtidos.

Porém ¢é importante ressaltar que para que o professor faca uso do GeoGebra, assim
como de qualquer outro software, é necessario que ele tenha pleno dominio das ferra-
mentas utilizadas no processo de ensino aprendizagem pois as construcoes nem sempre
sao faceis e simples, pelo fato de que necessitamos além do dominio das ferramentas

utlizadas ter amplo dominio e conhecimento da Matematica.

No ultimo capitulo vimos o fruto do presente trabalho, onde foram feitas aplica-
coes da Geometria Dinamica, onde as construgoes foram feitas utilizando conceitos
Matematicos e as ferramentas do GeoGebra, produzindo resultados interessantes, mos-
trando de forma mais atraente e visual os conceitos abordados durante o trabalho,
sendo possivel visualizar que no caso da Cicléide, nao temos pontos regulares pois gra-

ficamente observamos os pontos onde a curva nao ¢ diferenciavel, o que nao ocorre por
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exemplo no Trocoéide onde notamos pelo grafico que ele representa uma curva regular
em todos os pontos de seu dominio. Assim, concluimos este trabalho deixando uma
nova abordagem do estudo das curvas planas, trabalhando a construcao das mesmas

no GeoGebra.
Para uma possivel continuidade deste trabalho é muito interessante realizar o es-

tudo da regularidade das curvas planas através do GeoGebra, aplicando esta andlise a

curvatura das curvas planas.
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