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“ A Matemdtica € a rainha das ciéncias
e a teoria dos numeros € a rainha das

matemdticas.” (Gauss)



RESUMO

Ao longo da evolugao da matemaética, inimeros estudiosos se dedicaram a expandir o co-
nhecimento acerca dos ntmeros primos. Desde o principio, com Euclides de Alexandria,
o estudo dos niimeros primos mostrou-se cercado de mais indagagoes do que respostas.
Todavia, cada descoberta, mesmo as de menor relevancia, sempre resultaram em grandes
avancos na construcao da Teoria dos Numeros. Ao longo da historia, grandes matematicos
como Fermat, Euler, Gauss e Riemann desenvolveram pesquisas na Teoria dos Numeros,
particularmente os niimeros primos, e seus trabalhos foram essenciais para alavancar di-
versos campos da ciéncia, como a Matemética Computacional e a Criptografia. Por fim,
o presente trabalho visa mostrar a importancia de um desses matemaéticos, Pierre de Fer-
mat, para a evolucao das ideias dos nimeros primos, em especial o “grande”, Pequeno

Teorema de Fermat.

Palavras-chave: Teoria dos Niimeros. Nimeros Primos. Fermat.



ABSTRACT

Throughout the evolution of mathematics, countless scholars have devoted themselves to
expanding knowledge about prime numbers. From the beginning, with Euclid of Alexan-
dria, the study of prime numbers has been surrounded by more questions than answers.
But, each discovery, even of less importance, has always resulted in great advances in
the construction of Number Theory. At the same time, great mathematicians such as
Fermat, Euler, Gauss, and Riemann have developed research into number theory, parti-
cularly prime numbers. Their work was essential to leverage various fields of science such
as computational mathematics and cryptography. Finally, the present work aims to show
the importance of one of these mathematicians, Pierre de Fermat, for the evolution of the

ideas of the prime numbers, especially the “big”, small theorem of Fermat.

Keywords: Number Theory. Prime numbers. Fermat.



1

2

5

2.1
2.2
2.3

24
2.5

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2

SUMARIO

INTRODUCAO

0OS NUMEROS INTEIROS
O que é um ntmero Natural 7 . . . . . .. .. .. ... ... ...
A construcao dos Inteiros . . . . . . ...
Divisibilidade nos Inteiros . . . . . . . . . . . ... ... ...
2.3.1 Critérios de Divisibilidade . . . . . . . . ... ... ... .. .....
Minimo Multiplo Comum e Maximo Divisor Comum . . . . . . . . . . ..

Congruéncia . . . . . . . . . L

0S NUMEROS PRIMOS
Teorema Fundamental da Aritmética . . . . . . . . .. . ... ... ...
Infinitude dos Primos . . . . . . . . . . ... ...
O Crivo de Eratostenes . . . . . . . . . . . . . ... ...
Outros Resultados . . . . . . . . . . . ...

A ARITMETICA DE FERMAT
O Pequeno Teorema de Fermat . . . . .. ... ... ... ... .....

Nuameros de Fermat . . . . . . . . . . ...
CONSIDERACOES FINAIS

REFERENCIAS

10

12
14
17
22
23
24
27

30
32
33
33
35

37
39
45

48

49



1 INTRODUCAO

Teoria dos ntimeros, ou como é comumente chamada Aritmética, é o ramo mais
antigo da matemética, bem como o mais fascinante. O que talvez permita diferenciar a
teoria dos numeros dos outros campos da referida area de conhecimento, seja o fato de que
a maioria dos seus problemas esteja relacionado aos ntimeros inteiros. Dessa forma, dentre
a infinitude dos inteiros, é possivel encontrar certos nameros que, desde a sua descoberta,
despertam o interesse de muitos matematicos, os niimeros primos.

A partir do surgimento dos niimeros primos, perguntas surgiam sobre os mesmos:
Quantos existem? Como é sua distribui¢ao nos inteiros? Como identifici-los? Ao longo
da evolucao da Aritmética, alguns desses questionamento, foram resolvidos, entretanto,
muitos outros se mantém. Por exemplo, ainda nao se sabe se existe uma fungao que gere
somente primos. Também nao se sabe, ao certo, como eles se distribuem ao longo do
conjunto dos inteiros.

Diante dessa real importancia dos ntimeros primos no entendimento da mate-
matica, é necessario ao professor, um bom entendimento dos principais resultados sobre
os mesmos. Assim, esse trabalho visa apresentar a esse profissional, mais uma fonte de
pesquisa e aperfeicoamento.

Além de apresentar os nimeros primos, o trabalho visa destacar uma das contri-
bui¢oes mais relevantes do matematico, Pierre de Fermat (1601 - 1665), para o estudo da
Aritmética. Seu teorema conhecido como, Pequeno Teorema de Fermat. A importancia
desse teorema é evidenciada pelas suas generalizacoes feitas por Euler, Gauss e Mdbius.
Generalizagoes essas, que se utilizam de recursos avangados tais como, a funcao de Mobius
¢ a formula de inversao de Mébius [23)].

O presente trabalho foi dividido em trés partes. Inicialmente, no capitulo 2,
apresentamos a construgao do conjunto dos nimeros naturais e definimos as operagoes de
adicao e multiplicacao. Logo apés, exibimos estruturas algébricas necessarias para o bom
entendimento da caracterizagao do conjunto dos inteiros. E por fim, definimos a operagao
de congruéncia. Para a construgao desse capitulo, os livros [4], [7], [8], [9], [11], [14], [24]
foram de vital importancia e podem ser consultados para maiores informagoes.

No capitulo 3, foi introduzido a nocao de nimero primo. Concomitante a isso,
exibimos e demonstramos resultados cléssicos como, o Teorema Fundamental da Aritmé-

tica e o teorema que garante a infinitude dos ntimeros primos. Logo apds, apresentamos
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o teste de primalidade mais conhecido, o Crivo de Erastostenes. E dando continuidade,
mostramos alguns outros resultados a respeito do nimeros primos. As obras [10], [18],
[22], [20] foram as principais obras utilizadas nesse capitulo.

Por fim, no capitulo 4, é apresentado um breve relato sobre a vida de Fermat
e de Euler, para em seguida, expor o Pequeno Teorema de Fermat. Por conseguinte,
apresenta-se a sua principal generalizacao, creditada a Euler. Para isso foram definidos
operacoes como ordem, funcao de Euler e raiz primitiva. Além do mais, ressaltamos
a nao veracidade da reciproca do Pequeno Teorema de Fermat, discorrendo sobre os
pseudoprimos ou nameros de Carmichael. Os livros, [10], [21], [16] e [20] podem ser

consultados caso haja a necessidade de uma melhor compreensao.



2 0OS NUMEROS INTEIROS

Desde o inicio da civilizagao, a humanidade sentiu a necessidade de contar e de
registrar de maneira numérica o mundo a sua volta. Essa necessidade esté intimamente
ligada a existéncia dos nimeros naturais (N). Por exemplo, o homem criava situagoes
interessantes na contagem de seus objetos, animais, etc. Ao levar seu rebanho para a
pastagem o pastor podia relacionar uma pedra a cada animal. No momento em que ele
recolhia os animais fazia a relagao inversa. No caso de sobrar alguma pedra, poderia
verificar a falta de algum animal. Essa necessidade de aprimorar os processos de conta-
gem e seus registros tornou-se fundamental. Assim, foram criados os simbolos e regras
originando diferentes sistemas de numeragao.

O sistema de escrita numérica mais antigo registrado é o dos egipcios, que era
formado por sete simbolos chaves, nao posicional, ou seja, qualquer ntimero era formado

pela uniao desses, independente da ordem.

Figura 2.1: Numeracao Egipcia
| i o 4 { 9 (Nl
| 1.000.000 | 100.000 | 10.000 | 1.000 | 100 [ 10 | 1

Fonte: Introdugao a Historia da Matematica|16]

A seguir, exemplos de niimeros grafados com o sistema egipcio.

Figura 2.2: Numeros na escrita egipcia

NN | 21 AAR o f£f NNN 3.103.030
99 | 201 77 £ NnNN |l 21.032
29 nnnn Il /¢ [LEf 999
99 nnn I 47 ¢ [LLf 99 38.500

Fonte: Introducao a Historia da Matematica|16]
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Outro sistema bastante difundido e usado até hoje é o sistema de numeracao
Romano. E utilizado em representacoes de séculos, capitulos de livros, mostradores de
relogios antigos, nomes de reis e papas e outros tipos de representacoes oficiais em docu-
mentos. Tal sistema nao permite que sejam feitos calculos, pois nao se destinava a fazer

operacoes aritméticas, mas apenas representar quantidades.

Figura 2.3: Numeracao Romana

I 8 Vil
Il 9
Il 10
IV 50
Vv 100
Vi 500
Vil 1000

Fonte: www.infopedia.pt[12]

]| | b | -
= 00 x5

Apenas séculos depois da criagao dos ntmeros romanos é que surgiu um dos
maiores avancos significativos da matematica, os algarismos arébicos, também chamados
de indo-arabicos. Foram criados e desenvolvidos pela Civilizagao do Vale do Indo (atual
Paquistao).

A chegada da numeracao indo-arabica & Europa é atribuida ao matemaético ita-
liano Leonardo de Piza (1170 - 1250), apelidado de Fibonacci. Ele estudou em Bugia
(Argélia) e o seu livro intitulado Liber Abaci, publicado em 1202, contribuiu para ex-
pandir o sistema ardbico pela Europa.N o entanto, o uso generalizado deste sistema na
Europa s6 se deu apo6s a invengao da imprensa em 1450 [6].

O sistema de numeracao arabe, que é decimal, é o mais usado atualmente e, para
representar os nimeros, sao empregados apenas 10 simbolos diferentes: os denominados
algarismos arabes.

Com o inicio do Renascimento surgiu a expansao comercial, aumentando a cir-
culacao de dinheiro e obrigando os comerciantes a trabalharem com situagoes envolvendo
lucros e prejuizos. A maneira que eles encontraram de resolver tais situacoes problema

w_»

consistia no uso dos simbolos “+” e Por exemplo, suponha que um comerciante
tenha trés sacas de arroz de 10 kg cada em seu armazém. Se ele vendesse 5 Kg de arroz,
escreveria o numero 5 acompanhado do sinal —; se ele comprasse 7 Kg de arroz, escreveria

o numeral 7 acompanhado do sinal + [19].
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Utilizando essa nova simbologia, os matemaéaticos da época desenvolveram técni-
cas operacionais capazes de expressar qualquer situacao envolvendo nimeros positivos e
negativos. Surgindo um novo conjunto numérico representado pela letra Z, (de Zahlen,
nimero em alemao), conhecido como conjuntos dos nimeros inteiros, objeto de estudo

desse capitulo.

2.1 O QUE E UM NUMERO NATURAL ?

Com o avanco da ciéncia, novas descobertas na area da matematica surgiam e,
com isso, antigos conceitos foram melhorados. Entretanto, a sua parte mais basica, os
numeros naturais, acabou por certo tempo sendo ignorada. Até que, no final do século
XIX, o matematico italiano, Giuseppe Peano (1858 - 1932) propo6s uma lista de trés
axiomas que além de definir os naturais, sem depender dos inteiros, também permitiu
definir as operagoes de adicao e multiplicacao. Tais axiomas sao conhecidos como os

axiomas de Peano [14].

Axioma 2.1 (Axiomas de Peano)

1. Eziste uma funcgao injetiva s: N — N. A imagem s(n) de cada nimero natural

n € N chama-se o sucessor de n.
2. Eziste um unico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n € N.

3. Se um conjunto X C N € tal que 1 € X e se s(X)C X (isto é, n € X — s(n) €
X), entao X = N.

Pelo segundo axioma de Peano, N é ndo vazio. Além disso 1 € Im(s) e s(1) €
Im(s), concluimos que 1 # s(1) e portanto N possui pelo menos dois elementos. Da mesma
forma podemos perceber que s(s(1)) # s(1), pois s é injetiva e assim, se s(1) # 1, entdo
s(s(1)) # s(1). Portanto, N possui pelo menos trés elementos. Tomando estes sucessores
de forma repetida, vemos que cada elemento novo é diferente dos anteriores mencionados.
Com isso, conseguimos varrer todos os elementos de N. Em outras palavras, podemos
obter qualquer nimero natural partindo do 1 e tomando seu sucessor e o sucessor do
sucessor e assim por diante, até chegar ao numero desejado. Sendo assim, os axiomas
acima sao suficientes para definir o conjunto dos naturais.

O terceiro axioma de Peano é conhecido como Principio de Indugao Finita. Ele
é utilizado nas demonstragoes das propriedades que dizem respeito aos ntimeros naturais.
Veremos alguns exemplos no decorrer deste capitulo.

Agora que ja conhecemos o conjunto dos naturais vamos definir duas operagoes

neste conjunto, a adi¢ao, representada por (+) e multiplicagao, representada por (-).
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Definicao 2.1 Sejam a e b sao dois nimeros naturais, definiremos:
i) a+1=s(a);
ii) a+ s(b) = s(a+b).

Isto ¢é, fixado a, para n = 1 temos, a + 1 = s(a). Se n # 1 entdao n = s(b) para
algum b € N. Logo, a +n =a+ s(b) = s(a + b).

Proposicao 2.1 A soma a + b estd definida para todo a,b € N.

Demonstracao: Considere X = {n € N; a + n esta definida}, para todo a € N tem-se
a + 1 definido, portanto, 1 € X. Tomemos agora um n € X, entao a + n esta definido.
Porém, pela defini¢ao 2.1, a+s(n) = s(a+n) esta definido, segue que s(n) € X. Portanto,
pelo terceiro axioma de Peano, X = N. Assim a operacao de adicao esta definida em N.

Definicao 2.2 Se a e b sao dois numeros naturais, definiremos.
i) a-1=a;
it) a-(b+1)=a-b+a.

Em outras palavras, fixado a, para n = 1 temos, a-1 = a. Se n # 1 entao,
n=(b+ 1) para algum b € N. Assim, a-n=a-(b+1)=a-b+a.

Proposicao 2.2 O produto a.b estd definida para todo a,b € N.

Demonstragao: Considere o conjunto X = {n € N; a-n esta definida}, para todo a € N
tem-se a-1 definido, portanto, 1 € X. Tomemos agora um n € X, entao a-n esta definido.
Porém, pela defini¢ao 2.2, a - s(n) = a-n+ a -1 esta definido. Assim, podemos afirmar
que s(n) € X. Logo pelo terceiro axioma de Peano, X = N. Portanto, a operagao de

multiplicagao fica definida em N. ]

Definidas as operacoes basicas observamos que algumas propriedades sao geradas.
Estas propriedades tém por objetivo completar a apresentacao do conjunto dos nimeros
naturais e sao uteis no estudo das expressoes algébricas. A demonstracao da proposi¢cao

imediatamente abaixo pode ser encontrada em [15].

Proposicao 2.3 Para todo a,b,c € N sao vdlidas as sequintes propriedades.
i) (a+b)+c=a+ (b+c) (Associatividade da Adigao);
ii) a+b=0b+a (Comutatividade da Adigao);

iii) (a-b)-c=a-(b-c) (Associativa da Multiplica¢ao);
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i) a-b=>b-a (Comutatividade da Multiplicagdo);
v) a-1=a (Elemento Neutro da Multiplicacao);
vi) a-(b+c)=a-b+a-c (Distributividade).

Teorema 2.1 (Principio da Boa Ordenagao) Todo conjunto nao-vazio A C N ad-

maite um elemento minimo.

Demonstracao: Se 1 € A, entao 1 é esse menor elemento de A, visto que, nao ha
nenhum outro natural n com n < 1. Assim, suponha 1 ¢ A. Considere o conjunto
X ={n e N;I, c N— A} onde I, = {1,2,3,...,n}. Como 1 ¢ A, entdo 1 € X,
e como A, por hipotese, é nao-vazio, existe algum natural n que pertenca a A e por
consequéncia n € X. Com isso concluimos que X # N. Assim, X nao atende as hipoteses
do terceiro axioma de Peano. Logo, deve existir algum n tal quen € X en+1 ¢ X.

Consequentemente n + 1 € A. Portanto, n + 1 é o menor elemento de A. [ ]

E importante salientar que o Principio da Boa Ordenacao e o Principio da Inducao
Finita possuem uma relacao bem proxima, no sentido de que, se assumimos o Principio da
Boa Ordenacao como verdadeiro, entao serd possivel demonstrar o Principio da Inducao

Finita.

Teorema 2.2 (Principio da Indugao Finita) Seja A um subconjunto dos nimeros na-

turais. Se A possuir as duas propriedades:
i) 1eA;
it) n+ 1€ A sempre que n € A.

Entao A = N.

Demonstracao: Queremos mostrar que se A satisfaz (i) e (ii), entdo ele contém todos
os naturais. Suponha que A nao contenha todos os naturais. Logo, existe um conjunto
B formado por todos os naturais que nao estao contidos em A. Pelo Principio da Boa
Ordenagéao, B possui um menor elemento, digamos n;, e este é maior que 1, pois por i),
1 € A. Entao n; é sucessor de algum nimero natural, digamos ng, além disso, ng € A.
Como A satisfaz (ii), np +1 € A. Ou seja n; € A. Gerando uma contradigao. Assim, o

conjunto B deve ser vazio e portanto A contém todos os naturais. [ ]

O matematico e astronomo italiano Francesco Maurolycus, em 1575, apresentou

um resultado que exemplifica muito bem a utilizacao do Principio da Indug¢ao Finita.
Exemplo 2.1 Sen €N, entio 1+ 3+ ...+ (2n — 1) = n?.

Demonstragao: De fato sejam P, : 1 +3+ ...+ (2n — 1) = n? e A o conjunto formando

por todos os naturais n que possuem a propriedade P,. Mostremos que A = N.
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i) Paran =1 temos: 1 =12. Assim, 1 € A.

ii) Suponha que para algum n € N, com n > 1, P, seja verdadeira. Mostremos que
n+1¢e A

Por hipotese,
1+34..+(2n—1)=n

Adicionando 2n + 1 em ambos os lados da igualdade acima, temos
143+..+2n—1)+2n+1)=n"+2n+1=(n+1)%

Com isso, se n € A entao n+ 1 € A. Portanto, pelo Principio da Inducao Finita,
A=N. [ ]

O exemplo acima foi a primeira aparicao da utilizacao do Teorema 2.2. Porém, a
prova por indugao apenas se tornou uma ferramenta popular quando Blaise Pascal (1623
- 1662) a usou para as demonstragoes das propriedades de seu “triangulo” (Triangulo de
Pascal).

2.2 A CONSTRUCAO DOS INTEIROS

Nessa se¢ao introduzimos a nog¢ao de niimero inteiro. Para construirmos os intei-
ros da forma desejada sera necessario apresentar algumas estruturas algébricas. Ao final
da construcao sera apresentado as principais propriedades das quais gozam os nimeros

inteiros. Iniciaremos pela definicao de anel.

Defini¢ao 2.3 Seja A um conjunto munido de duas operagoes (+,-). Dizemos que A é

um anel se:

Ay) Para todo a,b,c € A,(a+b)+c=a+ (b+c);
Ay) Para todo a,b € Aja+b=0b+a;
A3) Euxiste 0 € A, tnico, tal que a + 0 = a para todo a € A;

A,) Para todo a € A eziste um unico o € A tal que a + o = 0. O nimero a serd

representado por —a;
M,) Para todo a,b,c € A, (a-b)-c=a-(b-c);
M,) Para todo a,b € A,a-b=10"a;

M;) Existe 1 € A, tnico, tal que a -1 = a para todo a € A;
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AM) Para todo a,b,c € Aja-(b+c)=a-b+a-c.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre anéis, mas antes, se faz necessario

apresentar o seguinte lema.
Lema 2.1 Seja a um elemento de um anel. Se a + a = a, entao a = 0.

Demonstracao: Como a é um elemento de uma anel, pelo item A, a possui inverso

aditivo, assim a + (—a) = 0. Segue,
a=a+0=a+(a+(—a)) = (a+a)+ (—a).

Por hipotese, a + a = a, logo,

Assim, a = 0. [ ]

As proposicoes a seguir sao geradas a partir da definicao de anel e, apesar de serem
bastantes simples, garantem que certas “operacoes” possam ser realizadas nos inteiros.
Apresentamos duas dessas propriedades. Mais detalhes sobre elas podem ser encontrados
em [7].

Proposigao 2.4 Seja A um anel. Para todo a € A, tem-se que a -0 = 0.

Demonstragao: Como 0 = 0 + 0, entao:
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,

assim, pelo Lema 2.1 concluimos que a - 0 = 0. ]

A propriedade acima costuma ser citada da seguinte forma: Se um dos fatores de

uma multiplicagao é zero, entao o seu produto é zero.
Proposicao 2.5 Seja A um anel. Para todo a,b € A
i) (=1)-a=—a;
it) (—a)-b=a-(=b) =—(a-b);
iii) (—a)-(=b)=a-b.

Demonstracao: Para i) basta mostrar que (—1)-a+a = 0.

Por M3 temos a =1 - a, assim,

(-1)-a+a=(-1)-a+l-a=a-(-1+1)=a-0=0.
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Para ii) note que

Por outro lado temos a - (—b) = (—b) - a Portanto,
a-(=b)=—(b-a)=—(a-Db).
Para iii) observemos que,

(=) (—b) = =(a+ (b)) = ~(~(a-b)) =a-b.

]
Chamamos um anel A de anel de integridade ou dominio de integridade se ele

possuir a seguinte propriedade adicional:
Para todo a,b € A,sea-b=0, entao a =0 ou b = 0.

Além disso, em um dominio de integridade, os elementos possuem uma propri-
edade adicional, conhecida como lei do cancelamento. Isto é, podemos cancelar valores

iguais em ambos os lados da igualdade.

Proposigao 2.6 Seja A um dominio de integridade. Para todo a,b,c € A, se a # 0 e

ab = ac, entao b = c.
Demonstracao:Por hipotese temos:
ab=ac = ab+ [(—a)c] =0=ab+ [a(—c)] =0=a[b+ (—c)] = 0.

Assim, a =0 ou b+ (—c) = 0. Como a # 0, entdo b = c. n
Agora que ja definimos o conjunto dos naturais e as estruturas algébricas neces-
sarias, definiremos o conjunto dos numeros inteiros e algumas de suas propriedades. A

definigao abaixo foi extraida de [9], que pode ser consultado para maiores detalhes.

Definicao 2.4 O conjunto dos niumeros inteiros, denotado por Z, € um conjunto onde

sao definidas duas operagoes bindrias;
+:ZXZ—>Z,(x,y)—~x+y L XL =T, (v,y) = x-y,

as quats gozam dos sequintes propriedades:

Sejam x,y,z € 7,

i) Associatividade. (z+y)+z=x+(y+2)e(x-y)-z=a-(y-2);
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it) Comutatividade. x +y=y+zex-y=vy-x;

iii) Existéncia do elemento neutro;
Existe 0 € Z, tinico, tal que 4+ 0 = x para todo x € Z.
FExiste 1 € Z, unico, tal que x -1 = x para todo x € 7Z.

iv) Existéncia do simétrico. Para cada x € Z, existe —x € 7, unico, tal que x +
(—:L’) =0;

v) Distributividade. - (y+z2)=x-y+x- z;
vi) Z nao tem divisores de zero. Se x -y =0, entio x =0 ouy = 0.

Por possuir as propriedades acima dizemos que Z munido das operagoes de adi¢cao
e multiplicacao é um dominio de integridade. Concomitante a isso, em Z podemos definir

uma relacao de ordem, definida da seguinte maneira.

Definicao 2.5 Sejam x,y € Z. Dizemos que x é menor do que y e denotamos x < y, se

existe um numero natural r tal que y = x + r.
Tal relagao possui as seguintes propriedades.

i) Tricotomia: Uma, e somente uma, das relagoes a seguir é verdadeira. z =y, r <y

ouy < x
it) Transitividade: Se r <y ey < z,, entao = < z.
i11) Monotonicidade da adigao: Se r < y, entdo = + z < y + z.
iv) Monotonicidade da multiplicagao: Se x < y, entdo z -z < y - 2.

v) Lei do corte: Sex+z<y+zoux-z<y-z entdo x < y.

A relagdo de ordem z < y nao é uma relagdo de ordem total, pois ndao possui a
propriedade reflexiva. A fim de trabalharmos com uma relacao de ordem total introduzi-

remos a seguinte relacao.

Definicao 2.6 Sejam x,y € Z. Dizemos que x € menor do que ou igual a y e denotamos

Ty, sex <Y ouzT=1y.
A relagao x < y goza das seguintes propriedades.
i) Dicotomia: z < youy < .

it) Reflexiva: z < x.
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it1) Antissimétrica: Se x <y ey < x,, entdo x = y.
iv) Transitividade: Se x <y ey < z,, entdo = < z.
v) Monotonicidade da adigao: Se x <y, entdo x + z < y + 2.

vi) Monotonicidade da multiplicagao: Se x <y, entdao z -z <y - z.

Agora que definimos uma relagao de ordem total em Z, podemos expor um outro

recurso importante dos inteiros: o médulo.

Definigao 2.7 Seja a € Z definiremos mddulo de a, representado por |a| como:

|a|:{ —a, se a <0,

a, se a>0.

O mo6dulo de um ntmero atende as condigoes descritas logo a seguir.

Proposicao 2.7 Sejam x,y € Z, entao:

i) |z| >0 e|z| =0 se, e somente se, x = 0;
i) |y = |z - [yl;
i) —|z] < x <lz|;

w) |z| <y se, e somente se, —y < x < y;

v) Sey #0, entao |x| < |z|- |y|.

Como consequéncia da proposi¢ao imediatamente acima, segue o resultado abaixo,

conhecido como propriedade arquimediana

Proposigao 2.8 (Propriedade Arquimediana) Sex,y € Z,y # 0, entao existen € Z
tal que, ny > x.

Demonstracgao: Pela Proposicao 2.7, se x,y € Z com y > 0 temos,
wyl > [x] e |y| - 2] =[],

o que implica,

lyl - |z[ = =

pois |z| > x. Assim, se y > 0, basta tomar n = |z| e se y < 0 tome n = —|z|. n
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2.3 DIVISIBILIDADE NOS INTEIROS

Agora que ja definimos o conjunto dos inteiros, utilizamos a operacao de mul-
tiplicacao para definir uma importante ferramenta no estudo dos ntmeros primos: a

divisibilidade nos inteiros.

Definicao 2.8 Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, representado

por alb, se existir ¢ € 7, tal que a-c=Db.

Quando a nao divide b, representamos por a {1 b. Se a divide b dizemos que a é
um divisor de b ou, que b é um miltiplo de a ou ainda, que b é divisivel por a.

Perceba que dentro dos inteiros nem sempre sera possivel obter uma divisao exata.
Dessa forma, é necesséario apresentar um importante recurso no que se refere a divisibili-

dade nos inteiros: a Divisao Fuclidiana.

Teorema 2.3 (Divisao Euclidiana) Sejam a,b € Z com a # 0. Entdo existem dois

nteiros unicos, q e r tais que
b=aq+r
com 0 <r < lal.

Demonstracgao: Dividiremos a prova em dois casos.

Caso 1. Suponha a > 0. Considere o conjunto
S ={b—qa;q e Z} N (NU{0}).

Pela Proposicao 2.8, existe um ¢ € Z onde ¢ - (—a) > —b, assim, b — ga > 0 e portanto S
é nao vazio. Além disso, S é limitado inferiormente pelo 0. Logo, pelo principio da boa
ordenacao S possui um menor elemento r. Logo r = b — qa para algum ¢ pertencente a
Z. Se alb, entdao r = 0 e o resultado segue. Se a t b entao r # 0, logo basta mostrar que
r < a. Suponha por absurdo que r > a. Nesse caso, existe 0 < ¢ < r tal que r = ¢+ a.
Logo c+a =r =b— qa. Segue entdao que ¢ = b—a(q+ 1). Portanto ¢ € S e é menor que
r, gerando uma contradicao. Assim, r < a e a existéncia de ¢ e r esta provada.

Caso II. Suponha a < 0. Aplicamos o caso anterior com b, [a|. Assim, existem
tnicos ¢q,r € Z tais que b = gla| + r. Se escrevermos ¢; = —q, entdo b = qa + r, com
0<r<lal

Quanto a unicidade, suponha que existam dois elementos distintos, r = b — ga e
" =b—qa, onde r <1’ < a. Temos que, a|(r — ') o que implica r — 7’ > a. Assim,

r > a+r' > a, gerando uma contradi¢ao. Logo, r = 1’ e consequentemente, ¢ = ¢'. [

Com isso temos uma nogao basica de como funciona a divisao dos ntmeros in-

teiros. Além disso o fato de sempre ser possivel realizar uma divisdo, com ou sem resto,
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gera intimeras consequéncias. Apresentamos agora dois resultados que serao importantes

ao longo do trabalho.
Proposicao 2.9 Sejam a,b,c € Z, tais que al(b =+ c¢). Entao
alb < alc.

Demonstragao: Suponha que a|(b+ ¢). Logo, existe x € Z tal que b+ ¢ = ax. Se alb,

entao existe y € Z tal que b = ay. Dessas duas igualdades temos,
ay +c = ax.

Segue-se que, ¢ = a - (r — y). Assim, alc. A prova da implicagao contraria é anéloga.
Simultaneamente, se a|(b — ¢) e alb, pelo caso anterior, temos que a| — ¢ e com isso alc.

Proposigao 2.10 Sejam a,b,c € Z. Se alb e a|c, entdo para todo z,y € Z,
al(zb + yc).
Demonstragao: Se alb e a|c, entdo existe mf, g € Z tais que b = fa e cg = ga. Portanto,
ab+yc=zfa+yga=a-(zf +yg).

Ou seja, al(xb + yc). u

2.3.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Existem casos onde os célculos necessarios para saber se um certo ntmero divide
outro podem ser reduzidos. Para isso, se utiliza dos critérios de divisibilidade.

Esses critérios sao regras simples que permitem saber se o ntimero inteiro a é ou
nao divisor de outro inteiro b, baseando-se em propriedades da sua representagao decimal.
Apresentamos os critérios para os primeiros cinco primos e assumimos todos os critérios

como verdadeiros. Para maiores detalhes veja [[10], capitulo 9.

e Critério para o 2: Para determinar se um nimero é miltiplo de 2 basta verificar

se o mesmo é par. Ou seja, todo niimero par é multiplo de 2.

e Critério para o 3: Para saber se um numero é multiplo de 3 basta verificar se a

soma dos seus algarismos resulta em um multiplo de 3.

e Critério para o 5: Sempre que um numero terminar em 5 ou 0 ele serd um multiplo

de 5.
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e Critério para o 7: Multiplique por 2 o tultimo algarismo do ntimero. Subtraia este
valor do ntimero inicial sem o ultimo algarismo. Se caso o resultado for um multiplo

de 7, entao o ntimero inicial também o é.

e Critério para o 11: Um numero é divisivel por 11 quando a diferenca entre as
somas dos valores absolutos dos algarismos de ordem fmpar e a dos de ordem par é

divisivel por 11.

Tomemos como exemplo os nimeros 1595 e 714. Observamos que 714 é par logo,
2|714. Além disso, perceba que
T+1+4=12

que é um multiplo de 3 e assim, 3|714. Perceba também que o ultimo algarismo é o 4,
logo
2-4=8; 71 —8 =063,

que é um multiplo de 7, portanto 7|714. No que se refere ao numero 1595, perceba que o

mesmo termina em 5, portanto 5/1595. Além disso a soma das ordens impares
S; =5+5=10,

e soma das ordens pares
S, =9+1=10,

E pelo critério de divisibilidade,
S; — S, =10—-10 = 0.

Concluimos que, 11|1595 pois, 0 é divisivel por 11.

2.4 MINIMO MULTIPLO COMUM E MAXIMO DI-
VISOR COMUM

Os céalculos de MMC e MDC se referem aos multiplos e aos divisores de um
numero. As nog¢oes de MMC e MDC sao apresentadas durante o ensino fundamental e
sao ampliadas a medida que o aluno vai seguindo seus estudos.

Nesse trabalho, apresentamos as defini¢oes e proposicoes ligadas ao estudo do

MMC e do MDC da maneira que é apresentada nos cursos de graduacao.

Definicao 2.9 Dizemos que m é o minimo multiplo comum entre dois nimerosu ev € Z,

e escrevemos m = mmc(u,v), se:

i) m>0;
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it) m é multiplo comum de u e v;

iti) m € o menor dos mailtiplos comuns, no sentido de que se m’ é um maltiplo comum

de uevem >0, entao m|lm’.

Definicao 2.10 Dados dois inteiros u e v € Z, dizemos que um natural d € o mdximo

divisor comum entre dois nimeros u e v, e escrevemos d = mdc(u,v), se:
i) d € um divisor comum de u e v, isto é, d é divisor tanto de u quanto de v;

ii) d € o maior dos divisores comuns , no sentido de que se d' é um divisor comum de

u e w, entao d'|d.

Tendo em vista as defini¢coes acima apresentadas, passamos a apresentar propri-
edades referentes ao uso do mmec e mdc no conjuntos dos nimeros inteiros. O préximo

teorema nos dé uma segunda e importante caracterizagao do méaximo divisor comum.

Teorema 2.4 Sejam a,b € Z com a,b > 0. Entao:
mdc(a,b) = min {x € Z|x > 0 e x = ma + nb; com m,n € Z}.
Demonstracao: Inicialmente perceba que o conjunto
A={ze€Zlx >0ex=ma+ nb; com m,n € Z}

é nao-vazio, pois,a =a-1+b-0.
Além disso, A é limitado inferiormente pelo zero, portanto pelo Principio da Boa Orde-
nacao possui um menor elemento.
Seja d = am + bn o menor inteiro positivo que é combinagao linear de a e b. Mostremos

que, d|a e d|b. Pela divisao euclidiana podemos escrever a = dg+r com 0 < r < d. Assim,
r=a—dg=a—q-(ma+mnb)=(1—qgm)-a—(qn)-b,

e portanto, r é uma combinacao linear de a e b. Como 0 < r < d e d é o menor inteiro
positivo que é combinacao linear, com coeficientes inteiros de a e b, podemos afirmar que,
r =0 e portanto, d|a. O caso é analogo para d|b.

Para mostrar que d é o mdc devemos mostrar que para qualquer outro ¢ € Z

divisor comum, entao d > ¢. Como
d = ma + nb,
se cla e c|b, tem-se pela Proposigao 2.9 que, c|(ma + nb) ou seja, c|d e portanto,

d>c.
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]
A seguir, apresentamos mais resultados sobre méaximo divisor comum.
Teorema 2.5 Para todo a,b € Z, com a,b >0 en € N, tem-se que
mdc(na,nb) = n - mdc(a,b).
Demonstragao: Pelo Teorema 2.4,
mdc(na,nb) = min{d € Z|d > 0;d = xna + ynb; com z,y € Z}.
Assim,
mdc(na,nb) = zna + ynb = n - (va + yb) = n - mdc(a, b).
E segue o resultado. [ ]
Corolario 2.1 Dados a,b € Z nao nulos e d =mdc(a,b), entao
b
mdc (%, a) = 1.
Demonstragao: Pelo Teorema 2.5, temos:
d - mde (% g) — mde (d- %,d- g) = mdc(a,b) = d.

Como d # 0 tem-se que mdc(®/a,b/a) = 1. u

O proximo teorema assegura uma importante relacao entre mmc e mdc. Conhe-

cendo o mdc(a,b) & possivel determinar o mmec(a,b).

Teorema 2.6 Sejam a,b € Z. Entao
mmc(a, b) - mdc(a, b) = |ab|.

Demonstracgao: Se a e b sao nulos nao ha o que fazer, além disso, note que a afirmagao
¢ valida para a e b se, e somente se, também ¢ valida para +a e +b. Logo, sem perda de
generalidade suponhamos a e b positivos.

Fagamos m=mmc(a,b) e d=mdc(a,b), e seja m’ = @b/a. Note que, m’ & multiplo

de a e b pois,
, b

ale



CAPITULO 2. Os NUMEROS INTEIROS 27

Assim, falta apenas mostrar que m’ é o menor dos multiplos. Para isso, tomemos ¢, um
outro multiplo comum de a e b. Assim, existem x,y € Z tal que ¢ = xa e ¢ = yb.

Por outro lado, como d = mdc(a,b) logo existem k,q € Z tal que d = ak + bg.

Assim:
de = ack + beg
= aybk + bxaq
= ab- (yk + zq).
Concluindo que,
ab

ou seja, ¢ ¢ multiplo de m’ e portanto, m’ < ¢. O que garante que m’ = mmc(a, b) = m.

Proposigao 2.11 Sejam p,n € Z. O mde(p,n) =1 se, e somente se, existem r,s € 7

tais que rp 4+ sn = 1.

Demonstragao: Suponha mde(p,n) = 1. Assim, pelo Teorema 2.4 existem r, s € 7Z tais
que, p + sn = mdc(p,n) = 1.
Por outro lado, suponha que existam r,s € Z tais que, rp + sn = 1. Seja

d = mdc(p,n), entao d|(rp + sn), logo d|1 e portanto, d = 1. n
Teorema 2.7 (Lema de Gauss) Sejam a,b,p € Z. Se p|la.b e mdc(a,p) =1, entao plb.

Demonstragao: Se pla.b, entdo existe ¢ € Z tal que a.b = p.c. Por hipotese, mdc(a, p) =

1, assim, pela Proposicao 2.11 existem r, s € Z tais que:
rp+sa=1.
Multiplicando ambos os lados por b,
rpb + sab = b,

substituindo ab por pc,
rpb + spc = b = p(rb+ sc) = b,

portanto, p|b. |

2.5 CONGRUENCIA

Afim de facilitar futuras demonstragoes apresentamos aqui uma noc¢ao rapida

sobre congruéncia e algumas consequéncias que nos seré de grande importancia.
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Defini¢ao 2.11 Sejam a e b inteiros, dizemos que a € congruente a b mddulo m(m > 0)

se m|(a —b). Denotaremos por a = b mod m.
Decorre, diretamente da definicao as seguintes afirmacoes:

Proposicao 2.12 Sejam a e b dois nimeros inteiros. Entao:
i) a =a mod m;
it) Se a = b mod m, entdo b = a mod m;
iii) Se a =b mod m e b =c¢ mod m, entao a = ¢ mod m.

O préximo teorema assegura que a congruéncia é compativel com as operagoes

de adigao e multiplicagao nos inteiros.

Proposicao 2.13 Sejam a, b, c,d e m numeros inteiros, com m > 1:
i) Sea=bmod m e c=d modm, entio a+c=b-+d mod m;

it) Se a =b mod m e ¢ =d mod m, entio ac = bd mod m.

Demonstragao: Para i), perceba que m|(b — a) + (¢ — d) e assim m|(b+ d) — (a + ¢).
Para ii) note que, bd — ac = d(b — a) + a(d — ¢) e como por hipotese m|b —a e m|d — ¢

podemos concluir que, m|bd — ac. [ ]

Concomitante a isso, é importante ressaltar que o cancelamento aditivo e multi-

plicativo também sao véalidos na congruéncia, que sera apresentado a seguir.
Proposicao 2.14 Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1 e d = mdc(c,m). Temos,

ac = bc mod m < a =0b mod 7.
Demonstracao: Como o mdc(™/d,¢/a) = 1, entdo,

ac = bc mod m < m|(b— a)c.

E assim,
m c m
—|(b—a)- & —|b—a.
Zib—a)5 e Zb—a
E portanto,
a=bmod .

Corolario 2.2 Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1 e mde(c,m) = 1. Temos
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ac = bc mod m <a =b mod m.

Proposicao 2.15 Sejam a,b,m € Z, com m > 1. Temos,

at+tc=b+c modm=— a=b modm.

Demonstracgao: Se a = b mod m, entao a + ¢ = b+ ¢ mod m, pois ¢ = ¢ mod m. Por

outro lado se
a+c=0b+c mod m,

entao
mlb+c— (a+c),

que por sua vez implica, m|b — a, ou seja,

a = b mod m.



3 OS NUMEROS PRIMOS

Dentre todas as civilizagoes que contribuem ou contribuiram para o engrandeci-
mento da matematica, nenhuma apresentou uma importancia mais significativa do que a
civilizagao grega. Foi na Grécia que o conhecimento matemético passou a ser essencial-
mente abstrato, as demonstragoes se tornaram a ferramenta que garantia a veracidade de
todas as afirmacoes. Porém, a matematica, como a conhecemos, teve seu pontapé inicial
dado por Ptolomeu Soter (323-283 a.C), general macedonio de Alexandre, o Grande; pois,
sob suas ordens foi construido o “Templo das Musas”, um lugar de inspiracao artistica e
literaria.

Dentro desse museu se encontrava a maior joia cientifica da época, a biblioteca
de Alexandria, e foi nesse ambiente que o grande matemaético da época, Euclides de
Alexandria, apresentou seu magnifico trabalho de sistematiza¢ao de conhecimentos, Os
Elementos.

Pouco se sabe sobre a vida de Euclides, pois existem poucos relatos sobre ele,
tendo sido escritos séculos apds sua morte, por Proclo (412 - 485) e Pappus de Alexandria
(290 - 350). Acredita-se que nasceu provavelmente no século III a.C, e a causa da sua
morte é completamente desconhecida. Além disso, nenhuma imagem ou descri¢ao da
aparéncia fisica de Euclides foram feitas durante sua vida. Assim, as representacoes de
Euclides em obras de arte é o produto da imaginacao artistica.

Euclides foi professor da escola real de Alexandria e é conhecido como o “Pai
da Geometria”. Além de sua principal obra, Os Elementos, ele também escreveu sobre
perspectivas, secoes conicas, geometria esférica e teoria dos ntimeros.

Porém, nao foi apenas Euclides que se utilizou da grande biblioteca de Alexandria
para marcar seu nome na histéria da matemaéatica. Outro grego também a utilizou como
palco para o seu grande feito de, em 245 a.C, calcular a circunferéncia da Terra, com
uma precisao assombrosa para a época. Tal grego foi Eratostenes de Cirene, que era
matematico, astronomo, filésofo, gedgrafo e bibliotecario dessa tao grandiosa biblioteca.

Eratostenes nasceu em Cirene no ano de 276 a.C., tendo durante a sua juventude
estudado em Atenas. Posteriormente, o faradé Ptolomeu III (284 - 222 a.C) convidou-o a
ser bibliotecario na biblioteca de Alexandria, cargo que Eratostenes assumiria no ano de
245 a.C.

Além de conseguir determinar a circunferéncia da Terra, Eratostenes também foi
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o criador do conhecido Crivo de Eratostenes: o primeiro teste de primalidade conhecido,
que é ainda uma importante ferramenta na teoria dos nimeros. O crivo é citado na obra
Introdugao a Aritmética de Nicomedes (280 - 210 a.C).

Apesar de seu sucesso como estudioso e escritor, a parte final da vida de Era-
tostenes foi tragica, pois ficou cego e, aos 80 anos de idade, induziu sua prépria morte
parando de comer.

A contribuigao desses dois grandes nomes para o estudo sobre ntimeros primos é

0 que apresentamos nesse capitulo.

Definicao 3.1 Um numero natural, maior que 1, que possua apenas dois divisores posi-

tivos, 1 e ele mesmo, serd chamado de nidmero primo.

Se n nao é primo, entao serd chamado de composto. Observamos abaixo os

nimeros primos que estao entre 1 e 1000.

Tabela 3.1: Primos entre 1 e 1000

2 3 d 7011 |13 | 17 |19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41 | 43 | 47 | 53
59 | 61 | 67 | 71 | 73 | 79 | 83 | &89 | 97 | 101 | 103 | 107 | 109 | 113 | 127 | 131
137 | 139 | 149 | 151 | 157 | 163 | 167 | 173 | 179 | 181 | 191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223
227229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281 | 283 | 293 | 307 | 311
313 | 317 | 331 | 337 | 347 | 349 | 353 | 359 | 367 | 373 | 379 | 383 | 389 | 397 | 401 | 409
419 | 421 | 431 | 433 | 439 | 443 | 449 | 457 | 461 | 463 | 467 | 479 | 487 | 491 | 499 | 503
509 | 521 | 523 | 541 | 547 | 557 | 563 | 569 | 571 | 577 | 587 | 593 | 599 | 601 | 607 | 613
617 | 619 | 631 | 641 | 643 | 647 | 653 | 659 | 661 | 673 | 677 | 683 | 691 | 701 | 709 | 719
727 | 733 | 739 | 743 | 751 | 75T | 761 | 769 | 773 | 787 | 797 | 809 | 811 | 821 | 823 | 827
829 | 839 | 853 | 857 | 859 | 863 | 877 | 881 | 883 | 887 | 907 | 911 | 919 | 929 | 937 | 941
947 | 953 | 967 | 971 | 977 | 983 | 991 | 997

Nao ¢é possivel destacar uma sequéncia logica na tabela dos ntmeros primos.

Alguns matematicos ja dedicaram uma parte da sua vida na tentativa de encontrar um
padrao nos nimeros primos, dentre eles, Euclides, Fibonacci (1170 - 1250), Gauss (1777 -
1855), Euler (1707 - 1783), Goldbach (1690 - 1764), Riemann (1826 - 1866), Fourier (1772
- 1837), Jacobi (1804 - 1851), Legendre (1752 - 1833), Cauchy (1789 - 1857), Hilbert (1862
- 1943), Hardy (1877 - 1947), Littlewood (1855 - 1977), Ramanujan (1887 - 1920) entre
outros, e apesar de todos esses esforcos ainda procura-se entender a tabela dos niimeros
primos.

Alguns primos da lista estao a uma distancia de dois nimeros um do outro, ou
seja, existem inteiros p e p + 2 primos. Tais primos sao chamados de primos gémeos.
Podemos exemplificar com (3 e 5), (5 e 7), (347 e 349) entre outros.

Ainda nao se sabe se existem infinitos nimeros primos gémeos. Porém, um re-

sultado importante devido a Viggo Brun (1885 - 1978), matemético noruegués, mostra
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que mesmo que existam infinitos primos gémeos. Eles se tornam muito escassos quando

olhamos para nimeros muito grandes, o que torna a conjectura mais dificil de ser provada.

3.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITIMETICA

A quimica possui a tabela periddica dos elementos, proposta por Dimitri Men-
deleev (1834 -1907), e todas as moléculas conhecidas do planeta sdo decompostas em
elementos dessa tabela. Aqui, nesse trabalho, esses elementos sao os nimeros primos.

Antes de apresentarmos o Teorema Fundamental da Aritmética faz-se necessario

conhecer a seguinte proposigao.

Proposicao 3.1 Todo nimero primo que divide um produto divide pelo menos um dos

fatores.

Demonstracao: Suponha que plab e que p { a vamos provar que p|b. Se p t a implica

que mdc(p,a) = 1 e pelo Teorema 2.7, p|b [

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior
que 1 ou € primo ou pode ser representado de maneira unica (exceto pela ordem) como

produto de fatores primos.

Demonstragao: Provaremos por indugao para n > 2.

Para n = 2 o teorema ¢é verdadeiro pois 2 é primo. Suponhamos por hipotese que
para todo ntamero natural k£ com 2 < k < n o teorema ¢é verdadeiro. Mostremos que vale
para n.

Se n é primo nao ha nada o que fazer. Portanto, suponhamos n composto. Assim
existem inteiros ny e no com 1 < n; <nel <ny <n tal que n = ny - ny. Por hipbtese

existem primos tais que,

Ny =p1-pP2-pP3- ... Pry

No =4q1-42-43 - ... " Qgs-

Portanto,
n=pi-p2-p3--."Pr-q1-q2-43- ... (gs.

Agora mostramos que tal decomposicao é tinica. Suponhamos
n=pi-pP2-pP3: - "Pr=4q1°q42 43" ... " (s,
onde os p; e g; sao todos primos, como

pl|<]1 *q2-43 ... " (s,
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p1 = ¢; para algum j, onde 1 < j < s. Sem perda de generalidade podemos supor que

p1 = q1. Portanto
P2 . Pr=4g2 - ... (s

Como ps - ... - p, < n, a hipotese acarreta r = s e p; e g; sao iguais aos pares. [ ]

3.2 INFINITUDE DOS PRIMOS

Outro topico bastante discutido sobre niimeros primos durante o desenvolvimento
da teoria dos ntmeros, “os niimeros primos sao ou nao infinitos?”. Existem véarias demons-
tragoes que comprovam a infinitude dos nimeros primos como a demonstracao de Euler e
a de Furstenberg. Porém, usaremos a demonstracao mais conhecida, que foi apresentada

no livro IX de Os Elementos.
Teorema 3.2 FEuxistem infinitos nimeros primos.

Demonstracao: Suponha que existam finitos niimeros primos py, p, ..., pr. Agora con-

sidere o nimero natural n como sendo,

n=p-p2-p3-... pp+ L

O nimero n nao pode ser primo pois estamos supondo que os Unicos primos existentes
S0 p1, pP2.-Pr € N # p;, para todo 1 < i < k.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética n possui um fator primo p que deve
ser um dos py, pa, ...px €, consequentemente, divide o produto py - ps - ps3 - ... pr. Como p|n,

pela Proposigao 2.9, p|1, gerando uma contradicao. [ ]

3.3 O CRIVO DE ERATOSTENES

O Crivo de Eratostenes é um método simples para encontrar ntimeros primos até

um certo valor limite.

Lema 3.1 Se um numero natural n > 1 nao € divisivel por nenhum nimero primo p tal

que p*> < n, entdo ele é primo.

Demonstragao: Suponha que n nao seja divisivel por nenhum nimero primo p onde

p? < n e que ndo seja primo. Seja ¢ o menor nimero primo que divide n; entao
n=qny,

com g < np. Segue dai que

q2 < qni =n.
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Logo, n ¢ divisivel por um ntimero primo ¢ tal que ¢*> < n, gerando uma contradicao.

O exemplo a seguir ilustra a utilizagao desse lema.
Exemplo 3.1 Mostremos que 131 € primo.

Demonstracao: Calculando a raiz quadrada de 131 temos, v/131 ~ 11. Assim, pelo
Lema 3.1 basta verificar os niimeros primos entre 2 e 11 que sao: 2,3,5,7 e 11. Como
131 é impar eliminamos divisao por 2. Com isso nossa lista de fatores a serem testados
se resume aos numeros 3,5,7 e 11. Utilizando os critérios de divisibilidade apresentados
no capitulo anterior, verificamos que nenhum dos nimeros 3,5,7 e 11 divide 131 de forma
inteira. Logo concluimos que 131 é primo. [ ]

A palavra crivo refere-se a um utensilio utilizado para separar componentes de
uma mistura. E é justamente esse o objetivo do crivo de Eratostenes: separar os compo-
nentes (nameros primos) da mistura (nimeros naturais).

Utilizamos o crivo de Eratostenes para encontrar os primos entre 1 e 1000. Uti-
lizamos o Lema 3.1 e os critérios de divisibilidade apresentados no capitulo anterior.

Descreveremos o processo a seguir.

Tabela 3.2: Naturais entre 1 e 100

1121345678910
11112 | 13|14 | 15|16 | 17|18 | 19| 20
211222312425 ]26|27 28|29 30
31132133134 |35|36|37|38|39]| 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51|52 | 53|54 |55|56 |57 58|59 | 60
61 | 62| 63|64 |65 |66 |67 |68|69]| 70
7L 72|73 74|75 |76 |77 78|79 80
81 |82 83|84 |8 |8 |87 |8 |89 | 90
91192193194 1951|9697 |98 |99 | 100

Inicialmente, determina-se o maior ntmero a ser checado. Ele corresponde & raiz
quadrada do valor limite, maior inteiro menor que a raiz. No caso, a raiz de 100 que é 10.

Iniciamos com o primeiro ntimero primo, no caso o 2, e retiramos todos os seus
miultiplos. Como todo ntimero par é um miltiplo de 2, nossa tabela agora possui apenas
0s numeros impares, com excecao do 2.

Agora passamos para o préximo nimero primo, o nimero 3, e retiramos todos
os seus miltiplos. Perceba que aqui pode ser utilizado os critérios de divisibilidade, o
que facilitara os calculos. Continue a fazer isso até o primo mais proximo do nosso valor
limite, ou seja até o 7.

Ao final retiramos o numero 1, pois ele ndo é primo, e com isso tera sobrado

apenas 0s nmeros primos.
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Tabela 3.3: Resultado Final

+ 1234|5678 |9 |16
11213 |4 |15 6|17 | 8|19 | 20
2012223 24|25 26|27 | 28|29 30
3113233 |34 35|36 |37 |38 |39 | 40
41 | 42 |43 |44 | 45|46 | 47 | 48 | 49| 50
5t 52 |53 |54 |55 | 56 | 57 | 88 | 39 | 60
61 |62 |63 |64 | 65|66 | 67|68 69| 70
TL |2 |73 |H |7 |4 |F | |79 80
&L |82 |83 |84 |85 |86 |87 |88 |89 | 90
9119293 /94(95 (96|97 | 98|99 | 100

Podemos utilizar o crivo para construir a tabela 3.1. Porém, apesar de simples
o crivo de Eratostenes se torna bastante inviavel quando desejamos encontrar nimeros

primos em intervalos muito grandes.

3.4 OUTROS RESULTADOS

Uma vez definidos os niimeros primos e apresentados importantes teoremas, exi-

bimos outros resultados relevantes ao estudo dos niimeros primos.

Definicao 3.2 Sendon > k, com n e k pertencentes ao conjunto do nimeros naturais, o

numero binomaial (Z) € dado por:

(n) n(n—1)n—2)-(n—k+1) n!

k! K- (n— k)l

k

Lema 3.2 Seja p um numero primo. Os niumeros (z), onde 0 < k < p, sao todos

divisiveis por p.

Demonstragao: O resultado vale para k = 1. Entao podemos supor 1 < k& < p. Nesse
caso, kl|p(p—1)--- (p—k+1). Como mdec(k!,p) =1, decorre que k!|(p—1)--- (p—k+1),

e o resultado se segue, pois

@) _p(p—l)---kf!p—kﬂ)

Encerramos esse capitulo com um dos problemas mais interessantes da teoria dos
numeros e que se refere aos nimeros primos, a conhecida conjectura de Goldbach.

Christian Goldbach (1690 - 1764) nasceu na cidade de Kénigsberg, na Prissia
(atualmente, Kalingrado, na Rissia) onde viveu até 1764. Goldbach fez parte da Acade-

mia Imperial de Sao Petersburgo, onde atuou como professor nao apenas de matematica,
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mas também de histéria. Assumiu ainda o cargo de Ministro do Exterior na Rissia, em
1742.

Na matematica, trabalhou com teoria dos ntumeros, teoria de curvas, séries in-
finitas e integracao de equacoes diferenciais. Mas, sua contribuicao mais famosa esta
relacionada com os numeros primos. Esta conjectura foi proposta em uma carta que es-

creveu a outro famoso matematico, Leonhard Euler. A famosa Conjectura de Goldbach

diz que,
“Todo niimero par maior que 3 ¢ igual & soma de dois ntimeros primos.”
Exemplo 3.2
= 242 20 = T+23
8§ = 3+5 130 = 34127

36 = 5+31 198 = 97+ 101

E fato que ainda ndo ha demonstraco, porém, ja existem resultados significativos.
Em 1930 o matemaético russo Lev Genrikhovich (1905 - 1938) conseguiu provar que todo
nimero natural pode ser expresso como sendo a soma de até 20 niimeros primos. Em
1937 o matemético Ivan Matveyevich Vinogradov (1891 - 1983) conseguiu provar que
todo nimero impar suficientemente grande pode ser representado como sendo soma de
até 3 nameros primos. Em 1973 o matematico chinés Chen Jing Run (1933 - 1996)
provou que todo nimero par suficientemente grande ¢ soma de um ntmero primo com

outro nimero que é obtido com produto de no méximo dois primos [25].



4 A ARITMETICA DE FERMAT

Nascido no dia 17 de agosto de 1601, em Beaumont-de-Lomages, Franca, e tendo
morrido no dia 12 de janeiro de 1665, em Castres, Franca, Pierre de Fermat foi um
politico e advogado francés, residente da cidade de Toulouse. Considerado o “Principe
dos Amadores”, ele nunca teve formalmente a matemética como a principal atividade de
sua vida. Jurista e magistrado por profissao, dedicava & Matematica apenas as suas horas
de lazer e, mesmo assim, foi considerado por Blaise Pascal o maior matemético de seu
tempo.

Contudo, este grande génio mateméatico perpassou varias geragoes, fazendo com
que varias mentes se debrugassem com respeito sob o seu legado, composto por con-
tribui¢oes nos mais diversos ramos das matematica, estre eles: o Calculo Geométrico e
Infinitesimal, a Teoria dos Ntumeros e Teoria da Probabilidade.

Fermat produziu um tratado intitulado Método para Encontrar Mdzimos e Mini-
mos, estudou curvas do tipo y = 2", onde n € Z, o que hoje é conhecida como “parabolas”
ou “hipérboles de Fermat”. Apesar de Fermat e Descartes (1596 - 1650) terem inventado
a geometria analitica, independentemente um do outro, Fermat foi muito mais longe ao
introduzir os eixos perpendiculares e ao formular equagoes para retas, circunferéncias, pa-
rabolas e hipérboles. Foi a partir destes conhecimentos que foi capaz de resolver problemas
geomeétricos sobre lugares geométricos no plano e no espaco.

Porém, o principal campo de estudo de Fermat era o da Teoria dos Nimeros,
no qual se consagrou. Fermat deu consideravel impulso a aritmética superior moderna e
exerceu, assim, grande influéncia sobre o desenvolvimento da algebra. Deve-se a ele alguns
teoremas originais, notaveis pela concepgao. Sem embargo, o mais famoso dos teoremas
de Fermat é o que passou a histéria da mateméatica com a designacao de “Ultimo Teorema

de Fermat” que diz:
Sejam a, b, c,n € N. Entao a™ + 0" # ¢, para todo n > 2.

Em 1934, Louis Trenchard More (1870 - 1944) descobriu uma nota de Isaac New-
ton (1643 - 1727) dizendo que o seu calculo, antes considerado como invengao, fora baseado
no método de Fermat para estabelecer tangentes. Foi a primeira pessoa a enunciar o Pe-
queno Teorema de Fermat, embora a primeira pessoa a publicar a prova do teorema tenha

sido Euler, em 1736, no artigo “Theorematum quorundam ad numeros primos spectantium
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demonstratio”.

Pierre de Fermat casou-se com a prima de sua mae, Louise de Long, em 1 de junho
de 1631. O casal teve cinco filhos: dois filhos e trés filhas. Seu filho mais velho, Clément-
Samuel, também se tornou um advogado e herdou seu escritério apos a sua morte; mais
tarde também publicou documentos matematicos do pai.

O resultado de Fermat sobre ntimeros primos veio a se chamar de pequeno te-
orema para que houvesse uma distincao do tao aclamado “Ultimo Teorema de Fermat”.
Demonstrado por Euler, esse é dos principais recursos para determinar se um nimero nao
¢ primo.

Além de demonstrar o teorema, Euler também foi o autor da sua mais conhecida
generalizagdo. Além disso foi o responsavel por verificar que a “férmula” para nimeros
primos descoberta por Fermat estava errada. Assim, é impossivel falar sobre Fermat sem
mencionar das contribuig¢oes de Euler.

Leonhard Euler, nascido em 15 de abril de 1707, na Basileia, Suica, considerado
por muitos a maior mente do século XVIII e um dos maiores matematicos da histoéria.
Ele estudou na Universidade de Basel, onde seu mentor, Jean Bernoulli (1667 - 1748),
percebendo desde cedo seu talento e investiu na sua formacao.

Euler é considerado o matematico mais prolifico da histéria. Publicou em média
800 livros e artigos. Até mesmo apds a cegueira seu ritmo de produgao nao diminuiu.
Suas contribui¢oes percorrem os campos da matematica e da fisica.

Além disso, Euler foi o responsével pela introducao de diversos simbolos matema-
ticos. A letra “e” para o numero cujo o logaritmo neperiano, In e, vale 1, o simbolo 7 para
denotar a razao entre a circunferéncia e o didmetro do circulo, o simbolo 7 para expressar
v/—1 além das notagdes sin(z), cos(x), tan(z), sec(z), cot(z). Na geometria convencionou
usar letras mintsculas para os lados do triangulo e as letras maitsculas para os angulos.

Ele foi enterrado no cemitério luterano de Smolensk na Ilha de Vassiliev. Em
1785, a Academia de Ciéncias da Russia pés um busto de marmore de Leonhard Euler
em um pedestal proxima a reitoria e, em 1837, esculpiram uma lapide para ele. Para
comemorar os duzentos e cinquenta anos do nascimento dele, a lapide foi transferida em
1956, junto com seus restos mortais, para a necrépole do século XVIII, no monastério
Alexander Nevsky, o cemitério Tikhvin.

No que se refere ao Pequeno Teorema de Fermat, nao podemos esquecer de ci-
tar que o teorema, como teste de primalidade, nao é perfeito. Em 1910, o matematico
Robert Carmichael (1879 - 1967) encontrou numeros compostos que passavam pelo teste
do teorema, os pseudoprimos absolutos, ou nimeros de Carmichael, cuja definigao sera
apresentado logo a frente.

A esperanca era que tais nimeros fossem finitos. Contudo, em 1956, Paul Erdos
(1913 - 1996) esquematizou uma técnica, que determinava pseudoprimos muito grandes,

mas apenas em 1992, Carl Pomerance (Joplin, Missouri, 1944) e dois colegas da Univer-



CAPITULO 4. A ARITMETICA DE FERMAT 39

sidade da Gedrgia. Finalmente, apds muito tempo, transformaram a técnica de Erdos

numa solida demonstragao.

4.1 O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Nesse capitulo apresentamos e demonstramos os resultados mais relevantes da
pesquisa, O Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Euler. Além disso, fazemos um

breve estudo sobre os pseudoprimos.

Teorema 4.1 (Pequeno Teorema de Fermat) Sejam p e a € Z. Se p é um nimero
primo, entao a? = a mod p, para todo a € 7.
Demonstragao: Inicialmente perceba que para p = 2 a afirmagao

2

a® =a mod 2

¢ verdadeira pois, a®> — a = a(a — 1) é par. Em razao de ser o produto de dois inteiros
consecutivos.
Para p, primo impar, demonstraremos usando indugao sobre a. Antes, perceba

que sera suficiente mostrar que é valido para a > 0 pois, —a < 0 teremos:
(—a)? — (—a) = —a? + a = —(a” — a).
Assim,
i) Para a = 0 o teorema ¢é valido pois p|0.
ii) Supondo verdadeiro para algum a > 0 mostremos que é valido para a + 1.
Pelo Binémio de Newton temos:
(@a+1)P—(a+1)=a” —a+ ()a* ' + ..+ (1)a

Por hipotese pla? — a e pelo Lema 3.2, p| (’i’), portanto
plla+ 1) = (a+1).

E o teorema esta demonstrado. ]

O Pequeno Teorema de Fermat também pode ser reescrito da seguinte forma.

Teorema 4.2 (Pequeno Teorema de Fermat - Segunda Versao) Sejamp ea € Z,

com p primo. Se mdc(a,p) = 1, entio a’~* =1 mod p.
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Demonstracgao: Pelo Teorema 4.1 temos a? = a mod p. Assim existe um k € Z tal que:
a’ —a=kp < ala®' —1) = kp.

Como mdc(a,p) = 1, entdo p 1 a, logo p|(aP~* — 1). Portanto,

a’~' =1 mod p.

Vejamos algumas consequéncias desse Teorema.
Proposicao 4.1 Seja ¢ = 2n + 1 um nidmero primo. Entao ou q|2™ — 1 ou q|2™ + 1.

Demonstracgao: Inicialmente perceba que ¢ nao pode dividir ambos pois do contrario
q|2" +1— (2" — 1) = 2 0 que é impossivel.

Além disso, como o mde(q,2) = 1, pelo Pequeno Teorema de Fermat temos,
29=1 =1 mod q. Por outro lado, ¢ — 1 =2n+1—1=2n. Assim, 297! -1 =2 1=
mod q. Portanto ¢[2?" —1 = (2" +1) - (2" — 1). Como ¢ nao pode dividir ambos, entao
ou ¢|2" + 1 ou ¢|2™ — 1. n

Antes de apresentarmos a generalizacao do Pequeno Teorema de Fermat, é ne-

cessario definir algumas importantes ferramentas matematicas.

Defini¢ao 4.1 Sejan € Z, com n > 0. A fun¢ao Euler, denotada por p(n), € definida

como a quantidade de elementos do conjunto:
{r e N;x <n emde(x,n) =1}.
Se n for primo, entio p(n) =n — 1.
Exemplo 4.1 ¢(1) =1=¢(2), p(3) =2=p(4), ¢(8) =4 = ¢(12) etc...

Defini¢ao 4.2 Seja m € N. O conjunto {ro,r1,...r,} serd dito um sistema completo de

residuos modulo m se:
i) r; & r; mod m, para todo i # j;
i1) Para todo a € Z existe um r; € {ro,r1,...rn} tal que a = r; mod m.

A partir de um sistema de residuos, podemos obter um sistema reduzido de
residuo modulo m. Para isso basta retirar os r; € {rg,r1,...r,} onde mdc(r;,m) # 1. A
seguir apresentamos um resultado que utilizamos na demonstragao do Teorema de Euler.

A demonstragao da proposigao pode ser encontrada em [[10], capitulo 10].
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Proposicao 4.2 Sejam ri,ry,73, ..., Tomm) um sistema reduzido de residuos mddulo m e
a € Z tal que mdc(a,m) = 1. Entdo ary,...,ar,m) € um sistema reduzido de residuos

maodulo m.

Generalizamos o Pequeno Teorema de Fermat com o Teorema de Euler, o qual

evidencia a importancia da fungao ¢.

Teorema 4.3 (Teorema de Euler) Sejam a e m € Z, com m > 0 e mdc(a,m) = 1.
Entao

a?™ =1 mod m.

Demonstragao: Seja 71, ...,74(m) um sistema reduzido de residuos médulo m. Logo,
pela Proposicao 4.2, ary, ..., ary(m,) formam um sistema reduzido de residuos modulo m.

Portanto,
aﬂo(m)rl N ORRE Tcp(m) =ary-arg--- a/r(p(m)l N ORRE Tcp(m) mod m.

Como 7y -1y« Ty(m) € um sistema reduzido de residuos, entao podemos concluir que,
mdc(ry - ry - Tpmy, m) = 1.

Segue do Corolario 2.2 que,
a?™ =1 mod m.

[

Apesar de o Pequeno Teorema de Fermat nao funcionar perfeitamente como um
teste de primalidade, ele é uma ferramenta bastante ttil para determinar a nao prima-
lidade dos numeros. Em outras palavras, dados m,a € Z com mdc(a,m) = 1 de tal

m=1 _ 1, entdo m nao pode ser primo.

maneira que m{ a
Um importante resultado, que utiliza como base o Pequeno Teorema de Fermat,
foi publicada em 1878 por Edouard Lucas (1842 - 1891). O seu teorema, além de ser um
teste de primalidade, também constitui uma reciproca parcial do Pequeno Teorema de
Fermat.
Antes de apresentar o Teorema de Lucas, se faz necessario definir o que é a ordem

de um ntimero.

Definigao 4.3 Dados a,b € Z com a > 0 e mdc(a,b) = 1, definimos a ordem de b médulo

a, denotada por ord, b, como sendo o menor inteiro positivo t tal que b* =1 mod a.

Exemplo 4.2 Sejaa =10 eb=19. Como 9' =9 mod 10 e 9> = 1 mod 10. Temos que
Ol"dl() 9=2.
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Teorema 4.4 Sejan € N e m,a € Z. Se mdc(a,m) = 1 e a™ = 1 mod m, entio

ord,, a | n.

Demonstracao: Denotemos por b = ord,, a. Assim, a® = 1 mod m. Aplicando a divisao

euclidiana segue que n = gb+ r com 0 < r < b. Logo

no__ abq—l—'r’ bg . 7

a =a a .

Como b = ord,, a, entao r = 0 e portanto n = ¢b. [ ]

Proposicao 4.3 Sejam p e q numeros primos impares distintos. Se q|2P — 1, entdo
q=2kp+1. Onde k € N.

Demonstracao: Suponha que ¢|2” — 1. Isto significa que 2P = 1 mod q. Seja ord, 2 = kg
temos ko|p. Como 2 # 1 mod ¢, temos ky > 1 logo kg = p. Como mdc(2,q) = 1, pelo
pequeno Teorema de Fermat, 2971 = 1 mod ¢, novamente temos p = kg|lg— 1. Logo, existe
r € Z tal que pr = ¢—1. Seja ¢ = 2[4+ 1, como p e impar, concluimos que r = 2k. Assim,
q=2kp+ 1.

n
Corolario 4.1 Sejam a,m € Z, com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Entao ord,, a|p(m).

Demonstracao: Pelo Teorema de Euler a¥™ = 1 mod m entdao pelo Teorema 4.4
ord,, alp(m). u

Teorema 4.5 (Teorema de Lucas) Sejam a,m € N com m > 1 e mdc(a,m) =1. Se,
a™ ' =1 mod m,
onde,
a® # 1 mod m, para todo k < m — 1,

entao m € primo.

Demonstracao: Por hipotese a™ ! = 1 mod m com isso,
ord,,a = m — 1.

Assim, pelo Corolario 4.1,

ord,, a =m — 1|p(m).

Logo, m—1 < ¢(m). Por outro lado ¢(m) < m—1. Portanto ¢(m) = m—1 e m é primo.
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Definicao 4.4 Sejam a,n € Z. Um inteiro composto n, € chamado pseudoprimo de base

a se:
a1 =1 mod n.

Se n € pseudoprimo para todo inteiro a onde mdec(a,n) = 1, entdo chamaremos n de

numero de Carmichael.

Um importante teorema referente aos numeros de Carmichael é o critério de
Korselt, em homenagem a seu criador Alwin Reinhold Korselt (1864 - 1947). O critério,
além de fornecer uma segunda caracterizagao dos pseudoprimos também apresenta uma
forma de identifica-los sem a necessidade de se utilizar o Teorema 4.1.

Antes de enuciarmos o Teorema de Korselt serda necessario definirmos alguns

recursos que serao necessarios em sua demonstracao.

Definigao 4.5 Sejam n,a € Z com n > 0 e mdc(a,n) = 1. Dizemos que a é uma raiz

primitiva mddulo n se ord, a = ¢(n).

Definicao 4.6 Um inteiro n serd dito livre de quadrados se a sua decomposicao em fatores

primos € da forma £py,---p., onde py, ..., p, $Go primos distintos.

Apresentamos agora o teorema cuja demonstragao pode ser vista com mais deta-
lhes em [21].

Teorema 4.6 (Critério de Korselt) Seja n um nimero composto. Entdo n € nimero
de Carmichael se, e somente se, n € livre de quadrados e p — 1 divide n — 1 para todo p

primo que divide n.

Demonstragao: (=) Suponha que exista um primo p tal que p? | n. Por hipétese n ¢

um namero de Carmichael logo, a™ = a mod n para todo a inteiro, e assim
n — d 2
a™ = a mod p°.

Tomando a = p temos, p" = p mod p?, ou seja
Pl —p

segue entdo que p | p"~t — 1. Como p|p"~! entdo p|1, o que é um absurdo. Assim n & livre
de quadrados. Seja p divisor primo de n e g uma raiz primitiva moédulo p. Como n é um

numero de Carmichael

g" = g mod n,
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e por p|n temos ¢" = g mod p ou seja,
plg-(g"" =1
Mas, mdc(p, g) = 1 logo, plg"~* — 1, em outras palavras,
g" 1 =1 mod p.
Como ¢ é uma raiz primitiva moédulo p temos,
ord,g =p— 1.

Portanto pelo Teorema 4.4, p —1 | n — 1.
(<) Seja p um divisor primo de n e seja 1 < b < n um inteiro tal que mdc(b,n) = 1,

como p|n temos, mdc(b,p) = 1. Pelo Teorema 4.1,
b1 =1 mod p.
Por hipotese, existe k € Z tal que n — 1 = (p — 1)k, logo
pr=t = pn=Dk = (pr=DYE =1 mod p.

Como n fatora-se

n=pi-pz---pr

com todos os p; distintos, pois n é livre de quadrados, para todo 1 <1 < r temos que
Di | (bnil — 1)

Logo,
n ’ (bnil - 1)7

ou seja, b" 1 =1 mod n. n

Tabela 4.4: Os 16 nimeros de Carmichael menores do que 100000.

561 = 3-11-17 15841 = 7-31-73
1105 = 5-13 - 17 29341 = 13-37-61
1729 = 7-13-19 | 41041 = 7-11-13-41
2465 = 5-17-29 46657 = 13-37 - 97
2821 = 7-13-31 92633 = 7-73 - 103
6601 = 7-23 - 41 62745 = 3-5-47-89
8911 = 7-19-67 | 63973 = 7-13-19-37
10585 = 5:29 - 73 | 75361 = 11-13-17- 31
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4.2 NUMEROS DE FERMAT

Em uma carta a Marin Mersenne (1588 - 1648), Fermat afirmou que teria en-
contrado uma férmula capaz de detectar ntimeros primos, apesar de nao ter conseguido
demonstrar. Acreditava que sua conjectura estava certa. Apenas apoés 100 anos, Euler
conseguiu mostrar que a “descoberta” de Fermat nao era correta. Para n = 5 a equacao
acima nao nos fornece um niimero primo, 4294967297 = 641 x 6700417, logo, a equagao
nao nos fornece apenas nimeros primos. Hoje atribui-se aos nimeros primos que satisfa-
zem a formula elaborada por Fermat como Primos de Fermat. Na verdade nao se sabe se

a equacao fornece outros nimeros primos além dos cinco primeiros.

¢« ~ ., n ~ ”
Definigao 4.7 Todos os niimeros na forma F, = 2% 4+ 1 sdo chamados niimeros de

Fermat.

Exemplo 4.3 Paran =0, F; =2 +1=2+1=3.
Paran=1F =22 +1=4+1=5.
Paran=2,F,=2"+1=16+1=17.

Paran =3,F; =22 +1 =256+ 1 = 257.

Paran =4, Fy = 22" +1 = 65536 + 1 = 65537.

Paran =5, F5 = 22" + 1 = 4294967296 + 1 = 4294967297.

Para encerrar, apresentamos alguns resultados bastantes conhecidos sob os ni-

meros de Fermat.
Lema 4.1 Um numero de Fermat € igual ao produto de todos os anteriores mais 2.

Demonstragao: Usamos indugao sobre n para demonstra-lo.

Para n =1 a afirmacao é verdadeira pois,
Fi=2"41=4+1=24+1+42=02"+1)4+2=F+2

Suponha agora que,

e mostremos que,

Por hipotese,
Fy-Fy Fuo+2=F,

assim,

Fo-Fy-o by =1, —2.
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Multiplicando ambos os lados por F}, e logo apds somando 2 temos:
Fo-Fy-- F, - F,+2=(F,—2)-F,+2
o que implica em,

Fy-Fi---Fy - Fo+2=02"41-2)- (2" +1) -2

e assim,
(JIF) +2=0" -1 2" +1) -2
i=0
com 1isso,
qIF +2=0">2-1+2
i=0
Portanto,

n

(HFz) +2=2""4+1= Foyr.
i=0

Corolario 4.2 Dados F,, e F,,, dois nimeros de Fermat. Sem # n, entao mdc(F,, F,,) =
1.

Demonstracgao: Suponha que p é um divisor de F}, e F},. Pelo Lema 4.1 acima F,, =
Fy-Fy-Fy---F,---F,_1+ 2. Como p divide F,, e F,,, entao p divide 2. Logo, p = 2 ou

p = 1. Como os primos de Fermat sdo todos impares, p # 2. Portanto, mdc(F,, F,,,) = 1.

]
Proposicao 4.4 Todo nimero de Fermat maior que 3 € da forma 6n — 1.
Demonstracao: E suficiente mostrar que 6 divide F, + 1.
Fo+1=F -F--F,14+3=3-F--F,1+3=3-(F---F,_1+1).
Como (Fy---F,_1+ 1) é par, temos que 6 | F,, + 1. m

Proposicao 4.5 O algarismo das unidades do numero de Fermat é 7 para todo n > 2.

Demonstracgao: Inicialmente provamos por inducdo que 22" = 6 mod 10, para todo

n > 2. Para n = 2 temos,
2 =16 e 10|16 — 6,

ou seja
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22" = 6 mod 10.
Suponha que 22" = 6 mod 10 para n > 2, mostramos que vale para n + 1. Por hipotese,
22" = 6 mod 10,
assim, (22")2 = (6)% mod 10 o que resulta,
22""" = 36 mod 10.
Porém, 36 = 6 mod 10 e assim,
22" = 6 mod 10.
Como 22" =6 mod 10 e 1 =1 mod 10, temos que,
22" +1 =7 mod 10.

O que prova o resultado. [ ]



5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho foi apresentado um estudo sobre os niimeros primos, em especial o
Pequeno Teorema de Fermat. Concomitante a isso, procurou-se apresentar consequéncias
relevantes do teorema para o estudo da aritmética, como o Teorema de Euler, o Teorema
de Korselt e o Teorema de Lucas.

E inegavel o impacto das conjecturas de Fermat para o desenvolvimento da ma-
teméatica. No instante em que foi firmada a escolha desse tema, nao se vislumbrou a gama
de conhecimentos necessario para o seu entendimento e demonstragao, o que para o bom
entendimento do trabalho, acabou ocorrendo.

A ideia de explorar o universo dos niimeros primos se mostra bastante construtiva
e de grande valia para o mundo académico, em especial para os educadores. O estudo
dos ntmeros primos vai muito além da propria aritmética, por exemplo, a édlgebra e a
criptografia. Um ponto interessante encontrado foi a facilidade para se compreender os
teoremas que envolvem os numeros primos e ao mesmo tempo a dificuldade que existe
para demonstra-los.

Espera-se que esse trabalho possa servir de apoio aos professores de matematica
da educacao basica e aos alunos universitarios dos cursos de exatas. Muitos dos assuntos
aqui tratados, podem ser adaptados e apresentados aos alunos do ensino médio e/ou alunos
em nivel olimpicos. Por fim, ha a expectativa que o presente trabalho possa auxiliar no

crescimento dos educadores e assim um melhoramento na educac¢ao nacional.
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