UNIVERSIDADE ESTADUAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
CURSO DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL

JOSE ALDECI DE LIMA SILVA

UMA ABORDAGEM SELECIONADA DE SEQUENCIAS RECORRENTES

FORTALEZA - CEARA
2017



JOSE ALDECI DE LIMA SILVA

UMA ABORDAGEM SELECIONADA DE SEQUENCIAS RECORRENTES

Dissertacdo apresentada ao Curso de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional
do Programa de Pds-Graduacdo em
Matemética do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Estadual do
Ceard, como requisito parcial a obtencdo do
titulo de Mestre em Matematica. Area de
Concentracdo. Matematica

Orientador: Prof. Dr. Jodo Marques Pereira

FORTALEZA — CEARA
2017



Diados Intemacionds de Caalogagao na Publiagdn
Universldade Estadual do Ceara

Sistema de Bloliciecas

Silve, Jomd Aldeci de Lims .

s abosdegen sslecioneds de sequiiociss
recorrenten [recores elstr@nicn| [ Jd-ad Aldec: de
Lizmm Silwm. - 2017 .

1 o-moM: il.; 4 % pal.

Co-AOM contenda o arguive no foometoc FOF do
trobalka acedénica com 87 folkam, soordicicnedo em
calxs cum OVD 5lim (19 x 14 cn x T =m) .

Fimmertegic [mestcado profimmionel] - Oniversideds
Emtndual do Ceard, Centro de Ci#nciss =& Tecnologis,
Moptrada Poofimmiconal em Meotemdtics sm Bede
Hucicoal, talezm, ITIT .

frea de concentrocic: Mobemitics.

Orisntagliz: Prof. Dr. Jois Mengues Pereics.

1. Sequiinciam recorrentes. 2. Conmbrogis. 1.
Proeblemes. I. Titule.




JOSE ALDECI DE LIMA SILVA

UMA ABORDAGEM SELECIONADA DE SEQUENCIAS RECORRENTES.

Aprovada em: 15 de dezembro de 2017

Dissertacdo apresentada ao Curso de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional
do Programa de Po6s-Graduacdo em
Matematica do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Estadual do
Ceara, como requisito parcial a obtencdo do
titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Jodo Marques Pereira

BANCA EXAMINADORA

AMW’%

.,LW"//’

Prof. Dr. Jodo Marques Pereira (Orientador)
Universidade Estadual do Ceara

[ sae Dot 0 S gsster Kot
Prof. Dr. Jodo Montenegro de Miranda
Universidade Estadual do Ceara

A WA

Prof. Dr. Guilherme Lincoln Aguiar Ellery
Centro Universitério Estacio



Dedico este trabalho a minha mulher, Ana
Santiago, aos meus filhos, Tales e Alan Lucas,
a minha mde, Antbnia e, postumamente, ao
meu pai, Almir, pelo muito que contribuiram

para que eu pudesse chegar até aqui.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a todos que, de alguma forma, contribuiram para que eu conseguisse cursar 0
Mestrado Profissional em Matematica, PROFMAT.

De maneira especial agradeco a minha mulher, Ana, pelo apoio e paciéncia que me
proporcionou nos momentos dificeis que atravessei no decorrer do curso. Meu muito obrigado
a coordenacéo e aos Professores, que nos acompanharam no decorrer do curso.

Ao Professor Jodo Marques Pereira, meu Orientador, pelo acompanhamento e atengéo
dedicada a este trabalho.

Ao Professor e coordenador do curso, Tiago Caula, um exemplo de seriedade e dedicacao as
suas fungdes. Aos Professores Jodo Montenegro, Claudemir Leandro, Ulisses Parente e
Herminio Borges.

Meu muito obrigado também aos colegas do curso, pois sem a ajuda deles nos grupos de
estudos ndo sei se teria conseguido chegar até aqui.

Agradeco também & CAPES, pelo incentivo financeiro, o qual foi de importancia
fundamental. Finalmente, mas nd&o com menor énfase, agradeco ao Professor Guilherme
Lincoln Aguiar Ellery, primeiro coordenador do PROFMAT/UECE, pelo muito que
contribuiu para a consolidacdo do PROFMAT na UECE.



“Em 1907, porém, o historiador Moritz Cantor
deu uma interpretacdo mais interessante e mais
plausivel. Ele viu no problema um precursor de
um popular problema da Idade Média e que
figura no Liber abaci (1202) de Leonardo
Fibonacci. Dentre os muitos problemas dessa
obra ha o seguinte: “ Ha sete senhoras idosas
na estrada de Roma. Cada senhora tem sete
mulos; cada mulo transporta sete sacos; cada
saco contém sete pées; com cada pdo ha sete
facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre
mulheres, mulos, sacos, paes, facas e bainhas,
quantos estdo na estrada de Roma?”

(Howard Whitley Eves)



RESUMO

Este trabalho tem como tema central sequéncias recorrentes: Sdo destacadas, em especial, as
progressdes aritméticas e geométricas, que sdo sequéncias numericas estudadas no Ensino
Médio. Destas sequéncias sdo evidenciados os seguintes topicos: definicdo, construcdo da
férmula do termo geral, construcdo da férmula da soma dos termos e aplicacdes. Recebe
atencdo especial o estudo das progresses aritméticas de ordem superior. Assim como as
progressdes aritméticas e geométricas, sugerimos que outras sequéncias numéricas podem ser
estudadas no Ensino Médio. Problemas como “as progressdes aritmético-geométricas”, “os
coelhos de Fibonacci”, “a torre de Hano6i” e “a pizza de Steiner”, dentre outros, podem,
perfeitamente, ser propostos aos alunos e, posteriormente, discutidos em sala de aula. Neste
trabalho, foram apresentados problemas cuja resolucdo recaiu no contexto de progressdo
aritmética, progressdo geométrica ou uma sequéncia recorrente qualquer. Problemas
contextualizados, também sdo abordados. Vale salientar que algumas situacfes abordadas

escapam do contexto do Ensino Médio.

Palavras-chave: Sequéncias recorrentes. Constru¢do. Problemas.



ABSTRACT

This research has as its central theme recurrent sequences. Particularly noteworthy are the
arithmetic and geometric progressions, which are the numerical sequences taught in the 1st
year of high school. From these sequences the following topics are worked out: definition,
construction of the general term formula, construction of the sum formula of terms and
applications. Special attention is paid to the study of higher order arithmetic progressions. As
with arithmetic and geometric progressions, other numerical sequences can be studied in the
first year and / or in the second year of high school. Problems such as "arithmetic-geometric
progressions”, "Fibonacci rabbits”, "Hanoi tower" and "Steiner's pizza", among others, may
well be proposed to students and later discussed in the classroom. In this work, were solved
problems whose resolution fell into arithmetic progression, geometric progression or any
recurrent sequence. Contextualized problems are also addressed in this work. It is Worth

mentioning that some situations addressed escape the context of High School.

Keywords: Recurring sequences. Construction. Problems.
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1 INTRODUCAO

No Ensino Baésico, as sequéncias numéricas estudadas sdo essencialmente as
progressdes, aritméticas e geométricas. Estas sequéncias sdo definidas e suas propriedades sao
estudadas e aplicadas na resolugdo de alguns problemas. A ideia de estudar sequéncias
recorrentes surgiu como uma ampliacdo ao estudo das progressdes. A importancia de
estudar as sequéncias recorrentes reside no fato de que o estudo de tais sequéncias
generaliza, de maneira natural, o estudo das progressdes aritméticas e progressdes
geométricas. Procuramos estender esse estudo, mostrando outras sequéncias, além das
progressdes, aritméticas e geométricas. Varias sequéncias sao definidas de forma recursiva,
por meio de uma equacdo, denominada equacdo de recorréncia. Ademais, sdo apresentados
alguns problemas cuja solugdo recai na resolucdo de uma equacao de recorréncia. O objetivo
do nosso trabalho é estudar, principalmente, sequéncias definidas recursivamente.

Na disciplina Matematica Discreta, do primeiro semestre do Mestrado
Profissional em Matematica (PROFMAT), resolvemos alguns problemas envolvendo
sequéncias recorrentes. Dentre estes destacamos, especialmente, o problema dos “coelhos de
Fibonacci”. Certamente este problema contribuiu decisivamente para a escolha do tema do
nosso trabalho de conclusdo de curso. A sequéncia de Fibonacci constitui um capitulo desse
trabalho, onde definimos tal sequéncia, apresentamos a deducdo da formula que nos permite
determinar um termo qualquer dessa sequéncia e demonstramos algumas proposicoes
relacionadas a tal sequéncia.

Observamos que os alunos do Ensino Médio, tém certa ojeriza a
construcdo/demonstracdo de formulas, preferindo a aplicacdo direta das mesmas. Por esta
razdo, neste trabalho, daremos énfase especial as demonstragoes.

Desejamos atingir, também, o Professor de Matemaética, capacitando-o cada vez
mais ao ensino das sequéncias numéricas. Os problemas de nivel mais elevado séo
direcionados especialmente a esses profissionais do magistério.

Desde os primeiros anos de estudo, dedico especial atencdo a Matematica. Isto me
levou a ministrar aulas de Matematica no ensino médio e a cursar Licenciatura em

Matematica depois de graduado em Engenharia Civil.
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2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Neste capitulo definimos sequéncias de nudmeros reais e sequéncias definidas
recursivamente. Destacamos particularmente as progressdes aritmeéticas, inclusive as de

ordem superior, as progressdes geométricas e as progressdes aritmético-geométricas.
Definimos, também, as equagBes de recorréncia, enfatizando alguns tipos destas e seus
respectivos métodos de resolucéo.

Neste trabalho, consideramos o conjunto N, dos nUmeros naturais como sendo

N =1{1,234,..}.

2.1 AS SEQUENCIAS NO ENSINO MEDIO

As sequéncias estudadas pelos alunos no Ensino Médio, s@o as progressdes aritméticas
e as progressdes geométricas.

2.1.1 Progressdes aritméticas

Defini¢do: Uma progressao aritmética é uma sequéncia numeérica, na qual cada termo, a partir
do segundo, ¢ igual ao termo anterior, somado com uma constante. Esta constante é chamada
razdo da progressao.

Por exemplo a sequéncia ( 3, 7, 11, 15, 19, 23 ) é uma progressdo aritmética de razéo 4.

Formula do termo geral de uma progressdo aritmetica

Em uma progresséo aritmética (a,),ey, Cuja razdo é igual a r, 0 n-ésimo termo é dado
por a, =a; +(n—1)-r.

Provaremos a validade desta formula usando inducéo sobre n.
Paran=1,temosa; = a; + (1 —1) - r & a; = a4, 0 que é verdadeiro.
Suponhamos que a,, = a; + (n — 1) - r € verdadeiro, paraalgumn € N,n > 1.
Mostraremos que a, ,1 = a, + n - r € verdadeiro.

Temos
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ppr=ap+r=a,+n-1) r+r=a,+(n-14+1)-r=a,+n-r

Pelo Principio da Inducdo Matematica, concluimos que a,, = a; + (n — 1) - r, para todo
n € N.

Relacdo entre dois termos quaisquer de uma progressao aritmética
Vejaquea,=a;+(n—1) rea,=a;+k—-1)-r+(n—-k)-r.

Comoparake N, a, =a; + (k—1) -r,temos a, = a, + (n — k) - r, que é a relagdo entre
0s termos a,, e ay

Exemplo:

Com a aplicacéo das formulas acima, podemos obter:
(1) O 75° termo da progressao aritmética ( 23, 37, 51,...).
Temos

a;s =234+ (75—-1)-14=23+74-14 =23 4+ 1036 = 1.059.

(11) O ndmero de termos da progressdo aritmética ( 8, 15, 22,..., 708 ).
Temos
708=84+(n—-1)-7700=Mn—-1)-7on—-1=100 < n=101.

Portanto, a progressao aritmética possui 101 termos.

(iii) o nimero de maltiplos de 9 existentes entre 20 e 1.000.

Os multiplos de 9 situados entre 20 e 1.000 formam a progressdo aritmética ( 27, 36,..., 999),
naqual a; =27, r=9e a, =999.

Utilizando a férmula do termo geral da progressao aritmetica, obtemos a posi¢éo do ultimo
termo. Temos

a,=a;+(n—1)ro999=27+(n—-1)-9972=(n—-1)-9on—-1=108
n = 109. Portanto, existem 109 mdltiplos de 9 situados entre 20 e 1.000.
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Proposicao 1: Em uma progressdo aritmética cujos termos sao numeros inteiros e a razdo é
ndo nula, ao dividirmos qualquer termo pelo modulo da razdo teremos 0 mesmo resto.

Demonstragao

Pela divisdo euclidiana de a, por |r|, temos que a; = |r|-q+ R, com 0 < R < |r|. Pela
formula do termo geral de uma progressdo aritmética, sabemos que a, =a; + (n—1) - r.
Segue-se que a,, = |r| - q + R + (n — 1) - r. Temos dois casos a considerar:

(i) ser>0,entdoa, =r-q+R+(n—-1)-r=m—-1+¢q) |r| +R, com
R < |r|. Logo R € o resto da divisdo euclidiana de a,, por |r|.

(i) ser<o0,entdo a,=|rl-g+R+(n—-1)-r=|rl-g+R+{1—n)- |r|=
(q+1—n)-|r|+R, comR < |r|.Logo, R é o resto da divisao euclidiana de
a, por |r|.

Progressao aritmética e fungéo afim
Em uma progressdo aritmética (x,)ney NAO constante, isto &, com r # 0, 0 termo
geral a, é dado por um polindbmio em n, de grau 1, poisa, =a; +(n—1)-r=r-n+
(a; — 7).
Por esse motivo, as progressdes aritméticas de razao r # 0 sdo chamadas de
progressdes aritméticas de primeira ordem.

Reciprocamente, se em uma sequéncia o termo de ordem n for um polinémio em n, de
grau menor do que ou igual a 1, ela sera uma progressao aritmética. Portanto, se

Xn=a-n+b, (x,)ney € UMa progressdo aritmética, pois
Xps1=a-(n+1)+b=a-n+a+b=x,+a.

Logo, x,4+1 = X, + a. Temos entdo uma progresséo aritmética cuja razdo é a e 0
primeiro termo é a + b.

Em uma progresséo aritmética, temos que a, = a; + (n — 1) - r. Assim, a fungdo
que associa a cada natural n o valor de a,, € simplesmente a restricdo aos nimeros naturais

da funcdo afima(x) =a; +7r-(x—1).

Portanto, pensando em uma progressdo aritmética como uma funcdo que associa a
cada numero natural n o valor a,,, o gréfico dessa funcdo é formado por uma sequéncia de
pontos colineares no plano. Em outras palavras, (a,) é uma progressdo aritmética se, e
somente se, 0s pontos do plano que tém coordenadas (1, a,), (2, a,), (3, a3), etc. estdo em
linha reta. Veja a figura 1.
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Figura 1- progressdo aritmética e funcéo afim.

ay ®
as ol
{Iz &
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1 2 3 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicdo 2: Se f:R—->R é uma funcdo afim, definida por f(x) =ax+b e
X1,X5, X3, . Xn, .., € UMa progressao aritmética de razdo r, entdo  0S numeros
f(x1), f(xy), f(x3), ..., f(x), ... formam, nesta ordem, uma progressao aritmética de razéo
a-r.

Demonstracao

Se f:R—- R é a funcdo afim, definida por f(x) =ax+b e x1,x3, X3, ... X, ..., € UMA
progressdao aritmética de razdo r, entdo f(x;)=a-x;+b, f(xy)=a-x,+b,
f(xz) =a-x3+b,.. f(x,) =a-x,+b,.. Temos entdo que

fO)—fx)=a-(x;—x))=a-r
flxz)—fx)) =a-(xz3—x3)=a-r
f) —f)=a-(x,—x3)=a-r

fO) —fxp_)) =a-(xy—xy-1) =a-r
Provaremos a validade desse resultado usando inducao sobre n.

Paran = 2,temos f(x,) — f(x1) = a - (x, —x1) = a - r, 0 que é verdadeiro.
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Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para 0s nimeros naturais pertencentes ao
conjunto {3, 4, ...,n}, com n € N. Assim, por hip6tese, temos

fG) —flxn) =a- (xp—xp_1) =a-r.
Devemos provar a validade para n + 1.
Temos que
fOna1) = fO) = a- (tnes —xn) = a- [xn +7 = (tn—q +1)] =
=a- (X, — Xp_1)-
Mas, por hipotese, a - (x, —xp_1) = f(x) — f(xp_1) = a - 1.
Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que

flx) — f(xp-1) =a-(x, —xp—1) =a-r, para todo n € N, n > 2 e, consequentemente,
que os numeros f(x;), f(xy), f(x3), ..., f(x,),.. formam, nesta ordem, uma progressdo
aritmética, de razdo a - r.

Exemplo:

Dada a fungdo afim f(x) = 4x — 2, cuja taxa de variacdo € a = 4 e a progressao
aritmética (-6, -1, 4, 9, 14, 19, ..), cuja razdo é r =5, temos que, de fato, a sequéncia
(f(=6),f(—1),f(4),f(9),f(14),...), que € equivalente a (-26, -6, 14, 34, 54, ...) é uma
progressao aritmética de razdor’ = 4 - 5 = 20.

Progressao aritmética e funcdo quadratica

A relacdo entre as progressdes aritméticas e as funcdes quadraticas € estabelecida na
proposicdo a sequir.

Proposicdo 3: Seja f: R — R uma funcdo quadrética, definida por f(x) = ax®> +bx+c e
(X1, X9, X3, ., Xp, ... ) UMa progressdo aritmética, de razdo r. Entdo as diferencas

fl2) = fx), flxs) = f(x2), fxa) = f(x3), o fn) = f(Xnq), ... fOrmam, nesta

ordem, uma nova progressao aritmética, cuja razdo é iguala 2 - a - 2.

Demonstragéao
Seja f: R — R uma funcéo quadratica definida por f(x) = ax? + bx + ¢

e (x1, x5, X3, ..., Xy, ... ) UMa progressao aritmética, de razéo r.



16

Teremos

f(xz)—f(xl)=a-(x22—x12)+b-(x2—x1)=a-(x2—x1)-(x2+x1)+b-(x2—xl)
=a-r-(x;+x)+b-r=A4,

f(x3)—f(x2)=a-(x32—x22)+b-(x3—x2)=a-(x3—x2)-(x3+x2)+b-(x3—x2)
=a-r-(x3+x)+b-r=A4,

f(x4)—f(x3)=a-(x42—x32)+b-(x4—x3)=a-(x4—x3)-(x4+x3)+b-(x4—x3)
=a-r-(xg+x3)+b-1r=A4;

fls) = fxy) =a-(xs®> —x,>) +b- (x5 —x4) =a- (x5 —x4) - (x5 +x4) + b - (x5 — x4)
=a-1r-(xs+x,)+b-1r=A4,

fxn) = fxp-1) =a- (xnz - xn—lz) + b (xp — Xp_1)
=a-(xp —xp-1) (xp + xXp-1) +b- (X — Xp—1)
=a-r- (X, +x,_1)+b-r=4,_1

f(xn+1) - f(xn) =a- (xn+12 - an) +b- (xn+1 - xn)
=a- (Xps1 — Xn) - (py1 +x) + b+ (X1 — Xxp)
=a- 1 - (Xpy1+x,)+b-1r=4,

Entdo teremos

Ay—Ai=a-r-x3+a-r-x;+b-r—a-r-x,—a-r-x;—b-r=a-r-(x3—x1)
=a-r-Q2r)=2-a-1%

As—A,=a-r-x4+a-r-x3+b-r—a-r-x3—a-r-x;—b-r=a-r-(x;,—x3)
=a-r-Q2r)=2-a-r?

Ay —As=a-r-x5+a-r-xy+b-r—a-r-x,—ar-x3—b-r=a-r-(xs—x3)
=a-r-Q2r)=2-a-r?

Ay —Ap_1=a -1 x4 +a-r-xp,+b-r—a-r-x,—a-r-x,_,—b-r
=a 1 (Xpy1—Xp)=a-r-Q2r)=2-a-r2

Provaremos a validade desse resultado usando inducéo sobre n.

Paran = 2, temos
A, —Ai=a-r-x3+a-r-x;+b-r—a-r-x,—a-r-x;—b-r=a-r-(x3—x1)

=a-r-(2r) =2-a-r? 0queé verdadeiro.

Suponhamos que a afirmacg&o seja verdadeira para 0s nimeros naturais pertencentes ao
conjunto {3, 4, ..., n}, com n € N. Assim, por hip6tese, temos
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A, —Ap_1=a-1r x4 +a-r-x,+b-r—a-r-x,—a-r-x,_,—b-r
=a-17 (Xpy1 —Xp_)=a-1-Q2r)=2-a-7r2

Devemos provar a validade para n + 1.

Temos que
Apy1—Ap=a -1 x4 +a-r-xpq+b-r—a-r-xpy1—a-r-x,—b-r
=a-7 (Xniz =Xp) = a7 [Xpp1 +7 = (Xn_q +7)]

=a -1 (1 — Xno1).
Mas, por hipotese, a - 7+ (Xp41 — Xp_1) = Ap —Ap_1 =2-a- 12
Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que

Ap—Ap_1=2-a-r* ¢ verdadeiro, para todo n€N, n=>2 e,

consequentemente, que as diferencas f(x;) — f(x1), f(x3) — f(x3), f(xy) — f(x3), ...,
f(xn) — f(x-1), ... formam, nesta ordem, uma progressao aritmética, cuja razéo é igual a

2-a-r?.

Exemplo:

Sejam a funcédo quadratica f(x) = —x? + 2x — 2 e a progressdo aritmética (3, 5, 7, 9,
11, 13, ...) de razdo 2. De fato, temos que a sequéncia ( f(5) — f(3), f(7) — f(5), f(9) —
f(7), ...), dada por (—12,—20,—28, —36, ...) € uma progressdo aritmética de razdo

2-(-1)-22 = -8.

Soma dos termos de uma progressado aritmética

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) é considerado o maior matematico do século XIX. E
com Arquimedes e Isaac Newton, um dos maiores de todos os tempos.

[...] H& uma histéria segundo a qual o professor de Carl na escola pablica, quando ele
tinha dez anos de idade, teria passado a classe, para manté-la ocupada, a tarefa de somar os
nameros de 1 a 100. Quase que imediatamente Carl colocou sua lousa sobre a escrivaninha do
irritado professor. Quando as lousas foram finalmente viradas, o professor surpreso verificou
gue Carl tinha sido o Unico a acertar a resposta, 5050, mas sem fazé-la acompanhar de
nenhum célculo. Carl havia mentalmente calculado a soma da progressdo aritmética 1 + 2 +
34+--+98+99+ 100, observando que 100+1 =101, 9942 =101, 98+3 =
101.....50 + 51. Teria entdo a soma de cinguenta ndmeros iguais a 10le isto é igual
50 - 101 = 5.050. [...]. Este texto foi extraido de Eves (2011, p.519). Com base na idéia de
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Gauss, usada para calcularasoma 1+ 2 4+ 3 + --- 4+ 98 + 99 4+ 100, demonstra-se a formula
para calcular a soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética qualquer.

Proposicao 4: A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética (aq,a,,as,...) €
dada por

_(a1+ an)'n

n 2
Demonstracéo
Vamos usar inducéo sobre n.
Paran = 1, temos
(ay+ay)-1
hTT @
0 que é verdadeiro.
Suponhamos que
a; +a ‘n
5 - (ata)
2
é verdadeiro, para um certo n € N,
Devemos provar que
(@14 agyy) - (n+1)
é verdadeiro.
Temos
(a; + a,)n (a; + a,) -n
Sni1=Sp +anyq =1++an+1 =1++a1+n-r
_(a1+an)-n+2-a1+2-n-r_(a1+ a,+r)-n+ 2-a,+n-r
B 2 B 2

(a4 + apy1) n+a;, +n-r+a; a; - n+ apeq N+ ape + a4

2 2
anpr M+ D+ a;-(n+1) (a3 + apyr) - (n+1)
2 a 2 '

(al + an) ‘n

Entao, podemos concluir queS,, = >

,paratodon € N.
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Exemplos:

1. Calcule a soma dos multiplos de 9 situados entre 20 e 1.000.

Solucéo:

Os multiplos de 9 no intervalo dado formam a sequéncia ( 27, 36, 45,..., 999 ). Note que a
sequéncia é uma progressao aritmética na qual a; = 27, r = 9 e a,, = 999. Substituindo
esses valores na formula do termo geral, segue-se que 999 =27+ (n—1)-9 - 972 =
nm—-1)-9->n—-1=108 - n = 109.

Utilizando a férmula da soma temos

a,+ a,)n 27 4+ 999) - 109
5n=(1f”)—>5109=( 2) = 55.917.

Portanto, a soma dos mdltiplos de 9, situados entre 20 e 1000, é 55.917.

2. Mostre que, se S, € Sp, sd0 as somas dos n termos das progressdes aritmeticas (ay,
asz, ..., ap) € (bq, by, ..., by), respectivamente, entdo a progressédo aritmética dada por
(ay + by, a; + by, ..., an + by) temsoma s, =S, + S, .

Este exemplo foi retirado de Souza (2010, p. 235).
Solucéo:
Calculando S,,, temos:

S _n-[la;+ b))+ (ap+ by)] n-a;+n-by+n-a,+n-by,
= =

2 2
n-(a;+a,)+n-(by+ b,) n-(a;+ a,) n-(by+ by)
- 2 - 2 + 2

= San + Sbn'

Portanto, a progresséo aritmeética (a; + by, a; + by, ..., a, + by) temsoma S, =S, +3S,, .

Relacdo entre a soma dos n primeiros termos de um progressao aritmetica e polinémio

A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética € dada por

_(ta) n Jag+a+(n—=1)-r]-n_r 2+( r)
n= 2 - 2 —2t T\ T

Observe que, se r # 0, S, € um polindmio do segundo grau em n, desprovido de termo
independente. Se r =0, S, =n-a; ¢ um polindmio de grau menor que 2, sem termo

independente.
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Reciprocamente, todo polindmio do segundo grau em n, desprovido de termo
independente, € o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progressao aritmética.
Se p(n) = an?® + bn, entdo p(n) é a soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética

cujo primeiro termo éigual a + b earazdo éiguala 2 - a

Exemplos:

1. Seja o polindmio do segundo grau, definido por p(n) = 4n? + 2n.

Temos que p(n) é o valor da soma dos n primeiros termos da progressao aritmética na qual
r=2-4=8¢ea =4+2=6, ou seja, da progressao aritmetica (6, 14, 22, ...). De fato,
calculando, por exemplo, a soma dos 10 primeiros termos da progressdo, obtemos S;, = 420,

que é igual ao valor de p(10).

2. A soma S,, dos n primeiros termos de uma progressio aritmética é dada por S,, = n? + n,

para todo n € N. Determinar essa progresséo(retirado de lezzi (1990, p.8).

Solucéo:

S,=n%?+n

paran=1:5, =a; > a; =12+1->a, =2

paran=2:S,=a,ta,>a,+ta,=2>+2-a,+a, =6 a, =4

Entdo, a progressdo tem a; = 2 e r = 2, isto é, é a sequéncia de nimeros pares positivos
(2,4,6,...,2n, ...).

Progressdes aritméticas de ordem superior

Define-se para sequéncias o operador A, chamado de operador diferenga, por Aa, =
an,4+1 — a,. Segue da definicdo que uma sequéncia (a,),ey € UMa progressao aritmética se, e
somente se, Aa,, = a,,+; — a, € constante.

Uma progressdo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a,) na qual as
diferencas (Aa,) = a,4+, — a, entre cada termo e o termo anterior, formam uma progressao
aritmética ndo constante.
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Exemplo:

A sequéncia (a,)neny = (1,3,6,10,15,21,...) é uma progressao aritmética de segunda
ordem, pois a sequéncia das diferencas entre cada termo e o termo anterior (b,) = (Aa,) =
(ans1 —an) = (2,3,4,5,6,...) é uma progressao aritmética ndo constante.

Definicdo: Uma progressdo aritmética de ordem k (k > 2) é uma sequéncia na qual as
diferencas entre cada termo e o termo anterior formam uma progressdo aritmética de ordem
k—1.

Exemplo:

Considere a tabela abaixo. Ela nos mostra uma sequéncia (a,),enufo}, de termo geral
a, = 2n3 — 3n e suas diferencas (Aa,,), (A%a,) = (AAa,), (A3a,) = (AA%a,), etc...

n a, Aa, A?a, Aa,
0 0 -1 12 12

1 -1 11 24 12
2 10 35 36 12

3 45 71 48 12

4 116 119 60 *

5 235 179 *

6 414  *

7 *

Verificaremos que (A3a,) é constante e assim (A%a,) serd uma progressio
aritmética. Entdo (Aa,,) sera uma progressao aritmética de segunda ordem e (a,,) serd uma
progressdo aritmética de terceira ordem. Teremos

a, = 2n3 —3n
Aa,=ap—a,=2-n+1)3-3-(n+1)—(2n3—-3n) =6n?+6n-—1,
Aa,=6-n+1)2+6-(n+1)—1—(6n?+6n-1) =12n+ 12,

Ma, =12 -(n+1) +12 — (12n + 12) = 12

A3a,, € constante.
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Analisando esse quadro, podemos perceber que a soma de dois elementos lado a lado é
igual ao elemento que estd embaixo do primeiro desses elementos. Podemos calcular, assim,
0s elementos que estdo assinalados por *. Da direita para a esquerda, eles sdo iguais a
12,60 + 12 = 72,179 + 72 = 251 e 414 + 251 = 665. Portanto, a, = 2-73 — 3 - 7.

Proposicao 5: Se (a,)ney € Uma sequéncia na qual o termo de ordem n é um polindmio em
n, do segundo grau, entdo (a,)ney € UMa progressdo aritmética de segunda ordem.
Reciprocamente, se (a,)ney € Uma progressao aritmética de segunda ordem, entdo a, € um
polindmio do segundo grau em n.

Demonstracéao
Sejaa, = an? + bn + c,a # 0. Temos
Aa,=ap,—ap=a-n+12+b-(n+1)+c— (an?+bn+c) = 2a)n+ (a + b),

que € um polinbmio do primeiro grau em n. Como visto na pagina 13, (Aa,) é uma
progressao aritmética ndo estacionaria e, consequentemente, (a,),eny€ Uma progressdo
aritmética de segunda ordem.

Reciprocamente, se (a,,) € uma progressao aritmética de segunda ordem, b,, = Aa,, =
a,+1 — A, € uma progressdo aritmética com razéo diferente de zero e by + b, + by + -+ +
bpo+bp1+by=(a;—a)) +(az—az)+(az—az) +-+ (@, —a,4) +

(an+1 - an) =0ap+1 — A1

é um polinbmio do segundo grau em n. Em consequéncia, a,, também é um polinédmio do
segundo grau em n.

O resultado

n
é Aay = a1 — ag,
k=1

obtido acima, é conhecido como Teorema Fundamental da Somacéo. Trata-se de uma técnica
bastante eficiente para o calculo de somas

Teorema 1: A soma das p-ésimas poténcias dos n primeiros nimeros inteiros positivos,

n
1P+2p+3p+---+nP=ZkP,
k=1

é um polindmio de graup + 1 emn.
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Demonstracao
Faremos a demonstracdo, usando indugéo sobre p. Para p = 1, temos

1+n)-n
—

1'4+2' 43+ 40l =
que é um polinémio degrau 1 + 1 =2,
Suponhamos agora que
n
2.k
k=1

seja um polindmio de grau p + 1 em n, para todo p € {1, 2, ..., s}. Devemos provar que essa
afirmacdo é verdadeira parap = s + 1, que equivale a mostrar que

n

Z ks+1

k=1
é um polindmio de grau s + 2 em n.

Pelo bindmio de Newton, temos que (k + 1)52 = kS*2 + (s + 2)kS*! + ... Observe
que os termos que ndo foram escritos explicitamente formam um polindmio de grau s em k.
Aplicando somat6rio em ambos os membros da igualdade, segue-se que

n n n
Z(k +1)5%2 = Z kS*2 4 (s + 2) Z kSt 4 F(n),
k=1 k=1 k=1
em que F(n) é um polindmio de grau s + 1 em n, pela hipdtese da inducéo.
Desenvolvendo os dois primeiros somatorios, obtemos
n
M+ 12 =1+ (s +2) Z kS 4 F(n).
k=1

Entdo

)

Zn: o1 _ (L DT -1 - F(n)
P B s+2

que é um polindmio de grau s + 2 em n.

Portanto, pelo Principio da Indugdo Matematica, podemos concluir que
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n
ka,comp eENen€eZi,
k=1

é um polindmio de graup + 1 emn.

Corolério 1.1: Se F é um polindmio de grau p, entdo

k=1

é um polindmio de graup + 1 emn.

Demonstracao

Seja F(n) = ap + ayn+ a;n® 4+ -+ a,_ynP~! + a,n”, um polindmio de grau p,
onde p é um inteiro ndo negativo.

Temos:

Z F(k) = F(1) + F(2) + F(3) + -+ F(n) =
k=1

=ap+a;1+a,1* +az13 + - +a, 1177 +a,1° + ag + a,2 + a,2% + az23 + -
+ay_12P7  +a,2P +ag + a;3 + a3* +az3® + -+ ay_41377 ' +a,37
+ 4 ag+an+an® +azn® .+ ay,_nPt +ayn? =

=nag+ (1 +2+3+-+n)a; + (12 + 22+ 3%+ -+ n?)a,
+ (1 +224+33++ndaz + -
+(@P7 2P 4377 4 P Day, g 4 (1P 4 2P + 3P 4 - 4 nP)ay,

Mas, pelo teorema 1, (17 + 2P + 3P + --- + nP) é um polindbmio de grau p + 1 em n.

Portanto,

Zn: F(k)
k=1

é um polindémio de graup + 1 em n.

Exemplo:

Podemos calcular a soma
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snzik-(kw).

&
1l
ey

Solucéo:

Pelo corolério 1.1, temos que o valor de S,, € um polinémio do terceiro grau em n. Entdo
S, =an®+ bn? + cn + d.

Atribuindo a n os valores 1, 2, 3 e 4, obtemos as equacdes

a+b+c+d=4
8a+ 4b+ 2c+d =14
27a+9b+3c+d=32"
64a + 16b + 4c +d = 60

Resolvendo o sistema formado por essas equacdes, obtemos

—1b—2 —5 d=0
a—3, = ,C—3e =0.

Entao,

1 5 n+6n’+51n n-(n+1)-(n+5
Sn=§n3+2n2+§n= 3 = ( ;( ).

Teorema 2: A sequéncia (a,)ney € Uma progressdo aritmética de ordem p (p = 2), se, e
somente se, a,, € um polinémio de grau p em n.

Demonstracao

Faremos a prova, usando inducdo sobre p. Para p = 2, a prova pode ser vista na
proposicéo 5.

Suponhamos a validade do teorema para todo p € {2, 3, ..., s}. Devemos provar a sua
validade para p = s+ 1. Se (a,)neny € UMa progressdo aritmética de ordem s+ 1, b, =
Aa, = a,4+1 — a, € uma progressdo aritmética de ordem s. Pela hipdtese de inducdo, temos
que b,, € um polindbmio de grau s em n.

Portanto,

n
Z by = apy1 —ay
k=1

é, pelo coroléario 1.1, um polinémio de grau s + 1 em n.
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Reciprocamente, suponhamos que a,, seja um polindmio de grau s + 1 em n. Logo,
Aa,, é um polindmio de grau s em n, conforme pode-se verificar facilmente. Pela hipdtese de
inducdo, (Aa,),ey € UMa progressdo aritmética de ordem s, ou seja, (a,)pey € UMa
progressao aritmética de ordem s + 1.

As progressdes aritméticas e 0s nUmeros primos

Sabemos que existem progressGes aritméticas cujos termos sdo ndmeros naturais
muito grandes e todos primos. Em Arbieto (2007, p. 9) sdo destacados os primeiros resultados
sobre progressoes aritméticas e numeros primos. Veja também Green (2008, p. 482).

As mais extensas progressdes aritméticas conhecidas atualmente formadas
exclusivamente por numeros primos tém 26 termos.

Neste contexto, ressalta o Teorema de Dirichlet.

Teorema 3 (Dirichlet): Em uma progressdo aritmética de nimeros naturais, com primeiro
termo e razdo primos entre si, existem infinitos nimeros primos.

A demonstracdo desse teorema usa a teoria analitica dos numeros e pode ser
encontrada em Martinez (2011, p. 420). N&o estd apresentada aqui. No entanto, esta
registrado um caso particular na proposicao seguinte.

Proposicdo 6: Na progressdo aritmética 3, 7, 11, 15, ...4n + 3 ... existem infinitos nimeros
primos.

Demonstracao

A demonstracdo dessa proposi¢do consiste em mostrar que existem infinitos nimeros
primos da forma 4n + 3.

Nota-se, inicialmente, que todo nimero primo impar € da forma 4n + 1 ou 4n + 3.

Observa-se, em seguida, que o conjunto A = {4n + 1;n € N} é fechado em relagdo a
multiplicacdo usual. De fato, dados dois nimeros naturais n e n’, temos

4n+1)-(4n"+1)=4Unn"+n+n') + 1.

Supde-se agora, por absurdo, que haja apenas uma quantidade finita de nameros
primos 3 < p; < -+ < p, da forma 4n + 3. Portanto, o nimero a = 4(p,p; ... px) + 3 ndo é
divisivel por nenhum dos numeros primos 3,pq,...,px €, consequentemente, sua
decomposic¢do em fatores primos so pode conter primos da forma 4n + 1. Logo, a é da forma
4n + 1, o que é uma contradicdo, pois a é da forma 4n + 3.

Portanto, existem infinitos nimeros primos da forma 4n + 3.
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2.1.2 Progressao geometrica

Definicdo: Uma progressdao geométrica € uma sequéncia numérica (a,)neyn, Na qual cada
termo, a partir do segundo, € igual ao termo anterior multiplicado por uma constante. Essa
constante é chamada razéo da progresséo.

Entdo, se a,, € 0 n-ésimo termo da progressdo e q € a razdo, temos que a,.; = a, * q.
Por exemplo, a sequéncia numérica (1, 2,4, 8, 16) é uma progressao geométrica de razao 2.

Note que a, = a;-q, as; =a, - q% a, = a;-q>. Isto sugere uma expressdo para o termo
geral de uma progressdo geométrica.

Formula do termo geral de uma progressao geométrica

Se (a,)nen € Uma progressdo geomeétrica cuja razao € igual a g entdo o n-ésimo termo
é dado por a,, = a; - q" L.

Provaremos a validade desta formula usando indug&o sobre n.
Paran = 1,temos a, = a, - q'™! = a, - ¢° = a4, 0 que é verdadeiro.

Suponhamos que a, =a; -q""1, para algum n € N. Mostraremos que d,.; =
a,-q" Temos a,,; = a,-q=a;-q"t-q=a,-q" como queriamos demonstrar.

Podemos generalizar a formula do termo geral escrevendo a,, = ay - g™ %,

onde a,, € a, sdo dois termos quaisquer da progressao.

k=1. g™k, que é equivalente a

Vejaquea,=a; - q" 1oa,=a;q
an = ag - qn—k_

A demonstracdo desse resultado pode ser feita, de modo analogo ao que fizemos
anteriormente, por inducéo sobre k.

Exemplo:

Determinagdo do nimero de termos da progressao geométrica (81, 27,9, %)

Solugéo:

27 1 1
ean—g.

Temos que a; = 81,q = 313
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Aplicando a féormula do termo geral, obtemos a posicdo do Ultimo termo da progressdo
geométrica. Logo,

6

1 171—1 171—1 1
an=a1-q"‘1<—>§=81-(§) <—>(§) =<§> on=7.

Portanto, a progressao geométrica possui 7 termos.

Formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geomeétrica

A soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,),ey de razéo q # 1, é
dada por

a - (1—qn)
=Ty

Demonstracéao

Seja S,= a, + a; +az+a,+--+a, (1), a soma dos n primeiros termos da progresséo
geomeétrica (a,,)eyn. Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por g, obtemos

q‘Sn=a2+a3+a4+"‘+an+an+1 (2)
Subtraindo, membro a membro, a equacédo (2) da equacédo (1), obtemos
Spn—=q " Spn = a1 — Qpyq-
Isolando S,,, obtemos

a; - (1—q")

Sn-(l—q)=a;—a;-q"© S, = 1-gq

Observacéo 1: Em particular, quando a razdo da progressdo geomeétrica for igual a 1, todos 0s
termos da progresséo serdo iguais. Neste caso, temos S,, = n - a;.

Exemplos:

1. Determinacdo da soma dos termos da progressdo geométrica (5, 15, 45, ..., 3.645).

Solucéo:

Temos que a; = 5,q = == 3ea, = 3.645.
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Para calcular o valor de n, usaremos a relacdo a, = a, - g™ 1. Substituindo os valores
conhecidos, segue-se que

3.645=5-3"1729=3"130=3"1opn=7
Aplicando, agora, a formula da soma dos termos, temos

a, - (1—qg" 5.-(1 — 37
S, = 10 ( CI)(_)S7: (1_3 )

e = 5.465.

2. Eduardo recebeu um e-mail dizendo “Ganhe dinheiro facil”, com a seguinte proposta: ele
deveria ser vendedor de uma empresa e recrutar 10 novos vendedores (1° nivel), sendo que
cada um desses recrutaria mais 10 vendedores (2° nivel), e assim sucessivamente. Ao atingir o
10° nivel, Eduardo ganharia uma grande quantia em dinheiro. Sabendo que cada vendedor
pode ser recrutado uma Unica vez e que a populacdo mundial € menor que 7 bilhGes, é
possivel que Eduardo ganhe esse dinheiro?

Solucéo:

Inicialmente, calculamos o numero de vendedores recrutados nos primeiros niveis:
e [°nivel: 1x10 =10 — 10 vendedores (subtotal S; = 10)
e 2°nivel: 10x10 =100 — 100 vendedores (subtotal S, = 10 + 100 = 110)
e 3°nivel: 100x10 = 1000 — 1.000 vendedores (subtotal S; = 1110)

Note que a sequéncia a (10, 100, 1.000, ...) é uma progressao geométrica, tal que a; = 10 e
q = 10.

No 10° nivel, o total de vendedores recrutados é:

_a(-gqy) o _10-(1 - 1010)

s
: 1-q °w 1- 10

=11.111.111.110.

Assim, no 10° nivel, o total de vendedores é maior do que 11 bilhGes.

Portanto, ndo € possivel que Eduardo ganhe esse dinheiro, pois a quantidade de vendedores
que devem ser recrutados é superior a populacdo mundial.

Série geométrica convergente

Nas progressdes geométricas nas quais |g| < 1, a soma dos n primeiros termos tem um
limite finito quando n—oo. Tal soma (com infinitas parcelas) é chamada de série geométrica.
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a;-(1—q") . n .
Como §,, = B e,sendo |g| < 1,segue — se que lim g™ = 0, e assim
J— n—->0oo
. a;(1-0) . a,
A =T g oM S =Ty
Exemplos:

1. Determinagdo do limite da soma 0,3 4+ 0,03 + 0,003 + --- quando o nimero de parcelas €
infinito.

Solucéo:

Primeiramente, observa-se que se trata da soma dos termos de uma progressao geomeétrica
Lo L. 0,3 1 Lo ) B
infinita. Tal soma é igual a o1 = 3 O resultado é intuitivo, pois somando um ndmero

muito grande de termos da progressao, encontraremos, aproximadamente, a dizima periddica

0,333 ... = !
) e 3.
2. Determinacéo do limite da soma
1+1+ ! + ! +
3 9 27 81 '

Solucéo:
Como as parcelas formam, na ordem apresentada, uma série geométrica cuja razao € igual EY

temos

3. Determinacdo da fragdo geratriz da dizima 1,252525...
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Solucéo:
Vamos resolver este exemplo utilizando uma série geométrica. Veja que

1,252525...=1+ 0,25 + 0,0025 + 0,000025 + ---
25 25 25

100 T 10.000 T To00.000 T

=1+

25 25 25
Como (100 + 10,000 + 1000.000 + ) € uma série geométrica cujas parcelas
25
sdo os termos de uma progressao geométrica com a; = ﬁ eq= 10.000 _ !
100 25 100°
100
temos que
25 25 25
4 _ 100 100 _ <2
S ST T T 1799 " 99
100 100
Portanto,
1,252525 —1+25+ 25 + 25 + —1+25—124
’ ™ 77100 © 10.000 = 1.000.000 799 99°

Progressdo geométrica e fungao exponencial

Proposicao 7: Se f: R — R é a funcdo definidapor f(x) =b-a*,comb #0e1l+a>0c¢,
além disso, (x4, x5, X3, ..., Xn, ... ) € UMa progressao aritmética, cuja razéo é igual a r, entdo a
sequéncia (f(x1), f (x3), f(x3), ..., f(x), ... ) € uma progressdo geometrica de razéo a”.

Demonstracéao

Seja f; R = R uma funcéo definida por f(x) =b-a*,comb #0e1+#a>0e (xq,
X2, X3, .y Xp, ... ) UMa progressdo aritmética, de razéor.

Temos que
f(x;))=b-a*; f(x,) =b-a*?; f(x3) =b-a*3; .., f(x,) =b-a*; ..
Segue, que

f(xZ) = b . axz = axz—X1

fGo ~boam =
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f(x3) _ b-a*s = g3 %2 = o'
f(x) b-a*
fG) _bea_
f(x3) b-a*3

f(xn) _ b-a*
f(xn—l) a b - a*n-1

Provaremos a validade desse resultado usando inducdo sobre n.

= q¥n~*n-1 = q"

pParan = 2, temos
f(x2) _ b-a* _ g
f(x1) b-ax

X1 — aT"

0 que é verdadeiro.

Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para 0s nimeros naturais pertencentes ao
conjunto {3,4, ...,n}, comn € N. Assim, por hipdtese, temos

f(xn) _ b-a™m
f(n-1) b a¥n-

Devemos provar a validade para n + 1.

— axn—xn_1 — aT.

Temos que
f(xn+1) _ b - a1 _ b-a*nm = g*n—Xn-1
f(x) b-a*n  b-a¥n-1t7 '
Mas, por hipotese,
MU (< I
f(xn-1)
o < » . f () .
Portanto, pelo Principio da Indu¢ao Matematica, podemos concluir que Flod) =a’,
n-—1

paratodon €N, com n>2 e, consequentemente, que a  sequéncia
(f (xy), f(x), f(x3), ..., f(x), ... ) € Uma progressdo geométrica de razdo a’.

Exemplo:

Sejam a funcdo f:R — R, definida por f(x) =5 - 3* e a progressdo aritmética (2, 6, 10,
14,18, 22,...), de razdo r = 4 temos que a sequéncia

(f(2),f(6), f(10), f(14), f(18), f(22), ...),
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que corresponde a (5-32%,5-3%5-310,5.3145.318 5.322 )y ¢ uma progressio
geométrica de razdo 3*.

Progressdo Aritmética e funcéo logaritmica

Proposicdo 8: Se f:R; —» R € a funcdo definida por f(x) =b-log,x, com b+#0 e
1+ a>0e, além disso, (x;, X3, X3, .., X, ...) € UMa progressdo geometrica, cuja razao €
igual a g, entdo a sequéncia (f (xy), f(x), f(x3), ..., f(xpn), ... ) € uma progressao aritmética
de razdo log, q°.

Demonstracao

Seja f; R} — R uma funcdo definida por f(x) = b -log, x,comb #0el#a>0¢€
(X1, X3, X3, «uvy X, ... ) UMa progressao geomeétrica, de razéo q.

Temos que
f(x1) = b -logg x1; f(x2) = b - logg xz; f(x3) = b -logg x3; ...; f(xn) = b - logg xn

Segue, que

N
f2) = fGr) = b+logax, — b -logax, = b [loge (22)| = b - loga g = loga ¢”

1/

i .
f(x3) — f(xz) = b-loggxs —b-logax, =b- IOga(x—s) = b -log, q = log, q°

27/

N
F(t) = fxs) = b-logax, — b-logax; = b - [loga ()| = b+ log, g = loga "
! 3/

Xn

FGin) = f(tns) = b+10gq ¥ — b 10gq 2y s = b [loga ()| = b -loga g = loga ¢”

Xn-1
Provaremos a validade desse resultado usando inducédo sobre n.

Paran = 2, temos
X
F2) = f(1) = b-1ogax, — b-logax = b [logg (22| = b+ loga g = loga ",
1

0 que € verdadeiro.

Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para 0s nUmeros naturais pertencentes ao
conjunto {3,4,, ...,n}, comn € N. Assim, por hipbtese, temos

Xn

FGin) = ftnr) = b+10g o — b 10gq 2y s = b [loga ()| = b -loga g = loga ¢”

Xn-1
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Devemos provar a validade para n + 1.

Temos que

FGnet) = F i) = b 108 s = b 1080 % = b [loga (22)] = b [logs (Z2L)]

xTI. xn—lq
X
=b- s ()]
n-1

Mas, por hipotese,

b [loga ()] = £Gen) = FGn-1) = loga a”.

Xn—-1
Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que

f(x,) — f(xn—1) =log, qP, paratodo n € N, n > 2 e, consequentemente, que a sequéncia
(f(xp), f(x2), f(x3), ..o, f (%), ... ) € uma progressdo aritmética de razéo log, q°.

Observacdo 2: Na proposicdo 8, se igualarmos as razdes da progressdo aritmética e da
progressao geomeétrica, teremos:

log, g =q & a? =q"” & b =log, a’.
Substituindo esse valor de b na fungdo f(x) = blog, x, obtemos:
f(x) =b-loggx =logga? -log,x =q-log;a-log,x = q-logg x = log, x9.

Conclui-se que, se na proposicdo 8 tivermos f(x) = log,x9, entdo as duas
progressdes tém a mesma razéo.

Exemplos:

1. Sejam a funcdo f:R% — R, definida por f(x) = 6-log, x € a progressao geométrica
(3,6,12,...), de razdo q = 2. De fato, temos que a sequéncia (f(3),f(6),f(12),...) que
corresponde a (6 - log, 3,6 -log, 6,6 - log, 12,6 - log, 24, ...), € uma progressdo aritmética
de razdo r = log, 2° = 3.

2. Sejam a funcdo f:R} — R, definida por f(x) =log,x* e a progressdo geométrica
(2,8,32,...), de razdo q = 4. De fato, temos que a sequéncia (f(2), f(8),f(32),...) que
corresponde a (log, 2*,log, 8*,log, 32%,log, 128%,...), € uma progressdo aritmética de
razéor = q = 4.
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Problemas

1. Um dos investimentos mais utilizados atualmente é a caderneta de poupanca. Por lei, 0s
capitais aplicados na poupanca sao remunerados mensalmente a uma taxa de 0,5% + TR sobre
o valor aplicado, em que a TR (Taxa Referencial) é uma taxa béasica, controlada pelo Banco
Central. Por exemplo, se uma pessoa investiu R$ 100,00, com indice do més em 0,65%, apos
um més sera aplicada a seguinte correcao:

100 - 1,0065 = 100,65
Nesse caso, 0s R$ 100,00 renderam R$ 0,65 em 1 més.

Supondo que o indice mensal seja fixo em 0,65%, qual serd a quantia obtida ao final de dois
anos por um capital de R$ 12.000,00 aplicado na poupanca?

Solucéo:

Inicialmente calculamos a quantia obtida ao final do:
e 1°més: 12.000 - 1,0065 = 12.078,00
e 2°més: 12.078 - 1,0065 = 12.156,507
e 3°més: 12.156,507 - 1,0065 = 12.235,5243

A sequéncia (12.078; 12.156,507; 12.235,5242955; ...) € uma progressdao geomeétrica tal
que a; = 12.078 e g = 1,0065. Desse modo, ao final do 24° més, teremos:

a, =a; - q" ! o ay,, =12.078-1,0065%*"1 = 14.018,84
Portanto, a quantia obtida ao final de dois anos sera, aproximadamente, R$ 14.018,84.

2. Calcular o valor da soma de n parcelas 1 + 11 + 111 + 1111 + ... + 111...11, considerando a
ultima parcela com n algarismos iguais a 1.

Solugéo:
A k-ésima parcela da soma vale

10k —1
14+10410% 4+ -4+ 101 = 5

A soma € igual a

Z": 10’<—1_1Z”:10k n_ 10 (10n—1> n_ 10M!—10-9n
9 9 99 9 9 81 '
k=1 k=1
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3. Mostrar que o numero 444...488...89, formado por n digitos iguais a 4, n — 1 digitos iguais
a 8 e um digito igual a 9, € um quadrado perfeito. Determinar sua raiz quadrada.

Solucéo:

444 ...488 ...89
=9+8-10+8-10>+8-103+--8-10""1 +4-10" + 4 - 10"*"!
+4-10"% + ...+ 4. 101

10" 1 -1 10" -1
444 ..488..89=9+80 - ————— +4-10"-( )

10—1 10—1
_1 (81+ 80 107 801 4-102m—4 10")
"9 10 ,

1 4-102" +4- 10" + 1
=§-(1+ 8-10"—4-10"+4-10*") = 5
_(2-10"+1)2
- 3 ,

Portanto, 444 ... 488 ...89 é um quadrado perfeito e sua raiz quadrada é dada por

= 666 ... 67 (n digitos).

2~10n+1>2_2-10"+1

444...488...89 = (
v \/ 3 3

Agora, usaremos inducdo sobre n, para provar que, de fato,

2-10"+1

5~ = 666...67 (n digitos),

paratodon € N.

2-10"+1_2-101+1_20+1

3 = 3 =—g—= 7 (1 digito),

Paran = 1, temos

mostrando que o resultado e valido.

2-10"+1

3 = 666 ...67(n digitos) , para um certon € N.

Suponhamos, agora, que

2-10"1 41 .
Devemos provar que — = 666 ...6 (n + 1 digitos)

Temos que

2-10"+1

3 = 666 ... 67(n digitos).

Multiplicando por 10 os dois lados da igualdade, obtemos
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2-10"-10+10
3

= 666..67 - 10 = 666...670 (n + 1 digitos),

que € equivalente a

210" + 10
3

= 666 ...670 (n + 1 digitos),

que, por sua vez, é quivalente a

2-10"14+1 9 2.10"1 41 .
——— +-=———"—"—+3 =666...670 (n + 1 digitos).
3 3 3

Logo,

2-10™1 +1

3 = 666..670 —3 = 666...667 (n + 1 digitos).
Portanto, pelo principio da inducdo matemaética, podemos concluir que

2-10"+1

3 = 666 ... 67 (n digitos), para todo n € N.

2.1.3 Progressao aritmético-geométrica

Definicdo: Uma progressdo aritmético-geométrica € uma sequéncia de nameros reais (a, ) en
tal que a, € dado e, paratodo n € N, tem-se que a,,; = q - a, + r,onde g e r s&o nimeros
reais dados, comq # 1, q # 0.

Note que se r = 0, entdo a sequéncia é uma progressao geomeétrica.

Exemplo:
Seja a progressao aritmético-geométrica em que a, = 4, q = 2 e r = 3. Temos, entdo, que:
a,=2-4+3=11
az=2-11+3=25
a,=2-25+3=53
as=2-53+3=109

ag =2-109 + 3 = 221

Logo, a progressdo aritmético-geométrica é a sequéncia (4, 11, 25, 53, 109, 221, ...).



Formula do termo geral de uma progressao aritmético-geométrica
O termo geral de uma progressao aritmetico-geométrica € dado por

qn—l -1

aA, = A1 * n_1+-r~.—'

para todo n € N.

Provaremos a validade dessa formula usando inducgéo sobre n.

A igualdade é vélida para n = 1, pois

1-1
B q -1 1-1
a, =a, - q* 1+r-qj<—>a1=a1-q°+r-q_1<—>a1=a1,
0 que é verdadeiro.
Suponhamos agora que
qn—l_l
an=a; q" ' +r -1
paraumcerton € N; n > 1.
Devemos provar que
ny . 41
1 =01 -q° +7T g —1
Temos que
. " -1 q"—q
Any1 =an-q+r=a,-q"" -q+r-ﬁ-q+r=a1-q"+r- — 1+r
q" -1
=a,-q"+7- :
a - q T q — 1

Pelo principio da indugdo matematica, podemos concluir que

qn—l -1

aA, = a4 * n_1+r.—’
n 1 q q_l

para todo n € N.
Formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmético-geométrica

A soma dos n primeiros termo de uma progressao aritmético-geométrica,

S, =a, +a,+az+ -+ a,, é dada por

38
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gt -1 q"—1+ n—1
—a. r. )
1-¢* ' 1-gq 1—¢q

Sp=q-1"

Paratodon € N.
Provaremos a validade desse resultado, usando indugéo sobre n.

O resultado é valido paran = 1, pois,

1-1 1
qg -1 qg —1 1-1 (1-q)
Slzq.r.(l_q)z_al.1_q+'r-1_q<—)51=—a1- _ 1_q (_)Slzalr

0 que é verdadeiro.
Suponhamos, agora, que
PR gl -1 q" -1 r'n—l
N T AR =" 1-¢
para um certon € N.
Devemos provar que
qn_l qn+1_1 n
S —a.-r- _ 3 .
Temos :
q" —q q"—1 n—1 q"—1
Sn+1=Sn+an+1=r-m—a1-1_q+r-1_ +a1-q”+r- — 1
_ . 49"—q (q”—l n) n 1 q"—1
=7 (1—q)2 a, 1—¢ q |+r 1—¢ T 1_q+r 7 —1
B qn_q qn+1_1 n 1 qn_l
=r =072 aq 1—gq +r 1—g T 1_q+r 7—1
n _ n+1_1 n n
=r.q—q2_a1.q +'r'. —-71r- q
1-9) 1—gq 1-gq 1-q
qn+1_q qn+1_1 n
:T'm_al' 1_C[ +T"1_q
qn_l qn+1_1+ n
] Y ——Qqq  — T - .
R C U R gy 1-q

Portanto, pelo principio da indugdo matematica, podemos concluir que

qgtl-1 q"—1+ n—1
Q-2 “1-q7"

.1—q'

paratodon € N.
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2.2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

As sequéncias de nimeros reais sao definidas e exemplificadas nessa se¢cdo. Daremos
alguns exemplos, definiremos sequéncias convergentes e faremos algumas consideracdes

sobre sequéncia de Cauchy. Em seguida, definimos sequéncias recorrentes lineares.

2.2.1 Definicéo

Uma sequéncia de numeros reais é uma funcdo x: N —» R,onde N = {1,2,3,4,..} éo0
conjunto dos numeros naturais e R o conjunto dos numeros reais. O valor de x no namero n,
x(n), é o n-ésimo termo da sequéncia e sera denotado por x,, Para designar uma sequéncia
usaremos a notacao (x,,),en OU Simplesmente (Xy)

A sequéncia (x,)nen CONverge para 0 nimero real a quando qualquer intervalo aberto
com centro no numero a contém todos 0s termos de (x;,),en, €Xceto um numero finito deles.
Formalmente podemos definir: A sequéncia (x,),ey CONverge para o0 nUmero real a se, dado
€ > 0 existe um numero natural k tal que se n > k entdo |x,, — a| < ¢.

Exemplos:

1
(i) usando a defini¢cdo, podemos verificar claramente sequéncia x,, = — converge para 0.
n

1
De fato, dado € > 0, a fim de que tenhamos |x,, — a| < € basta que n > -

1 1 1
Assim, fixado n, € N tal que n, >E,temosquen>n0 —>n>g—>;< e-lx,—0|<¢

E possivel verificar que:

(ii) A sequéncia x,, = (_;) converge!

(iii) A sequéncia x, = 1 + (—1)™ ndo converge.

(iv) A sequéncia x,, = 2n — 1,n € N, que € a sequéncia dos nimeros impares, diverge.

O leitor podera aprofundar o estudo sobre sequéncias convergentes em Neto (2015, p. 76).
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Na observacdo abaixo, estdo registradas algumas propriedades dos numeros reais que
serdo usadas posteriormente.

Observacdo 3. Um conjunto X < R € limitado superiormente quando existe um nimero
real M tal que x < M para todo x € X. O conjunto dos nUmeros reais possui a seguinte
propriedade: Dado X c R, ndo vazio e limitado superiormente, existe um nimero real a tal
que

i) x<aparatodox € X e

i) Para € > 0 dado existe b € X tal que a — € < b. Nestas condi¢Ges o nimero real aé
chamado de supremo de X. Podemos portanto afirmar que todo subconjunto de R,
ndo vazio e limitado superiormente, possui um supremo em R. Por isto o conjunto
dos nameros reais com as operacfes usuais e com a relacdo de ordem € dito ser um
corpo ordenado completo. Decorre da completeza de R que se uma sequéncia de
nameros reais (x,)neny cumpre a condicdo: dado € > 0 existe P € N tal que se
m,n =P entdo |x,, —x,| <& entdo a sequéncia (x,) € convergente. Tais
sequéncias sdo chamadas de sequéncias de Cauchy. Temos entéo que toda sequéncia
de Cauchy de nimeros reais converge em R.

O leitor podera aprofundar o estudo sobre sequéncias de Cauchy em Neto (2015, p. 86).

Algumas sequéncias gozam da propriedade de que cada termo € determinado em
funcdo dos k termos anteriores. Tais sequéncias sdo chamadas de sequéncias recorrentes de
ordem k. Em particular temos as sequéncias recorrentes lineares, que definiremos agora.

Definicdo: A sequéncia (x,),ey € dita sequéncia recorrente linear de ordem k (onde k € um

namero inteiro positivo) se existem constantes ( reais ou complexas) ry, 15, ..., 1} tais que
— vk _

Xnak = Dj=1Tj Xnpkej = T1Xn4k—1 F T2Xnig—2 + = + T4y, paratodon € N. (1)

2.2.2 Exemplos

(i) Seja a sequéncia (x,), definida por x,, = 3x,_1 + 2x,_,. Esta sequéncia é determinada
pelos seus dois primeiros termos. Trata-se de uma sequéncia recorrente linear de segunda
ordem.

(ii) Se (x,,) € uma progressdo aritmética, temos que x,,41 — X, = T
Entdo x,42 — Xp41 = Xn41 — X, € aSSIM X4, = 2X,41 — X,. LOQO uma progressao

aritmética € uma sequéncia recorrente linear de segunda ordem.

(iif) Uma progressdo geometrica & uma sequéncia recorrente linear de primeira ordem. Veja
que se (x,,) € uma progressdo geométrica de razdo q entdo x,,; = qx,.
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2.3 EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES

2.3.1 Definicéo: A equagdo (1) é chamada equag&o de recorréncia linear.

Observacéo 4. Dada uma sequéncia (x,,), algumas vezes estudamos a sequéncia obtida pela
soma de seus n primeiros termos:

n
Sp = Z Xg-
k=1
Temos que, se (x,) é uma sequéncia recorrente linear, (s,) também o sera.

De fato, sendo s, .1 — S, = Xp4+1, Paratodon € N e se

M-

Xn+k = TiXn+k—j,
j=1
temos
k k
Xn+k+1 = Z Tj " Xn4k+1-j = Z Tj(Sn+k+1—j - Sn+k—j)-
Logo,

k
Sn+k+1 7 Sn+k = Xn+k+1 = z 1 (Sn+k+1-j = Sntk—j)»
j=1

para todo n € N. Entdo

k

Snt+k+1 = Sn+k T Xntk+1 = Sn+k T § i (Sn+k+1-j — Sntk—j)»

Jj=1
Donde
k-1 k+1
Sptk+1 = (L +71)Spik — T1Snyk—1 t Z 7}'+1(5n+lc—j - 5n+k—j—1) = z diSntks1-ir
j=1 j=1

onded, =1+4+nr,di=r,—ri_para2 <i<kedy, =—r para

todo n € N, e portanto (S,,) € uma sequéncia recorrente linear de ordem k + 1.
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2.3.2 Resolucéo de uma equacéo de recorréncia linear

Resolver uma equagdo de recorréncia significa procurar uma forma de calcular
qualquer termo dessa equacdo dependendo apenas do valor de n e ndo precisando calcular
todos os antecessores até o valor que se deseja descobrir.

2.3.3 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

As recorréncias que expressam x,,; em funcdo de x, sdo chamadas recorréncias de
primeira ordem. Elas séo ditas lineares quando essa fungéo for polinomial do primeiro grau.

Exemplo:

As recorréncias x,.; = 4x, +n? e x,,, = 3nx, sdo lineares de primeira ordem. A segunda
é homogénea, pois ndo possui termo independente. Por outro lado, a recorréncia x,,,; = x,,>
ndo é linear, embora seja homogénea.

Resolugéo de uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem
Exemplo:

1. Resolver a equacdo de recorréncia x,,; = x, +k, onde k € uma constante e o
primeiro termo x; € igual a m.

Solucéo:

Na recorréncia dada fazendo n = 1,2,3,...,n — 1, e somando membro a membro as
n — 1 igualdades,

x2=x1+k
x3=x2+k
x4=X3+k

Xp =Xn_q + k
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Obtemos

Xn=%x1+k-(n—1)

Logo,
X,=m+k-(n—1).

2. Resolver a equacdo de recorréncia x,,,; = k - x,,, onde k € uma constante ndo nula.

Solucéo:

Na recorréncia dada, fazendon = 1, 2,3, ...,n — 1, obtemos:

xZ—k'xl
X3—k'x2
X4_—k'x3

Xn =k - Xpq

Multiplicando, membro a membro, as igualdades, obtemos x,, = k™! - x;
Logo, para cada valor de x; temos uma solucéo.

3. Resolver a recorréncia x,,; = 2 - n - x,, cOm x; = 2.

Solucéo:
Na recorréncia dada, fazendon = 1, 2, 3, ...,n — 1, obtemos:
X, =2-1-x
X3=2-2-X,

Xy =23 x5

Xp=2-(M—1) xp_q

Multiplicando, membro a membro, as igualdades, segue-se que
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X, =2"1 (n— 1.
Como x; = 2, temos

X, =2"-(n— 1)

Resolucéo de uma recorréncia linear ndo homogénea de primeira ordem
Recorréncias da forma x,,, = x, + f(n)

Na recorréncia dada, fazendon = 1, 2, 3, ..., n, e somando, membro a membro,as n—1
igualdades,

x; =%+ f(1)
x3 =% + f(2)
x4 = %3+ f(3)

Xp =Xp-1tf(n—1)

Teremos

Xp =X + nz_:lf(k).
k=1

Apresentacdo de alguns exemplos:

1. Resolver x,,,1 = x, + 3", x; = 2.

Solucéo:

Temos
X, = x; + 3t
X3 = xp + 32

X4,=X3+33

Xp = Xp_q +3™°L
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Somando, membro a membro, segue-se que

n_ n
Xn:xl+(31+32+33+.,.+3n—1): 2+323:1+23.

2. Resolverx,,; =x,+n, x;=0.

Solucéo:

Temos
X, =x1+1
X3 =x,+2
Xy =x3+3

Xp = Xp_1 + (n—1).
Somando membro a membro, obtemos
Xp=x1+1+2+3+--+(n—-1)
=14+2+3+-+(n—-1)=

_n-(n—-1)
=—

O resultado a seguir mostra que qualquer recorréncia linear ndo homogénea, de primeira
ordem pode ser transformada em uma recorréncia da forma x,,,; = x, + f(n).

Teorema 4: Se a, € uma solugdo ndo nula da recorréncia x,.; = g(n) - x,, entdo a
substituicdo x,, = a, - y, transforma a recorréncia

Xny1 = gM) - xp + h(m)em yp 1 =y, + h(n) - [g(n) - an]_l'

Demonstracéo:
A substituicdo x,, = a, - y, transforma x,,,.; = g(n) - x, + h(n) em

Apt1 " Yn+1 = g(n) “QAp - Yn T h(n)



Mas a,,, = g(n) - a,, pois a,, é solucdo de x,.; = g(n) - x,.
Portanto, a equagdo se transforma em

9(M) - an * Yns1 = g(M) - an - ¥ + h(n),

ou seja,

Yne1 = Yn T h(n) - [g(n) : an]_l'

Apresentacdo de alguns exemplos:

1. Resolver arecorréncia x,+1 = 2x, + 3, x; = 4.

Solucéo:

Uma solucdo ndo nula de x,,,; = 2x,, €, por exemplo, x,, = 2" 1,

Vamos fazer a substituicdo x,, = 2"~1.y,. Segue que

2™ -y = 2™ -y, + 3, que é equivalente a

3
Yn+1 =Yn T Z_n
Temaos, entao
3
Yo =Y1 1t o1
3
Y3 =Y+ 52
3
Vs =Yzt >3
3

Somando, obtemos

47
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- () -

=y, —3-2"" 43,
Comox, =2"1-y ex; =4,temosy, =4ey,=7—3 21",
Portanto,

X, =7-2""1-3.
2. Resolver x,,,; = 3x, + 3", x; = 4.

Solucéo:
Temos que uma solugdo ndo nula de x,,,; = 3 - x,, &, por exemplo, x,, = 3"71,
Substituindo x,, por 3"~ -y, na equacéo original, obtemos
3" Ype1 = 3" -y, + 3™, 0U Seja, Vnie1 = Yy + 1, que é equivalente a
Ya=yit(n=1)-1
Comox, =3""1-y,ex; =4,temosy, =4ey, =n+ 3.
Portanto,

x, = (n+3) -3

2.3.4 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Vamos considerar as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas, com
coeficientes constantes. Essas recorréncias sao da forma x,,, +p - xp41 +q - x, =0, (3).

Com q # 0, pois se g = 0, a recorréncia seria de primeira ordem.

Supondo que a equacdo (3) admita uma solucédo do tipo x,, = r™, onde r é um parametro nao
nulo. Substituindo em (3) , obtemos r™*2 +p-r"*1 4+ q-r® =0. Dividindo por r",
temos
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r’+p-r+q=0

que € a equacdo caracteristica associada a equacao (3).
Apresentamos dois teoremas que nos mostram como encontrar a solucéo da equagéo (3).

Teorema 5: Se as raizes de r2+p-r+q=0s8071, €1y, entdo a, = t; -1 "+ t, -1, €
solucdo da recorréncia x,,, +p - xp4q1 + q - x, = 0, quaisquer que sejam os valores das
constantes t; e t,.

Demonstracao.

Substituindo a,, = t; - 1™ + t, - ;" narecorréncia x4, + P - Xpyq1 +q - X, =0,
obtemos

tl'r1n+2+t2‘T'ZTH—Z+p’t1‘r1n+1+p't2'T2n+1+CI't1'T1n+q't2'rzn:
tl'Tln'(rlz+p'7‘1+q)+t2'7‘2"'(7‘22+p-1‘2+q)=t1-7”1n-0+t2-7'2n-0=0.

Exemplo:

Para a equacgdo x,,, — 5xn41 + 4x, = 0, a equacdo caracteristica é r2 — 5r + 4 = 0, que
tem como raizes r, = 1 e r, = 4. Pelo Teorema 5, temos que todas as sequéncias da forma
a, =t - 1" +t, - 4", t1,t, € R, sdo solucdes da recorréncia.

Teorema 6: Se as raizes de r> +p-r+q =0 sdo r; e r,, cCOM r; # 1y, entdo todas as
solucbes da recorréncia x,., +p - Xp41 +q - x, = 0 sdo da forma a, =t; - "+ t, - 1",
onde t; e t, sdo constantes reais.

Demonstracao
Vamos considerar x,, uma solucao qualquer de
Xng2 TP Xpp1+q %, =0 (4).

E sempre possivel escolher constantes t, e t, que sejam solucdes do sistema

tl'r1+ tZ'T2=x1 A 1£1 1)
{ 5 5 , poisdet| - 2| # 0.
tl-T‘l +t2'T2 = X2 ™ 1)
7’22'X1—7”2'x2 _ T1'x2—T12'x1

Este sistema tem sempre solucdo Unica, dada por t; = =——=2-= = )
p Q p 1 r1-12(ry—=11) 2 112 (ry—1y1)

Isso é possivel, poisr; # 0,1, = 0ery # 15.
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Vamos provar que a, =t; -r," +t, -, para todo n natural. Faremos isso usando
inducdo sobre n.

Considerando o teorema 5, a afirmativa vale paran = 1 en = 2.

Suponhamos que a afirmativa vale para 0s nimeros naturais menores do que ou iguais
an + 1. Mostraremos a validade para n + 2. Substituindo x,, e x,,, em (4), segue-se que

Xniz + 0 (bt ) g (ot ™) = 0.
Logo,

Xnpz = =Dt ™+t ") —q- (6 "+t ") =

-ty "t -t " (prr+q).
Somando e subtraindo t,;7,"*? + t,r,"*2, obtemos
Xz =ty " P Hp it R (P p @) H M
Mas as expressdes entre parénteses, por hipotese, sdo nulas.
Logo,
2

— n+2 n+
Xntz =l "t

Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que todas as
solucdes da recorréncia x,,4, + p - x,41 + q - x, = 0 s&0 solugdes da forma

ap =t 1"+t n"

onde t; e t, sdo constantes reais.

Alguns exemplos:

1. Resolver x4, — 5x,41 + 4x, = 0. (5)

Solugéo:

A equagdo caracteristica > — 5r + 4 = 0 tem como raizes 1 e 4. Pelo teorema 6, as
solugdes da recorréncia sdo as sequéncias da forma x, =t; - 1™ + t, - 4", onde t; e t, sdo
constantes arbitrarias.

E importante notar que para os infinitos valores distintos dos pares (ty,t,), temos
infinitas solugdes para a recorréncia. Logo, para obter uma solucdo particular, ndo basta dar a
lei de recorréncia. E preciso também fornecer os dois primeiros termos.
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Assim, considerando a recorréncia (5), se tivermos x; =2 e x, = 3, podemos
encontrar os valores de t, e t,, resolvendo o sistema

{t1-11+t2-41=2 {t1+4t2=2
<> .
t1.12+t2.42=3 t1+16t2=3

. 5 1
Resolvendo este sistema, encontramos t; = et =

x1:2,x2:3

Portanto, a solucdo da recorréncia { , 6
¢ Xpnt2 = 5Xpyq1 —4x,,n =3

_5 1n+1 4n
n =3 12 7

Quando a equacdo caracteristica tiver raizes complexas, r; e r,, a solucéo
Ap =t "+t "
pode ser escrita colocando r; e r, na forma trigonométrica. Ou seja,
rn=p-(cos@ +i-sinf)er, =p-(cosf —1i-sinb).
Assim, temos
r" =p"-(cosnf +i-sinnf)er,* =p"-(cosnf —i-sinndh).
Substituindo essas formasem a,, = t; - ;™" + t, - 1", Segue-se que
a, =t -p"-(cosnf +i-sinnb)+t, p"(cosnd —i-sinnf) =
=p"-[(t; +t;) -cosnb +i-(t; —t,) - sinnb],
ondet; +t,e i(t; —t,) Sdo novas constantes arbitrarias. Fazendo t; +t, =t'; e
i-(t; —ty) =t',, obtemos
a, =p"-(t'y-cosnb +t',-sinnd).
2. Resolver a recorréncia x5, — Xp41 + x, = 0.
Solucéo:

A recorréncia x,,,, — X,+1 + X, = 0 tem equacéo caracteristicar? —r + 1 = 0, que
tem como raizes

1,3 1 V8
x1—2 2lexz—2 21

Escrevendo-as na forma trigonométrica, temos que x; e x, sao nimeros complexos de
modulo p = 1 e argumento principal 6 = + g Logo, temos que
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T . T T . T
X1 =cos—+i-sin-ex, =cos—=—1i-sin—.
3 3 3 3

Portanto, a solu¢do da recorréncia €

n . nm . nm
X, =p"-(t;-cosnf +t,-sinnh) = tl-cos?+t2 . sm?,

onde t, e t, sdo constantes arbitrarias.

Teorema 7: Se as raizesde r2 + p - r + ¢ = 0 sdo iguais, r; = r, = 7, entdo,
A, =t "+t n-rt
é solucdo da recorréncia
Xng2 TP Xpp1+q- %, =0,

quaisquer que sejam os valores das constantes t; e t,.

Demonstracao
. N x .. _ D
Se as raizes sdo iguais, entdio r = — >

Substituindo a,, = t; - r™ + t, - n - r™ narecorréncia
Xpt2 TP Xpp1 +q %, =0,
obtemos
ty "2+t m+2) "2t pty ™k pt, -4+ 1) ™ gt M+
q.tz.n.rn:
tyrt 2 +pr+@Q+tn- - (+pr+q@ +t, ot r-Qr+p) =
tyr"- 0+t n-r"-0+t,-r"-r-0=0.

Portanto, a, = t; - " + t, - n - r™ € solugéo da recorréncia.

Exemplo:

Seja a equacdo Xn+2 - 6Xne1 + 9%, = 0. Sua equagdo caracteristica é r2 — 6r +9 = 0,
gue tem como raizes r; = r, = 3.Pelo Teorema 7, todas as sequéncias da forma

an=t1'3n+t2'n‘3n,



53
séo solugOes da recorréncia.

Teorema 8: Se as raizes de r> +p-r+q =0 sdo iguais, r, = r, = r, entdo, todas as
solugdes da recorréncia x,42 + P - xXpy1 +q - x, =0sdodaformaa, =t; -r"+t,-n-r",
t; e t, constantes.

Demonstracéao

Vamos considerar x,, uma solugdo qualquer de x, ., +p - X417 +q - x, = 0. (5)
E sempre possivel escolher constantes ¢, e t, que sejam solucdes do sistema

{ tl'T'+ tz’r:xl
tl'T'2+t2'2'7‘2=x2

Este sistema tem sempre solucdo Unica, dada por

217X — Xy Xy — 71X
t1=—2 - 5
r

Isso é possivel, pois r # 0.

Vamos provar que x, = t; - +t, - n-r™ para todo n natural. Faremos isso usando
inducdo sobre n.

A afirmativa vale paran =1 e n = 2, ja que t; e t, foram escolhidos de modo que
isto ocorra.

Suponhamos que a afirmativa vale para 0s nUmeros naturais menores do que ou iguais
an + 1. Mostraremos a validade para n + 2. Substituindo x,, € x,., em (5), segue-se que

Xppo +D (- "+t -+ D) ") +q-(t -+t n-r™) =0.
Logo,
Xz =P (G T4t (D) ™) —q - (Tt ™)
=—tp- 1" pr+—tpnrt-(pr+q —p-ty-r™h
Somando e subtraindo t; - "2 + t, - (n + 2) - r"*2, obtemos

Xppz =—ty 7" @l tpr+ @ —tynrt (P +per+q) -
poty ™l —t, 224t ™2 4ty (n+ 2) A

Mas as expressdes entre parénteses, por hipotese, sdo nulas.

Portanto,
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Xpsz =t ™2+t - (n+2) ™2 —p-t, - r™ —¢, . 2. yNt2

=t ™2+t -(n+2) - r™2 —¢t, - r™ . (p+2r)

=tl-r"+2+t2-(n+2)-r”+2—tz-r"+1-(p+2-(—§))

=t "2+t (n+2) -, r™.0

=t, - T™2 +t, - (n+2) - r™*2 completando a prova por induco.
Exemplo:

X1 = 4‘,x2 = 5
Xnt2 = 2Xp41 + X =0

Resolver a recorréncia {
Solucéo:

A recorréncia x,,, — 2x,.1 + x,, = 0 tem equac&o caracteristicar? —2r + 1 =0, a
qual possui raizesr; = r, = 1.

Logo,
xn=t1‘1n+t2‘n'1n=t1+t2'n.
Para calcular t, e t,, substituimos n, respectivamente, por 1 e 2, obtendo o sistema

{t1+t2-1=x1 {t1+t2=4‘
t1+t2’2:x2 t1+2t2=5

Resolvendo esse sistema, encontramos t; = 3 et, = 1.
Portanto, a solucédo da recorréncia é x,, = 3 + n.

Resolucéo de uma recorréncia linear ndo homogénea de segunda ordem

Teorema 9: Se a,, € uma solugdo da equacao
Xntz T D Xnp1 +q - x5 = f(n), (7
entdo, a substituicdo x,, = a,, + y, transforma a equagéo em

Yntz + D Yn+1+q-yn =0.
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Demonstragao
Substituindo x,, por a,, + y,, na equacao (7), obtemos
(@n+2+ D i1+ - an) + Wnaz TP Y1 +q - yu) = fF().
Como x,, = a, é solucgdo da equacdo original, temos que a,;, +p * Ap41 + q - a, = f(n).
Portanto,
Yntz TP Y1+ 4 Yn =0,
como queriamos demonstrar.

Pelo teorema que acabamos de demonstrar, a solucdo de uma recorréncia nao
homogénea de segunda ordem € constituida de duas etapas: a solucdo da equacdo homogénea
e uma solugéo particular.

Exemplo:

Resolver a recorréncia x, ., — 7x,41 + 12x, = 2n + 2™,

Solucéo:
A equacdo homogénea é r2 — 7r + 12 = 0, cujas raizessdor; =3 er, = 4.
Assim, a solugdo da homogénea, isto €, de x4, — 7Xp41 + 12x, = 0, €
h, =t -3"+t, 4™
Tentaremos, agora, obter uma solugéo particular, t,,, da recorréncia
Xp42 — 7Xpeq + 12x, = 2n + 2™,
Assim, se substituirmos t,, em x,,,, — 7x,4+1 + 12x,,, devemos encontrar 2n + 2".

E razoavel supor que t, seja a soma de um polindmio do primeiro grau com uma
exponencial de base 2.

Vamostentart, = A-n+ B + C - 2™. Substituindo em
Xpy2 — 7Xpy1 + 12x, = 2n + 2™,
segue-se que

tn+2 - 7tn+1 + 12tn == 211 + 27’1



56

A-n+2)+B+C-2"2—-7-(A-(n+1)+B+C-2")+12-(A-n+B+C-2")
=2n+ 2"

An+2-A+B+4-C-2"-7-(A-n+A+B+2-C-2")+12-A-n+12-B+
12-C-2" =2n+ 2"
6:A-n+(-5-A+6-B)+2-C-2"=2n+2"

Para que t,, tenha solucdo, as seguintes igualdades devem ser satisfeitas:
6A=2,-5A+6B=0e2C=1.
1

. ~ 1 5
Resolvendo esse sistema de equaces, segue-se que A = 3 B = ¢ C = >

Logo,

ta=3 n+—ts- 20 =2t o420
Portanto, a solucdo da recorréncia é

Xn = hy, +t,.
que é equivalente a

5
Xp =ty 3Nty AN o 2L
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3 OS COELHOS DE FIBONACCI

Fibonacci e o século XII1

No inicio do século XIlIl, Leonardo Fibonacci se destacou como um talentoso
matematico. De acordo com Eves (2011, p. 292), Fibonacci foi 0 matematico mais talentoso
da idade média. Fibonacci teve um grande interesse pela Aritmética. Durante longas viagens
ao Egito, a Sicilia, a Grécia e a Siria, ele pode entrar em contato direto com os procedimentos
matematicos orientais e &rabes. Através desse intercdmbio, Fibonacci ficou inteiramente
convencido da superioridade pratica dos métodos indo-ardbicos de célculo. Sua mais famosa
obra € o Liber Abaci, publicado em 1202, e que se tornou mais conhecido através de uma
segunda versdo, em 1228. O Liber Abaci se ocupa da Aritmética e Algebra elementares e,
embora em esséncia uma pesquisa independente, mostra a influéncia das algebras de al-
Khowaérizmi e Abl Kamil. O livro ilustra com profusdo e defende com energia a notagéo
indo-ardbica, muito se devendo a ele pela introducdo desses numerais na Europa. Um
exemplo muito interessante de equacao de recorréncia é a sequéncia conhecida por sequéncia
de Fibonacci. Esta sequéncia, apresentada por Leonardo Fibonacci adquiriu muita fama
devido a suas conexfes com areas das mais variadas na cultura humana. Ela aparece em
problemas de Biologia, Arquitetura, Engenharia, Fisica, Quimica e muitas outras areas da
ciéncia. Os coelhos de Fibonacci trata-se do seguinte problema proposto e resolvido por
Leonardo Fibonacci em seu livro, Liber Abacci, de 1202: Quot paria coniculorum in uno

anno ex uno pario germinentur.

Traduzindo: um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado.
Determinar quantos casais de coelhos ter-se-do apds um ano, supondo que, a cada més,
um casal de coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar dois meses apés

0 Seu hascimento.
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Leonardo apresenta a seguinte solugéo:

Més numero de casais do més anterior numero de casais recem-nascidos total
19 0 1 1
29 1 0 1
3@ 1 1 2
40 2 1 3
59 3 2 5
69 5 3 8
79 8 5 13
8¢ 13 8 21
9¢ 21 13 34
109 34 21 55
11¢ 55 34 89
120 89 55 144

Portanto, o nimero de casais de coelhos num determinado més € igual ao nimero total
de casais do més anterior acrescido do nimero de casais nascidos no més em curso, que é
igual ao nimero total de casais do més anterior ao anterior.

Se denotarmos o nimero de coelhos existentes no n-ésimo més por F,, temos, entdo,
que

FTL = FTL—l + Fn_z, F1 = FZ = 1.

Tais relagdes definem por recorréncia, uma sequéncia de nimeros naturais, chamada
de sequéncia de Fibonacci, cujos elementos, chamados de nimeros de Fibonacci, possuem
propriedades aritméticas notaveis que ainda hoje sdo objeto de investigacao.

Definimos a sequéncia de Fibonacci como sendo a sequéncia F, que satisfaz a seguinte
equacao de recorréncia:

FTl = Fn_1 + F‘l’l—Z’ sen = 3

3.1 SEQUENCIA DE FIBONACCI E SUAS PROPOSICOES

Como visto no capitulo 2, uma recorréncia do tipo
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E,=F,_1+F,, (1)

sO permite determinar o elemento F, se conhecermos os elementos anteriores F,,_; € F,,_,
que, para serem calculados, necessitam do conhecimento dos dois elementos anteriores,
etc. Fica, portanto, univocamente definida a sequéncia quando sdo dados F; e F,. A
sequéncia de Fibonacci corresponde a recorréncia (1), onde F;=F, = 1.

Quando é dada uma recorréncia, um problema importante é determinar uma formula
para o termo geral da sequéncia sem recorrer aos termos anteriores. No caso da sequéncia
de Fibonacci, existe uma férmula chamada formula de Binet, que apresentamos a seguir.

Proposicao 9 (formula de Binet): Para todo n € N, tem-se que

(4855

Fn =
V5

Demonstracao

F1:1,F2:1

Usando o Teorema 6, vamos resolver a recorréncia { .
Fn - Fn—l +Fn—2

A equagcdo caracteristica r?2 — r — 1 = 0 tem como raizes

=1+\/§ 1-+/5

n A

Pelo Teorema 6, as solucBes da recorréncia séo as sequéncias da forma F, =t; - ™ + t, -
r,™, onde t; e t, Sd0 constantes arbitrarias.

Assim, como F; = F, = 1, podemos encontrar os valores de t; e t,, resolvendo o
sistema

{F]_ == tl 'T‘ll + t2 ’TZI
F2 == tl _1,.12 +t2 'rzz’

que € equivalente a

{tl'T1+t2-T2=1 (l)
tl -T‘12 +t2 'TZZ =1 (ll)

Isolando t; na equacdo (i), obtemos

Como 7, e, sdo raizes de r2 — r — 1 = 0, segue-se que
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ni=rnt+len?=nr+1.
Substituindo os valores de ;2 e 1,2 na equagdo (ii), obtemos
t1 (m+D+t,-(np+1) =1 (iv)
Substituindo (iii) em (iv), segue-se que

(1—t2'1‘2

)-(r1+1)+t2-(r2+1)=1
"

T'1+1—t2-1‘1-1‘2—t2-1‘2+t2'7‘1-7‘2+t2-1’1
o =1

L]

<—>T1+1—t2'7'2+t2-7”1=7”1

ot (n—rn)=-1
. -1
Ud = .
2 n—n
Portanto,
. -1
2 \/g

Substituindo o valor de t, na equacéo (iii), obtemos

1-(#)‘%)_1‘@—&1)_(@“) 2

t1=

<1+\/§> - <1+\/§> 25 (V5+1)
2 2
Portanto,

b L

1 —\/g-

Substituindo os devidos valores na equacéo F, = t;r," + t,7,™, obtemos

. _L.<1+ @)”_i'<1—\/§>"
"5 2 NG 2 '

Portanto,

() (=)

Fn = )
V5

para todo n € N, como queriamos demonstrar.
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E notavel que seja necessario recorrer a formulas envolvendo nimeros irracionais para
representar os elementos da sequéncia de Fibonacci que sdo nimeros naturais.

Os numeros de Fibonacci guardam inumeras relacbes entre si, dentre as quais
destacaremos algumas, a seguir.

A fim de evitar ter que fazer restricdes sobre os indices nas formulas envolvendo
numeros de Fibonacci, convencionamos que F, = 0.

Proposicdo 10: Para todo par de nUmeros naturais n e m, temos que

Foim = Fo - Fnyr + Fpq - B

Demonstracao

Faremos a demonstracdo fixando n e usando inducdo completa sobre m.

Param = 1, temos
Fpiy1 =F,-F, + F,_, - F, = E, + F,_4, 0 que é verdadeiro, pois F; = F, = 1.

Suponhamaos agora o resultado valido para todos os indices menores do que ou iguais a
um certo nimero natural m. Temos entdo que

Foom =B Fugr + Faoy - By (D
Foiym-1=Fy - Bn+ Fuq - Fpog (00)

Somando membro a membro as igualdades (i) e (ii) e utilizando a defini¢cdo da

sequéncia de Fibonacci temos
Foimi1 = Foam + Foyme1 = B (B + F) + Fog - (B + Fipe)
=Fy - Fnsz + Foor - Fsn

como queriamos demonstrar.

Portanto,

Fpom = F, - Fpuyq + Fp—q - Ey, paratodo n,m € N.

O resultado a seguir, devido a Euclides, é de grande importancia e sera utilizado na

demonstracdo da proxima proposicao.

Lema 1 (Euclides): Sejam a, b, n € Z. Se existe mdc(a,b — n - a), entdo mdc(a, b) existe e
mdc(a,b) = mdc(a,b —n - a).
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Demonstragao

Sejad = mdc(a,b —n-a). Temos que d|a e d|(b —n - a). Logo, d divide b = b —
n-a+n-ae, consequentemente, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que c seja
um divisor comum de a e b. Logo, ¢ € um divisor comum de ae b —n-a. Logo, c|d e,

portanto, d = mdc(a, b).
Proposicdo 11: Dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci sdo coprimos.

Demonstracao

Usaremos inducdo sobre n, para provar que mdc(F,.,,F,) = 1. Para n = 1, temos
que mdc(F,, F;) = mdc(1,1) = 1, 0 que é verdadeiro.

Suponhamos que o resultado seja valido para n, isto é, que mdc(F, 41, F,) = 1.

Devemos provar que mdc(F, 45, Fp4q) = 1.

Pelo lema 1, temos que

mdc(Fpyz, Fpy1) = mdc(Fuyz — Fyr, Fugq) = mde(Fy, Fryp) = 1

Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que mdc(E,, Fp41) = 1,

para todo n € N.

Proposicdo 12: Dada uma sequéncia (a,)nenufo} = (@, a1, az, ...) de ndmeros naturais tal
que a, = 0 e para todo m > n, mdc(a,,, a,) = mdc(a,, a,), onde r é o resto da divisdo de
m por n, entdo tem-se que

mdc(am, an) = Qnacmn)-

Demonstracéao

Vamos considerar 7,75, ... 1y # 0 e rg,.; = 0 0S restos parciais quando aplicamos o
Algoritmo de Euclides ao par m, n; logo, r, = mdc(m,n). Portanto, pela propriedade da
sequéncia (an)nenufo}s
mdc(a,,, a,) = mdc(an, arl) = ---mdc(ars, arsﬂ) = mdc(ars,ao) = mdc(ars, 0) =a, =

= Amac(mn) COMO queriamos demonstrar.
Proposicdo 13: Se m,n € N sdo tais que m|n, entdo, F,,|E,.

Demonstracéo:
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Escreveremos n = m - k e faremos a demonstracao usando inducéo sobre k.

Parak =1,temosn = m -1 = m. Logo, E, = F,, €, consequentemente, F,, |F,.

Suponha, agora, o resultado valido para algum valor de k; isto é, F,, | Fy,.x-

Pela proposicao 10, temos que

Froern) = Fmksm = Fk—1Bn + FncFmit-

Como E,, |Fy.k—1Fn €, por hipétese de inducdo, F,,|Fy,..x Fm+1, S€QUe-se que F,, divide
Fn-(k+1)-

Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que F,, | F,.
Enunciamos a seguir 0 Teorema de Bézout, com sua respectiva demonstracdo. Esse teorema é
utilizado em algumas demonstracdes do nosso trabalho. Antes, porém, mostraremos um

resultado que seré utilizado na demonstracdo do referido teorema.

Proposicdo 14: Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Entdo,
(i) se a|b e b|c, entdo a|c;

(ii)se alb e a|c,entdo a|(b + c) e a|(b — ¢);

(iii) se a e b sdo positivos e a|b, entdo 0< a < b;

(iv) se alb e b|a, entdo a = b ou a = —b.

Esta proposicao foi retirada de Oliveira (2019, p. 91).

Demonstracao
(i) Se a|b e b|c, entdo existem inteiros q; e g, taisque b =a-q; ec=b - q,.
Substituindo o valor de b na segunda igualdade, segue-se que
C=a-qy-qzC0mgqy-q; €Z,
Portanto, a|c, como querimos demonstrar.
(ii) Se a|b e a|c, entdo valem as igualdades b = a - q;,q; EZec=a-q, q, € L.
Somando e subraindo ambos os lados das duas igualdades anteriores, obtemos,
respectivamente,
btc=a-(q1+q2),(q1+q) EZeb—c=alq —q), (g1 — qz) EZL.
Portanto, a|(b + ¢) e a|(b — c¢), como queriamos demonstrar.
(iii) Se a|b, sendo ambos positivos, entdo a = b - q, com q > 1.
Como a é positivo, multiplicando por a ambos os lados da desigualdade anterior, temos que
b=a-gq=a>0.

Portanto, 0 < a < b, como queriamos demonstrar.
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(iv) Se a|b e b|a, entdo |a| divide |b]| e |b| divide |a].
Logo, pelo item (iii), temos que |a| < |b| e |b| < |al, ou seja,
lal < |b| < |al.
Portanto, |a| = |b| e, consequentemente, a = b ou a = —b, COMO queriamos

demonstrar.

Teorema 10 (Bézout): Se d = mdc(a, b) entdo existem numeros inteiros x, e y, tais que

d = mdc(a,b) = axy + by,.

Demonstracéo

Seja a combinag&o linear ax + by, com x,y € Z. O conjunto de inteiros, denotado por

Cop = {ax + by; x,y € Z},

contém nimeros inteiros positivos e negativos. Fazendo x = y = 0, percebemos que 0 € Cy
também contém o zero.

Pelo principio da boa ordenacdo, podemos escolher x, e y, tais que § = ax, + by,
seja 0 menor numero inteiro positivo contido no conjunto C, ;.

Provaremos que &|a e §|b. Provaremos que &|a e 0 outro caso segue analogamente.
Para isto, usaremos 0 método de reducédo ao absurdo, ou seja, vamos supor que & ndo divide a
e obteremos uma contradicéo.

Pela divisdo euclidiana, se § ndo divide a existem inteiros g e r tais que a = 6q +r
com 0 < r < 4. Portanto,

r=a—-06-q=a—q-(axg+byy) =a-(1—qxy) +b-(—qyo).

Logo, r esta no conjunto C, ,, 0 que contradiz a hipotese de § ser o menor elemento positivo
contido em C, 5, . Portanto §|a. De maneira analoga prova-se que §|b.

Provaremos, agora, que § = d. Com efeito, desde que d = mdc(a,b), podemos
escrevera=d-a;, b =db, e

§ =axy+ by, =d - (a;xg + b1yy ).

Logo d|6 e, pela Proposicdo 14(iii), concluimos que d < 8. Mas d < & € impossivel pois

d = mdc(a, b). Portanto, d = § = ax, + by,, como queriamos demonstrar.

Proposicgéo 15
Ou dois itens desta proposicao foram retirados de Hefez (2014, p. 99).
(i) Se mdc(a,b) = 1, a|c e b|c, entdo ab|c.
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Demonstracao
Se mdc(a,b) = 1, entdo, pelo Teorema de Bézout existem inteiros m e n tais que
ma + nb = 1. (D
Se a|c e b|c, entdo existem inteiros ke qtaisquec =a-kec=b-q.
Multiplicando ambos os lados da igualdade (1) por ¢, temos que
c=c-m-a+c-n-b.
Substituindo, no segundo membro da Gltima igualdade, ¢ por b - g no primeiro termo e
por a - k no segundo termo segue-se que
c=b-gq-m-a+a-k-n-b=a-b-(q-m+k-n)
e, portanto, a - b|c, como queriamos demonstrar.
(ii) Se mdc(a,b) = 1, entdo mdc(ca, b) = mdc(c, b).

Demonstracéao

Se mdc(a,b) = 1, entdo, pelo Teorema de Bézout existem inteiros m e n tais que

m-a+n-b=1. Q)

Considerando d; = mdc(c - a,b) e d, = mdc(c, b), existem inteiros k, g, k" e ¢, tais

que
c-a=k-d,b=q-dy,c=k'-d,eb=q -d,.
Multiplicando ambos os lados da igualdade (1) por ¢, temos que
c=c-m-a+c-n-b.
Substituindo, na igualdade anterior, ¢ - a por k - d, e b por q - d,, segue-se que
c=kdim+cqdin=d;-(k-m+c-q-n)e, portanto, d,|c.
Como d,|b e d,|c, seque-se que d,|mdc(b, c), ou seja, d,|d,.
Multiplicando ambos os lados da igualdade (1) por c, temos que
c=c-m-a+c-n-b.

Substituindo, no segundo membro da igualdade anterior, c por k' - d, e b por q' - d,,
segue-se que
c=k'-dy m-a+c-n-q-dy=d,-(k'-m-a+c-n-q’) e, portanto, d,|c.

Como d,|b e d,|c, segue-se que d,|mdc(b, c), ou seja, d,|d;.

Assim, d,|d, e d,|d;, ou seja, d; = d,.

Com isso, fica provado que

mdc(ca,b) = mdc(c,b) =1,
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se mdc(a, b) = 1, como queriamos.
Proposicao 16: Seja (F,),en a Sequéncia de Fibonacci; entéo,

de(Fm, Fn) = Fde(m,n)'

Demonstracao
Sejam m,n € N. Suponha que m > n. Pela divisdo euclidiana de m por n, temos que
m = n - q + r. Portanto, pela proposic¢do 10, temos
F = Foger = Frgo1Fy + FygFran.
Como, pela Proposicdo 13, F, |F,,, pelo Lema 1, temos que
mdc(Fp, ) = mdc(Fygoq - B+ Fyg - Frin, Fy)
=mdc(Fpq-1 - F. Ey). (1D
Como, pela Proposicdo 11, mdc(Fp.q-1, Fr.q) = 1, segue-se que mdc(Fp.q-1, F,) = 1
(veja proposicao 15 (ii)) e, consequentemente, de (1) e da Proposicao 15 (i), segue-se que
mdc(FE,, E,) = mdc(F,, FE.).
Portanto, pela Proposi¢édo 12, temos que
mdc(Fy, Fy) = Facimn),

como queriamos demonstrar.

Corolério 16.1: Sejam m > n > 2. Na sequéncia de Fibonacci, temos que F, divide F,, se, e

somente se, n divide m.

Demonstracao
Temos que a condicdo F, divide F,, € equivalente a F, = mdc(F,, F;) = Fnacmm)-
Paran > 2, ndo ha outro termo na sequéncia de Fibonacci igual a F,,, o que equivale a dizer

gue n = mdc(m, n), e, consequentemente, a n|m.
3.2 0 TRIANGULO DE PASCAL E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

O triangulo de Pascal apresenta algumas caracteristicas que encantam 0s matematicos.
Em primeiro lugar, nele convivem em harmonia ndmeros e formas geomeétricas. Ele é repleto
de simetrias e € possivel construi-lo usando uma de suas propriedades, chamada relacdo de
Stifel. Veremos agora como este triangulo de numeros se relaciona com a sequéncia de

Fibonacci.
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As somas dos numeros dispostos nas diagonais do triangulo de Pascal formam,

precisamente, a sequéncia de Fibonacci, como podemos ver no diagrama a seguir.

Figura 2 — Relagéo entre o triangulo de Pascal e a sequéncia de Fibonacci.

1
B 1
21 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor

Este fato foi notado pelo proprio Fibonacci quando estudava o triangulo de Pascal, que
entdo era conhecido como o tridngulo chinés.

Este resultado sera provado por meio da proposicao a seguir.
Proposicéo 17

Seja F,, n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Para todo nimero n € N U {0}, temos

n n—1 n—2 n—3 .
(0)+< ) )_|_( , )+( ] )_|_...: n+1,0nde na soma interpretamos
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(T:)=Osek>m.

Demonstracao
Para provar esse resultado, usaremos indugao sobre n.

Paran = 0,temos F,; = Fy,y = F, = 1 = (g) - (8).

Suponhamos, agora, que o resultado seja valido para todos 0s naturais menores do que
ou iguaisan — 1, isto é,

SYECR NGRS

Mostraremos que o resultado vale para n, isto é,

@+ ()2 ) () e

Fua=FtFa= ("0 )+ (") (0 0) (1) (0 5)
(o)) () () e
SR G o (e R I Gy

)
("o (")) () T

Observe que

paran > 1. Temos entdo que

00305 )

para n € N U {0}.
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3.2.1 Aplicagdes

1. Considere (F,),»1 a sequéncia de Fibonacci. Prove que:

a) F,4 3 < 5F, paratodo n > 3(adaptado de Barbosa (2016, p. 54)).

b) £, < (2)".

Solucéo:
a) Como a sequéncia de Fibonacci é crescente e F, + F,,_; = F, 41, temos
Fops=Fppo+t i =Py Byt By = 2F + B =2 (B + Fpog) +
E, = 3E, + 2F,_, < 3E, 4+ 2F, = 5F,.

Portanto, F,,; < 5F, paratodon > 3.

b) Usaremos inducdo sobre n. A desigualdade é valida para n = 1, pois,
1

F-1<()
1 — 4 .
Suponhamos que a desigualdade seja verdadeira para n € {1, 2,3, ...,n}. Devemos

mostrar que

7 n+1

Fn+1 < (Z)

De fato,

n-—1 n-—1 n—-1

AT R U R

Como

segue-se que
N /7
Fn+1<(z) '(z)

n+1

Fvr < (z) :

Portanto,

como queriamos demonstrar.
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2. Sejam F, e F, ., dois termos da sequéncia de Fibonacci. entdo existem dois nimeros

inteirosaebtaisque a-F, +b - F,yq = 1.

Solucéo:
Como F, e F,,, sdo primos entre si, o resultado segue pelo teorema de Bezout

(teorema 12)

3. Seja E, 0 n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Prove que

Fy.3 — F,_3 = 4F,, paratodo n > 5.

Solucéo:
Faremos a prova por indugédo sobre n. Para n = 5, temos
Fg — F, = 4F; & 21 — 1 = 4 -5, 0 que é verdadeiro.
Suponhamos, agora, que F,,; — F,_; = 4F,, para algum natural n > 5. Devemos
provar que Fp, 44 — Fpp_o = 4F, 1.
Temos que
Fnya—Fnp = Fpyz t Fpig = F3 — g = Fryz — Fyoz + Fpyp — Fyg
Como, por hip6tese de indugdo, temos que
Fpi3 — F_3 = 4F,, segue-se que
Foya —Fpo = 4F + Fpy1 + Fy — Fy
=5F* Fpy1 — (Fpez — Fs)
=5Ft Fpyg — Fpz + Fs
=SEt Fpy1 —Fpa ¥ Fpo —F
=SFyt Fpyr — (Fy — Fuoy) + Fpoy — (FBy — Fey)
=3F, + Fp11 + 3F,_4
=3F 4+ Foy1 +3- (Fy — Fuz)
=6F, + Fuy1 — 3+ (Fy — Frey)
=6F, + F,41 — 3F, + 3F,_,
=3F + Fuyq + 3 (Fuyr — Fy)
=3F, + 4F,,, — 3F,.
Portanto,
Foya — Fuop = 4Fp44,

como queriamos demonstrar.
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3.3 RECORRENCIAS DO TIPO x, =a - X,_; + b - Xy_5, 0 = 2.

Observe que a sequéncia de Fibonacci é do tipo x,, = a - x,_1 + b - x5, n =2, €M
que x; =x, =1,a=1e b =1. Apresentamos dois outros problemas cuja resolucdo recai

nesse tipo de recorréncia.

3.3.1 O problema das n lampadas

Consideremos, inicialmente, o seguinte problema: Quatro lampadas podem estar
ligadas ou desligadas. De quantos modos podemos dispd-las, de forma alinhadas, sabendo que
nédo pode haver duas lampadas adjacentes ligadas simultaneamente?

Este problema é enunciado e resolvido pelo Professor Morgado, de saudosa memdria,
em uma video aula, na internet. O leitor podera acessa-la no link

https://www.youtube.com/watch?v=1loy3e9G-7kk

Solucéo:
As possiveis configurages, sao:
{D D D D (As4Ilampadas estdo desligadas )

L D
Il)) % (1 lampada esté ligada e 3 lampadas estdo desligadas)
D D

L D
D L (2 lampadas estéo ligadas e 2 lampadas estdo desligadas)
D L

Teremos, portanto, oito configuracdes possiveis.
Se, em vez de quatro lampadas, tivéssemos n lampadas, como seria a solu¢ao?
Nesse caso, chamando de a,, a solucdo do problema para n lampadas.

Considerando n lampadas, temos que a primeira lampada pode estar desligada ou
ligada:
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se a primeira lampada estiver desligada, teremos a,,_, possibilidades para as n — 1 lampadas
restantes;

se a primeira lampada estiver ligada, a segunda lampada, obrigatoriamente, devera estar
desligada. Nesse caso, teremos a,,_, possibilidades para as n — 2 lampadas restantes.

D ... __ (' nlampadas, com a primeira lampada desligada.

L D .. __ (' nlampadas, com a primeira lampada ligada e a

segunda lampada, obrigatoriamente, desligada. Teremos a,,_, solucdes ).

O ndmero de solucdes para n lampadas, a, € a soma dos resultados quando se
considera a primeira lampada desligada (a,_;) com o resultado que se obtém, considerando a
primeira lampada ligada (a,,_,), isto é, a, = a,—1 + a,_,.

Assim, teremos a solucdo dada pela recorréncia
an = Ap_1 + Ap_3.
Particularmente, no caso de dez lampadas, podemos fazer progressivamente:

a,; = 2 (pois, considerando uma lampada (n = 1), temos 2 possibilidades, pois ela pode estar
desligada ou ligada)

a, = 3 (pois, considerando duas lampadas (n = 2), temos 3 possibilidades (DD, DL e LD)
a;=a,+a,=3+2=05.
a, = as +a, =5+ 3 = 8 (como ja haviamos encontrado inicialmente).
as=a,+a3;=8+5=1
ag = as +a, =13+ 8 = 21.
a; =ag+as =21+ 13 = 34.
ag =a; +ag =34+ 21 =55.
aq = ag +a, =55+ 34 = 89.
a9 = a9 + ag = 89 + 55 = 144.
Portanto, considerando 10 Iampadas, teremos 144 configuracdes possiveis.
Para o caso de n lampadas, é suficiente resolver a recorréncia de segunda ordem
ap, =0au_1t+ay_ c0ma, =2ea, =3.

Escrevendo os termos dessa sequéncia, obtemos
(2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233,377, ...).
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Observe que a formula de recorréncia dessa sequéncia é a mesma da sequéncia de
Fibonacci, a qual ja estudamos anteriormente.

Proposicéo 18: Paratodon € N,en > 3, paraa sequénciaa, = a,_1 + a,_,, coma; = 2¢€
a, = 3, tem-se que

- (559 (5

10 2 10 2

Demonstracéao

a1=2,a2=3

Usando o Teorema 6, vamos resolver a recorréncia { .
ap = dn—1 + ap—2

A equacdo caracteristica r> — r — 1 = 0 tem como raizes

:1+\/§ 1—+/5

T er, =
! 2 2 2
Pelo Teorema 6, as solucdes da recorréncia sdo as sequéncias da forma
ap =t 1"+t n"

onde t, e t, sdo constantes arbitrarias.

Assim, como a; = 2 e a, = 3, podemos encontrar os valores de t; e t,, resolvendo o
sistema

{al = tl ‘Tll +t2 'Tzl
a, = tl 'le + tz 'TZZ'

que é equivalente a

{tl'T‘1+t2-T‘2=2 (l)
ty i+t -2 =3 (i)

Isolando t; na equacdo (i), obtemos

Como 7y e 1, sdo raizes de r2 —r — 1 = 0, segue-se que
rnP=r+len?=r+1
1 —h 2 =N .
Substituindo os valores de ;2 e 1,2 na equagdo (ii), obtemos

t;-(m+D+t,-(r,+1) =3 (iv)



Substituindo (iii) em (iv), segue-se que
2—t, T
(#)-(r1+1)+t2-(r2+1)=3
1

2'T‘1+2—t2'T1'T2—t2'T2+t2'7‘1'7‘2+t2'1’1_
&1

Rd

<—>2'T'1+2—t2'7'2+t2'7'1=3'r1

oty (n—r)=r—2

T‘1 - 2
> t2 =
H—1
14+ +/5
) -2
ot, =—="——
V5
1+V5-4
2
oty =—
2 V5
V5 -3
“ t2 = :
2v/5
Portanto, racionalizando o denominador, temos
. _5-3V5
27 10
Substituindo o valor de t, na equacéo (iii), obtemos
2 - tz * rz
tl = T—l
,_(5=3V5) (1=+5
10 2
t, =
! 1+ V5
2
5 —5v5 —3v5 + 15
- 20
© 1','1 =
1+ 5
2
20 — 85
Z2-—5
g tl =
1+ 5

2

3
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20 + 8V5
20

1+ /5
2

7
ot = (20 42—08 5) . (1 +2\/§)

20 + 8v5
ot =——
10- (1 +5)

Portanto, racionalizando o denominador, temos

<—>t1:

5+ 35
tl:—lo .

Substituindo os devidos valores na equagéo a,, = t;r;™" + t,r,", obtemos

_(5+3V5) (1+VB\"  (5-3V5\ (1-VB\"
w=(Fa) () ) (57)

para todo n € N, como queriamos demonstrar.

3.3.2 Problema (Texto PROFMAT)

O seguinte problema foi retirado da plataforma moodle PROFMAT:

75

Quantas sdo as sequéncias de 10 termos pertencentes a {0,1,2} que ndo tém dois

termos consecutivos iguais a 0?

Solucéo:

Seja x,, o numero de sequéncias com n termos respeitando as condi¢des do

enunciado. Vamos contar separadamente as sequéncias, de acordo com o seu termo

inicial.
Termo inicial

2 (n — 1) termos — o n2 dessas sequéncias comec¢ando por 2 € x,,_4;

1 (n — 1) termos — o n2 dessas sequéncias comec¢ando por 1 é x,,_4;

0 (22termo 1) = (n — 2) termos — o n? dessas sequéncias comeg¢ando por 0 é x,_»;

0 (22 termo 2) —»(n — 2) termos — o n? dessas sequéncias comecando por 0 é x,,_,.

Logo, teremos a recorréncia
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Xn = 2Xp_q + 2Xp_5,n =3
Veja que:

x1 = 3 ( sequéncias com 1 termo respeitando as condi¢des do enunciado: 0 1 2).

X, = 8 ( sequéncias com 2 termos respeitando as condi¢des do enunciado: 01 02 10
12 20 21 22).

Para os demais termos, temos:

X3 =2%x,+2x,=2-8+2-3=22
X4 =2Xx3+2x,=2-22+2-8=60
X5 = 2Xx4 +2x3 =2-60+2-22 =164
Xe = 2x5 +2x, = 2-164 + 2 - 60 = 448
X7 = 2X¢ +2x5 = 2-448+ 2 -164 = 1.224
Xg = 2Xx7 + 2xg = 2-1.224 + 2 - 448 = 3.344
Xg = 2Xxg+2x;, =2-3.344 +2-1.224 =9.136
X190 = 2Xg + 2xg = 2-9.136 + 2 - 3.344 = 24.960
Portanto, a resposta do problema consiste em 24.960 sequéncias.
Em Lima (2006, p. 75), esse problema é proposto considerando sequéncias de n

termos.
Generalizagao para sequéncias de ntermos

Seja o problema:
Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1,2}, que ndo

possuem dois termos consecutivos iguais a 0(zero)?

Solugio:
Devemos resolver a recorréncia

Xp = 2Xp_1 + 2xy_p,paran = 3,comx; =3 ex, = 8.

Trata-se de uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes

inteiros. Sua equacao caracteristica é
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r’=2r+2e1r?-2r—-2=0.
Resolvendo esta equacgdo do segundo grau, encontramos como raizes
r1=1+\/§er2=1—\/§.
Pelo Teorema 8, as solugdes da recorréncia séo as sequéncias da forma
Xn =t 1+t 1",
onde t, e t, sdo constantes arbitrarias.

Assim, como x; = 3 e x, = 8, podemos encontrar os valores de t; e t,, resolvendo o
sistema

{xl = tl 'T‘ll +t2 'Tzl
Xy = tl 'le +t2 '7"22‘

que € equivalente a

{tl-T'1+t2'T'2=3 (l)
tl '7‘12 +t2 ’T'ZZ == 8 (ll)

Isolando t; na equacdo (i), obtemos

3—t,'r
£ = 212

(iii).

1
Como 7y e 1, sdo raizes de r?2 — 2r — 2 = 0, segue-se que
rn2=2r+2en?=2r+2.
Substituindo os valores de ;2 e 1,2 na equagdo (ii), obtemos
t, - 2r+2)+t, - 2r,+2)=8 (iv)
Substituindo (iii) em (iv), segue-se que

(3 —t,7r

k )-(2r1+2)+t2-(2r2+2)=8
1

6T'1+6—2-t2-T‘l-T‘Z—Z-tZ-T'2+2-t2-7‘1-7‘2+2-t2'7”1

"

8

U d

<—>6T‘1+6—2-t2-1'2+2-t2-r1=8T‘1
<—>t22(T‘1—TZ)=2T1—6

_ 27'1_6
2-(rn—1)

ot
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2-(1++v3)-6
o t2 =
2-2V3
2V/3 -4
« t2 = :
43
Racionalizando o denominador, obtemos
3-2V3
tz = 6 .

Substituindo o valor de t, na equacéo (iii), obtemos

3—(3_2“@)-(1—\@) 3_3-3V3-2V3+6
_ 6

o 6 B (9 + 5\/§> < 1 )
' 1++3 1++3 6 (1++3))
Racionalizando o denominador, obtemos
3+ 2v3
1= 6 .

Substituindo os devidos valores na equagéo x,, = t; - ;™ + t, - 1™, obtemos

. = <3 +62\/§> 1+ \/g)n N <3 —62x/§

)-a-ay.

para todo n € N.

3.4 APLICACOES LUDICAS

3.4.1 A pizza de Steiner

A pizza de Steiner trata de um problema que consiste em determinar o ndmero
maximo de regides em que n retas dividem o plano.

Solucéo:
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N° de cortes (retas) N° maximo de regides
1 2=1+1
2 4=1+1+2
3 7=1+1+2+3
4 11=1+1+2+3+4

n-(n+1)
2

n R,=1+1+2+3+-+n=1+

Justificativa:

A partir da segunda reta tracada, o nimero de pontos de intersecdo das retas é igual ao
namero de retas ja existentes. Assim, ao tracar a (n + 1)-ésima reta, teremos n pontos de
intersecdo. Além disso, essa (n + 1)-ésima reta terd n + 1 segmentos determinados sobre si
propria. Temos também que n + 1 regides sdo subdivididas e que n + 1 regides adicionais
séo criadas.

Logo, ao se acrescentar a reta de ordem n + 1 R,, aumenta de n + 1.

Temos, assim, a recorréncia

{ Ry =2 cuja solucdo é
Ry, = R, + (n+1), nx> 1 CHas0NE
n-(n+1)
Rp=1+———" neN.

Podemos provar esse resultado fazendo inducéo sobre n.

O resultado vale paran = 1, pois,

1-(1+1)
R1:1+T:1+1:2.

Suponhamos, agora, que para algum valor de n € N, tenhamos

n-(n+1

Ry=1+20*D
2
Temos, entdo, que
n-(n+1 n+1)-(n+2

Rn+1:Rn+(n+1):1+¥+(n+1):( )2( )+1.
Portanto, pelo principio da indu¢do matemaética temos que

n-(n+1

paratodon € N.
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O nome do problema é uma homenagem a Jacob Steiner (1796-1863), proeminente

gebmetra que deu a solucéo desse problema em 1826.

3.4.2 A torre de Handi

Este jogo é composto de n discos de diametros distintos com um furo no seu centro e
uma base onde estdo fincadas trés hastes. Numa das hastes estdo enfiados os discos de modo

que nenhum disco esteja sobre um outro de didmetro menor (figura abaixo).

Figura 3 — Torre de Hanoéi

Fonte: Elaborada pelo autor

O jogo consiste em transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslocando um
disco de cada vez, de modo que, a cada passo, seja observada a regra de que nenhum disco
esteja acima de um de raio menor.

As perguntas naturais que surgem s3o as seguintes:

1. Ojogo tem solucdo paracadan € N?
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,. Caso afirmativo, qual é o ndmero minimo j, de movimentos para resolver o

problema com n discos?

Usando inducdo matemdtica, vamos ver que a resposta a primeira pergunta é
afirmativa qualquer que seja o valor de n. Em seguida, deduziremos uma férmula que
nos fornecera o numero j,.

De fato, usando indugdo sobre n, temos que para n = 1, obviamente, o jogo tem

solucdo.

Suponhamos, agora, que o jogo tenha solugdo para n discos.

Devemos provar que o jogo tem solugdo para n + 1 discos.

Para ver isso, inicialmente resolvemos o problema para os n discos superiores da
pilha, transferindo-os para uma das hastes livre ( isto é possivel, pois, por hipdtese de
inducdo, o problema com n discos tem solucdo ).

Em seguida, transferimos o disco que restou na pilha original ( o maior dos discos )
para a haste vazia. Feito isso, resolvemos novamente o problema para os n discos que estdo
juntos, transferindo-os para a haste que contém o maior dos discos.

Isso mostra que o problema com n + 1 discos possui solucdo e, portanto, pelo
principio da indu¢ao matematica, o jogo tem solugdo para todon € N.

Para determinar uma formula para j,, veja que, para resolver o problema para n + 1
discos com o menor nimero de passos, temos, necessariamente, que passar duas vezes pela
solucdo minima do problema com n discos. Temos, entdo, que

Jner=2-jn+ 1L =1
jp=2j;+1=2-1+1=3=22-1
j3=2j,+1=2-341=7=23-1
ja=2j3+1=2-7+1=15=2%-1

js=2-j,+1=2-15+1=31=25-1
je=2js+1=2-31+1=63=2°-1

Obtemos, assim, uma progressao aritmético-geométrica (j,,) cujo termo geral é, como

visto em 2.1.3, dado por
L et
Jn =119" 1+r—q —

emque, j; =1,qg=2er=1.
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Dai, segue-se que

n-1

ja=1-2M 4 = 2 2 - L

Portanto,
Jn=2"—1.

Esse resultado pode ser provado por indugéo sobre n.

Paran = 1, temos j; = 21 — 1 = 1, 0 que mostra que o resultado é valido.
Suponhamos, agora, que j, = 2™ — 1, para um certo n € N.

Devemos provar que j,,, = 2"t — 1.

Temos que

jp1 =2 jp+1=2-Q" =1 +1=j,=2""-2+1=j, =2""1-1.

Portanto, pelo Principio da Indugdo Matematica, podemos concluir que j, = 2" — 1,
para todo n € N. Esse jogo foi idealizado e publicado pelo matematico francés Edouard
Lucas, em 1882.

3.5 METODO DE NEWTON PARA OBTER VALORES APROXIMADOS DE UMA RAIZ
DA EQUACAO f(x) = 0.

Dada uma fungdo f: R — R, as solucBes da equacdo f(x) = 0 sdo chamadas de raizes
ou zeros da funcdo f. Se f for uma funcdo polinomial com grau menor do que cinco, existem
férmulas para o calculo dos seus zeros. Para as fungdes polinomiais de grau trés ou quatro, as
férmulas sdo bastante complicadas e por isto pouco usadas. No entanto, existem métodos
numericos que nos permitem obter valores aproximados das solu¢des de equacgdes do tipo
f(x) = 0. 0 chamado método de Newton, idealizado por Isaac Newton no século dezessete, é
um deles e sera apresentado agora.

Consideraremos a funcéo f como sendo derivavel e f'(x) # 0, para x préximo da raiz
a ser considerada. Na figura 4, representamos um esbogo do gréfico de y = f(x). Se o
namero real r € uma raiz da equacdo f(x) = 0, r € o ponto em que o gréafico de f intersecta o
eixo Ox. Para obter uma aproximacao de r, escolnemos um ndmero x, razoavelmente proximo
do raiz r. Se t, € a reta tangente ao grafico de f no ponto (xo, f (xo)), to intersecta o eixo 0x

no ponto x;. O nimero x,; representa uma segunda aproximacao de r. Repetindo o processo
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com a reta t;, tangente ao grafico de f no ponto (x;, f(x1)), encontramos o ponto x,, que € a

intersecdo da reta t; com o eixo Ox. O nUmero x, representa uma terceira aproximacgéo de r. A

figura 4, representa o processo acima descrito. Os nUmeros xg, X1, X5, ..., X, X541, €StA0 cada

vez mais préximos do numero r. Encerramos o calculo quando obtivermos uma aproximacao

previamente estipulada.

=, segue-se que X3 = Xo
—A1

Figura 4 - Como a inclinag8o da tangente é f'(x,) = xf("ﬂ)
0

_ J&o)
fr(xo)’

/\y
-
(Xo, (%))
(%, (%)) i
|
o Xz X4 ;c- > X
y :i('x_)’_._‘__’___.

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma equacdo de t, € y — f(xo) = f'(xo) - (x — x). Nesta equacdo fazendo x = x; e

se f'(xg) # 0.

Com esse valor de x;, uma equacdo de t; é y — f(xy) = f'(x;1) - (x — x;). Fazendo

f(xo)
= rem =x, —
y = 0, teremos x; = x, 1o’
x =x, ey =0,teremos x, = x; —

Prosseguindo dessa forma, obtemos os valores para xs, x4, ..

termos de x,, sera entdo x,,.; = x,

f(xq1)
fr(xq)’

se f'(x;) # 0.

_ f(xn)
f’(xn)’

se f'(x,) # 0.

Xy, ... A EXPressdo para x,..;, em



84

Mosraremos agora que a sequéncia acima, quando converge, seu limite é a raiz r de f(x) =

0. Antes, porém, faremos algumas consideracdes tedricas.

Definigdo: Sejam X < R um conjunto nédo vazio e f: X — R uma fun¢do dada. Dizemos que

xo € X é ponto fixo de fse f(x,) = x,.

Definigdo: Uma fungdo f:X — R chama-se uma contragdo quando existe uma constante k,

0<k<1talque|f(x)—f(y)| <k-|x—y|paraquaisquer x ey em X.

Teorema 11: Se X c R é um intervalo fechado entdo toda contragdo f:X — R possui um
unico ponto fixo. Mais precisamente, fixando qualquer x, € X, a sequéncia definida por

Xn+1 = f(x,) converge para o Unico ponto a em X tal que f(a) = a.

Demonstracao
Considerando a observacéo 3, feita na pagina 40, € suficiente mostrar que a sequéncia (x,,) €

de Cauchy. Para isto, seja € > 0 dado e k a constante que define a contracdo f. Como 0 < k <

[x1— xo|

1, existe ¢ € N tal que < g, para quaisquer n > c. Além disto verifica-se que

|41 — Xn| < k™|x1—x0| paratodo n € N. Decorre disto que se m > n > c,

m—1

z (Xip1 — x;)

i=n

m-—
|2, — x0| kn
sZmﬂ xl|<Z|xl xol - k< b —x] - Zkl—
i:

Logo a sequéncia x, ., = f(x,) € de Cauchy e portanto converge para algum a € X. Fazendo

|xm _xnl =

n — oo em x,,q = f (x,) teremos a = f(a).

Consideremos agora a funcéo g: [r — u,r + u] - R, definida por g(x) = x — % onde f é

duas vezes derivavel, f'(x) = 0 e f"(x) continua. Mostraremos que g € uma contracao e,

S xn)
f1(xn)

unico ponto fixo de g, isto é, existe um Unico a tal que g(a) = a. Decorre disto que f(a) =

portanto, pelo teorema acima, a sequéncia x,,.; = g(x,) = x, — converge para o

0. Para concluir, resta mostrar que g € uma contracao.

f(x)

fx) JECIDMC))
frx

frx? -
f(r) =0eassim g'(r) = 0. Como g’ é continua, existe um intervalo fechado I, centrado em

Sendo g(x) =x — derivando obtemos g'(x) = Como r é uma raiz de f,
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r, tal que |g'(x)| <% para todo x € I. Se x,y € I, pelo teorema do valor médio g(x) —

g) =g Wk -—y).

Segue entdo que |g(x) —g(y)| < %lx — y|. Entdo g é uma contracéo.

As aproximacoes x4, x,, ... S80 obtidas a partir da primeira aproximacao x,, usando as
equacOes das retas tangentes. A reta tangente t, no ponto (xo, f (xo)) tem uma inclinacéo de
f'(x). Assim, uma equacdo de t, é

y — f(x0) = f'(x0) (x — x0)
x, € 0 ponto de interseccdo de t, com o eixo Ox. Assim, substituindo as coordenadas desse
ponto na equacao acima, segue-se que

0 — f(x0) = f'(x0) (x4 — x0)

S
tee f'(xo)

se f'(xy) # 0.

Com esse valor de x,, uma equacao de t, é

y— Q) =) (x —xq)

Entdo, na equacdo acima, expressando x = x, e y = 0, teremos
0—f(xy) = f(x)x2 —x1)

f&) oo f'(x)) # 0.

1= fr(xg)

x2=

Prosseguindo dessa forma, obtemos a férmula geral para a aproximacéo x,,,,, em termos da
aproximacao precedente x,,:

f(xn) /
Xn41 = Xn = 50, se f'(x,) # 0.

Assim, o método de Newton para o célculo de aproximagdes das raizes de f garante
que, sob certas condi¢Ges e mediante uma escolha apropriada x, € R a sequéncia (a,)ns1,
definida por

_ f(an)
fran)

a; = Xg € Apyq = Ay (1) paran =1 (f(a,) # 0), converge para uma raiz de f.
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Mostraremos que a,,; € 0 ponto em que a reta tangente ao grafico de f no ponto
(an, f(ay)) intersecta o eixo das abscissas.
De fato, temos que a reta tangente ao gréfico de f no ponto (an, f (an)) tem equacéo
y — f(a,) = f'(a,)(x — x,). Fazendo y = 0 nesta equagao, segue-se que
0-— f(an) = f,(an)(x - an)
_ flaw)
an = —72
f'(ay)
_ flaw)
" fl(an)

Comparando esse valor de x com a relacdo (1), temos que x = a1, COMO queriamos

demonstrar.

Um caso particular do método de Newton ja era conhecido pelos babil6nios, que
calculavam a raiz quadrada de um nimero positivo a (ou seja, uma raiz da equacdo x> — a =
0) tomando um valor inicial x; e, a partir dele, construir as aproximacgoes x;, x5, ..., Xy, ... de
Va pela férmula iterativa

1 a
i1 = z("n + x_)'
n

Para mostrar esse fato, vamos considerar a sequéncia (a,,)s1, definida por a; = 1 e,
parak € Z,comk > 1,

1 a
A1 = E(ak + —>

converge para+/a , com a > 0.

Fazendo f(x) = x? — a, temos que

Xn4+1 = Xn f’(.X )'
n

se f'(x,) # 0.

Dai, segue-se que
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Exemplos

1. Mostraremos agora como é eficiente 0 método de Newton para achar raizes reais de
uma equacdo algébrica. Para isso, consideremos a equacdo p(x) = 0 onde p(x) =
x°> — 5x2 + 1. Entdo p'(x) = 5x* — 10x. Comegamos observando que p(1) = —3 é
negativo enquanto que p(2) = 13 é positivo, logo deve haver uma raiz real de p entre
1 e 2. Para achar essa raiz, tomamos x, =2 como ponto de partida. Obtemos
sucessivamente

p(xo) 13
=xy————=2——=1,783.
TR T g 7T 60
p(x1) 3,124
Xy = Xq ) ,783 32.703 ,68
_ p(x;) _ ) _
N 1,687 — 2z = 1,667

Poderiamos prosseguir as aproximacgdes, mas nao ha necessidade, pois 1,668 é uma
excelente aproximacdo para a raiz procurada. Uma aproximacdo melhor para a raiz procurada
seria 1,667977989, tdo préxima do valor que obtivemos que ndo compensa o esforco de
prosseguir o calculo. De um modo geral, no método de Newton, cada aproximacao obtida tem
o dobro de digitos exatos da aproximacao anterior.

P 1 .
2. Usaremos agora a formula x4 :E(x”+ xi) para calcular a raiz quadrada
n

aproximada de 2. A partir de um valor inicial (por exemplo x; = 1), a passagem de
uma aproximacdo (x,) para a proxima se da por meio dessa férmula. Ou seja, a
sequéncia de aproximacdes sucessivas é definida recursivamente por

® X = 1,
o Xpiq= %(xn + i) , para todo n € N.

Para a = 2, 0s primeiros termos da sequéncia sao

1 a 1 2
"2=§("1+x—)=5(”i)=1'5
1

1 a 1 2
X, = E(xz 4 x_z) _ E(1,5 + E) = 1,41666 ...

1 a 1
X, = —(x3 + _) = E(1,41666 et ) = 1,414215686 ...

2 X3 1,41666 ...

Note que x, dé& o valor correto de v/2 com 5 casas decimais.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, aprofundamos o estudo sobre as progresses aritméticas e as
progressdes geométricas. Estudamos as progressdes aritméticas de ordem superior, assunto
praticamente ndo explorado no ensino basico. Demonstramos os principais resultados sobre
estes temas. Para tanto usamos com frequéncia o Principio da Inducdo Matematica. Alguns
problemas foram enunciados e resolvidos. As progressdes aritmético-geométricas também
mereceram um destaque especial. Para estas obtivemos a formula do termo geral e a da soma
dos seus n primeiros termos.

Estudamos de um modo geral as sequéncias recorrentes, com destaque para 0S
métodos de resolucdo de equacdes de recorréncia lineares, de primeira e de segunda ordem,
homogéneas e ndo homogéneas. Alguns teoremas e proposi¢cdes foram enunciados e
demonstrados. Alguns exemplos/aplicagdes foram apresentados e resolvidos. Dentre 0s
resultados apresentados merece destaque o teorema 6 na pagina 49. Este teorema é uma
ferramenta poderosissima para resolucéo de alguns problemas de sequéncias recorrentes. Ele
foi utilizado para obter a formula do termo geral da sequéncia de Fibonacci (féormula de
Binet). O teorema 6 possibilitou, também, a resolucdo do problema das n lampadas,
apresentado na pagina 71. Ainda usando o teorema 6, generalizamos o problema do texto
PROFMAT, apresentado na pagina 75.

O problema dos coelhos de Fibonacci foi muito explorado em nosso trabalho.
A sequéncia de Fibonacci foi minuciosamente estudada, com a apresentacdo de varias
proposicdes, seguidas de suas respectivas demonstragfes. Um resultado interessante é a
relacdo entre o triangulo de Pascal e a sequéncia de Fibonacci, apresentada na pagina 66.Vale
salientar o uso de alguns resultados, da Teoria dos Numeros e da Analise, na resolucdo de
alguns problemas que se seguiram a sequéncia de Fibonacci. Dentre estes resultados,
destacamos o Lema 1 ( Euclides), na pagina 61 e o Teorema 10 ( Bézout ), na pagina 64.
Merecem destaque também as aplicagdes ludicas, como a pizza de Steiner e a torre de Handi,
nas paginas 78 e 80, respectivamente. Finalizamos o nosso trabalho apresentando o méetodo de
Newton para calcular raizes de funcbes derivaveis, pagina 82. Definimos contracdo e
enunciamos o teorema do ponto fixo, seguido de sua respectiva demonstragéo.

Observamos que, por mais que estudemos um toépico matematico, no que tange,
principalmente as aplicacdes, sempre haverd a possibilidade de aparecerem novos problemas
interessantes, cuja resolucdo exige um maior aprofundamento no estudo de tal topico

permitindo o surgimento de novas técnicas de resolucao.
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Esperamos que a leitura do presente trabalho possa, de algum modo, despertar o
interesse, de alunos e professores estudiosos de Matematica, no maravilhoso mundo das

sequéncias recorrentes.
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