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RESUMO

Este trabalho constitui-se em um conjunto de apontamentos relacionados com
alguns topicos da Teoria dos Numeros. Inicialmente, expbe-se o conceito de
divisibilidade e alguns dos critérios de divisibilidade mais utilizados no ambito
escolar. Antes de findado este tema introduzimos o conceito de congruéncia e
provamos através dessa ferramenta o critério de divisibilidade por 11.
Posteriormente, definimos os numeros quadrados perfeitos, explicitando algumas
propriedades. Definimos também os ternos pitagéricos e, como ndo poderia ser
diferente, explanamos sobre 0 maximo divisor comum de dois inteiros ndo ambos
nulos. Outro pilar deste trabalho € o Teorema Fundamental da Aritmética, em
consequéncia do qual foram obtidos resultados de suma importancia para seu
desenvolvimento. Procuramos intercalar os conceitos, teoremas e proposigdes com
suas respectivas aplicacbes na resolugédo de problemas, com vistas a tornar o
trabalho mais inteligivel e de agradavel leitura. Dentre outros relevantes
mecanismos abordados € possivel citar o Algoritmo de Euclides. Por fim,
chegamos aos numeros triangulares, tépico que consideramos um dos mais ricos.
Com sucesso, obtivemos uma expressao para 0S numeros triangulares que séo
também quadrados perfeitos. Dentre outros resultados, podemos enumerar as
interessantes relacdes existentes entre progressées geométricas e os triangulares,

bem como as obtidas entre os niUmeros triangulares e as progressfes aritméticas.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros. NUmeros triangulares. Progressoes.



ABSTRACT

This work is constituted in a set of notes related with a few topics of number theory.
Initially, we expose the concept of divisibility and some of the most utilized criterions
of divisibility in basic school. Before ending this theme was introduced the concept
of congruence and a proof of divisibility by eleven , across this tool. Subsequently,
we define the square numbers, explaining a few properties. It's defined also the
Pythagorean suits and, as this could not be different, talked about the greater
common divisor of two integers not both null. Another pillar of this work is the
Fundamental Theorem of Arithmetic, in consequence of that were obtained results
of major importance to this development . We searched intercalate concepts,
theorems and propositions with the respective aplications in the solving of
problems, in order to make this work more intelligible and pleasant reading. Among
others relevant approached mechanisms is possible to cite the Euclidean Algorithm.
At last, we came to triangular numbers, matter that we consider one of the most
rich. With success, was achieved an expression to triangular numbers that are too
perfect square numbers. Between other earnings, we can enumerate interesting
relationships among geometric progressions and triangular numbers, as well as the

ones received between triangular numbers and arithmetic progressions.

Keywords: Number Theory. Triangular numbers. Progressions.
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1 INTRODUCAO

As operagOes basicas apresentadas no contexto matematico sdo ha muito
tempo conhecidas e € inegavel a importancia de sua utilizacdo. Dentre elas
destaca-se uma ferramenta denominada divisdo euclidiana, fazendo referéncia ao
matematico Euclides, membro da escola platdnica e considerado Pai da Geometria.
Embora em seu ambito sejam considerados apenas 0s numeros inteiros, sua
aplicabilidade na solugcdo de problemas matematicos cotidianos, ou mesmo
guestdes mais abstratas, ndo se torna restrita. Este trabalho oferece uma série de
consequéncias da utilizacdo deste conceito, acompanhada a exposi¢cao, quando
conveniente, pelo uso intercalado de teoremas, proposicdes e utilizacdo na solucéo

de problemas.

Dessa forma, o texto aqui exposto tem como objetivo principal apresentar
inicialmente o conceito de divisdo euclidiana, suas principais consequéncias e inter-
relacbes com outros objetos conceituais mais sofisticados, ressaltando a beleza
sem par contida em uma parte simbodlica da Teoria dos Numeros. Quanto aos
objetivos especificos, o texto aqui exposto tem por meta servir como referéncia
bibliografica para os professores da Educacdo Bésica, contribuindo assim para a
melhoria de suas formacbes. Destacam-se as justificativas e exemplificacdes
dadas referentes aos critérios de divisibilidade, um topico atraente da mateméatica
basica, de constante funcdo na resolucdo de questdes do dia a dia escolar. Isto
posto, o desenvolvimento aqui apresentado contém, entre outros fundamentos, um
conjunto de resultados inerentes aos quadrados perfeitos, presentes no estudo dos
tridngulos pitagoricos. Faz-se entdo uma ligagdo perspicaz entre algebra e
geometria, dois ramos da Matemética que por muito tempo foram tratados de forma

isolada.

Para o bom entendimento desse resumo faz-se necessaria a leitura de
alguns textos deixados como referéncia, bem como a intimidade com alguns
axiomas referentes as operacdfes matematicas e particularidades do sistema
decimal de numeracéo, embora faca-se aqui a apresentacéo de muitos dos objetos

em pauta.
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N&o seria justo deixar de mencionar que esse texto em sua integra € fruto
das inquietacGes de seu autor. Da vontade de produzir algo que, se ndo é novo,
entdo que tenha pelo menos as suas visdes, contidas nas pesquisas realizadas e
nas horas gastas com o objetivo de desenvolver um trabalho diferente, ndo ligado a
apenas um tépico da Teoria dos Numeros. Deriva também da dificuldade do autor
em sintetizar as ideias em um Unico topico, fato esse que talvez seja um ponto
positivo, pois tais inquietacdes e dificuldades geraram o interesse por pesquisar
fatos ainda por este desconhecidos. Muitos destes fatos referem-se aos nimeros
triangulares. Sobre isso ndo é pretensioso afirmar que muito até aqui foi aprendido,
através de estudos pessoais, por meio de pesquisas na internet e em livros mais

raros.

1.1 CONTEXTO HISTORICO

A Teoria dos Numeros compreende o estudo dos numeros inteiros e suas
propriedades. Diz-se ser de autoria do matematico Leopold Kronecker a maxima de
que “Deus criou 0s numeros naturais € o resto € obra da humanidade”. Contudo, os
inteiros positivos representam, sem sombra de duavida, a primeira criacdo
matematica humana, e é dificil imaginar a humanidade destituida desta habilidade
fundamental.

Embora 0s numeros naturais constituam, em um certo sentido, o sistema
matematico mais elementar, o estudo de suas propriedades tem exercido grande
fascinio na mente humana desde as mais remotas épocas da antiguidade,
desafiando inUmeras geracdes de matematicos e leigos, que apreciam 0S seus
enunciados simples e intrigantes, cujas demonstracdes estdo além de qualquer
simplicidade.

Dentre os tesouros do antigo Egito se encontra o papiro Rhind descrevendo a
matematica praticada no Egito ha aproximadamente 2000 anos a.C.. Registros
histéricos mostram que os sumérios desenvolveram algum tipo de aritmética pois,
por volta de 3500 a.C., possuiam um calendario e, por volta de 2500 a.C.,
desenvolveram um sistema numérico utilizando o numero 60 como base. Os

babildnios seguiram essa tradicdo e se tornaram eximios calculistas; tabuas de
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barro da Babilonia, datando de 2000 a.C., foram encontradas com elaboradas
tabelas matematicas. Ao final do terceiro milénio a.C. tdbuas cuneiformes da
Mesopotamia mostravam que a Aritmética ja era bastante sofisticada.

Os numeros foram utilizados nas transacées comerciais por mais de 2000 anos até
que se pensasse em estuda-los de forma sistematica. A primeira abordagem
cientifica ao estudo dos numeros inteiros, isto €, a verdadeira origem da teoria dos
nameros, € geralmente atribuida aos gregos. Por volta de 600 a.C. Pitdgoras e
seus discipulos fizeram varios estudos interessantes. Eles foram os primeiros a
classificar os inteiros de varias maneiras: numeros pares, impares, primos, etc.

Na verdade ndo sdo exatamente 0s numeros naturais que exercem fascinio
estético, mistico e pratico, mas as relacdes que eles estabelecem entre si. E dentro
dessas relacdes profundas e sutis que se encontra a beleza, encanto e fascinio
qgue os numeros exercem através das geragoes.

A teoria dos numeros é a &rea da matematica cujo objetivo é descobrir e
estabelecer as relagbes profundas e sutis que numeros de tipos diferentes
guardam entre si. Por exemplo, considere os quadrados dos numeros naturais 1, 4,
9, 16, 25,... . Se tomarmos a soma de dois quadrados, eventualmente obteremos
como resultado um outro quadrado. O exemplo mais famoso é 3% + 4% = 52 mas
existem outros exemplos: 6 + 82 = 10%, 5% + 12° = 13?, entre uma infinidade. As
trinas de nUmeros inteiros X, y e z tais que x° + y*> = z* sdo chamadas ternos
pitagéricos. Porém, ocorre que 22+ 5% = 29, que ndo é um quadrado. Dai, surgem
questionamentos como “Existem infinitos ternos pitagéricos?" e “Caso existam, é
possivel encontrar uma férmula que os generalize?". Estas sdo algumas dentre
tantas outras questbes que a Teoria dos NUmeros busca investigar e responder.
Considerada a Rainha da Matemética, a teoria dos numeros é povoada por uma
variedade enorme de objetos, dentre tais objetos estdo 0s ndameros primos,
quadrados, perfeitos, de Fermat e de Mersenne. Vale citar também as equacdes
diofantinas, em especial as equacdes de Pell e muitos outros conceitos de

fundamental beleza e aplicabilidade.

“A matematica é a rainha das ciéncias e a teoria dos niUmeros € a rainha da
matematica."
Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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2 DA DIVISAO EUCLIDIANA AO MAXIMO DIVISOR COMUM

Iniciamos este capitulo expondo o conceito de divisibilidade e suas
aplicacdes na obtencdo de alguns critérios comumente usados. Destacamos
alguns fatos de fundamental importancia, chegando ao conceito de congruéncia,
onde apresentamos algumas propriedades que ndo demonstramos, mas que séo
de facil obtencdo e cujas demonstracdes ficardo como exercicio para o leitor.
Findamos o capitulo enunciando o Principio das Casas de Pombo e realizando

uma pequena aplicacéo desta poderosa ferramenta.

2.1 DIVISIBILIDADE

Definigdo 2.1.1: Sejam a, b € Z. Diz-se que a divide b e denota-se a | b se existe

c €Ztal qgue b =a-c . Caso contrario a t b. Diz - se também que a € um divisor,
ou um fator de b. Mais ainda, diz - se que b é um multiplo de a, ou que b é divisivel
por a. Por exemplo:

2|6 pois6=2-3
4|0 pois0=4-0
2|2pois2=2-1

Proposicédo 2.1.1: Sejam a, b, c,d, k € Z. Séo validas as seguintes afirmacdes:

i) 1la,ala e a|0.
i) Ola ®a=0

iii) a|lb < |al||b|
iv) Se a|b e b|c , entdo a|c.
V) Se a|b e c|d , entdo ac|bd.

Vi) Se a|b , entdo a|bk.

Prova:



ii)

Vi)
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De imediato tem-sequea=1-a, a=a-1e0=a-0

=)

Se Ola entdo existece Ztalquea=0-c ~a=0
(<)

A reciproca também é satisfeita, pois no item i) mostrou -se que 0|0

=)

SealbentdiodceZtalqueb=a-c ~ |b|=la-c| =|al"|c|.
Como ¢ € Z tem-se que |c| € Z, portanto |a]| | |b].

(<)

Se |a| | |b| entdo I m € Z, tal que |b| = |a| - m. Pondo m = |p|, com
p € Z, segue que |b| = |a| - |p| =la-p| ~b=a-p ou

b=—(a-p) =a-(—p). Portanto a|b.

Se alb e b|lc entdo Im,n € Z tais que b=a-m e c=b-n.
Substituindo b nesta dltima vem:
c=(a-m)-n=a-(m-n). Como m e n sao inteiros m-n também o

€, e portanto ajc .

Se alb ec|ld entdo Im,n € Ztaisque hb=a-med=c-n . bd =
(a-m)-(c-n) = (ac) - (mn) . ac|bd.

Sealbentdodm € Ztalqueb=a-m . bk =a-(mk) - albk. =
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Nas provas feitas até aqui se supde que o leitor tenha intimidade com
o fato de que o produto de dois numeros inteiros resulta em um

inteiro.

Proposicéo 2.1.2: Sejam a, by, by, :-+, b, inteiros quaisquer tais que
alb] ,V 1 S] S n— 1 Se, a’lbl i bz i i bn—l i bn entéO albn.

Prova:

Por hipotese 3 ¢y, ¢y, ,cp—1, k EZ tais que by =a-c;, b, =a-cy, ... ... y b1 =
a-c,.,€ b, tb,*b;+--+b,_ +b,=a-k. Dai ac; tac, +---t+ac,_tb,=a-
k ~ac,tac, +--tac,_.,—ak=+xb,b,=a(xc,xc, +t-tc,_1 k).

Portanto, a|b,,.

2.2 ALGUNS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Para o que segue serd utilizada a expansdo de um numero natural qualquer
no sistema decimal. Assim, seja M = a, - 10"+ a,_; - 10" 1+ -+ a, - 10 + a,.

Sabe-se que M = a,a,_; ...a;ay5,0nde 0 < q; <9,V0<i<n.

Divisibilidade por 2
2|M < 2|a,.
Prova:

2IM  2|a, 10" +a,_, 10" 1+ ..+ a;-10 + a,. Como 2|10%,V k € N, segue-
se que 2|a, 10", a,_, 10" .. ,a,-10 = 2|a, 10" +a,_, 10" 1+ - +a,-10 e

pela proposigéo anterior , 2|ay. Assim, 2|M < 2|a,.

Exemplo: O nimero 10.000.342.444.476 é divisivel por 2.

Divisibilidade por 3
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3|IM < 3la, + ap_q + -+ a;+a,.

Prova: 3|M & 3la, - 10" +a,_4 - 10" 1 + -+ a; - 10+ a =

a, 10" —a, +a,_, 10"t —qa, ; +-+a;-10—a; + (a,+a,_; + -+ a; + ap)

=a,(10" - 1)+ a, (10" = 1) + -+ a;(10 — 1) + (ap+ap_1 + -+ a; + ay).
Utilizando inducéo sobre j & possivel provar sem dificuldade que

3|(10/ — 1),V j € Z,, o que implica que 3|a; - (10/ — 1),V j € Z,. Novamente
pela proposicéo 2.1.2

3la, + a,—; + -+ + a;+a,. Portanto, 3|M < 3la, + a,_; + -+ a;+a,

Exemplo: O nimero 123.321 é divisivel por 3 pois 3|1 +2+3+3+2+1=12.

Divisibilidade por 4
4|M = 4|a,a,.

Prova: 4|M < 4|a, - 10™ + a,_; - 10" 1+ -+ a, - 10% + a, - 10 + a,. Como 4]100 é
correto afirmar que 4|10%,V k > 2, ja que tais poténcias de 10 s&do multiplos de 100.

Segue-se que 4|M < 4|a, - 10 + ay & 4|aqa,.

Exemplo: O nimero 5.678.766.543.345.716 é divisivel por 4 pois 4|16.

Divisibilidade por 5
5|M < ay = 0oub.

Prova: 5|M < 5|a, - 10" + a,,_; - 10" 1 + .-+ a; - 10 + a,. Como 5|10, tem-se que
5|10%,V k e N, ja que tais poténcias sdo mdltiplos de 10 . Portanto 5|M < 5|a, &

a, = 0oub.

Exemplo: O nimero 111.111.115 é divisivel por 5 pois a, = 5.
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Divisibilidade por 6
6|M = 6|4 : (an +a,_1+-+ al) + ag.

Prova: Antes de demonstrarmos este critério provaremos, utilizando a primeira

forma do Principio de Inducéo Finita, o seguinte: 6|10% — 4,V k € N.

)] A propriedade é valida parak =1 poisk =1= 10— 4 =10' -4 =
10—4=6e¢ 6|6.

i) Suponha que 6|10% — 4, para algum k € N.

i) Devemos verificar se 6|10%** — 4. Ora, a hip6tese de indugdo nos diz que
ImeZtal que 10 —4=6-m, ou seja, 10 =6-m+4 ~ 10%! =60-
m+40 ~10¥*1 —4=60-m+36=6 -(10-m + 6) ~ 6|10%*1 — 4,

Prossigamos com a prova do critério:
6|M & 6la, 10" +a,_, 10" 1+ ..+ aq,-10 + ay ©

6la, 10" —4-a,+a,_;-10"1—-4-q, ;+-+a;-10—4-a;,+ (4 a, +4-

Apq ++4-a, +ay) © 6la, - (10" —4) +a,_, (10" —4) + -+ a,(10 — 4) +
(4a, + 4a,_; + - + 4a, + a,). Como ficou provado acima que 6|10 — 4,V k € N,
segue-se que 6|M < 6|4 (a, + a1 + -+ a,) + a,.

Exemplo: O nimero 3.020.544 é divisivel por6 pois6|4-(3+0+2+0+5+4) +
4 = 60.

Divisibilidade por 7

Proposicéo 2.2.1 Sejam a,b,c,r € Ntaisquea=10-c+re b=c—2-r. Entéo
7|la & 7]|b.

Prova:

(—) 7la = 7|10 c+r ~7|(10-c+7r)-(-2)=—-20-c—2-r=21-(—c) +
(c—2-r).Como 7|21 -(—c), restaque 7|c—2-r =~ 7|b.

() 7b=7c—2-r~7|(c—2-r)-10=10-¢c—20-r=21-(—r)+ (10-c +

r). Analogamente, como 7|21 - (—r), restaque 7|10-c+1r ~ 7|a.
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[ |
Critério: O numero M = a,a,_,..a;a, € divisivel por 7 se, e somente se, 0

namero a,a,_, ...a;—2 - ap € multiplo de 7.

Justificativa: Voltando a proposi¢do 2.2.1, pondo ¢ = a,a,_1 ...a; € r = a,
tem-se a=10-c+r=10-(a, 10" 1 +a,_; 10" 2+ -+ a;) +ay, = a, 10" +
p_, 101+ .- 4+a,-10+a,=M e b=c—2'r =a,a,_;..a,—2+a,. Portanto,

7M < 7|lapapn_q1 ...a1—2 - ay.
Exemplo: O numero 1519 é divisivel por 7, pois
151 —-2-9=151-18 =133

13-2:-3=13-6=7e7]|7.

Divisibilidade por 8
8|M < 8la,a,a,.

PI‘OV& 8|M (=4 8|an " 10n + an_l " 10n_1 + + az : 102 + a1 " 10 + ao. C0m0

qualquer mltiplo de 1000 é divisivel por 8, ou seja, 8|10%,V k > 3, segue-se que

8lay 10" + a,_, - 10" + -+ a;-103, logo 8|M < 8la, 102+ a, 10 + a, =

a,a,ag.

Exemplo: O nimero 3.876.240 é divisivel por 8, pois 8|240.
Divisibilidade por 9

9|M g 9|an +a,-4+--+a+ay.

Prova: Sabe-se que, Vk €N, 10F —1=(9+ D*—1=(¥)- 9% + (5)9k 1 + ... +
(,f)-9~9]10 —1. Ocorre que 9|M < 9la, - 10"+ ap_ - 10"+ +a;-10 +
a=9a, 10" —a, +a, 10" —a,  +4+a;-10—a; +(a, +ap_; ++
a,+ag) =a, (10" =1 +a,_;-(A0" =1+ 4+a;-(10—1) + (a, + ap_q +
o+ aq +ag)
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E facil provar por inducdo que 9|10/ —1,Vj € Z,. Assim, resta que

9IM < 9|a, + a1+ +a, + ay.

Exemplo: O numero 12.345.678 é divisivel por 9, pois 9|1 +2+3+4+5+6+7+
8 = 36.

Divisibilidade por 10
Prova: E facil notar que M=a, 10"+a,_4 10" 1 +--+a;-10+a,=10"

(a, 10"t +q,_;-10"2 + .-+ a;) + a,. Logo, 10|M < 10|a, - a, = 0.

Exemplo: O nimero 1.234.560 é divisivel por 10.

Definicdo 2.2.1: Dado x € R, denomina-se parte inteira de x o numero |x] =
max{n € Z;n < x}.

Isto também significaque |x] =n &n <x<n+1.

Assim, por exemplo, |[V5| = 2.

Proposicdo 2.2.2: (Diviséo euclidiana): Dados a,b € Z, com b # 0, existem Unicos
q,r € Z tais que a = bq +r, com 0 <r < |b|. Além disso, se b > 0, entdo q = EJ

a . ~ : :
e r=a—[ZJb. Os numeros q e r sdo denominados, respectivamente, o

quociente e o resto da divisdo de a por b.

Prova:
Existéncia:

Se b > 0, tome g 0 maior inteiro tal que bg < a. Logo, bgq <a<b(qg+1) ~
0 < a—bqg < b. Assim, basta definir r = a — bgq. Além disso, como b > 0, segue-se

abq<— 0<——q<1 l——qJ—O lJ—[q—O

0
ue -—
g b —

-1y
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Se b <0 entdo —b > 0, logo existem gq,r inteiros tais que a = (=b)q +r,

com0<r <—-b.Dai,a=b(—q)+r,com0<r<—b=]|b|

Unicidade:

Suponha que existam inteiros q,,1y,q,, 17, tais que a = bq, + 1, = bq, + 1y,
onde 0 <r,r, < |b|. Tem-se que |r; —r,| < |b| e b(q; —q3) =1, —11. S€ q1 # q3
entdo [q;—qz| =1 ~ |b| < |b| - 1g1—q2| = |b(q1—q2)| = |r, — 71| < |b|, que €& uma

contradicdo. Portanto, q; = g, 0 que implica r; = ;. ]

2.3 CONGRUENCIAS

Definicdo 2.3.1: Sejam a e b dois inteiros quaisquer e m um inteiro positivo maior
do que 1. Diz-se que a é congruente a b médulo m, e denota-se a = b(mod m), se
m|(a — b).

Proposicdo 2.3.1: Dados a e b dois inteiros quaisquer e m um inteiro positivo
maior do que 1, tem-se que a = b(mod m) se, e somente se, a € b deixam 0
mesmo resto quando divididos por m.

Prova: Pela simplicidade do argumento, inicialmente disponibiliza-se a prova de
gue se a e b deixam o mesmo resto quando divididos por m, entdo a = b(mod m).
Ora, por hipotese existem q;,q, € r inteiros tais que a=mq, +r € b =mgq, +7,
com 0<r<m. Dai, a—b=m(qg—qy) ~mla—b - a=b(modm). Agora,
suponha que existam inteiros q,,q,, 7, € 1, tais que a =mq, +1r, € b =mq, + 1y,
com 0< r,r, <m. Como mla—b=m(q, —q;) +1, — 1y, SEgue que m|r,—r, -
m||r, —1r,|. Porém, 0 < |r; — ] <m, assim a Unica alternativa é |r, —r,| =0 -
=1, 1

Proposicéo 2.3.2: Dados a, b, ¢ e d inteiros quaisquer € m um inteiro positivo maior

do que 1, sao validos os seguintes resultados:

)] a = b(modm) © b = a (mod m)
i) a = b(modm) & a™ = b"(modm),Vn € Z,
iii) a = b(mod m) < ac = bc(mod m)

iv) a = b(modm) eb =c(modm) = a = c(modm)
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_ _ a+c=b+ d(modm)
V) a = b(mod m) e c = d(mod m) ﬁ{a_czb—d(modm)

Vi) a=b(modm)ec=d(modm) = a-c=b-d(modm)

Critério de Divisibilidade por 11

11M =a, 10"+ a, - 10"t + -4+ a; 10+ ay & 11llag —a; +a; — -+
(_1)n_1an—1 + (_1)nan

Prova: Como 10 = —1(mod 11), segue do item ii da proposicdo 2.3.2 que

10% = (=1)*(mod 11),V k € Z.., logo:

10% :{ 1,se k par
~ (—1,se k impar

Chega-se ao seguinte sistema de congruéncias:

( ap=ag(mod 11)
10a;=—a,(mod 11)

ap-110""1=(-1)""1q,_,(mod 11)
L an,10"=(-1)"a,(mod 11)

Resta que ay+a;-10+-+a,_;-10" 1 +aq,-10"=ay—a; + -+ (—1)" -
an_1 + (D" a,(mod11) = M = ag—a; + -+ (D" 1 aq,_; + (-D"-
a,(mod 11) , portanto, 11|M =a,-10"+a,_,-10" 1+ +qa;-10 + a, ©
11lag —a; +a; — -+ (D" ta,_; + (-1)"a,.

Assim, por exemplo, o numero 1914 é divisivel por 11, pois 11|ay, —a; + a, —
a;=4—-1+9—-1=11,

Problema: Um inteiro positivo € um palindromo se a sua representacdo decimal
€ igual quando lida da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita.
Demonstre que todo palindromo com um numero par de digitos € divisivel por
11.
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Solucéao: Seja N = aya, ...aya, ...a;a,. Tal nimero € um palindromo e possui
2n + 2 digitos. Tem-se que N =a,-10?"*1 +q,-10?" + -+ a, - 10" + q,, -
10™ + -+ + a; - 10 + a,, logo, pelo critério acima, 11|N < 11|ay, —a; + -+
D" an + DM an e+ (D ag + (DT a0 =

(D% + D0 - ap + [(CDH+ D a4

(D)™ + (-2 ] g, = T [(DF + (—1)#*17] - q;. Ocorre que

3 _1\2n+1 _ _ i
(—1)2n+i-i = -1 _ L L (1) (=1i=

D T IEDTE T (@D

(—1)‘""1. Como o0s numeros i e i+1 possuem paridades distintas,
(-D'+(-1D"*t =0,v0 <i <n. Portanto, 11|N < 11|0 e como é verdade que
11|0, finalmente conclui-se que 11|N. A titulo de ilustracdo, este resultado

garante que o numero 1.234.554.321 € um mdltiplo de 11.

2.4 QUADRADOS PERFEITOS

Definicdo 2.4.1: Um inteiro positivo m é denominado um quadrado perfeito, ou
simplesmente um quadrado, se 3n € N tal que m = n?.

Proposicdo 2.4.1: Nenhum numero da forma 4k +2, com k€Z, é um
quadrado.

Prova: Seja x um inteiro qualquer. Sabe-se, da divisdo Euclidiana, que 3 m,r €
Ztaisquex=2-m+r,com0<r<2.Dai,x>=Q2 -m+r)?=4-m?>+4-m-
r+7r2=4-(m?+mr)+r2 Comor =0oul, segue-se que x? = 4-k ou

x:2=4-k+1.
| |

Proposicéo 2.4.2: A soma dos quadrados de dois inteiros impares nao pode
ser um quadrado.

Prova: Sejam a e b tais inteiros. Se a e b sdo impares, entdo I p,q € Z tais
quea=2'p+leb=2-q+1.Comisso,a?+b>=QR2p+1)?+2-q+1)?=
4(p®> +q* +p + q) + 2, logo, pela proposicdo 2.4.1, a* + b? ndo é um quadrado.
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Proposicéo 2.4.3: Todo quadrado é da forma 5k ou 5k + 1.

Prova: Sejam x,q,r € Z tais que x =5-g+r, com 0<r <4. Tem-se que
x2=5m+r? deonderesultar =0,1,4,90ul1l6.Como4=5—-1,9=10—1¢€
16 =15+1, resta que todo quadrado é da forma 5k ou 5k +1.

u
Aplicac&o: (UNIAO SOVIETICA) Seja n > 3 um inteiro. Mostre que o nimero
1!+ 2! 4+ 3! + --- 4+ n! nunca é um quadrado perfeito.

Solucédo: Se n =4 entdo 1!+ 2!+ 3!+ 4! = 33, que ndo & um quadrado. Se

n>5 entdo 1!+ 2!+ 3!+ --+n! =114 2!+ 314+ 4! + 5k, com k € Z, ou seja,

1M+214+314+--+nl=5k+33=5(k+6)+3, dai, 1!+ 2!+ 3!+ --+n! ndo é

guadrado.

2.5 TERNOS PITAGORICOS

Definicdo 2.5.1: Um terno (x,y,z) de inteiros positivos tais que x? + y? = z% é
denominado um terno Pitagdrico. Tal nome provém do fato de que x,y e z
determinam, nessas condi¢cdes, um triangulo retangulo de catetos x e y e

hipotenusa z .

Proposicdo 2.5.1: Se o terno (x,y, z) é Pitagoérico, entdo x e y ndo podem ser

ambos impares, além disso, pelo menos um dentre x,y e z € um mdltiplo de 5.

Prova: A proposicao 2.4.2 garante que a soma dos quadrados de dois inteiros
impares ndo pode ser um quadrado, e como deve ser x?+y? = z2, resta que x e
y ndo podem ser ambos impares. Para a segunda parte, suponha que x,y € z
ndo sdo mdltiplos de 5. Logo, x2=5k+1 e y?=5k’+1, ou x2=5k—1 e
y? =5k’ — 1. Dai, z> = x*+ y?> =5(k + k') + 2, 0 que contradiz a proposicao
2.4.3. [ |
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2.6 O MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

Definigcdo 2.6.1: Sejam a e b dois inteiros, ndo ambos nulos. Denomina-se o
maximo divisor comum de a e b, denotado por (a,b), 0 maior inteiro que divide
a eb.

Por exemplo: (4, 6) = 2, (15, 25) =5, (3, 7) = 1. Caso seja (a, b) =1, diz-se que
a e b s&o primos entre si, ou coprimos.

Teorema 2.6.1: (Bézout): Se x e y sao inteiros ndo ambos nulos e d = (x, y),
entdo existem m, n inteiros tais que mx + ny = d.

Demonstracdo: Considere o conjunto C = {ax + by;a,b € Z} de todos os
inteiros positivos que sdo combinacdes lineares de x e y. Como a e b sao
inteiros quaisquer, fazendo a =x e b =y tem-se que ax + by = x> + y? > 0.
Com isso € possivel garantir que C é nao vazio, logo, pelo Principio da Boa
Ordenacao, tal conjunto possui um menor elemento k, ou seja, 3w, v €Z; k =
ux +vy e k<j,Vj € C. Por hipétese, d|x e d|y, portanto, d|ux e d|vy , logo
dlux + vy =k -~ d < k. Porém, ndo pode ser d < k, pois k € 0 menor elemento
de C. Resta entdo que k = d. Portanto, pondo u = m e v = n fica provado que
d=(, y)=3Immn €Z;mx+ny =d.

Definicdo 2.6.2: Um numero inteiro p > 1 é denominado um ndmero primo se

seus unicos divisores positivos sdo 1 e p. Se p > 1 nao é primo diz-se que p é
composto.

2.6.1 Algumas propriedades do MDC

M1) Se (a, b) =1, a|c e b|c, entdo ab|c.

Prova: Pelo teorema 2.6.1, (a,b) =1=3Im,n € Z;ma+nb =1. Como alc e

blc, 3p,q € Z; c=ap e c = bq, logo ma +nb =1= mac + nbc = c -~ mabq +

nbap = ¢ .. ab(mq + np) = ¢ - ab|c. |

M2) Se (a, b) =1 e a|bc, entdo a|c.
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Prova: (a, b)) =1=3Im,n €Z; ma+nb=1. Como albc , segue-se que
3k €Z tal que bc = ak. Logo, ma + nb =1 = mac + nbc = ¢ -~ mac + nak = c -

a(mc +nk) = c - alc. [ ]

M3) Se p é primo e p t a, entdo (a, p) = 1.

Prova: Sejad = (a, p), logo d|a e d|p. Como p € primo, d = 1 ou d = p, porém

p t a, portanto d = 1. |

M4) Se p € primo e p|ab, entdo p|a ou p|b.

Prova: Suponha que p t a. Pela propriedade M3, (a, p) =1 e como plab,
segue da propriedade M2 que p|b. Ao supor que p t b conclui-se, analogamente,

que pla. m

Proposic¢do 2.6.1: Todo quadrado é da forma 3k ou 3k + 1.

Prova: Seja x um inteiro qualquer. Sabe-se que 3m,r € Z tais que x =3 -m+r.
Como r = 0,1 ou 2, tem-se que r?2 = 0,1 ou 4 = 3 + 1. Portanto, x> é da forma 3k
ou 3k + 1.

Proposicédo 2.6.2: Se (x,y,z) € um terno Pitagorico, entdo 6|xy.

Prova: Como x? + y? = z? os quadrados x? e y? ndo podem ser ambos da forma
3k +1, pois isso acarreta z? =3k’ +2, o que contradiz a proposicdo 2.6.1.
Assim, 3|x? ou 3|y2. Como 3 é primo, segue-se que 3|x ou 3|y. Além disso, ja se
sabe que x e y ndo podem ser impares simultaneamente, logo, 2|x ou 2|y. Sem
prejuizo, suponha que 2|x e 3|x. Como (2, 3) = 1, segue da propriedade M1 que
2-3|x ~ 6]x ~ 6|]xy. Se 2|x e 3|y, do item v da proposicdo 2.1.1, segue-se que
2-3|x-y~6|lxy. Nos demais casos chega-se ao mesmo resultado.

Lema 2.6.1: (EUCLIDES): Todo inteiro n > 1 pode ser expresso como o produto de
um numero finito de primos, ndo necessariamente distintos.
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Prova: Utiliza-se inducéo sobre n.

)] Se n =2, como 2 é primo e [[, a; :== a4, isto é, o produto de uma Unica
parcela é por definicdo a propria parcela, o resultado € valido.

1)) Suponha que todo inteiro n tal que 2 <n <m—1 pode ser expresso
como o produto de um numero finito de primos.

iii) E preciso verificar se 0 mesmo ocorre para m. Se m é primo, ndo ha
nada a provar. Se m € composto, entdo 3 a,b € Z tais que m = ab, com
1<ab<m. Assim, pela hipétese de inducao,
ir,teN,py,...,0rqq,--,q; Primos, tais que a=p,..p, € b=q;...q;.
Logo, m =ab = (p; ...p,) - (q1 ..-q¢), OU Seja, m também é o produto de

um numero finito de primos. =

Teorema 2.6.2: (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo inteiro n > 1 pode
ser escrito como o produto de poténcias de primos distintos. Ademais, tal
decomposicao de n é Unica, a menos de uma reordenacao de fatores, ou seja:

Sen=p*..p% =qP..qF onde p, < <p, € g < < g, S0 nUmeros

primos e a;, f; = 1 sdo inteiros, entdor =t e, paral <i <r,p;, = q; € a; = f;.

Mais detalhadamente, isto significa que o0s primos que figuram na
decomposicdo de n sdo 0os mesmos, suas quantidades de fatores nédo se
alteram, no maximo ocorrem apenas permutacdes das poténcias de primos ja
obtidas.

Por exemplo, 67.500 = 22 -33.5% = 33.5%. 22,

Demonstracdo: Como no lema 2.6.1 o0s primos que aparecem na
decomposicdo de n ndo sao necessariamente distintos, ao agrupar primos
iguais tem-se que todo inteiro n > 1 pode ser escrito na forma n = p;*t ...p,.%",
onde p,,..,p, sdo primos dois a dois distintos e ay,...,a, € N. Assim, fica
estabelecida a existéncia da representacdo. Passemos a prova da unicidade.
Suponha que o inteiro n > 1 admite duas decomposi¢cdes como no enunciado.
Como p,|n, tem-se que p;|q,#* - ...- q,Pt. Além disso, o fato de p; ser primo
implica que p, divide algum qjﬁi, com 1 < j < t. Novamente, a primalidade de p,

garante que p;|q;, para algum 1 < j < t. Como cada gq; também €& primo, resta
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que p; = q;. Por outro lado, g,|n, logo q,|p;“* - ...- p,“". Da primalidade de g,
segue que q4|p;, para algum 1 <i <r. Como cada p; é primo, a unica opgéo é
qy = p;- Assim, p; = q; = q; -~ p; = q;- Além disso, q; = p; = p; * q1 = p;. LOgO,
tem-se que p; = q,. Agora cabe provar que a; = ;. Se a; < f;, entado p,*2 - ...
p, % =pFrmag,Ba . gt np|p,%2 - .- p, %, jA que By — ag > 0. Porém, isso é
uma contradicdo, pois obriga que exista 2=>i>r tal que p;=np;.
Analogamente é possivel concluir que nédo pode ser a; > f;, portanto a; = ;.
Consequentemente, p,% - ...-p,% =q,%2-..-q,ft. Repetindo o0 mesmo
processo um nuamero finito de vezes conclui-se que p, = q, € @, = 2, P3 = g3 €
a; = B, etc. Finalmente, se r <t, entdo p;* -p,%2 - ...-p,% = q,% - g, %2 - ...~
G, % - Gl Prir oo qPt o1 = qp P - o q P, 0 que é um absurdo. Se r >t a
contradicdo € analoga. Portanto, r=t e fica provado o teorema.

Tal forma de representar um inteiro n > 1 denomina-se a sua fatoracédo ou
decomposicdo canodnica em fatores primos. Uma consequéncia interessante
desse fato é a obtencdo de uma férmula para o célculo da quantidade de
divisores positivos de um inteiro n > 0. Em simbolos, se p;%t - p,%2 - ...- p,% é a
fatoracdo de n e D é o conjunto dos divisores positivos de n, entdo #D =
(a;+1)-..-(a, + 1). Para provar isto basta observar que a maior poténcia de
p, capaz de dividir n é p;“1, assim, se m € um divisor positivo de n, entdo na
decomposicdo em fatores primos deste divisor as Unicas opcdes de expoentes
de p, séo 0,1,...,a,, totalizando a, + 1 escolhas possiveis. O raciocinio é o
mesmo para os demais primos que aqui figuram, logo, pelo Principio
Fundamental da Contagem, (a; + 1) - ... (a, + 1) é o total de divisores positivos
de n. Por exemplo, se n=60=22-3-5 entdo n possui 2+1)-(1+1)-

(1+ 1) = 12 divisores positivos.
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Proposicéao 2.6.3: Se a e b séo tais que (a, b) =1 e ab € um quadrado, entédo
a e b sdo quadrados.
Prova: Seja c € N tal que ab = c¢?. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética,

existem py, ..., p, primos distintos dois a dois, «4, ..., a, haturais tais que

c=p* -t on et =p2% . - p,2% . Considere o primo p;. Como (a, b) =1
segue-se que p, nhao pode ser um divisor comum de a e b. Mais precisamente,
0 primo p, figura apenas na fatoracdo de a, ou apenas na fatoracdo de b. Sem
prejuizo, suponha que p;|a. Logo, todos os fatores p; que aparecem na
decomposicdo candnica de c? sdo herdados de a. Como tal quantidade é par,
conclui-se que a possui uma quantidade par de fatores p; em sua
decomposicdo canbdnica. Novamente, sem prejuizo algum, suponha que
P2, -, Pm COM 1< m<r sejam todos 0s outros primos que constam na
fatoragcdo de a. Seguindo o mesmo raciocinio tem-se que a possui uma
guantidade par de cada um destes primos em sua decomposi¢cao, portanto,
3V, Y2 - Vm € Ntaisque a = p; 2" - p,22 - - pp2Vm = (p71 - 072 - s pyY™)2,
ou seja, a € um quadrado. Assim, resta que p,,+1, ---, P S&0 todos 0s primos que
figuram na fatoracdo de b e cada um deles consta uma quantidade par de vezes
na decomposicéo de c?, portanto b é um guadrado.

PROBLEMA: Sejam x € A ={1,2,4,5,6,8} e (xx, xxx,xxxx,..) uma sequéncia
infinita em que todos os termos sdo numeros cujos digitos sao todos iguais a x.
Mostre que nenhum ndamero nesta sequéncia € um quadrado.

Solugéo: Observe que xx = x-11, xxx = x- 111, xxxx = x-1111 e assim por
diante, ou seja, cada numero desta sequéncia é igual ao produto de x por um
numero formado apenas por 1's. Sejam = 111...111, com n digitos, um destes
tais nomeros. Logo, m=111..100+ 11 e como qualquer numero cujos
algarismos das unidades e das dezenas sao ambos iguais a zero € divisivel por
4, segue-se que 3a € Z tal que 111...100 =4-a. Comisso, m=4-a+ 11 =
4(a + 2) + 3 e € sabido que um quadrado ndo pode ser da forma 4k + 3. Para

0s casos x = 2,4,6 ou 8 é facil verificar que (x,111..111) = 1 pois 0s nUmeros
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da sequéncia (11,111,1111, ...) sao todos impares, dai ndo apresentam fatores
iguais a 2 em suas decomposicées. Obviamente, tem-se que (x,111..111) =1
também no caso x = 1. Por fim, no caso x = 5 sdo cumpridas as hipoteses da
propriedade M3. Portanto, como (x,111...111) =1,V x € A, e nenhum nimero
da forma 111...111 é um quadrado, a proposicdo 2.6.3 garante que nao existe

guadrado na sequéncia (xx, xxx, XXxXx, XXXXX, ... ).

E pertinente que a curiosidade o leve a perguntar: existe quadrado na
sequéncia (xx, xxx,xxxx,..) NOS casos em que x € {3,7,9}? A resposta é nao,

mas antes de justifica-la, passemos a

Proposicédo 2.6.4: O quadrado de um numero impar sé pode deixar resto 1 na
divisédo por 8.

Prova: Seja a € Z um inteiro impar. Logo, 3p €Z talque a=2p+1 . a? =
4p-(p+ 1)+ 1. Como p e p + 1 sdo inteiros consecutivos, o produto p - (p + 1)
épar,istoé,3k € Ztalque p- (p + 1) = 2k. Portanto, a? = 4-2k + 1 = 8k + 1.

Para a sequéncia (99,999,9999,99999,...) tem-se que 99 = 32-11, 999 = 8-
124 + 7 e os demais termos sao da forma 99..99 =99...9000+999 =8 -k +
7.

Portanto, tais fatos agregados a proposicdo 2.6.4 garantem que nha

sequéncia (99,999,9999,99999, ...) nenhum termo € um quadrado perfeito.

Na sequéncia (33,333,3333,33333,...) tem-se 33 =30+ 3,333 =330 + 3,
3333 = 3330 + 3 e assim por diante. Logo cada termo desta é da forma 5k + 3,
portanto, na sequéncia (33,333, 3333,33333,...) nenhum numero é um

quadrado.

Por dltimo, para a sequéncia (77,777,7777,77777,...) tem-se 77 =75+
2,777 =775+ 2,7777 = 7775 + 2 e assim por diante. Logo cada termo desta &
da forma 5k+2, portanto, nenhum numero pertencente a
(77,777,7777,77777,...) é um quadrado.
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Vale salientar que as sequéncias (33,333, 3333,33333,...),(77,777,
7777,77777,...), € (99,999, 9999, ...) tiveram de ser consideradas a parte
devido ao fato de que para os casos x = 3,7 ou 9 a igualdade (x,111...111) =1
nao é valida para todos os numeros da forma 111...111. Na realidade, existe
uma quantidade infinita de nimeros na sequéncia (11,111,1111,...) que s&o
divisiveis por 3, por 7 ou por 9. O critério de divisibilidade por 3 leva a conclusédo
de que, para que um numero da forma 111 ...111 seja mdltiplo de 3, basta que a
quantidade de 1's em sua representacdo no sistema decimal seja divisivel por
3.

A concluséo é analoga para o niumero 9. Finalmente, tem-se que o critério
de divisibilidade por 7 € uma ferramenta inviavel para concluir que existem
infinitos multiplos de 7 formados apenas por digitos iguais a 1. Para provar a
veracidade desse argumento aconselha-se fazer uso de outra ferramenta, que
por vezes confirma sua importancia na resolucdo de questbes mais
complicadas, denominada Principio das Casas de Pombo (PCP), cujo

enunciado € o seguinte:

Se n+ 1 pombos sdo colocados em n casas (gaiolas), entdo pelo menos

uma casa contém, pelo menos, dois pombos.

Em outras palavras, se mk + 1 objetos sdo colocados em m gavetas, entéo
pelo menos uma gaveta é ocupada por k + 1 objetos. O PCP é comumente

chamado Principio das gavetas e também conhecido como Principio de Dirichlet.
Afirmacgao: Existem infinitos multiplos de 7 formados apenas por digitos iguais a 1.

Justificativa: Sabe-se, da divisédo euclidiana, que os possiveis restos da divisdo de
um inteiro qualquer por 7 séo 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Considere a sequéncia (11, 111,
1111,..). Como o numero de objetos (nuUmeros pertencentes a sequéncia) €
infinitamente maior do que o numero de gavetas (restos), pelo PCP pode-se afirmar
gue existe uma gaveta que contém inumeros objetos, ou seja, existem infinitos
pares de termos distintos, pertencentes a sequéncia dada, que deixam o mesmo

resto quando divididos por 7. Sejam a = 111...111, com p digitos e g = 11 ...11,
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com g digitos, p > q , dois nimeros de um desses pares. Pelo exposto até

aqui,3a,b €eZtaisquea=7a+ref =7b+r,onder €{0,1,2,3,4,5,6}. Portanto

a—B=111..111—-11..11=7(a—b) ~7(a—b) =1..10..0 = (11..11) - 104

—_—

q zeros
\—'—l

p algarismos

Como (7,10%) = 1, segue-se que 7 { 109, logo 7|11 ... 1.
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3 UM TESTE DE PRIMALIDADE E MAIS ALGUNS RESULTADOS

A esta altura ja definimos os numeros quadrados perfeitos, os ternos
pitagoricos, 0 maximo divisor comum e 0 que sdo numeros primos. Apresentamos
o Teorema Fundamental da Aritmética e fizemos algumas aplicagbes. Falaremos
agora sobre o crivo de Eratostenes e provaremos a infinitude dos nimeros primos.
Ao voltar aos ternos pitagoricos iremos obter uma generalizacdo para tais objetos
e, entre outras coisas, vamos discorrer sobre o Algoritmo de Euclides,
introduziremos 0s numeros triangulares, caracterizando-os e explanando sobre
alguns aspectos interessantes referentes a este topico. Findaremos esta parte com

0S numeros perfeitos.

3.1 O CRIVO DE ERATOSTENES

Teorema 3.1.1: Sen > 1 é um inteiro composto, entdo n possui um divisor p primo
tal que p <+n.

Demonstracdo: Como n € um nimero composto, existem naturais a e b tais que
n=abcom1l<a<bh.Sejapum divisor primo de a, Logo,p <a -~ p?<a? <ab=

nop<yn. m

Aplicacao: Prove que 311 é primo.

Solugdo: Suponha que 311 é composto. Pelo teorema acima, 311 possui um
divisor primo p tal que p <+/311. Ocorre que 17 <+/311 < 18, logo, deve ser
p €{2,3,5,7,11,13,17}, porém, nenhum destes numeros é divisor de 311. Portanto,

311 é primo.

O teste aqui utilizado denomina-se Crivo de Eratdstenes, em referéncia a
Eratostenes de Cirene.
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Teorema 3.1.2: Existem infinitos ndmeros primos.

Demonstracéo: Suponha, por contradicao, que X = {p;,p,, -+, Pn} € 0 conjunto de
todos os primos. Considere 0 nUmero n = p; *p, : == p, + 1 tal nUmero € maior do
que qualquer elemento de X, ou seja, n € X dai n é composto, isto &, deve existir
pi€EX com 1<i<n tal que p;ijn=p;-p, - pp+1 .Contudo, isso implica que

p;|1, 0 que é absurdo. m

O proximo resultado estabelece um padréo para quase todos 0s nimeros primos.
Proposicédo 3.1.1: Todo primo maior do que 3 é da forma 6k + 1 ou 6k — 1.

Prova: Seja p > 3 um primo. Como p ndo pode ser um multiplo de 3, da divisdo
Euclidiana segue que p=3gq+1 ou p =3q+ 2 onde q € natural. Se p=3qg+1
entdo g ndo pode ser impar, pois isso implica que p seja um multiplo de 2. Segue-
seque 3k € Ztal que q = 2k, logo, p =3(2k)+1=6k+ 1. Sep=3q + 2 entdo q
deve ser impar, pois do contrario p seria par, logo, 3j €Z tal que g =2j+1 e
p=3q+2=302j+1)+2=6j+5=6j+6—-1=6-(j+1)—1=6k—1. =

Aplicacéo: Se p e q sdo primos tais que p,q = 5,mostre que 24| p2—q>.

Solucéo: Como p e g sdo primos maiores do que 3, segue que existem inteiros m
entaisquep=6m+1eq=6n+1 Comisso, p?—1=12m(3m +1). Se m é par
entdo 24|12m. Se m é impar 3m + 1 é par, dai 24|12(3m + 1). Logo, 24|p*> -1 e
analogamente, 24|q? — 1, de onde segue que 24|(p? — 1) — (q*> — 1) = p®>—q>.

3.2 VOLTANDO AOS TERNOS PITAGORICOS

Seja (x,y,z) um terno pitagérico. Se (x,y) = (x,z) =(y,z) =1, diz - se que
(x,y,z) € um terno pitagGrico primitivo.

zZ+x zZ—x
Proposicédo 3.2.1: Se (x,y,z) é um terno pitagérico primitivo, entao — e — sao

quadrados.
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Prova: Inicialmente, note que x e y ndo podem ser ambos pares, pois (x,y) = 1.

Assim suponha que x é impar. Como z? = x% + y?, segue-se que z2—x? =

2 z?-x%?  y? Z4+x Z—x y\? ~
Yyt = ——=—2"\—)|\—) = 1|=) . Sabe-se que x e y ndo podem
4 4 2 2 2

possuir a mesma paridade, logo, y é par e % € um numero natural. Portanto o

— Z+Xx
produto Z2) . (Z2) 6 um quadrado perfeito. Além disso, os niumeros |— ) e
2 2 2

z—x . . : .
(T) sdo ambos naturais pois x e y possuem mesma paridade. Agora, seja

d=(Z+Tx,%). Tem-se que d|§+§ e d%—g-ﬁd (§+§)+
(§—§)=Zed(§+§)—(§—g)=x:.d|(x,z)=1:.d=1

N Z+Xx Z—X . . , .
Isto significa que —, €, s&o coprimos e como o produto de tais nimeros é

um quadrado, pode-se concluir que cada um deles é um quadrado perfeito.

. . . Z+x 2 Z—X 2
Provada a proposicdo, sejam m,n € Z tais que —- = me—=n".
7+ x = 2m?

, . Obtém-se entéo z=m?+n?ex=m?-—
Z—XxX=2n

Tem-se entdo o sistema {

n?. Com isso é possivel determinar y em funcdo de m e n, pois tais relagdes

implicam que y?=1z2-x%?=m?+n%)?—-(m?>-n?)?2=m*+2n’m? +n* —m* +

2m?n? —n* = 4m?n? = (2mn)? . y = 2mn. E importante notar que, analogamente,
z+y z=y

a proposicdo € vélida para os numeros - e — caso suponha-se que y é

. . \ ~ zty z—-y
impar. Ao prosseguir, chega-se a conclusdo de que (T’T) = 1, portanto

= zrx _ 2 27X _ 2 o 2 2 2
estes sao quadrados, logo, 5 = m-e > =Nn",z=m“+n°, y=m-—n“e

x=\/22—y2 =\/(2+y)-(z—y) =\/(2mn)2 = 2mn, cOm m e n naturais e m > n.
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Além  disso, (HTy,%) =lemMn) =1 mMn?=1<

(m, n) = 1, isto é, m e n s&o relativamente primos. Vale ainda informar que m e

n possuem paridades distintas, caso contrario, x,y e z seriam pares, contrariando
(x,y) = (x,z) = (y,2z) = 1. No mais, os ternos pitagoéricos primitivos geram todos os

ternos pitagoricos.

Proposicdo 3.2.2: Se (a,b,c) € um terno pitag6rico primitivo, entdo (da,db, dc),
onde d > 0, € um terno pitagodrico.

Prova: De fato, a? + b? = ¢? = d?a? + d?bh? = d?c? = (da)? + (db)? = (dc)>.

Por hipétese, (a, b, c) é primitivo, logo, existem naturais m,n m > n, coprimos
e de paridades distintas tais que (a,b,c) = (m? —n?, 2mn,m? +n?) ou (a,b,c) =
(2mn, m? —n?%, m? + n?). Assim, (da,db,dc) = ((m? —n?)d, 2mnd, (m? +n?)d) ou

(da,db,dc) = 2mnd, (m? —n?)d,(m? + n?)d). Fica entdo provada a seguinte

Proposicdo 3.2.3: As solugdes naturais da equacgdo pitagorica x? + y? = z2
expressam-se de modo Unico, a menos da ordem de x e y, como
x = (m?-n?)d,y =2mnde z = (m?+n?)d, onde m,n,d ENym>n,(mn)=1em
e n nao possuem a mesma paridade.

Feitas as devidas observacdes, para obter todas as solugdes em Z da equacéo
pitagérica x2 + y? = z?, basta desconsiderar a condicdo, m > n e declarar d um
inteiro qualquer.

Problema: Encontre todos os tridngulos retangulos com lados inteiros e um cateto
igual a 30.

Solucdo: Inicialmente, tem-se 2mnd =30 = m-n-d =15, com (m,n) =1. Como
deve ser m > n, 0S casos possiveis constam na tabela abaixo.

m| n | d| (m?-n?d
5 1 3 72
5 3 1 16
3 1 5 40
15| 1 1 224
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Obviamente, ao trocar a ordem de x e y no terno pitagorico (x,y,z) obtém-
se 0 mesmo triangulo. Portanto, (30,72,78); (30,16,34); (30,40,50) e (30, 224,226)

representam todos os triangulos retangulos de lados inteiros e um cateto igual a 30.

Problema: Em relagéo aos triangulos pitagoricos, responda:

a) existe algum triangulo retangulo com lados inteiros e perimetro igual a uma
poténcia de 2 ?

b) dados p um nimero primo e k um natural, existe algum triangulo retangulo com
lados inteiros e perimetro igual a 2p*?

Solucéo:

a) Suponha que exista um terno pitagorico (x,y,z) tal que x +y +z = 2%, com k
natural e maior que 1. N&o ha prejuizo em considerar (x,y,z) primitivo, pois caso
seja possivel a soma x + y + z ser expressa por uma poténcia de 2, para obter um
novo triangulo retangulo cujo perimetro € uma poténcia de 2, basta multiplicar a
soma x +y+z por outro nimero da forma 2/ , onde j € N. Pelos resultados
obtidos anteriormente, sabe-se que devem existir naturais m e n, com m > n,
(m,n) =1 e m+n impar, tais que x = m? —n?, y = 2mn e z = m?+n?. Assim, é
preciso que seja m? —n?+2mn+m?+n? =28 .m?+mn=2tm@m+n) =
2k=1 Esta ultima igualdade informa que m +n e m devem ser poténcias de 2, o
que é uma contradicdo, pois (m,n) =1 = (m,m +n) = 1. Portanto, ndo existe

triangulo retangulo com lados inteiros e perimetro igual a uma poténcia de 2.

b) Para este item o raciocinio € analogo, pois ao supor a existéncia de tal triangulo
obtém-se m:-(m+n) =p* e como (mm+n)=1,m+n e m ndo podem ser

poténcias de p.

3.3 BLOCOS DE EULER

Definicdo 3.3.1: Um paralelepipedo reto retangulo € denominado um bloco de
Euler se as medidas de suas arestas e também as medidas das diagonais das
faces sdo numeros inteiros.
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Proposicéo 3.3.1: Se um bloco com medidas a,b e ¢ é de Euler, entdo um bloco
com medidas bc,ab e ac € um bloco de Euler.

Prova: Por hipétese a, b, ¢ ,Va2+b2,Va? + c2,Vb? + c2 sdo todos naturais. Logo,

tem-se que
bc, ab, ac, \/(bc)2+(ab)2 = \/bz(cz + a?) = bva? + c?, \/(bc)2+(ac)2 =
\/cz(bz +a?) = cVa?+b? e \/(ac)2+(ab)2 = \/az(cz + b2) = aVb? + ¢ também

sao todos inteiros positivos. Portanto, um bloco com medidas bc, ab, e ac € um

bloco de Euler.

Em (MOREIRA, 2012), pagina 193, o leitor encontrard mais sobre blocos de Euler.

3.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES

Até o presente momento sabe-se que o mdc de dois niUmeros dados pode ser
escrito como combinacd@o linear de tais numeros. O processo que sera aqui
detalhado € uma forma de obter tal combinac&o. Antes disso, vale expor o seguinte

resultado:

Lema 3.4.1: Sejam a,b,n € Z. Tem-se que (a,b) = (a,b — na).

Prova: Sejamd = (a,b) e c = (a,b — na). Como d|a e d|b, segue-se que d|na e
dlb ~dlaed|b—na - d|(a, b—na)=c -~ d < c.Poroutro lado, c|a e c|b — na,
daiclanec|lb—na ~clan+b—-na=becla ~c|(a,b) =d - c <d.Restaentdo
que d = ¢, isto é, (a,b) = (a,b — na).

Este resultado tem papel importante na obtencdo de um procedimento para
determinacdo do méaximo divisor comum de dois inteiros. Consideremos assim, a e
b dois inteiros positivos. Se bla entdo (a,b) =b. Caso contrario, a divisdo
euclidiana garante que existem q,,7; €Z, com 0<r; <b tais que a = bq; + ;.
Dai, (a,b) = (a — bgy,b) = (1, b). Se ry|b entdo (a,b) = (r;,b) = r;. Caso contrario,
iq,mr €EZ, com 0<nr,<rnr, tais que b=q,r+r,. Logo, (a,b)=(r,b)=
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(ry, b — qory) = (11, 13). Se ry|ry entdo (a,b) =1,. Sendo, 3 q;, 153 €EZ, com 0 <13 <
Ty, tais que r; = qsry+13. De onde segue que (a,b) = (ry,1y) = (1,11 — q312) =
(ry,13). Se r3|r, entdo (a,b) = (r,,13) =1r3. Do contrario, obtém-se um novo
quociente e um novo resto e o processo se repete. Apds executar uma quantidade
finita de k + 1 passos, obtém-se r,_; = 1,qx+1 + 0, OU seja,(a, b) = (ry_1, 1) = 1. A
guantidade de passos executados é realmente finita, pois comob >r, >r, > 1ry >
-+ >0, ou seja, a sequéncia (r,),ey € decrescente e constituida por inteiros
positivos, com excecao do ultimo, o Principio da Boa Ordenacado garante que existe
um natural k tal que r; € o ultimo resto ndo nulo que figura no algoritmo, isto é, r; é
0 menor elemento ndo nulo da sequéncia. Tal resto € o maximo divisor comum de

aeb.

O teorema de Bézout garante que é possivel escrever o maximo divisor
comum de dois inteiros como combinacédo linear desses dois inteiros. O algoritmo
de Euclides, por sua vez, permite determinar que numeros participam da

combinagcdo. Como exemplo, vamos obter o mdc de 12 e 17.

1 2 2 2
17 12 5 2 1
5 2 1 0

De acordo com as operagbes acima, 17 =1-12+5; 12=2-54+2; 5=2"
2+1,logo,1=5-2-2=5-2-(12—-2-5)=5-2-12+4-5=5-5-2-12 =
5-(17-1-12)—-2-12=17-5-12-7 ~12-(=7)+17-5=1.

Problema: A quantia de 26 reais deve ser paga utilizando-se apenas notas
de 2 e de 5 reais, sem que sobre troco. Também néo é permitido que se utilize

notas de apenas um tipo. Como o0 pagamento pode ser feito?

Solugdo: Sejam X = numero de notas de 2 reais, Y = numero de notas de 5 reais.
Deve-se ter entdo 2X + 5Y = 26. Como (2, 5) = 1, existe uma combinacao linear
de tais niumeros que resulta igual a 1. Sem dificuldade pode-se escrever 2(—2) +
5(1) =1, de onde segue que 2(—2-26)+5(1-26) =26 -~ 2(—52) + 5(26) = 26.

Pondo x, = =52 e y, = 26, a Ultima igualdade torna-se 2(x,) + 5(y,) = 26, ou seja,
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0 par (x,,y,) € uma solucdo inteira da equacao 2X + 5Y = 26. Se (x,y) é outro par
de solugbes, segue-se que 2x+ 5y =2x,+ 5y, =26 -~ 2(x —xy) =50, —y).
Como 5+t2 e (2,5)=1, resta que 5|x —x, ~ It€Z tal que x —x, =5t ~x =
Xy + 5t = =52 + 5t. Conclui-se também que 2-5t =5y —y) ~yo—y =2t ~y =
Yo — 2t = 26 — 2t. Portanto, todas as solugbes da equagéo 2X + 5Y = 26 sao os
pares (=52 + 5t,26 — 2t), com t € Z. A quantidade de cédulas de cada tipo n&o

pode ser nula, assim, t deve satisfazer o seguinte sistema:

{_2562—+25tt>>00 . Da primeira inequacéao resulta t > 10,4 e da segunda vem t < 13.
Como t éinteiro, t=11o0u t=12. Set=11entdo x = -52 + 55 =3 ey =

26—22=4. Se t=12 entdo x=-524+60=8 e y =26—-24=2.
Resposta: O pagamento pode ser feito utilizando-se 3 notas de 2 reais e 4 notas de
5 reais ou com 8 notas de 2 reais e 2 notas de 5 reais.

A equacdo 2X + 5Y = 26 enquadra-se num tipo especial denominado equacao
diofantina linear, em referéncia a Diofanto de Alexandria. Nas proximas linhas,
mostrar-se-4 que € possivel obter a solugdo geral de uma equacao deste tipo,
desde que o maximo divisor comum de seus coeficientes divida o numero presente

do outro lado da igualdade. E o que nos diz a seguinte

Proposicéo 3.4.1: A equacao diofantina aX + bY = ¢ possui solugéao se, e somente

se,(a, b)|c.

Prova: Seja (x,y) um par de solucbes da equacédo. Seja d = (a, b). Como d|a e
d|b, segue-se que d |axed | by ~ d|ax + by = c. Reciprocamente, se d | c entdo
existe k € Ztal que ¢ = dk. Como d = (a, b), existem m e n inteiros tais
queam + bn = d - a(mk) + b(nk) = dk = ¢, logo, x = mk e y = nk séo

solugdes da equacéo. m

Com base nesse resultado € possivel afirmar, por exemplo, que a reta de equacgéo
2x + 6y = 7 ndo possui pontos com coordenadas inteiras, ja que (2,6) = 2 t7.
Na realidade, dizer que (a, b)|c equivale a dizer que a equacdo aX + bY = ¢ possui

infinitas solugdes inteiras. Provaremos a seguir que se d = (a, b)|c e (xg,Y,) € um
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~ . . ~ ~ p b
par de solugdes inteiras dessa equagéo, entdo as formulas x = x, + —tey=y,—

%t, comt € Z, fornecem todas as suas solucdes inteiras.

Proposicéo 3.4.2: Sejad = (a, b). Se d | c e (x,,y,) € um par de solucdes inteiras
b
da equacdo aX +bY =c, entdo x = X +Et e Y=Y —%t, comt € Z,

representam todas as suas solugdes inteiras.

Prova: Com efeito, sejam (xg,¥,) e (x,y) solugbes de aX + bY = c. Segue-se que

a b a b c
ax + by = axy, + by, = ¢ -~ SX Ty =SXeot oy =7 Ponhamos

b ~
~=u e -=v. Tem-se entdo queux +vy = uxo+vy, ~ u(x —xp) =

b
v(yo—y) ~ v|u(x —xy). Como (u, v) = (%, Z) =1, restaque v | x — X,
logo, exite t € Z tal que x —xy = vt - x = Xy + vt. Substituindo x — xy, =
vt em u(x —xy) = v(yo—y) obtém-seuvt = v(y, —y) - y =y, — ut.
Portanto, ficam estabelecidas as formulas do enunciado. De forma direta é facil

verificar que tais formulas sdo solucdes da equacédo. =

Problema: Sejam (a,;)nen € (bn)nen duas progressdes aritméticas infinitas e
nao constantes, cujos termos s&o inteiros positivos. Prove que existem infinitos
naturais que sao termos de ambas as sequéncias se, e somente se, 0 maximo

divisor comum de suas razdes dividir a diferenca entre seus termos iniciais.

Solugéo: Sejam a, e b; 0s termos iniciais das progressdes e r e p suas
respectivas razdes. Tem-seque a, = a;+(n—1)r eb, = by +(n—1)p,vn €N.
Seja ¢ um dos infinitos naturais que figuram em ambas as sequéncias. Logo,
existem naturais m e n tais que ¢ = a1 = a; + mr = b,,; = by + np. Com isso
rm + p(—n) = b; — a;, OU Seja, como 0s termos comuns sao infinitos, a equacao
rx + py = b; — a; admite infinitas solu¢cdes naturais (x,y). Portanto, da proposi¢cao
3.4.1 segue que (r,p) |b, — a,. Reciprocamente, se (r,p) |b; —a,entdo Ik € Z
tal que b; — a; = (r,p) k. Como existem u,v € Ztais que (r, p) = ur + vp, segue

que by —a; = (ur + vp)k =~ by —a; = urk + vpk ~ ay + (uk)r = b; +
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(—vk)p. Esta Ultima igualdade garante que as progressdes possuem infinitos
termos comuns. A fim de aprofundar mais os conhecimentos recomenda-se ler
(HEFEZ, 2014), pagina 101.

3.5 PITAGORAS E OS NUMEROS FIGURADOS

Pitagoras e seus seguidores eram atentos as formas geométricas e
buscavam constantemente associa-las aos problemas mateméaticos, mesmo
quando tais questdes ndo expunham tratar-se de medir segmentos ou areas. Como
nessa época ainda era costume realizar contagens atraves de pedrinhas ou marcas
de pontos feitas na areia, estes procedimentos agucavam os olhares dos
pitagoricos e os faziam pensar nas maneiras de dispor os objetos. Das
observacbes colhidas surgiram os numeros figurados, que constituem-se
basicamente por inteiros sequenciados com uma propriedade comum de cunho
explicitamente geométrico. Assim, por exemplo, pode-se dizer que 1, 3,6, 10, ... sdo
nameros triangulares, pois ao considerar um ponto como representante da unidade
€ possivel formar tridngulos associados a cada um dos nimeros desta sequéncia,

como mostra o0 esquema abaixo:

®
@ e ©
c) e o e o o
=) e o e @ o e © o e
1 3 6 10

Dessa forma, os quatro primeiros numeros triangulares sdo 7, =1, T, = 1 + 2,
T;=1+2+4+3 eT, =1+ 2+ 3+ 4, 0 que motiva a seguinte

Definicdo 3.5.1: Seja n um numero natural. O n-ésimo numero triangular é o

nimeroT, =1+4+2+3+--+n= n(n;l). Paran = 0 tem-se T, = 0.
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Problema: Prove que o quadrado de qualguer niumero impar, multiplo de 3, é a
diferenca entre dois numeros triangulares.
Solucdo: Se x = 3k, com k inteiro impar, entdo x? = 9k2. Suponha que existam T,

m(im+1)  p(p+1) _
2 2

e T, ndmeros triangulares tais que T, — T, = 9K*. Logo,

2_2 — —1n)-
mZ-pZtm-p _ (m-p)(m+p+1) _ .2 . (m=p)-(m+p+1)=

2 2
2 . . m—p =3k .
18k~“. Nessas condicBes, fagcamos valer o sistema {m +p+1=6k cujos valores
: ~ 9k — 1 3k—1 . 3x — 1
que o satisfazem sdaom = S €p=—,,ouseam =——ep =

X—-—1 .. . . . -~ . . , . , .
T. E imediato notar que tals numeros sao Inteiros, pols X & Impar. Além disso,

para tais valores tem-se que
3x —1\(3x—1 X—1\(/x—-1
T _T = ( 2 )( 2 '1) _ ( 2 )( 2 +1) _ (Bx)*-1  x*-1 — %2 o
m p 2 2 8 8
0S nameros T, e T, sdo de fato inteiros, pois

x impar = (3x)2 = 1(mod 8) e x> = 1 (mod 8). Portanto, fica provado que
qualquer impar, multiplo de 3, pode ser escrito como diferenca entre dois nimeros

triangulares.

3.6 CARACTERIZACAO DOS NUMEROS TRIANGULARES

Proposicdo 3.6.1: n € um numero triangular se, e somente se, 8n+1 é um
quadrado perfeito.
_ m(m+1)

Prova: Se n € um nUmero triangular entdo existe m e Ntalquen =T, = S

gm(m+1)

logo, 8n+1=8T, +1 = +1=4m?+4m+1=2m+ 1)? que

é um quadrado perfeito. Reciprocamente, se 8n + 1 é um quadrado, entéo existe

mi-1_ (5O

8 2

meN tal que 8n+1=m? de onde segue que
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Como m? = 2(4n) + 1 segue-se que m deve ser impar,

m-1 . s
portanto, — € inteiro e n € triangular. =

Aplicacdo: 1+ 9 + --- + 9™ & um nGmero triangular, v m € N u {0}.

Prova: Sejan=14+9+--4+9™ Como 1+ 9+ -+ 9™ representa a soma

dos m + 1 primeiros termos de uma progressdo geomeétrica de razdo 9, tem-se que

gm+1_q gmtl_q

1494 +9m=

C dai, 8n+1=8-( )+1=9m+1=

8

(3™*1)2 ¢ um quadrado, portanto, n é triangular.

Proposicdo 3.6.2: A soma de dois numeros triangulares consecutivos é um
guadrado perfeito.

Prova: Sejam T,,, T,,+, dois nUmeros triangulares consecutivos quaisquer. Tem-se

2 2
que T+ Tppq = m(rr21+1) n (m+1)2(m+2) _m +m+r;l +3m+2 _
2
2m +24m+2 =m?+2m+1= (m + 1)2_
]

Também é valido o seguinte resultado:

Proposicdo 3.6.3: O quadrado de qualquer namero inteiro positivo, maior do que
1, pode ser escrito como soma de dois nimeros triangulares consecutivos.

Prova: Seja m um inteiro maior do que 1. Tem-se que T;,_1 + T, =

(m‘zl)m m(1721+1) — % m—1+m+1)=m?-m?=T,_; +T,
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Proposicéo 3.6.4: O dobro do produto de dois numeros triangulares consecutivos
€ um numero triangular.

Prova: Sejam T,,_, e T,, dois triangulares consecutivos. Tem-se que 2 * Tm_l :
(m-1)m m(m+1) _ (m?-1)m?
2 2 2

T, =2

= Tmz_l.

Como exemplo, para m = 10 tem-se que 4950 = 2 Tq * Tyg = T192_1 = Too.

Proposicdo 3.6.5: A diferenca dos quadrados de dois numeros triangulares
consecutivos € o cubo de um inteiro maior do que 1. Reciprocamente, o cubo de
um inteiro maior do que 1 é a diferenca dos quadrados de dois numeros
triangulares consecutivos.

Prova: Sejam T,,, T,,+, dois nUmeros triangulares consecutivos quaisquer. Tem-se
2 2 _ _ 2 —
que Tmi1” =T = U1 + ) - (1 — T) = (m+ 1D (m+ 1) =
(m + 1)3.
Para provar a reciproca basta tomar as igualdades anteriores em seu sentido
inverso.
[ ]

Proposicdo 3.6.6: A soma dos quadrados de dois numeros triangulares
consecutivos é um namero triangular.

Prova: Sejam T,,, T,,,+, dois nUmeros triangulares consecutivos quaisquer. Tem-se

) () = ()

que Tm2 + Tm+12 = (

(m+1)?(m?+2m+2) _ (m+1)?((m+1)%+1)

(m?+m? +4m +4) = - -

T(m_l_l)z. ]
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3.7 NUMEROS PERFEITOS

Definicdo 3.7.1: Sejam n um numero natural e S(n) a soma de seus divisores
positivos. O nimero n € dito perfeito se S(n) =2-n, ou seja, n é perfeito se é
equivalente a soma de seus divisores naturais distintos do mesmo. Por exemplo,

6=1+2+3, ou ainda, 12=5(6)=1+2+3+6, portanto, 6 € um numero
perfeito.

Como consequéncia desta definicdo, S(n) =n+1 se, e somente se, n € um
namero primo. De fato, n € primo se, e somente se, seus Unicos divisores positivos
sdo 1 e ele mesmo, o0 que equivale a igualdade S(n) = n + 1.

Proposicédo 3.7.1: Sejan = p;** ...p,.% a decomposicao de n em fatores primos.
Entdo, S(n) = B -,

Prova: Antes de provar este resultado, facamos a seguinte exemplificacao:

Se n = 36, entdo n = 22 - 32. Consideremos o produto (1 + 2+ 22)-(1+3+32%) =
2030 + 2031 + 2032 4 2130 2131 4 2132 4 2230 4+ 2231 + 2232, Constata-se que
este desenvolvimento representa a soma de todos os divisores positivos de 36.
Agora, passemos a demonstracao.

Analogamente ao exposto no exemplo, tem-se que

A+p++p*) - (AL+p, + - +p %) = Zp1ﬂ1 .o pr'BT’ onde
0<Bi<a;, para i =0,1,..,r. Ao efetuar todos os produtos contidos no lado
esquerdo da igualdade acima, séo realizadas todas as combinacdes que garantem
divisores positivos de n. Observa-se também que antes de realizar estas
operacOes, os r fatores do produto inicial constituem-se em somas finitas de
. p1%1t1i-1
progressbes geomeétricas, portanto, resta que S (n) = T .

prar+1_1

pr—1
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Proposicédo 3.7.2: Se m e n sao naturais tais que (m,n) = 1, entdo S(mn) = S(m) -
S(n).

Prova: Como m e n sao relativamente primos, nao existe um primo p tal que p seja

um divisor comum de m e n . Mais precisamente, existem P, ..., Py, 41, -+, Q¢

primos, todos distintos, @, ..., &y, B1, ..., B € N U {0} tais que m =

a a —_— . a
P17t .. e n=gqfr..qP logo, mn =p AT qlf”l-
a'1+1_1 p a’r+1_1
qtﬁt e da proposicao anterior segue que S(mn) =k -, o ————
p1—1 pr—1
qP1ti-1 o q Pt

e L= S(m)-S(n). =
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4 ALGUNS NOMES ILUSTRES, CONGRUENCIAS E SOMATORIOS
ENVOLVENDO TRIANGULARES

Nas proximas linhas definiremos os primos de Mersenne, provaremos por
inducdo alguns padrbes interessantes referentes aos numeros triangulares.
Faremos uso também de certas propriedades das congruéncias aplicadas a somas
destes numeros. Em seguida, discursaremos sobre os numeros de Fermat,
somatorios e identidades triangulares. Como fechamento provaremos algumas

proposicdes relativas a paridade dos triangulares.

4.1 PRIMOS DE MERSENNE

Marin Mersenne [1588-1648] foi um padre francés dedicado a teoria musical
e também a matemética, dentre outras areas. Na Teoria dos NUmeros, destacou-se
por seu trabalho constituido na tentativa de determinar uma férmula que
representasse todos os numeros primos. Embora tenha falhado em seu intento,
seus estudos relativos aos numeros da forma 2™ — 1 tém importancia significativa
na investigacdo de nuameros primos com grande quantidade de digitos. Existe

também uma relacdo com o0s numeros perfeitos, que sera aqui explorada.

Definicdo 4.1.1: Os numeros de Mersenne sdo os numeros da forma M,, = 2™ — 1,
onde n € natural. Se M,, é primo, para algum primo p, entdo M,, € dito um primo de

Mersenne.

Nem todos os numeros de Mersenne sdo primos. Como exemplo tem-se que
M;; =211 —1=2047=23-89 e M,; =2%—-1=28388.607 =47-178.481 sdo

Compostos.

Proposicdo 4.1.1: Sejam a e p numeros naturais maiores do que 1. Se a? —1 €

primo, entdo a = 2 e p € primo.
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Prova: Suponha, por absurdo, que a > 2. Segue-se que a — 1 > 1 e sabe-se
também que a—1|a"—1,vn € N. Em particular, a —1]a?P —1, 0 que é uma
contradicdo, pois por hipétese a? — 1 é primo. Portanto, a = 2. Agora suponha que
p € composto. Nesse caso, existem r,s > 1tais que p =rs, de onde segue
a?P —1=2"-1=(2")—-1 ~ 2"=1]aP =1 ~ aP? —1 ndo € primo, 0 que é uma

contradi¢cdo. Portanto, p é primo. =

Os numeros de Mersenne tém importante papel na caracterizacdo dos numeros
perfeitos
pares. O proximo resultado é devido a dois grandes expoentes da Matematica.

Teorema 4.1.1 (Euclides-Euler): Um nimero natural n € um ndmero perfeito par

se, e somente se, n = 2P71(2? — 1), onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Demonstracdo: Suponha que n é perfeito e par. Seja 2P~ a maior poténcia de 2

que divide n. Logo, p > 1 e n=2P1.p,combimpar. Consequentemente

@Lp=1 e Sm) =52 b) =52 S(b)=L—"1-50) =

-1
(2P — 1) - S(b). Por hipdtese, n é perfeito, logo S(n) =2n =~ (2P —1)-S(b) =2 -
2P71.p o (2P —=1)-S(b) =2P-b. Como (27P,2P — 1) = 1, resta que 2P — 1|b, logo,
existe um natural c tal que b = c(2P — 1). Além disso, ¢ < b, pois caso fosse c = b
teriamos p = 1. Isto posto, a igualdade (2P —1) - S(b) = 2P - b torna-se (2P — 1) -
S(h)y=2P-c-(2P—-1) ~S(b)=c-2P. Como b=c- (2P -1)=b =c-2P —c, tem-
seque b+c=c-2P ~S(b)=>b+c. Aigualdade b + c = c - 2P ainda informa que
c|b + ¢, logo c|b. Afirmamos que em tais condigbes ¢ = 1. Do contrério, se ¢ # 1
entdo S(b) > 1+ c+ b, jaque 1, c e b sdo todos distintos. Porém, como S(b) = b +
c,restaria b+c=b+c+1-0=1, oque é absurdo. Portanto, ¢ = 1. Conclui-se
entdo que S(b) = b + 1, logo, b € primo, ou seja, b =c - (2P —1) = 2P — 1 € primo,
de onde segue que p também é um nimero primo. Finalmente, n=2P"1.p =

2P71(2P — 1), onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Reciprocamente, se n = 2P"1(2P — 1), com 2P —1primo, entdo S(n) =S(2P*-
(2P —1)). Como 2P —1 é primo, S(2P —1)=2P —1+1=2P. Além disso,

2P~1¢ 2P — 1 sdo relativamente primos, de onde segue que S(n) = S(2P~1)-
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+1_
S(2P—1) =227 = (2" - 1)2P = 2 27"'(2 — 1) = 2n, portanto, n

€ um numero perfeito par. m

Proposicdo 4.1.2: Todo numero perfeito par € triangular.

Prova: Basta observar que se n = 2P71(2P — 1), com 2P — 1 primo, ent&o

(2P-1)-2P
2

Problema: Prove que todo ndmero da forma My,,; —M,, —1,n€N,é o

produto de um quadrado por um triangular.

Solugdo: Por definigdo, My,.; — My, —1 =21 -1 -(2"-1) -1

24+l 1 22"+ 1 — 1. Ocorre que 22 =1 (mod 3) de onde segue 22" =

221 —1
é um

1 (mod 3),V n € N. Em outras palavras, isto significa que o nimero

22n_1

inteiro, para todo natural n. Assim, seja = N. Tem-se entdo que 22" — 1 =

3N & 22" =3N +1 2" = (3N +1)? ». 241 = 2(BN + 1)2. Com isso,
Mypy1 — My, —1=2(BN+1)2?-3N—-1—1=18N%?+ 12N +

2N(2N+1)
> =

2—3N—-2=18N2+9N =9N(2N+1) =9 - 32.

Em particular, para n = 504 tem-se que Myg17 — Migog — 1 = 32 -

21009 _5

Ty ,onde k =
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Proposicéo 4.1.3: Existem infinitos nimeros de Mersenne M, tais que M, + 1 é a

diferenca entre um quadrado e um numero triangular.

Prova: Sejam n um natural qualquer, a = 2"t + 2" + 1 e b = 22 4+ 1. Tem-

2TL+2 +1) (2n+2 +2)
2

se que a’-— b(b;l) = (2" 42" +1)? — (

— 22n+2 +2.
2n+1 . (Zn + 1) + (Zn + 1)2 _ (2n+2 + 1) . (2n+1 + 1) — 22n+2 + 22n+2 +
2n+2+22n+2n+1+1_22n+3_2n+2_2n+1_1=22n=22n_1+1=
My, +1=M,+1,ondek =2n. m

b(b+1) _

Em particular, para n = 3 tem-se a = 25 e b = 33, o que implica a? —

g2 _ 3334

=625—33X17 =625—-561 =64 = Mg+ 1.

Esta ultima proposicdo € na verdade um exercicio que se encontra em (DEZA,
2015), pagina 405. L4 o leitor encontrard& muitos exercicios e informacdes

interessantes sobre nimeros de Mersenne e figurados, dentre outros.

Um fato interessante ocorre com 0s numeros triangulares T,, cujo indice m
pertence a sequéncia (6,66,666,::-). Observa-se que Tg = 21, T = 33 - 67 =
2211, Tgee = 333 - 667 = 222111. Com base nesse padrdo provaremos a

seguinte

Proposicdo 4.1.4: Existem infinitos nimeros triangulares formados apenas por

algarismos 1 e 2.

Prova: Fagcamos a prova por inducdo sobre o numero n de digitos do indice 66 - 6.
Para facilitar o desenvolvimento da prova utilizaremos a notacédo (aa-:-a), para

representar um numero com n algarismos a, o simbolo (aa-:-a),(bb---b), para

representar o ndmero com x +y digitos (aa---abb---b)y,, e por fim a

notagdo (a(bb -+ b),, cc),, para representar um nimero com n digitos, sendo m

deles iguais a b. Se n = 1 tem-se T,, = Ts = 21. Suponha que Ti¢e...),, =

(22"'211'"1)271: para algum natural n. Entenda-se que este possui a
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mesma quantidade de digitos 1 e 2. Assim, a hipotese de inducdo nos diz que

66-6)n (66:-7)p
( >2( n = (33+:3), - (66 7), = (22211 1)5,.

Devemos verificar se T(gg...6),,, = (22211 ---1)p45. Tem-se que

T _ (66:::66)7n+1°(6667)n41 __
(66::66)n+1 — 2 —

(33+33)p41 - (66 67)py1 = [(33+30)41 + 3] - [(66 - 7),, -
10— 3] =(33-3),,- 10 - (66-+-7),, - 10 — (33---3),, - 10 - 3 +
3.(66-+7), —9 =100 (22-+211++1)y, —30-(33-3), +
30 (66-+7), —9 = (22211 100)5p45 + [(66 -+ 67),, —
(33--33),] 30—=9 = (22211 -100) 3,4, + (33 -+ 34),, -
30— 9 = (22211 100) 545 + (100 --020),,4, — 9 =
(22211 +-100),45 + (100 -+ 011),,4, =
(22+-2),(11+-100) ;45 + (1(00 - 0) 1 11) 45 =

(22 2), (21 14y = (22 2)py g (1 11) 44 =
(22211 1)gpsy. m

Outro padréao pode ser observado ao tomar os indices m pertencentes a sequéncia
(33,333,). Tem-se que T35 = 561, T333 = 55611, T3333 = 5556111.

Com isso, provaremos o seguinte resultado:

Proposicédo 4.1.5: Existem infinitos nimeros triangulares nos quais figuram apenas

os algarismos 1, 5 e 6.

Prova: Utilizaremos novamente indugcdo sobre o niumero n de digitos, agora do

indice 33--3. Se n = 2 tem-se T,, = T33 = 561. A notagdo (aa--a),

representara um ntimero com n algarismos a, o simbolo (aa -+ a),c(bb --- b),,

representara o nimero com x +y + 1 digitos (aa --- acbb --- b) 4,41 e por fim
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a notagéo (a(bb -+ b),,cc), representara um nimero com n digitos, sendo m
deles iguais a b. Suponha que T(33...3y, = ((5+5)p—16(1** 1)p_1)2n-1,

ou sefa, supornha que I = (5 5)16(1 -+ Dp-1)an-1,

para algum natural n. Devemos verificar se
T(33.3),,, = ((5:-5)p6(1 - 1)p)2n4+1. A hipotese de indugéo nos diz

(33-:3)°(334)p,

que > = ((5-9)n-16(11p-1)2n-1. ou seja,

(33:3)n - (1(6-+-6)n—27)n = (5" 5)n-16(1 - D)y—1)2n—1. Tem-

(33-:33)n+1:(33:-:34),
se T(33"'3)n+1 = +12 1 — (33 33)n+1 .

(1(6+-6)n—17)n41- Como (1(6-+6)y_17)ps1 — (L(6 - 6)5_27)p =
15-10™"1  isto & (1(6:6)_17 )1 = (1(6+-6),_57), +
15-10"1 e (33:-33),,,; =10-(33::+3),, + 3, segue-se que
Tigeay,,, = [10 - (33 3)y + 3] X [(1(6 -+ 6)n_pT)n +
15-10"1]=10-(33:3),,- (1(6:+6),,_27),, + 10 - (33-+-3),, -
15-10" 1 +3-(1(6+++6),,_,7), +3-15-10"1 =10-
((5::5)p-16(1--1)p_1)2p-1+ (33++:3), - 15-10" + 3 -
(1(6+6)n—27)n +45-10""" = ((5++:5)p—16(1 ++* 1)_10) 2, +
(99--9),-5-10"+3-(1(6+++6),,_27),, + 45 - 10" 1. Ocorre que
(99:--9),,-5-10™" = (4(99:-:9),,_15) 41 - 10" =
(4(99+-9)n-15(00 - 0))2n+1 e 3:(1(66)p27)n =
(5000 0)p—2 1)y, de onde segue que
I(33--3)4, =

((5-+5)p-16(1-+-1)510)2p + (4(99 - 9)-15(00 --- 0) ) 2p41 +
(5(0--0)p—21)n + (45(0 - 0)pp—1)n41 =
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[(4(99+-9),-15(00 - 0)p)2n41 +

((5-+-5)n-16(1 -+ 1)510)25] + [(45(0 -+ 0)p—1 )41 +
(500 0)p—2nl =

((5-+5)n(1-1)n0)2n41 + (5(0-+-0)pp—11)py1 =
((5++5)n6(1 - D)n)2n+1. ®

Aplicacdo: Seja n um numero natural maior do que ou igual a 2. Mostre que o
namero 44---488---89, que possui n algarismos 4 e n—1 algarismos 8 é um

quadrado perfeito.

Solucéao: Decorre imediatamente da proposicéo 4.1.5 e da proposicao 3.6.1 que
8- T(z3..3), + 1= ((44--4),(88---8);_19)2, € um quadrado perfeito.

Proposicédo 4.1.6: Se T é um numero triangular, entdo 9T + 1 também é triangular.

+1
Prova: Seja n um natural tal que T = nn ). Tem-se entdo que 9T + 1 =
+1 In?+9n+2
9 n(nz ) 41 = % de onde surge8 - (T + 1)+ 1 =

2
8(%)+1=4(9n2+9n+2)+1=36n2+36n+8+

1=36n2+36n+9=94n%+4n+1)=32-Qn+1)% =

(6n + 3)2, gue é um quadrado perfeito. Portanto, 9T + 1 € triangular. m

Como consequéncia disso tem-se, por exemplo, que 9222111 + 1 = 1.999.000 é
triangular, bem como 9 - 22221111 + 1 = 199.990.000. Em geral, todo numero da

forma (1(99-:-9),(00---0),,)2n4+1 € triangular. Ao observar a sequéncia de
triangulares (561,55611,---) e realizar algumas operages conclui-se que 9 -
561+ 1 =5050; 9-55611+1=500500; 9-5556111+1=

50005000, etc, sdo triangulares. De modo geral, todo numero da forma
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(5(00---0),,5(00+--0);)) 242, comn € N U {0}, é triangular. De forma mais

precisa, tem-se valida a seguinte
Proposicédo 4.1.7: 9T, + 1 = T3,,4,Vn € N U {0}.

_ (3n+1)(3n+2) _ 9In?+6n+3n+2 _ In®+9n+2

Prova: Tspe1 = . . = . =

n(n+1)
2

9 +1=9T,+1,vneNU{0}. =

Em termos de congruéncias isto significa que T5,,+1 = 1 (mod 9),V n € N U {0}.
Com isso, é possivel afirmar, por exemplo, que T; + T, + T, + -+ T55 =
19 (mod 9). Para tanto, basta notar que a quantidade de triangulares presentes

na congruéncia é a mesma quantidade de termos da PA (1,4,7,---,55). Como
cada triangular é congruente a 1, médulo 9, as somas membro a membro garantem

a veracidade da congruéncia. Prosseguindo, ao notar que 19 =1 (mod9) e
aplicar a propriedade transitiva, tem-se que T; +T,+T,+--+T55 =
1 (mod 9). Exagerando um pouco mais obtém-se (T; +T,+ T, + -+
Tss)?017 = 12917 (mod 9) = (Ty + T, + T, + - + T55)?°17 = 1 (mod 9).

Aplicacéo: Prove que (T; + T, +T; + -+ T3,_2)™ =n™ (mod 9),Vn,m €
N. Em seguida, utilize isso para mostrar que (T + T, + T; + -+ + Tyo17)%%Y =

7 (mod 9).

Solugdo: Seja k a quantidade de termos da PA (1,4,7,---,3n — 2). Logo,
3In—-2=1+4+(k—-1)3-3n—-2=3k—-2-3n=3k~k=n, de onde
segue que T; + T, + T, + -+ T3, =nX1(mod9) ~ Ty + T, +T, + -+
Tsny=n(mod9) ~ (T + Ty + Ty 4+ T5,_5,)" =n" (mod 9),Vn,me
N. Tomando n = 673 e m = 2017, tem-se (T; + Ty + T, + - + T5417)?°Y =
6732°Y7 (mod 9). Como 673 = —2 (mod9), segue-se que 6732017 =
(—2)2°17 (mod 9) . 6732917 = —22017 (1mod 9). Ora, 23 = —1 (mod 9) -
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(23)672 = (=1)%72(mod 9) - 22916 = 1 (mod 9) ~ —22°7 = —2 (mod 9) -
—2%917 = 7 (mod 9). Portanto, (Ty + Ty + T; + -+ + Tp017)*°*” = 7 (mod 9).

4.2 NUMEROS DE FERMAT

Definicdo 4.2.1: Um ndmero de Fermat € um nimero da forma F,, = 22" + 1, com

n € N U {0}.
Proposicdo 4.2.1: Se n > 2 entéo o digito das unidades de F, é 7.

Prova: Se n>2 entdo 2" é divisivel por 4, logo, existe um natural k tal que
2" = 4k, de onde obtém-se F, = 22" +1=2% 4+ 1= (2" +1 =16* + 1.
Como 16 = 1 (mod 5), tem-se que 16* = 1*¥ (mod 5) . 16¥ = 1 (mod 5) -
16% + 1 = 2 (mod 5) - E, = 2 (mod 5). Assim, o Gltimo algarismo de F, s6
pode ser 2 ou 7, porém, F, é impar, portanto, o algarismo das unidades de F;, é 7,

Vvn=2. nm

Proposigao 4.2.2: O Unico nimero de Fermat triangular é F, = 3.

1 ~ L, .
Prova: Ora, sabe-se que F; = 22" + 1 = 5 n&o é triangular. Para o caso n > 2 0

resultado acima garante que o algarismo das unidades de 8F, + 1 é 7, que ndo

pode ser o ultimo algarismo de um quadrado perfeito. m

4.3 SOMATORIOS E ALGUMAS IDENTIDADES ENVOLVENDO TRIANGULARES

Proposicdo 4.3.1: Ty =T, + Ty +nk,Vn k € N.
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n(n+1)

Prova: Para quaisquer naturais n,k tem-se que Ty, + Ty + nk = +

k(k+1) n?+2nk+k?+n+k _ (n+k)>+(n+k) _ (n+k)(n+k+1)

2 2 2

+ nk =

Thik-m

Na identidade acima, tomando n =m e k = m — 1, onde m € um natural qualquer,
tem-se que Toym_1 = (Ty + Trpeq) + m(m — 1) = 2m? —m, de onde segue
que T;=2-12-1;T3=2-22-2;Ts=2-32=3;++;Tp 4 =21r%—r.
Assim, Ty + T3+ Ts+ -+ Ty 1 =2-(12+22+3%2+--+712)—

2r(r+1)(2r+1) . r(r+1)  r(r+1)(4r+2-3)

(1+243+-+71)=
6 2 6

r(r+1)(4r—-1)
6

r(r+1)(4r—-1)
o =1 Taim1 = p :

Aplicagdo: Calcule o valordasoma Ty + T3 + +- + T5q17.

Solucéo: Tem-se que Ti+T3+ - +Ty0, =Ty +T5+ -+

T2.1009_1 — 1009-10610-4035 _ 1009-5254035 — 1009 - 505 - 1345 =

685.338.025.

Voltando a igualdade T, = T,, + T} + nk é possivel observar que Ty, =Ty +
T2+12, T2+3 =T2+T3+23,, Tm_1+m:Tm_1+Tm+(m_1)‘m,
de onde segue que T3+ Ts+ -+ Topmoy = 22+ 3%+ -+ m?) +
(12+23+"'+(m_1)m) o T1+T3+"’+T2m_1 =
(12422432 4+ +m?)+ Y i+ 1) - X+ 1) =

m(m+1)(4m-1) _ m(m+1)2m+1) _ m(m+1)(4m-1-2m—-1)
6 6 6

m(m+1)(2m-2) _ m(m+1)(m-1) _ m(m?-1)
6 B 3 B 3

Aplicagdo: Determineovalorde 1 -2+ 2 -3 + -4+ 2016 - 2017.
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Solugdo: Tem-seque 1 -2 + 2 -3 + -+ + 2016 - 2017 = Y2217 1i(i +

1)
2.735.245.632.

_2017(2017%-1) _ 2017-2018:2016
= - =

= 2017 -2018-672 =

Proposicdo 4.3.2: Ty + T, + -+ T, = n(n+16)(n+2),v ne€N.

Prova: Sabe-se que Tj_; + T = k?, qualquer que seja o natural k. Logo,

To+ T, =1% T, + T, = 2%, T, + T3 = 3%;---; T,_; + T,, = n?. Somando tais
igualdades membro a membro, obtém-se Ty + 2T + 2T, + -+ + 2T,,_1 +
T, =12 +2%4 -+ n? & 2T, + 2T, + -+ 2T, + 2T, = 17 +

2 4 ... 2 _ n(n+1)2n+1)  nn+1)  n(n+1) [2n+1 .
2% 4 ot ? 4 T, = W D =M ] =

n(n+1) 2n+4 _ nn+1)(n+2)
2 3 3

nn+1)(n+2)
p . m

aTy+Ty+ o+ Ty =

Aplicagdo 1: Qual o algarismo das unidades do nimero Ty + T, + +-+ + T10?

Solugdo: Do resultado acima segue-se que 17 +Tp + -+ Tj90 =
100%xX101x102

= 100 X 101 X 17 = 171.700. Portanto, o algarismo é zero.

Aplicagdo 2: Mostre que Ty + T, + -+ + T4 € divisivel por 673.

2017x2018x2019
Solugdo: Sabe-se que Ty + T, + -+ T5p17 = . = 2017 x

1009 X 673. Portanto, 673|T; + T, + - + T5p17.

Aplicacédo 3: Calcule o valor da soma Tgy + T + -+ + Tqg0-
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SOIUQEN\.O: T50 + T51 + -+ T100 = (T1 + T2 + -+ TlOO) — (Tl + T2 + -+
T,s) = 171.700 — 20.825 = 150.875.

Proposicdo 4.3.3: Todo numero triangular pode ser expresso como soma de um

quadrado com o dobro de outro triangular. Mais precisamente, T,,_; = k% +

2Tk—1 e TZk = ZTk +k2,Vk € N.

Prova: Tem-se que k% +2T,_; =k?*+ Z(k_l)(zﬂ =k*+(k—-1Dk=

4k?-2k _ (2k-1)2k
2 2

2k? —k =

=Tox—q = Togp—q = k? + 2T} _,. Para a segunda

parte verifica-se que 2T}, + k? = 2@ +k*>=k*+k+k?=2k*+

4k?+2k _ 2k(2k+1)
2 2

k = = Typ = Top = 2Ty + k?, qualquer que seja o

natural k. m

nn+1)(4n+5
Proposicéo 4.3.4: T = ( )6( )

,VnéeN.

Prova: Como T, = 2T, + k?,Vk €N, segue-se que T, = 2T; + 1% T, =
2T, + 2%; Tg = 2T3 + 3%;+++; T, = 2T,, + n*>. Somando membro a membro
obtém-se Ty +Ty+Tg+ - +Ty,=2(T1+ T, + T3 +--+T,) +
(12 +2%+3%4 - +n?) -

n _2n(n+1)(n+2)  nm+1)2n+1)  nn+1)2n+4+2n+1)
i=1 12 = - . = - =

n(n+1)(4n+5) i
p .

Aplicacdo: Determine o valor dasoma T, + T, + Tg + -+ + T190-

50-51-205
Solucéo: Tem-se que Tp + T4 + Tg + -+ + T1g0 = ?21 T,; = —— =

25x 17 x 205 = 87.125.
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Proposicéo 4.3.5: T, = m?T, — kT,,_,V m,k € N.

Prova: Para quaisquer m,k naturais tem-se que mZTk—kTm_1=

m?k(k+1) k(m-1)(m-1+1) _ m2k?+m2k—km?+km _ (mk)?+mk _

2 2 2 2
mk(mk+1)
2 -_ mk. [ ]

Agora, tomando k = 3 na identidade provada tem-se que Ts,, = m?T; — 3T,,_4,
ou seja, T3,y = 6m? —3T,,_,YmEN, de onde segue que T3 =612 —
3Ty; T¢ =622 —3T;; Tg=6-32—=3Ty; +++; T3, = 6-n2—3T,_;, logo,
Ts+Te+To+ -+ Tz =6(1%2+2%2+3%24--+n?)—

6n(n+1)(2n+1) _ 3(n-n(n+1)
6 6

3(T1 + Tz + T3 + .-+ Tn—l) ==

n(n+1)(12n+6-3n+3) _ n(n+1)(9n+9) _ In(n+1)? _ 3n(n+1)?
6 - 6 — 6 - 2

n Ty=30n+1DT,VneN .

., ou ainda,

Aplicagdo: Mostre que T3 + T¢ + Tg + -+ + Ty € divisivel por 21 e calcule o valor

desta soma.

Solugdo: Tem-se que T3+ Tg+ To + -+ Tgo = Xi2, Ta; = 3(20 + 1) Ty =

3X21XT20 -'-21|T3+T6+T9+"'+T60. O valor da soma é 3 X21 X

20%21 _ 3510 x 212 = 30 x 441 = 13.230.

Em geral, tem-se a seguinte

Proposigéo 4.3.6: Se k e um inteiro positivo entao

nop kn(n+1)(2kn+k+3)
i=1" ki — 12 .
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ki(ki+1) _ k%i? | ki n _
+= logo, Yic1 Tki =

Prova: Por definigdo, Ty; =

2 2
k?i? ki  k? . k? nn+1)(2n+1)
2?124‘2?12:2 i= 2‘*‘ Zn1l—?' p +
k . n(n+1)  kn(n+1) . k(2n+1) n 1] kn(n+1)(2kn+k+3)
2 2 4 12 - .

Aplicagdo: Calcule o valor da soma T + T1¢ + -+ + T10-

5n(n+1)(10n+8) _ 5n(n+1)(5n+4)

Solugdo: Tomando k = 5 tem-se que }jv; Ts; =

12 6
5:20-21:104
de onde resulta Tg+ Ty + -+ Ti90 = ?21 Tg; = — =
36.400.
(m+1)(3m? +6m+2)
Proposicdo 4.3.7: Yo g Tgpi1 = vmeNU{0} .

2

Prova: Da igualdade T5,,; = 9T, + 1 ja4 previamente estabelecida, segue que

Yn=0Tan+1 = 2n=0(OTn + 1) =930 0T + X001 =

9"’(’”“6)(’"”) +m+1-1=@m+1)- [—Bm(m”) + 1] -
2

(m+1)(3n; +6m+2)’v meNU {O} .

Assim, tem-se T1 + T4 + -4+ T3'18+1 - T1 + T4 + -+ T55 -

19(3-18%2+6:18+2)
2

=19%x(3:9:-184+6:-9+1)=19-541 =
10.279 e como 10.279 = 1 (mod 9), confirmamos novamente que (T; + T, +
-+ T55)2017 =1 (mOd 9)

Proposicéo 4.3.8:

n(n+1)(2n+1)(3n +3n+4)
60

Prova:
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2(42 2(~2
Tem-se que T2+ To2 + -+ T,2= 12(1%+1) + 22(2%+1) 4o

n?(n?+1) _ 1*+12+2%+22++n*+n?
2 - 2

(124224 +n?)+(@*+2%+-+n*)

2
n(n+1)(2n+1) , n(n+1)@n+1)(3n%+3n-1)  nM+1)2n+1) [1+3n2 +3n—1]
6 ' 30 — 6 5 _
2 2
n(n+1)(2n+1)(3n%+3n+4
30 ) n(n+1)(2n+1)(3n2+3n+4) _
> — 50 Equivalentemente,

n(n+1)(2n+1)(3n%+3n+4)
60

?’leizz ,VTLENI

Aplicacéo: Calcule o valor dasoma T2 + T2 + -+ + Tq2.
Solucgéo: Tem-se que T2+ Ty2+--+Tq52 = }21 T2 =

10X11X21X334
60

=77 x 167 = 12.859.

Proposicéo 4.3.9: n® + T2 = 2T,>,Vn €N,

Prova: Qualquer que seja o natural n, tem-se que n3 +Tn2 =n3 +

n?(n?+1) _ 2n3+n?(n?+1) _ n?(2n+n?+1) _ n?(n+1)? _ 7 n?(n+1)%? _
2 B 2 B 2 - 2 - 4 -
2

+1
2(”(” )) = 2T, % u

2

+1)(n+2)(3n%+6n+1

Proposig&o 4.3.10: )14 Tiz — nn+1)(n+2)(3n” +6n ),Vn eEN.

60
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Prova: Da identidade provada na proposicdo anterior segue-se que 13 + T2 =
2T12; 234+ T, = 2T22; com3+ T2 = ZTnZ. Somando estas igualdades

membro a membro tem-se (13 +23+--+n3)+ (T2 +Tp2 + -+

Tnz) — 2(T12 + TZZ oo Tnz) 22?=1 Tiz — (n(n+1))2 +

2
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n+4) _ n(n+1) (2n+1)(3n%+3n+4)] _
60 - [n(n +D+ 15 ] B

nn+1) [15112 +15n+6n3+6n2+8n+3n? +3n+4]
4 15

nn+1) [6n3+24n2+26n+4] _ n(n+1)(3n3+12n%+13n+2)
4 15 - 30 -

n(n+1)(n+2)(3n?+6n+1)

n(n+1)(n+2)(3n?+6n+1)

noT? = ,VneN.
30 60
[
Aplicacéo: Calcule o valor da soma T12 + T22 + -+ Tloz.
10x11X12x361
Solugdo: Tem-se T12 + T22 + -+ T102 = }21 Tiz = s =

11 X2 X361 =22X%X 361 =7.942.

kZ2+k

Na igualdade T} = , pondo k=T, , com n€N, tem-se que TTn

T *+Ty,
2

1 2 1
de onde surge Zw=1 TTn = 5' [211?:1 Tn + 2?:1 Tn] = E

m(m+1)(m+2)(3m2+6m+1) + m(m+1)(m+2)]
60 6

1 [m(m+1)(m+2) (3m2+6m+11)] _ m(m+1)(m+2)(3m2+6m+11)
2 6 10 - 120 ”
__ m(m+1)(m+2)(3m?+6m+11)

m .
anl TTn = 120 , qualquer que seja o natural m.
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Aplicagéo: Calcule o valor dasoma T'r, + Tr, + -+ Tr .

Solugdo: Do resultado acima segue-se Tp +Tp, +--+Tr =

10x11x12x371 _ 11 % 371 = 4.081.
120
Proposicio 4.3.11: Z;ln=1TTn—1 _ (m_l)m(m+i())(m+2)(m+3)’v meN .

Prova: Vamos considerar verdadeira, para todo natural n, a igualdade TTn =
TTn—l + T,, ,que sera provada posteriormente. Dessa identidade, segue-se que

m _ym 7 _ym T _m(m+1)(m+2)(3m2+6m+11)_

m(m+1)(m+2) _ m(m+1)(m+2) [3m2+6m+11 _ 1] _ m(m+1)(m+2)
6 B 6 20 - 6

[3m2+6m—9] _ m(m+1)(m+2)(m?+2m-3) _ (m-1)m(m+1)(m+2)(m+3)
20 - 40 B 40 i

Aplicag&o: Calcule o valor dasoma Ty, 1 + Tp,_q ++++ Tp, 1.

Solugdo: Tem-se que Tp_q+Tr,_q+-+Tp 1= »30. Tr 4=

29-30-31-32-33

= 712.008.
40
+1)(m+2)(3m+1
Proposicao 4.3.12: mnT, = m(m )(n;4 JGm ),Vm € N.
+1 3+n?
Prova: Sabe-se que nT, = n(nz jn _n Zn ,Vn €N, de onde surge
1 3 27 _ 1 [m?(m+1)?
T, =5 [End + X n?] =5 [ 4

m(m+1)(2m+1)] __ m?%(m+1)? n m(m+1)(2m+1) _ m(m+1)
6 B 8 12 4
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[m(m+1) n 2m+1] __ m(m+1) 3m2+3m+4m+2] .
3 1 4 6 a

m(m+1)(3m?+7m+2) _ m(m+1)(3m+1)(m+2) _ m(m+1)(m+2)(3m+1)
24 - 24 - 24 .

Aplicagdo: Calcule o valor da soma T; + 2T, + 3T5 + --- + 50T5,.

Solugio: Tem-se que Ty + 2T, +3T3+ -+ 50T5q = Y22, nT,, =

50-51-52-151
24

= 834.275.

m(m?-1)(3m?-2)
60

Proposigao 4.3.13: Y, (T, — n)? = ,Vm e N,

Prova. Tem-se que Y, (T, —n)? =YY" (T,* —2nT, +n?) =

_ m(m+1)(m+2)(3m?+6m+1) _
60

m T’ —2-¥M T, + XM n? =

m(m+1)(m+2)(3m+1) n m(m+1)(2m+1) _ m(m+1)(m+2) )
24 6 - 12

2.

m(m+1)2m+1)
6

[3m2+6m+1

- —(3m+1)]+

m(m+1)(m+2)(3m?2+6m+1-15m-5) n m(m+1)(2m+1) _ m(m+1)
60 6 6

[(3m2—9m—4)(m+2)

= +2m+1]=

m(m+1) 3m3+6m?-9m?-18m—4m— 8+20m+10] m(m+1)
6 10 -

[Sm —3m? —2m+2] __ m(m+1) [3m2(m 1)-2(m- 1)]

10 6 a

m(m+1)(m-1)(3m?-2) _ m(m?-1)(3m?-2)
60 a 60

,VmEeEeN. n

Aplicagéo: Calcule o valor da soma (T; — 1)? + (T, — 2)% + +++ + (Tyy — 10)?
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Solugdo: Tem-se que (T} —1)?+ (T, —2)?+ -+ (Typ —10)? =

2_1)(3-10%—
10 (T )2 = 10(10°-1)(310°-2) _ 10x99x298 _ , g1
60 60
Z-1
Proposicao 4.3.14: mL (T, —n) = M,V m € N,
+1 +2
Prova; L (=) =X T, =Y n= m(m 6)(m ) _

m(m+1) _ m(m+1) [m+2 _ 1] _ m(m+1)(m-1) _ m(m?-1)
2 2 - 6 -

Aplicacdo: Calcule ovalordasomaTy — 1+ T, —2 + -+ T;, — 10.
Soluggo: Temsse Ty —1+T,—2+--+T;o—10=Y10 (T,

n) =

10(10%-1) _ 990

= = 165.
6 6

m(m?-1)(3m?+8)
120

Proposicao 4.3.15: Ypy Tr _p = ,Vm e N.

(Tn_n)z +(Tp—n)
2

Prova: Por definigéo, TTn—n =

1

et Tryen = 5 - [Ny (Tn = 1) + X7, (T, — )]=%.

m(m? —1)(3m -2) m(m -1) _1 m(m?-1) [(3m?2-2) _

| e R A Tt

m(m? —1)(3m2+8)
120

,VmEeN. n
Aplicagédo: Calcule o valordasoma Ty, _q + T,_p + ==+ T 10

Solugdo: Tem-se que Tp,_q+Tp,_o+ - +Tr _10= DI

n

10Xx99%308
120

= 2.541.

,Vm € N.

, de onde segue que
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Proposicéo 4.3.16: Tn2 =T, +Ty-1 Ths1, VN EN.

(n 1)n (n+1)(n+2)  nn+1)
2 2 2

Prova: The1 Thel + T,

n(n+1)(n?+2n-n-2+42) _ nm+1D)(n?+n) _
4 4

nn+1) [(n—l)(n+2)

e

[”(”—“)]2 =T,2VneEN . m

A identidade acima garante que T,-T, = T12 —T,; T, T3 = TZZ —

Ty; 3 They *Thor =Tk> — Ty, de onde surge Ty-Tp, + Ty T3+ -+
2 2 2

Tk—l'Tk+1=(T1 +T2 ++Tk )—(T1+T2++Tk)=

k(k+1)(k+2)(3k2+6k+1) _ k(k+1)(k+2) _ k(k+1)(k+2) (3k2+6k+1) _

60 6 - 6 10
1] _ k(k+1)(k+2) [(3k2+6k—9)] _ k(k+1)(k+2)(k?+2k-3)
o 6 - 20 -
k(k+1)(k+2)(k—1)(k+3) _ (k—1)k(k+1)(k+2)(k+3)
20 20 '

Aplicagdo: Calcule ovalordasoma Ty - T3 + T, - Ty + -+ T - T15.

(k— 1)k(k+1)(k+2)(k+3)
20

Solugdo: Ficou estabelecido que l 0 LT Tiyy =

logo, tomando k = 11, segue-se que 21-120 T, Tiyp =Ty T, + T, - T3 +

T Tz =Ty T3+ -+ T1o T2 = 10'11';(2)'13.14 =11z

13-7 =12.012.

4.4 MAIS CONGRUENCIAS E IDENTIDADES
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Proposicéo 4.4.1: (2a + 1)°T, + T, = Tiza+1)n+a ¥V @, 1 € NU {0}

Prova: Para todos a,n inteiros ndo negativos, tem-se que

(ZCL + 1)2Tn +T, = (Za + 1)2 _ n-(r;+1) 4 a'(C;+1) _

(4a%+4a+1)(n?+n)+a’+a _ 4a?n?+4a’n+4an?+4an+n?+n+a’+a

2 2

(2an+n+a)-2an+n+a+1) _
> = Toan+n+a = T(2a+1)n+a u

Tomando a = 2 tem-se a identidade 25T, + 3 = Ts,,,, Valida para qualquer inteiro
n nao negativo. Isto significa que 25|Ts,,, — 3 € como 5|25, tem-se que 5|Ts,4+2 —
3, isto &, Tg,4, =3 (mMod 5),Vn € NU{0}.

Aplicacdo: Mostre que (T, + T, + Ty + = + Tr017)%°Y = 2(mod 5).

Solucgdo: A PA (2,7,12,...,2017) possui 404 termos, que corresponde a quantidade
de triangulares que figuram na congruéncia. Segue-se que T, +T; + Ty, + -+
Ty017 =404 X 3(mod 5) +~ Ty + T; + Ty + -+ + Tpoq7 = 1212(mod 5) =~ T, + T, +

Tip + -+ Ty017 = 2(mod 5) = (Ty + T; + Typ + -+ + Tp917)?%17 = 22917 (mod 5). Como
2* = 1(mod 5), segue-se que (2%)°%* = 15%%(mod 5) .. 22°1® = 1(mod 5) - 22016 x
2 =1X2(mod 5) = 22°Y7 = 2(mod 5). Portanto, (T, + T, + Tyy + -+ Tp017)%° =
2(mod 5).

Tomando a = 3 tem-se a identidade 49T, + 6 = T,,,3, valida para qualquer inteiro
n ndo negativo. Dela, segue que T,,,3 = 6 (mod 49) e como 7|49, tem-se Ty,3 =
6 (mod 7) = Typez = —1 (mod 7).

Aplicacéo: Determine o resto da divisdo de (T3 + Ty + Ty7 + - + T019)%°1° por 7 .

Solugdo: Seja k a quantidade de termos da PA (3,10,17,...,2019). Sabe-se que
2019 =3+(k—1)-7 2016 =7(k—1) ~k—1 =288 . k =289. Segue-se entdo
que T3 + TlO + T17 + + T2019 = _289 (mOd 7) ComO _289 = _2 (mOd 7), Obtém'
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se (=289)3 = (—=2)3(mod 7) = ((—=289)3)673 = (—8)673(mod 7) -~ (—289)2°1° =
(—1)%73(mod 7) - (—289)%°1% = —1(mod 7) - (—289)2°1° = 6(mod 7).
Portanto, (Ts + Tyo + Ty7 + -+ + T2019)%°1° = 6 (mod 7), isto &, o resto € 6.

Em (TROTTER) podem ser encontradas varias identidades e somatorios
envolvendo nameros triangulares.

4.5 PARIDADE DOS TRIANGULARES

Discutiremos aqui alguns aspectos sobre a paridade dos numeros triangulares,
apresentando alguns resultados expressivos.

Proposicédo 4.5.1: Sejan € N. Se 4|n entdo T,, € par.

. . ; 4k-(4k+1)
Prova: Se 4|n entdo existe k € N tal que n = 4k. Dai, T}, = Ty = — =

2k - (4k + 1) = 2(4k? + k). Portanto, T é par.

Com isso é possivel afirmar, por exemplo, que Ty,3 456784 € Par.

Proposicédo 4.5.2: Seja n um natural par. Se 4 + n entdo T,, € impar.

Prova: Se 4  n entdo existe k € N tal que n =4k + 1,4k + 2 ou 4k + 3. Como n é

par, resta que n=4k+2, dai Ty, = Typqo = (4k+2);4k+3) =QR2k+1)-

(4k +3) =8k?>+ 6k +4k+3 =8k*+ 10k +3 =2"
(4k? + 5k + 1) + 1. Portanto, T, é impar. n

Fica verificado, como exemplo, que Tege666.666 € IMpar.

Proposicdo 4.5.3: Seja n um natural impar. Se 4|n + 1 entédo T,, é par.

Prova: Se 4|n + 1 entdo existe k € N tal que n + 1 = 4k, isto é, n = 4k — 1. Dai,
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Ty = Tyeoq = 2 = (ak — 1) - (2k) = 2 (4K — k).

Portanto, T, é par. ]
E garantido entdo que Tggg gg; € PAr.

Proposicéo 4.5.4: Seja n um natural impar. Se 4 t n + 1 entdo T,, & impar.

Prova: Se 4 fn+ 1 entdo existe k e Ntalquen+1 =4k + 1,4k + 2 ou 4k + 3,0u
seja,n = 4k,4k+1 ou 4k +2. Como n €& impar, tem-se que n =4k + 1. Dai,
__ (4k+1)(4k+2)

T, = Typs1 = - =(4k+1)- 2k +1) =8k?+ 4k +
2k+1=8k*+6k+1=2-(4k? +3k) + 1. Portanto, T, é impar.
|

Com isso é possivel afirmar que T, ;- € impar.
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5 NUMEROS TRIANGULARES E OUTROS ASPECTOS INTERESSANTES

Neste capitulo mostraremos que é possivel formar progressées geométricas finitas,
de trés termos distintos, compostas por nimeros triangulares. Em verdade, existem
infinitas tais progressdes, fato decorrente da existéncia de infinitos numeros
triangulares que sédo simultaneamente quadrados. Sera obtida uma formula para
caracterizar tais numeros e apresentaremos outras curiosidades. Discutiremos
também a solubilidade de algumas equacBes e encerraremos o trabalho

construindo um link entre progressdes aritméticas e numeros triangulares.

5.1 TRIANGULARES E PROGRESSOES GEOMETRICAS

Proposicdo 5.1.1 Se existrem n,meN tais que Tn=m2 entao

(T3, Tyyv2m> T3p+am+1) € uma progressdo geométrica.

Prova: Tem-se que

T _ (n+2m)(n+2m+1) _ ni+2mn+n+2mn+dm?+2m
n+2m = 2 = > =

(n?+n)+4mn+4m?+2m _ n

2
= 2+n+2mn+2m2+m=Tn+2mn+

2
2mi+m=m?+2mn+2m?+m=2mn+3m?*+m=
m2n+3m+1). Aém disso, Tzpiams1 = (3n+4m+1)2(3n+4m+2) _

In?+12mn+6n+12mn+16m?+8m+3n+4m+2 9 (n2+n

. > )+12mn+

8m?2+6m+1=9T, +12mn+8m? + 6m+ 1 = 9m? +

12mn + 8m? + 6m + 1. como n? + n = 2T,, = 2m?, ou seja, 8m? =
4n? + 4n, segue-se que Tapiamer = 9M? + 12mn + 4n? + 4n +
em+1=GBm)*+28m)2n+ 1)+ (2n+1)?=CBm+2n+
1)2 = 2n+3m+ 1)% Em consequéncia de (m? m-(2n+ 3m +
1),(2n+ 3m+ 1)?) ser uma progressdo geométrica de razdio q =
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2n+3m+1

m
geométrica.m

, decorre que (T, Tniom> Tan+am+1) € Uma progresséo

A titulo de ilustracdo, tem-se que Tg = 36 = 62 e nesse caso, n =8 e m = 6.
Logo, Tpiom = To0 = 210 e T3piam+1 = Tag = 1225, isto posto, é

imediato observar que(36,210,1225) é uma progressio geométrica de razéo

35
q =—. A primeira PG determinada por 3 triangulares & (T, T5,Tg) =

(1, 6,36). Na realidade, estes ndo sdo os unicos exemplos. Existem infinitas

progressfes geomeétricas formadas por 3 triangulares e a prova disso esta
fundamentada na afirmacédo de que existem infinitos niumeros triangulares que séo
simultaneamente quadrados perfeitos, mas a prova desta afirmacao sera feita mais

tardiamente.

5.2 OUTRAS CURIOSIDADES E RESULTADOS

Afirmacdo: Existem infinitos pares de numeros triangulares cuja soma também é
um ndmero triangular.
Prova: Inicialmente, & preciso provar que T,_; + k = Ty, V k € N. Diretamente, para

(k-1k k?—k+2k  k?+k
+k = = =
2 2 2

qualquer natural k, tem-se Tj_q1 + k =

T}, Logo, tomando k = T,, com n € N, segue-se que TTn_l + T, = TTn-

Como exemplificagéo tem-se que T, _q + Tso = Tr,,, ou seja, Tiz74 +

Tso = T7~1275. Com efeito, fica provado também que existem infinitos nimeros

triangulares que podem ser escritos como diferenga entre dois triangulares

consecutivos.
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Afirmagao: O Gnico triangular que é um cubo ¢ T; = 1.

Antes de provar esta afirmacdo € necessario discursar um pouco sobre um
resultado matemético de grande importancia e que permaneceu sem resposta
durante um longo periodo de tempo, chamado Conjectura de Catalan. Eugene
Charles Catalan (1814 — 1894) foi um matematico belga, que se distinguiu pelos
seus estudos sobre a teoria dos numeros. Filho de Joseph Catalan, joalheiro
francés que s6 reconheceu a sua paternidade em 1821. Em 1825, foi para paris
estudar matematica na Ecole Polytechnique, onde conheceu Joseph Liouville. Em
1834, foi expulso da escola, mas no ano seguinte, foi autorizado a continuar os
seus estudos, o que lhe permitiu acabar a formatura e em seguida, ensinar
matematica na Ecole des Arts et Métiers em Chalons-en-Champagne. Foi professor
de geometria descritiva, mas as suas atividades politicas de esquerda impuseram
resisténcia a carreira de professor. A Conjectura de Catalan (ou Teorema de
Mihailescu) foi proposta em 1844 por Eugéne e por 158 anos permaneceu sem
solucéo, desafiando os melhores matematicos, sendo demonstrada em abril de
2002 pelo matematico romeno Preda V. Mihailescu e publicado no Jornal de Crelle
em 2004. A conjectura afirma que 23 e 32 é o Unico par de poténcias consecutivas.
Em outras palavras, isso significa que a Unica solucdo natural da equacdo x“ —
y? =1, em que x,a,y e b sdo todos nimeros maiores doque 1 é x =3,a =2,y =
2,b = 3. Provar o teorema esté fora dos objetivos deste trabalho. O intuito é apenas
informar o leitor sobre a existéncia do problema e aplicad-lo quando necessério.

Passemos assim a prova da afirmacéao.

Prova: Desejamos determinar todos os naturais n, m tais que T, = m3. Esta

n(n+1)

igualdade equivale a = m3. Logo, deve ser n? +n = 2m3 - 4n? +

n+1=8m3+1-2n+1)2—-8m3=1. Ppondo x=2n+1 e
y = 2m tem-se que x% — y3 = 1. De acordo com a Conjectura de Catalan, o
Unico par de poténcias perfeitas diferindo por uma unidade é 32 e 23, logo, 2n +

1=3e2m = 2, portanto,n=m =1e T; = 13 é o anico triangular cabico. m
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Proposic&o 5.2.1 o Gnico nimero triangular primo é T, = 3.

n(n+1)

Prova: Sejam n,p € N tais que T;; = p. Logo, =p,istoé, n(n + 1) =

2p ~ 2|n(n + 1). Como n en + 1 s&o inteiros consecutivos, segue-se que n

e n + 1 tém paridades distintas. Suponha, sem prejuizo, que n é par. Assim, existe
um natural k tal que n = 2k. Dai, 2p = 2k(2k + 1) ~ p = k(2k + 1).
Por hip6tese p é primo e dessa forma k=1 ou 2k+1=1. Porém, 2k + 1 =

1 = k = 0, o que é uma contradicdo. Portanto, resta que k = 1, e finalmente,

n=2ep=3.n

Proposi¢ao 5.2.2 Sejam n, p, q inteiros ndo negativos. Tem-se que T,, = p - q se,

e somente se, Ty iprq = Tnap + Tnig-

i (n+p+@)[(n+p+q)+1] _ (n+p+q)?+n+p+q
Prova: Por definicéo, T 4ptq = = =

2 2
n?+p?+q?+2np+2nq+2pq+n+p+q _ (n+p)2+(n+p) n q%+2nq+2pq+q _
2 2 2
Thyp + q2+2nq2+2pq+q. Por hipotese, T,, = pq, ou seja, n22+n =pq ~ n®+
n = 2pq - 2pq =n?+n. Logo, Thiprq = Tnep + q2+2nq2+2pq+q =
Tn+p n q2+2nq-|2-n2+n+q = Ty + (n+q)%+(n+q) _ Tn+p n Tn+q-

Reciprocamente, se Ty 4 p4q = Tnyp + Thyq €ntéo

(n+p+q)(n+p+q+1)_(n+p)(n+p+1)+(n+q)(n+q+1) _
2 a 2 2 B
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n*+p*+q*+2np+2nq+2pqg+n+p+gq
=n*+2np+p*+n+p+n®+2nq+q*+n+q -

2
2pg=n’+n .pg="5-=T, T, =pq.m

Ja foi visto que Tgee = 333 - 667 = 222.111. Logo, tomando n = 666,p = 333 €

q =667 tem-se que Tge+333+667 = lo66+333 T Tee6+667 ~ T1666 =

To9g + Ty333,

Em outra ocasido observou-se que  Tz33 = 333-167 = 55.611.

Consequentemente, tomando n=p =333 e g = 167 tem-se T333+333+167 =
T333+333 + T333+167  T833 = Te6 T Ts00.

Em verdade, ao provar esta Ultima proposicdo, acabamos de fornecer outra
demonstracdo de que existem infinitos pares de nameros triangulares cuja soma
também é um namero triangular, pois existem infinitos triangulares compostos. Em
anexo a esse fato, também é possivel garantir a existéncia de infinitos triangulares
que podem ser expressos como diferenca entre dois triangulares né&o

necessariamente consecutivos.

Proposicédo 5.2.3 Se um nimero natural n € a soma de dois nameros triangulares,

entdo 4n + 1 é a soma de dois quadrados.

Prova: Por hipdtese existem naturais a e b tais que N1 = + . logo,
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4(a* +a) 4(b*+Db) 5 )
In+1= > + > +1=2a“+2a+2b“+2b+1

= (a? + b%* + 1+ 2a + 2b + 2ab) + (a® — 2ab + b?)
=(a+b+1)*+(a—b)*> =

2242 3243
Ao tomar a=2 e b=23 obtem-sen = . + . =34+6=9 e 4n+

1=4-94+1=37=2+3+1)?%*+(2-23)>

Outro fato interessante é que se pode tomar, por exemplo, n = Tgs3, ja que tem-se
Tg33 = Teee + Ts0o AO fazer isso, obtém-se 4Tg33 + 1 = (666 + 500 + 1)% +
(666 — 500)% = (1167)? + (166)? .. 1.389.445 = (1167)? + (166)2.

5.3 NUMEROS TRIANGULARES QUADRADOS PERFEITOS

Proposicdo 5.3.1 Se T, € um quadrado perfeito, entdo Ty, n+1) também é um

quadrado.

in(n+1)[4n(n+1)+1]
2

=2n(n + 1)[4n? +

Prova: Tem-se que Tynm+1) =

An + 1] = 2n(n + 1)(2n + 1)2. Por hipétese, existe um natural m tal que

— 2 ictn &
T,, = m~, isto é,
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n(n+1)
2

Tann+1) = 4m?(2n + 1)? = 2m)?(2n + 1)* = (4mn + 2m)*.

=m?.nn+1) =2m? -~ 2n(n+1) = 4m2 Logo,

Portanto, T4n(n+1) € um quadrado. m

Em (BOGOLMONY) o leitor podera encontrar mais informacdes e curiosidades.

Como exemplo vale notar que T,q = 1225 = 352 e T4.49.(49+1) = Ta.a9.50 =
Togo0 = 48.024.900 = (6930)2.

Antes de provar a infinitude dos triangulares quadrados perfeitos se faz necessaria
a solidez de alguns resultados.

Proposicdo 5.3.2 A equagdo x? —2y? =1 possui uma infinidade de solucGes

inteiras positivas. ( Aconselha-se a leitura de ( NETO, 2013), pagina 63.)

Prova: Observe que 32—-2-22=9-8=1, ou seja, x=3,y=2 é uma

solucdo da equacdo. E possivel gerar infinitas solucées a partir de uma solucdo
x = a,y = b ndo nula. De fato, se (a, b) € uma solucao positiva da equacao entéo

a?—2-b*=1 ~ (a+bv2)(a—bv2) =1. Elevando ao quadrado ambos o0s
membros desta Gltima, obtemos (a+bvZ) (a—bvZ) =1 - (a® + 2b% +

2abV2) (a? + 2b? — 2abV2) =1 =~ (a® + 2b%)? — (Zabx/i)z =1 (a? + 2b?%)? —
2(2ab)? = 1. Esta Ultima igualdade nos diz que (a? + 2b?,2ab) é uma solucdo da
equacao inicial. Para obter outras solucdes basta repetir o processo realizado, ou
seja, repetindo o0 mesmo argumento sucessivas vezes obtém-se uma infinidade de

solugdes para a equacao do enunciado. m
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Tomando a =3 e b =2 tem-se que (32+2-2%)2—-2(2-3-2)2 =1, isto &, (17)% —
2(12)? = 1. Portanto, (17,12) é outra solucéio.

As quatro primeiras solugbes ndo nulas da equagdo x2—2y?=1 sdo
(3,2),(17,12), (99,70) e (577,408). Logo mais sera mostrado que tais solucdes
fornecem os triangulares T; = 12, Tg = 62, Ty = 352 e T,gg = 2042. A
equacdo x2 — 2y%2 =1 é um exemplo de equacdo do tipo x? — dy? = m, conhecida
como equacgdo de Pell, em referéncia a John Pell, matemético inglés do século
XVILI.

Definicdo 5.3.1 Seja 0Q,, =m? e m-ésimo quadrado perfeito. Um nUmero

triangular T é dito um quadrado se existem m,n € Ntaisque T = T,, = Q,.

nn+1)

Aigualdade T,, = Q,, equivale a igualdade = m?2. Logo, deve ser

n?+n=2m? « n’+4n+1=8m?+1. 2n+1)?> =8m?+
1~ (2n+1)2-202m)? =1. Fazendo 2n+ 1 = x e y = 2m chega-

se a equacao x? — 2y2 = 1, que ja4 provamos possuir uma infinidade de

solucdes. Fica entédo estabelecido o seguinte

Teorema 5.3.1 Existe uma infinidade de numeros triangulares que sdo quadrados

perfeitos. m

Para a solucdo x=3,y=2 temse n=m=1 e T, = 1%2. Para a solucdo

x=17,y=12tem-sen=8m=6e Tg = 62
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Agora, desejamos determinar um padrdo de caracterizagdo dos numeros
triangulares quadrados perfeitos. Utilizaremos a notacdo (TQ),, para representar o

n-ésimo namero triangular que também é um quadrado. Observamos que
(TQ),=(1-1)°
(TQ),=(2:3)2=22-32=(1+1)? - (1+1+1)2=1+1? - (2-1+1)%
(TQ);=(5-7)2=5%-72=2+3)2-2+2+3)>=(2+3)?-(2-2+3)~
(TQ)y=(12-17)2=122-172=5+7)?-(5+5+7)?=G+7)?%-(2-5+7)2

Antes de conjecturar uma férmula para (TQ), vamos definir a sequéncia

(an)nenufo) tal que ag = 0,a; = 1 € a, = 2a,_; + an_,, paran = 2. Além disso, um
namero x sera dito triangular se existirem inteiros positivos a e b tais que x = a?b e
la — b| = 1. Agora, enunciamos a seguinte

Conjectura: Seja (TQ),, = a,?* - (a, + a,—1)% V n € N. Entdo:

I) Os numeros a,,? - (a, + a,_,)? paran = 1,2,3, .., sdo triangulares.

Il) Esta sequéncia de fato contém todos os triangulares quadrados perfeitos.

Prova: Obviamente, a,? - (a, + a,,_;)? € um quadrado perfeito, qualquer que seja o
natural n. Provaremos entdo que tais numeros sao triangulares utilizando o

Principio de Inducéo Finita.
i) Paran=1 tem-se que (TQ), = (TQ); =a;* - (a; +ay)*=12(1+0)2=1=
Zez-1=1
2
i) Suponha que a,?-(a,+a,_,)*> é triangular, ou seja, an2 (a, +

zanz'(an+an—1)2
2

an—l)z = e |2an2 —(ap + an—1)2| =1, para

algumn > 1.

jiiy Devemos verificar se a,.12 - (ap41 + ay)? é triangular.
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2ap4+1% (Ans1tan)?
2

2

Ora, an+12 (Apyr + an)z = |2an+1

2
(an+1 + an)zl = |2an+1 - an+12 — 2 0py1 Ay — an2| = |an+12 -2

Ap4q1° Oy — a,2|. Da definicdo da sequéncia (a,) tem-se que ., =2-

a,ta,_4,l0go,

2
|2an+1 - (an+1 + an)zl = |(2 “ap t an—l)2 - 2(2 “ap t an—l) Ay —
a2 = |4an® + 4a,an 4 + an_1? — 4ay? — 2a,a, 4 — ay?| =
2 2
|2anan—1 +an-1" — anzl = |an2 - an—lz —2a,a,_ 4| = |2an -

(an + a,_1)?| = 1. Portanto, an41%- (ane1 + a,)? é triangular e fica

provada a primeira parte da conjectura.

. 2 _ kq(kq+1) .
Para a segunda parte, seja M;° = ————, com k, €N, um nimero

triangular quadrado arbitrario. H4 dois casos a considerar, pois k; é par ou €

ki+1 |
e

impar. Sem prejuizo algum, considere k, impar. Logo, k; + 1 € par e

ki+1

inteiro, logo, existe um natural x tal que =x ~ ky =2x—1. Com

ki+1
2

iss0, (kl, ) =(2x—-1,x) =1.

ki+1 kq+1 kq+1

Como kq - é um quadrado e (kl, ) = 1, segue-se que k, e

k1+1 2
=b;" e ky = ¢, com by, c; = 1.
1

sdo ambos quadrados. Assim, sejam

ki+1
2

Como k; =1, tem-se entdo que 2k, = k; +1 ~ ky = Lot > b12

2
¢; = by ~ by <cy. Ocorre que b, =c; se, e somente se, b;” = C12 =

kq+1

=k;© ki =1 m? =1 enesse caso m;2 = a,% - (a, + ag)? =

(TQ)l' CaSO SeJa bl < Cq, entao dEfIna b2 =C — bl' Cy, = Zbl —C1 e my, = b22 .
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_ szz'CZZ

C22. Dai, m, = > |2b22 - C22| =12(cy — bl)z —(2by — 01)2| =

|2C12 - 4‘C1b1 + 2b12 - 4b12 + 4‘b1C1 - C12| = |C12 - 2b12| = |k1 - (kl + 1)' =
|-1] =1. Além disso, a igualdade 2b,>—c;?=1 implica que (bV2+
¢1)(b1V2 —¢;) =1 € como by, ¢; = 1, tem-se que byvV2 +¢; >0 e byvV2 —¢; > 0,

pois o produto (b;V2 + ¢;)(b;V2 — ¢;) é positivo, logo, b;V2 > ¢;. Sabe-se que

3b 3b
§> V2, logo, 71 > blx/i > Cq 71 > (Cq, que é equivalente a 3b; > 2c;.

Consequentemente, 2b; — c¢; > ¢; — b;. A0 mesmo tempo, c¢; > b, implica que
c;—b; >0 e by, >2b; —c,, que nos dao a desigualdade c¢; > b; > 2b; — ¢, >
¢, — b, > 0 equivalente a ¢; > b; > ¢, > b, > 0. Fica mostrado entdo que m,? é
também um triangular quadrado perfeito e € necessariamente menor do que

m,2, pela dltima desigualdade.

_ 2b22'C22 _ kz(k2+1)

Para o que segue, seja ‘mzz = > > , com 2b22 = k,. Como
2b,% — c,2 = —1, segue-se que c,2=2b,"+1 e k, é par. Vale notar que
m,? # 1, pois caso contrario, teriamos 21,222—,622 =1 - b22 0t =1

(b, c)?=1 by c;=12u by, =c, =1. Prosseguindo,

definamos b; = ¢, — b, = ¢3 = 2b, — ¢, € m32 = b3> - c32. Suponha que b; > cs.

3b
Logo, Cy — bz > 2b2 —Cy 2C2 > 3b2 < Co > ?2 o C22 —

3b, 9b,2

2
2b,% > (7) —2b,% & 2 —2b,% >

- 2b22 -

9b,2-8b,%2  b,? :
2 ” 2. = i . Ocorre que 2b,% —c,2 =c;2—2b° = —1, ou seja, c,%—

b 2
2b,% =1, dai, % < 1. O ntmero b, é natural, assim a Unica opgéo é b, = 1,

de onde segue que c¢,2—2-12=1 =~ ¢,2=3 =~ ¢, =+/3, 0 que é uma
contradigc&o pois ¢, € N. Do exposto até aqui, conclui-se que a hipotese b; > ¢4
3b,

é falsa, portanto, deve ser b; < c3. A igualdade b; = c3 equivale a Cp = >
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2 2
que implica 1 = C22 — szz = (32&) — sz2 = % bz2 =4 .

3-2
bz - 2. Da|', C, = 7

=3,b;=c,—b,=3-2=1,
c3=2b,—c,=2-2-3=4-3=1,

by=b,+c,=2+3=5e

c; = by +b, =542 = 7. Por conseguinte, m;? =5%2-72 = a;2 - (a3 + a,)* =

2 2b32-ca2
(TQ);. De forma geral, com b3 < c3,m32 = b3" - C32 = % e

|2b32 - C32| = |2(c; — by)* — (2b, — ¢,)?|

= |2C22 - 4C2b2 + 2b22 - 4b22 + 4b2C2 - C22| =

|c22 — 2b,%| = 1, ou seja, mz? € um triangular quadrado perfeito. Como ¢, >

b, > 2b, — ¢, = ¢, — b, > 0, ou equivalentemente, ¢, > b, > c3 = b; > 0, m3? é

2 . 2 2b32'C32 (k3+1)k3
menor do que m,*. Assim, se escrevemos M3~ = > = > , com
ks = c32, entdo 2bs® —c32 =1, isto &, 2b;> = c32 + 1, ou ainda, 2bs* = ks + 1.
Dai, k; € impar e podemos proceder exatamente da mesma maneira, gerando
um novo e menor numero triangular quadrado perfeito, até que finalmente

cheguemos a

my,2=b,*-c,2=1, com b, =c, =1. Isto implica que 1=b, =cy,_y — by_;.
Logo, b, =2 e c,_; =3. Segue-se entdo que 2=b,_1 =Cp_p—b,_, €
3=c¢,-4 =2b,_,—cc,_,, Que gera b,_,=5 e c,_, =7, etc. Em geral, para
j > 2, bj+1 =¢ — bj,Cj+1 = Zb] - Cj,bj =Cj—1 — bj_1 e ¢ = ij—l —Cj—1. Portanto,
Zb] + bj+1 = Z(Cj_1 - bj—l) + (Cj - b]) = 2Cj_1 - 2bj_1 + [(Zb]_l - Cj—l) -

(Cj—l - b]—l)] = 2Cj_1 - ij—l + ij—l - Cj—l - Cj—l + bj—l = bj—l'
Simultaneamente, b; = (¢j_; — bj_1) = b; + bj_; = ¢j_;. E possivel provar por
indugdo que bj = an_j4q € ¢ = ap_j4q + an—j, para j = 1,2,..,n. Em particular,

para j =1, tem-se m;%2 =b;* - ¢;% = a,? - (a, + a,_1)?, logo, m;2 pertence &
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sequéncia. Além disso, a sequéncia (TQ), = a,?- (a, + a,_,)* € monotona

crescente, portanto, fica estabelecido o resultado. m

Para mais informacdes sobre os numeros triangulares quadrados perfeitos o
leitor pode consultar (LAFER).

Nosso préximo objetivo € determinar uma férmula fechada para (TQ), em

funcdo apenas de seu indice. Antes disso precisamos expor alguns conceitos.

Definicdo 5.3.2 Uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem, com
coeficientes constantes, € uma recorréncia da forma x,., + px,41 + qx, = 0.
Para o que segue, vamos supor sempre q # 0. A cada recorréncia desse tipo
esta associada uma equacdo de segundo grau, chamada equacdo
caracteristica. Por exemplo, a recorréncia x,,, = 3x,+1 +x, tem equacao
caracteristica 2> — 3r — 1 = 0. [Para mais informagdes sobre recorréncias leia
(MORGADO, 2015)].

Teorema 5.3.2 Se asraizesder?+pr+q=0sdor, er,, entdoa, = ¢, - ;" +
c, - 1™ € solugcdo da recorréncia x,,, + px,41 + qx, = 0, quaisquer que sejam

os valores das constantes c; € c,.

Demonstracdo: Tem-se que dpip + Pans +qa, =c¢-1"2+c, "2 +p-
(1 ™+ ") +q ("t ™) =c n"(*+pri+q) +cy
r,"(ry,%2 + pr, + q). Como r; e r, sdo as raizes da equacéo caracteristica, segue-

sequer?+pr+q=n2+pr,+q=0.

Portanto, a,,;» + pay+1 +qa, =c; 1" -0+ ¢, -1, -0 =0, ou seja, a, é solugcéo

da recorréncia. m
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Passemos a determinacédo da solucdo geral da recorréncia a, = 0,a; = 1,a, =
2a,_1 = an_p,Vn = 2. Trocando a por x € n por n+ 2, temos x,,, = 2Xx,41 +
x,,Vn €NU{0}, logo, x,.2 —2x,,;1 —x, =0 € a equacdo caracteristica é
r2 —2r —1 =0, cujas raizes sdo 1, = 1++2 e r, = 1 —+/2. Portanto, a,, = ¢; -

(1+v2)" +¢,-(1-v2)" é solugdo da recorréncia. Como a, =0 e a; =1,

resta que 0=¢,- (14v2)’ + - (1-V2) = etz e 1=, - (14V2) 4y

1 ; 1 1
(1 - \/E) = Cl + C2 + \/E(Cl - Cz). Da', (Cl - CZ) == ﬁ o 2C1 — ﬁ oo
€, =— e ¢, = —C; = —=. Portanto, @, = (12" -(-v2)"
1—2\/58 2 = 1—2\/5. ortanto, n — 2\/5 e a

solucéo procurada.
Sabe-se que (TQ), = a,,* - (a, + a,_1)?* = (a,* + a,,_; - a,,)*. Com base

(1+v2)"-(1-v2)"]" _
242 —

no que foi recentemente obtido, an2 =l

(1+v2)*"=2(1+v2)" (1-v2)"+(1—v2)"" _ (1+v2)* " +(1-v2)*"—2(-1)"
8 8

Ap—1 - 0n = l(1+ﬁ)n_1_(1_‘/§)n_1] . l(1+\/5)7;—(1—\/§)n _

242 V2

(1+v2)™" - (1v2) " (1v2) - (1v2) " (14v2) (1)
8

(1+v2)"" " - (14+v2)" (1-v2)" (14v2) - (1v2)" (1+v2) " (1v2) 4 (1v2)*" T _
8

(142" = DM 1) - (VIR
8
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2n—-1

(1+v2)"" T = (1) W24 (D) ()2 + (- 1)+ (1-2)
8

(1+v2)" T (1=v2) " 2 (=)
- :

Logo,

(TQ)n =

(1+v2) " +(1=v2) " —2(= )"+ (1+v2) " T+ (1=v2) " 2(- )" ?
8

(14v2) 2" (14v2+1)+(1=v2) " T (1-v2+1) 2__
8

(1+\/_)2n (2+\/_) (1 \/—)Zn (2-vZ 2 . . ,
= zlmﬁ) VE-(1vD)" 2| _
8 8

2 - [(1+\/§)2n_(1_\/§)2n]2 ~ [(1_'_\/5)271_(1_\/5)271]2

64 - 32

~(TQ), =

. Ao desenvolver o produto notavel, é possivel ir mais

[(Hﬂ "_-v2)™
42

(1+v2)"" -2 (1+v2)" - (1v2) " +(1v2)"" _

32

adiante e obter (TQ), =

(17+12v2)" —2-(-1)2"+(17-12v2)" _ (17+12v2)"+(17-12v2)" -2
32 32 '

Proposicdo5.3.3 Se (TQ), = u,?> entdo u,,, = 6Uyy —U,, COM uy, =1 e

u1=1.
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Prova: Sabe-se que (TQ), = a,*:(a,+ a,_1)* = (a,*>+ a1 a,)? logo,
U, = A% + Ay - Ap_q. LOQO, Uiy = Apyn? + Apyp - Apyqy € COMO a,, = 2a,,_1 +
Am-,¥Ym =2, coma,=0 e a; =1, segue-se que Unip = Qapq +ay)? +
(2an41 + an) - apgq = 4an+12 +4api1a, + an2 + 2an+12 tanyian = 6an+12 +
5a,41a, + a,?. Por outro lado, 6u,,q — Uy = 64,412 + 6ay410, — Qp? — Aplp_q =
6ap12 +6(2a, + ap_1)an — ap® — Ananp_1 = 64,412 + 12a,% + 6a,_1a, — a,* —

ApQp_1 = 6ap41% + 11a,? + 5a,_1a, = 6a,4.1% + 5a,(2a, + an_1) + a,% =

6a,.12 + 5a,0,41 + a,?. Portanto, u,,, = 6Upy; — Uy, COMUg=1leu; =1.m

E importante frisar que ao resolver tal recorréncia obtém-se a mesma férmula

para (TQ),, ja que ela possui equacdo caracteristica r?2 — 6r + 1 =0, cujas

2 2 :
raizes sdor, =3+2V2=(1++v2) er,=3-2v2=(1-+2)". Além disso, se
u, =k, -n"+k, r,", como u,=0 e u; =1, as constantes obtidas séo

1 -1

k1 =U§ek2 =m.

A luz dos resultados obtidos vale notar que 0 nudmero

(1+\/§)4034_(1_\/§)4034 2
42

é um inteiro, pois corresponde a (TQ),q17, bem

(17+12v2)° +(17-12v32)° -2

como é verdadeira a igualdade 1225 = -

Proposicdo 5.3.4 Existem infinitos pares (x,y) de numeros inteiros positivos

tais que 2T, = T,,.



87

Prova: Vamos definir as recorréncias a,, = 3a,_, +2b,_; +2 € b, = 4a,_, +
3b,_1 +3, com ay, = by, = 0. Afirmamos que basta tomar x =a, € y =b,,

qualquer que seja o natural n.

i) Para n=1 tem-se que a, =a; =3ay+2by+2=3-0+2-0+
2=2,b,=by=4ay+3by+3=0+3-0+3=3,2T, =

2T, =2T, =22 =6=2"

> 7:T3=Tb1.

i) Suponha que ZTan = Tp,,, paraalgum n € N.

iii)  Devemos verificarse 2T, . =Tp .-

_ 2-apg1-(@pertl) _
ZTan+1 - > = An41 (an+1 + 1) -

Por definigcéo,
(3a, + 2b, + 2) - (3a, + 2b, + 3) = 9a,* + 6a,b, + 9a, +

6a,b, + 4b,” + 6b, + 6a, + 4b, + 6 = 9a,% + 4b,* +

12a,by, + 15a, + 10by, + 6. Poroutro lado, Tp, , . = bn“'(bzn*lﬂ) =

2 —

16a,24+12ay,bp+16an+12b,an+9by % +12by+12a,+9b,+12

- = 8a,* +

9b,%+21b,

12a,b, + 4b,* + 14a, + + 6. A hipétese de indugdo nos

Z'an'(an'l'l) _ bn'(bn+1) .
2 N 2 N

diz  que 2a,2+42a, =b,> +b, -

9b,% + 9b,, = 18a,% + 18a,, - 9b,* + 9b,, + 12b,, = 18a,,® +
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9b,2+21b 18a,2+18a,+12b

6b,,. Com isso, tem-se que Tbn+1=8an2 + 12a,b,, + 14a, + 9a,* +
9a, + 6b, + 6 = 17a,,*> + 12a,b,, + 23a, + 6b,, + 6. A hiptese
de inducdo também garante que b,’ = 2a,% + 2a,, — b, logo, 2Tq,., =
9a,?> + 4 - (2a,* + 2a, — b,) + 12a,b,, + 15a, + 10b, + 6 =

9a,* + 8a,* + 8a,, — 4b,, + 12a,b,, + 15a, + 10b,, + 6 =

17a,* + 12a,b, + 23a, + 6b, + 6.

Portanto, 2T, . =Tp ., . ®

n+1

Proposicdo 5.3.5 Existem infinitos pares (x,y) de inteiros positivos tais que
3Ty =T,.

Prova: Ao definir a, = 2a,_4+b,_4+1 € b, =3a,_1+ 2b,_1 +2, com a, =

bo = 0, afirma-se que 3T, =T, ,V n € N.

i) Para n=1 tem-se que A, =a1 =2a9+by+1=1, b, =

3-1-2 23
TZ S Tbl.
3 1
i) Suponha que 3T, =T, , para algum natural n, isto é, 3an(antl) _
by, (bnp+1
% #3a,2+3a, =b,2+b,.

i) Devemos verificarse 3T, . =Tp, .-
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D 3an+1(An4+1+1) 3-(2an+bn+1)(2an+bn+2)
Por  definicdo, 3T, . = > = - =

2 =

12a,%2+3bp%+12a,by+18a,+9b,+6
2

= 6a,* + 6a,b, + 9a, +

9b,%+9b,

> + 3. Por outro lado,

bnt1 T 2 - 2 -

9an?+6a,bp+9an+6a,by+4by>+6by+6a,+4by+6 _ 9an%+15by

. . + 6a,b, +

9an2+15an

2b,% + 5b, +3.L0g0, 3T, =Ty . & + 2b,* + 5by, =

3b,%2+9by,

6a,% + 9a, + © 9a,”® + 15a, + 4b,” + 10b,, =

12a,% + 18a, + 3b,> + 9b, © b,* + b,, = 3a,% + 3a,, que

sabemos ser verdadeira pois é a hipotese de inducéo. m

Recomenda-se ao leitor que veja (GUPTA), onde encontrara uma seérie de

curiosidades e padrdes referentes aos numeros triangulares.

Proposicdo 5.3.6 A equagdo T, = r?-T, apresenta solugdo x = 41% + 44, y = 4,

ser =41+ 2,comA€N.
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Prova: Para x=42%+4+41 y=121 e r=41+2 tem-se que
_ (422+42)(42%+42+1)
= - =

813 + 222 4+ 813 + 822 + 21 =8A* + 1613 + 1012 + 22

T, (222 + 2)(42%> + 42+ 1) = 82* +

2 2 2
. 2 -Ty _ (4/1+z)2,1(1+1) _ (162 +16/12+4)(/1 +2) _ (8/12 481+

2)(A2+2) =81+ 823 + 813 + 842 + 242 + 24 = 8A* + 1613 +

10A% + 2. Portanto, T, = r2 - T,.m

Ao tomar 1 = 1 tem-se a equagdo T,, = 36 - Ty, cuja solugdo € x = 8,y = 1.

5.4 TERNOS PITAGORICOS TRIANGULARES

Teorema 5.4.1 A equagdo pitagérica x? + y? = z2 tem solugio x =T, y = T},
z=T., emqueT, T, T, sdo nimeros triangulares, se, e somente se, existem
naturais m e n tais que:

sz =m3+(m+1)3+-+(m+n)3 isto ¢ TZ é a soma de n+ 1
cubos consecutivos.

n?(n+1)>2

2 = T,%. Suponhamos, sem prejuizo,

Prova: Sabe-se que Y.po k3 =

que a < b.

Logo, se T2 +TZ =TZ entdo T =T2 -T2 =Y5_o k3 — X, k3 =
Yhoo K+ Y K2 —Xh o K2 =Yg K2 =(a+ 1)’ +(a+2)° +
-+ ¢3. Note que o desenvolvimento de sz apresenta b + 1 poténcias, o de TC2
apresenta c + 1 poténcias e o de Tg, por sua vez, a + 1 poténcias. Segue-se entdo

que b+1=c+1—-(a+1)=~b+1=c—a, ou seja, 0 desenvolvimento de sz
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apresenta ¢ —a poténcias. Tomando m=a+1 e n=b tem-se c=a+b+1=

m +n. Portanto, existem naturais m e n tais que TZ = m3 + (m + 1)3 +

---+(m+n)3. Para a reciproca, basta reverter as igualdades acima.

O Unico exemplo conhecido de wum tal terno pitagérico €

, ) € a Igualdadae + = equivale a
(8778, 10296,13530) e a igualdade 8778% + 102962 = 135302 equivale a Ti3, +

2 _ 72
T14-3 - T164'

5.5 NUMEROS TRIANGULARES EM PROGRESSAO ARITMETICA

Proposicdo 5.5.1 Toda progresséao aritmética ( r2,s?,t?) pode ser associada a um
. ;. t+r t—r
terno pitagorico (x,y,z), onde x = — Y= ez=s.

r24t2

Prova: Se (72,52 t2) é uma PA entdo s% = W24+ t2 =282 5 2|r? + 82,

. R . t+r t-r "
ou seja, r e t ttm a mesma paridade, logo, -~ e, séo inteiros positivos.

2 N2
; . t+r t—r 2 . ; ;
Além disso, — + — = S“, isto &, 0s numeros r,s e t produzem o
. t+r t—-r _
terno pitagorico (x,y,z), onde X = — y = — e Z = S. Reciprocamente, todo

terno pitagoérico (x,y,z) produz uma PA (r%,s%t?) em que r=x—y,s=2z €
t=x+y. De fato, se r=x—y,s=z e t=x+y e x*+y? =z% entdo r?+t? =
(x—y)2+ (x+y)? =2x%+2y? = 2(x® + y?) = 2z? = 2s%. Portanto, (r?,s21t?) é

uma progressao aritmética. [ |

Como exemplo, aotomar r =1, s=5,et =7tem-se a PA (1,25,49) e (3,4,5) é 0
terno pitagorico associado.

Proposicédo 5.5.2 Existem infinitas progressdes aritméticas ndo constantes
formadas por 3 numeros triangulares.
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2

Prova: Sejam m,n,p € N tais que ( Ty, Ty, Tp ) € uma PA. Logo, T;, =
T+ T, =2T, - 8Ty +1+8T, +1=16T, +2 ~ 2m+
1D2+Rp +1)?=22n+1)?% isto ¢, (2m+1)%,(2n+ 12 2p +

1)?) é uma PA. Sejam r =2m+1,s=2n+1 e t = 2p + 1. Segue-se entdo que

(r?,s%,t%) é uma progressao aritmética, o que equivale a existéncia de um terno
pitagorico (x,y,z) tal que r=x—y,s=z e t=x+y. Com isso, 2Zm+1=x —

x—y-—1 n z—1
= — ¢ =
2 2 p

v,2n+l=ze 2p+1=x+7y, 0 que acarreta M =

x+y—1

. Vale frisar que como os numeros m, n e p sao inteiros, x e y devem possuir

paridades distintas e z deve ser impar. Portanto, fica estabelecido que

(Tx—y—l, Tz-1, Tx+y—1> é uma progresséo aritmética, sempre que (x,y,z) é um
2 2 2

terno pitagorico, com z e xty todos impares.

Como exemplo, ao considerar x =12, y=9 e z=15 tem-se Tx-y-1 = T; =
2

1,Tz-1 =T, =28e Txty-1 =Ty =55, que formam a PA(1,28,55).
2 2

Obviamente, a partir do terno (12,9,15) € possivel obter uma infinidade de ternos
pitagoricos satisfazendo as condi¢cdes da proposicdo acima, para isso, basta
multiplicar o terno por um natural impar a. Portanto, é possivel gerar uma infinidade

de PA’s cujos 3 termos s&o numeros triangulares distintos.

m—1
Proposi¢cédo 5.5.3 Se m > 1 € um quadrado impar, p = e e xi,xj,xk) e

uma PA ndo constante, formada por triangulares, entéo (mxl- +p, mx; +

p, mx; + p) € uma PA n&o constante cujos termos sdo triangulares.
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Prova: A igualdade (2a + 1)? T, + T, = T(2a+1)n+a 9arante que se x é

. , ] ~ . m-1 |
triangular e m é um quadrado impar, entdo o nimero mx + p, comp = — ¢

(2a+1)2-1 _ 4a’+4a

triangular. Note que se m = (2a + 1)? entsio p =

8 8
a’+a ) , mxi+p+mxp+p  mxi+x)+2p  m(2xj)+2p
=T, Aém disso, = = =
2 2 2 2
mx; + p.
Portanto,(mxi + p,mx; + p, mx, + p) é uma PA.
]

Assim, partindo somente da PA (Ty, T, T;,) ja é possivel obter uma infinidade

de progressées aritméticas formadas por triangulares distintos. Como exemplos,
tem-se as progressdes (9T, + 1;9T, + 1; 9Tyo + 1), (9(9T; + 1) +
1; 9(9T, + 1) + 1; 9(9Tyo + 1) + 1), (25T, + 3; 25T, +

3; 25Ty + 3),(9(25T; + 3) + 1; 9(25T, + 3) + 1; 9(25Ty, +

3) + 1), dentre outras.

Proposicdo 5.5.4 A razdo da PA (Tm,Tn, Tp) é um namero triangular se, e
somente se, 2(m + p + 1)(p — m) + 1 é um quadrado.

Prova: Seja f =Ty, com k € N, a razdo da PA dada. Isso equivale a dizer que

x+y—-1 x—=y—-1
T,—T,, = 2B = 2Ty Das igualdades p = 32] em = 32, segue-se

que deve ser

Tx+y-1 — Tx-y-1 = 2T}, o que ocorre se, e somente se,
2 2

(x+§—1)(x+§—1+1) (x—g—l)(x—g—ul) _ 2k(k+1) N

2 2 2
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(x+y)2-1-[(x-y)2-1] K2 4 2 x2+2xy+y2—x2+2xy—y>?

= 2k* +
4 4

2k=>‘%=2k2+2k<=>xy=2k2+2k<=>2xy+1=4k2+

dk+1o2xy+1=Qk+1)?=2m+p+Dp-—-m)+1=
(2k + 1)?

) —24,/4-8(—x —2+./8xy+4
Da equacdo 2k?+ 2k = xy obtém-se k = ” (xy) = ” —

—1+,/2xy+1 —-1+/2(m+p+1 -m)+1 . .
. = ‘/( p2 )(p=m) . A tabela abaixo ilustra alguns

exemplos de PA’s que cumprem estas condicoes.

min|p|Tn| Ty T, k B =T
3|6 (8] 6 | 21| 36 |5| 15=T;
11|18 23| 66 | 171 | 276 |14 | 105=Ty,
20|44 159|210 (990 | 1770 | 39 | 780 = T;q
25|37 |46 | 325|703 | 1081 | 27 | 378 =Ty,

5.6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada uma série de resultados relativos a topicos
diversos da Teoria dos Numeros. Com o intuito de ressaltar a beleza contida nas
informacdes expostas, procuramos fazer uso de aplicacdes inteligiveis referentes
as demonstracOes realizadas, pois entendemos que € bastante proveitoso
aprender a partir de exemplos. Dito isto, 0 que resta € a consciéncia de que muito
mais existe para ser explorado neste universo chamado Matemaética e talvez por
isso a palavra conclusdo soe muito forte, ou até seja inadequada. Cabe entdo o
desejo de que o objetivo tenha sido atingido, e que estas linhas fomentem em seus

observadores a vontade de aprender mais e mais.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho esperamos ter alcancado o objetivo de levar até o leitor
conceitos ja ha muito tempo conhecidos, porém muitas vezes aqui abordados de
forma interligada a aplicagbes em problemas, pois o conhecimento ndo é algo
estatico e nunca se pode dizer que ja aprendeu o suficiente. Desejamos também
ter atingido a meta de que este seja uma referéncia de pesquisa para 0s
entusiastas da Matematica, sejam eles professores da Educacéo Béasica, alunos ou
ex-alunos. Que os leitores destas linhas tenham aprendido algo novo para eles e
que facam bom proveito destas informac¢des, compartilhando-as. Como pode ter
sido observado, muito do aqui exposto refere-se aos numeros triangulares e suas
propriedades. Nesse contexto, buscou-se expor e demonstrar algumas de tantas
identidades existentes, e utiliza-las para a obtencdo de alguns somatérios
envolvendo os triangulares e expressfes em que tais numeros figuram. Sem deixar
de lado outros conceitos, relacionamos algumas destas somas com o topico de
congruéncias. Outros resultados curiosos também foram observados e provados.
Por fim, concatenamos alguns fatos relativos as progressdes aritméticas finitas e
nao constantes cujos trés termos sdo numeros triangulares. Compreendemos que
no universo da Matematica sempre existe algo mais a explorar. Isto posto, néo

cabe dizer adeus, mas sim um breve até logo.
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