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Resumo

Neste trabalho, escolhemos um tema relevante do contetdo do Ensino Médio, a saber, Equa-
coes Algébricas. Nao s6 trabalhamos do ponto de vista teérico, revisitando e aprofundando
o conteudo estudado no PROFMAT, mas também do ponto de vista didatico, através de uma
pesquisa bibliografica de textos que julgamos inovadores para a pratica docente. Com esses
propositos, cada capitulo foi subdividido em uma sec¢éo tetrica e uma sec¢ao didatica, denomi-
nada “Em sala de aula”, onde apresentamos uma proposta de abordagem do conteldo, fruto
de nossa pesquisa bibliografica aliada aos mais de vinte anos de docéncia do autor. O con-
telido tedrico, por sua vez, abordou em que medida os resultados tradicionalmente trabalhados
para os subcorpos dos complexos se estendem para corpos finitos. Estudamos também de-
talhadamente uma demonstragao rigorosa, porém, com ferramentas matematicas elementares,
do Teorema Fundamental da Algebra, devida ao matematico brasileiro Oswaldo Rio Branco de
Oliveira, da Universidade de Sao Paulo, publicada em “Mathematical Intelligencer [8]".

Palavras-chave: Equacdes Algébricas, Corpos Finitos, Teorema Fundamental da Algebra



Abstract

In this work, we have chosen one relevant theme that belongs to the contents of High School,
Algebraic Equations. We have done so, not only to work from a theoretical standpoint, revisiting
and deepening the content studied in the PROFMAT, but also from a didactic point of view, th-
rough a bibliographical research of texts which we deem innovative for teaching practice. With
these purposes, each chapter has been subdivided into a theoretical section and a didactic
section, called "In classroom", where we present an approach to the content, derived from our
bibliographic research allied to more than twenty years of teaching. The theoretical content, in
turn, addressed to which extent the results traditionally worked for the subfields of the comple-
xes extend to finite fields. We have also studied in detail a rigorous demonstration, however
realized with elementary mathematical tools, of the Fundamental Theorem of Algebra, published
by the Brazilian mathematician Oswaldo Rio Branco de Oliveira, of the University of Sdo Paulo,
published in Mathematical Intelligencer [8].

Keywords: Algebraic Equations, Finite Fields, Fundamental Theorem of Algebra
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1 Introducao

A ideia central do nosso trabalho foi estudar as equacoes algébricas e suas aplicagdes, aprofun-
dar os conhecimentos obtidos no PROFMAT, junto com os conhecimentos j& adquiridos durante
minha trajetéria nesses 21 anos em sala de aula. Para ajudar os professores no uso desse con-
tetdo, criamos uma se¢ao chamada “em sala de aula” onde colocamos problemas que poderao
ser usados pelos professores para exemplificar o contetdo trabalhado.

O segundo capitulo consiste de um breve histérico das equacdes algébricas, comecando pelas
equacgdes do primeiro grau e terminando com consideragdes sobre as equagdes de grau maior
ou igual a 5.

No terceiro capitulo estudamos as equacbes quadraticas, onde apresentamos varias aplica-
¢bes, mostramos como encontrar graficamente as raizes complexas construindo graficos de
fungoes de C em R, apresentamos um argumento, a nivel de ensino médio, para o Teorema
Fundamental da Algebra.

No quarto capitulo estudamos as equagdes cubicas, demonstramos a férmula de Cardano-
Tartaglia, explicando minuciosamente seu uso, vantagens e desvantagens, e também apresen-
tamos aplicacdes dessa formula.

No quinto capitulo estudamos as equacgdes quarticas, descrevendo o método de Ferrari para
resolvé-las, mostrando aplica¢ges desse método e também resolvemos equagbes quarticas
especiais.

Importante ressaltarmos que resolvemos todas essas equacdes nos corpos de caracteristica
zero.

No sexto capitulo apresentamos uma demonstracao rigorosa, porém elementar, do Teorema
Fundamental da Algebra devida ao professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira.

No sétimo aprofundamos nossos estudos em corpos finitos, fizemos algumas extensdes de

corpos e resolvemos equacoes algébricas em corpos de caracteristica prima.
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2 Equacoes Algébricas — Um breve histérico das
Equacoes Algébricas

Para estabelecermos um breve histérico das equacoes algébricas e dos respectivos métodos de
resolucdo, precisamos comecar fazendo referéncia a um dos mais antigos textos matematicos
da histéria: O Papiro Rhind (1650 a.C). Escrito pelo escriba Amés, o Papiro Rhind recebeu
esse nome porque foi adquirido pelo escocés Alexander Henry Rhind em 1850, em Luxor, no
Egito. Esse texto contém uma série de 85 problemas,alguns dos quais podem ser considerados
exemplos de Equacgdes do primeiro grau.

Abaixo um exemplo retirado do Papiro Rhind:

Uma quantidade, com 1/7 dela adicionado, torna-se 19.

~ - ] 1 8 19-7 133
Na notacao algébrica atual, teriamos: x + ?c =19= 7 x=19=x= 3 — g

Os egipcios usavam a chamada Regra da Falsa Posicao.

Segue uma descricao simplificada do método:

Considerando-se a equacdo ax = b , escolhe-se um valor arbitrario xo e calcula-se axy . Tal

valor sera chamado bg , ou seja, axo = by . Em seguida, multiplicamos os dois membros da

b
equagao por — .
bo

b b b
Assim, temos axo-b—o :bo-b—o =a (xo b—o) =b

b < » . : , .
Desse modo, o termo xg - 7 € a solucao esperada. Na pratica, xg € escolhido a fim de facilitar
as contas. Assim, por exemplo se a € uma fragdo com denominador 13, escolhemos xy = 13,

isso eliminara os denominadores, tornando os calculos mais simples.

1
No problema em questao, escolhemos xg = 7. Teriamos o seguinte: 7+ 7 -7=28
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Como desejamos obter o valor 19 no membro direito da equagao, vamos multiplicar os dois

19 1 19 19 19 1 19
bros da igualdad —,entao (7+=-7|- —=8-"—=T7-—+=--7-— =19
membros da igua aepor8 enao(-l—7 ) 2 g 8+7 3
19 133 . L
Observe que o termo 7 - 3 = 3 faz os dois membros se tornarem iguais. Desse modo, o

133
valor 3 € a solugao da equagao do primeiro grau.

Assim, tudo o que se deveria calcular era a divisdo de 19 por 8 e multiplicar o resultado por 7.
Isso era simples para os egipcios que langcavam mao da base binaria para efetuar multiplicacoes
e divisbes. Para uma abordagem detalhada da aritmética dos egipcios, veja [1].

Convém ressaltar que a notagao algébrica empregada na explicacao do método ndo condiz com
o carater descritivo original do método. Conforme veremos, a estrutura ax = b foi introduzida

apenas no século XVI, pelo matemético francés Frangois Viéte.

Segundo alguns historiadores da matematica, ha rudimentos de problemas do segundo grau
em tabulas babilénicas antigas. Os babil6nios habitaram a Mesopotamia por volta de 2000 a
1600 a.C. e produziram centenas de tabulas de argila, as quais devemos nossas informacoes
sobre a matematica babilénica antiga. Embora numa estrutura bem diferente da atual, ha regis-
tros que indicam que os babilbnios eram capazes de resolver algumas equacdes quadraticas,
principalmente usando um método similar ao que conhecemos hoje como método de completar
quadrados. Uma das tdbulas encontradas fornece uma sequéncia de quadrados e de cubos
dos inteiros de 1 a 30, bem como a sequéncia de valores n° +n” . Outra tabula contém alguns
problemas redutiveis a cubicas da forma C+x’=b , 0S quais podem ser resolvidos usando
a tabula 1’ 4+ n®. Al-Khoéwarizmi (=~ 790— =~ 800) em seus primeiros textos, faz referéncias
aos algoritmos hindus para efetuar calculos aritméticos. Entretanto, foi no campo da algebra
que o seu trabalho teve maior destaque. Seus textos fazem referéncia a equacgoes lineares e

quadrdticas, estas ultimas resolvidas aritmeticamente e geometricamente.

Al-Khbéwarizmi enumerou os seis problemas basicos envolvendo quantidades desconhecidas,
problemas estes enunciados por palavras. Eis os problemas, em linguagem algébrica atual:

. Quadrados iguais a raizes (ax* = bx)

. Quadrados iguais a um nimero (ax* = ¢)

. Raizes iguais a um nimero (ax = b)

1
2
3
4. Quadrados e raizes iguais a um ntimero (ax? +bx = ¢)
5. Quadrados e um numero iguais a raizes (ax> + ¢ = bx)
6

. Raizes e um nimero iguais a quadrados (bx+ ¢ = axz)
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Convém ressaltar que o termo raiz indica aqui uma quantidade correspondente ao termo do

primeiro grau (em nomenclatura atual).

Os métodos de resolugédo de cada um desses casos eram justificados por uma série de pro-
cedimentos geométricos. Entretanto, ndo é possivel afirmar que houvesse uma férmula ou
expressao genérica de resolucao, no sentido como a conhecemos atualmente.

No século XIl, o matematico indiano Bhaskara produziu o texto intitulado Lilavati. Nessa publica-
¢ao, que recebeu o0 nome de sua filha Unica, Bhaskara apresentou alguns problemas redutiveis
a equacgdes do segundo grau. Tais problemas eram escritos em forma de versos, muitas vezes

fazendo referéncia a personagens importantes para o povo hindu. Abaixo um exemplo:

Arjuna, na exasperagao do combate, arremessou uma aljava de flechas para matar Carna. Com
metade das flechas ele neutralizou as de seu antagonista; com 4 vezes a raiz quadrada de toda
a aljava ele matou seu cavalo; com 6 flechas ele matou Salya (cocheiro de Carna); com 3
destruiu 0 escudo, 0 estandarte e o arco; e com uma ele decepou a cabega do inimigo. Quantas
flechas Arjuna arremessou?

Em linguagem algébrica atual, temos:

§+4\/§+6+3+1 =x$4\/}+10:§éS\/)_c:x—ZO:64x=x2—40x—l—4OO

O que equivale a equacao do segundo grau x> — 104x + 400 = 0, onde x > 10.

O método usado por Bhaskara consiste em completar o quadrado no primeiro membro, extrair
a raiz quadrada dos dois membros e resolver a equagao do primeiro grau resultante.

Resolveremos x> — 104 +400 = 0 = x> — 104x = —400 , os passos sao 0s seguintes:
1) Multiplicar os dois membros por 4. Temos:

4x* — 4-104x = —1600

2) Completar o quadrado do lado esquerdo, o que equivale a somar 1042 aos dois membros da
equacéo:

4x% —4-104x + 1042 = —1600 + 1042
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3) Assim, o primeiro membro equivale a (2x — 104)? , ou seja,

(2x—104)> =9216 = 2x— 104 =+96 =x =100 ou x=4

Concluimos entdo que x = 100 .

Alguns dos avangos mais significativos da algebra nos séculos XV e XVI foram propiciados
pelos esforgos para a determinagao de uma solucao para equagdes cubicas por radicais. Nessa
época, havia diferentes tipos de equagoes cubicas, classificadas anteriormente pelo matematico
Omar Khayam.

O matematico Scipione Del Ferro, no século XVI, obteve uma expressao utilizando radicais para
resolver determinadas equagdes cubicas. Entretanto, tal formula permaneceu secreta. Mais
tarde, Niccolo Fontana Tartaglia estabeleceu um método de resolugao de diversas equacoes
clibicas da forma x° 4 mx = n, com coeficientes literais. Mais tarde, o matematico Girolamo
Cardano conseguiu obter a solugdo de Tartaglia, jurando segredo. Entretanto, em 1545 foi
publicada a Ars Magna de Cardano, contendo a férmula de Tartaglia. Como era de se esperar,
Tartaglia protestou com veeméncia. Entretanto, Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, rebateu
as alegacoes de Tartaglia, afirmando que Cardano havia recebido informacgdes de Del Ferro. A
formula dada por Cardano na Ars Magna, para a equagao X + px+q = 0 é a seguinte:

2 3 2 3
_ {4 IR Y B Y -
x_\/ 2+\/4+27+\/ 2 Va7

Pouco depois da solucao da cubica, surgiu a solucao da equagao quartica geral. Em 1540, o

matematico italiano Zuanne de Tonini da Coi propés a Cardano um problema cuja solugao levava
a uma quartica. Ferrari, discipulo de Cardano, conseguiu resolver o problema em questéo.
Cardano também publicou essa solugao na sua Ars Magna. Abaixo temos o procedimento
usado por Ferrari:

Consideremos a equacgao x4 px2 +gx+r=0
Em seguida, obtemos x4 2px2 —|—p2 = px2 —qgx — r—l—p2 = (x2 +p)2 = px2 — qx—l—p2 —r

Escolhendo-se um y arbitrario, temos

(P +p+y)=pt—gx+p*—r+2y- (P +p)+y* = (p+2y) X —qx+ (p* —r+2py+y?)
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Sabe-se que uma condicao necessaria e suficiente para que a expressao ax®> +bx+c seja um
quadrado de uma expressao linear é que o discriminante b* — 4ac se anule.

Desse modo, devemos escolher um valor conveniente de y, para que o segundo membro da

equacao seja um quadrado.
Tal condicao sera satisfeita se 4(p +2y)(p* —r+2py +y*) —¢* =0

Observe que essa é uma equacgao cubica, cuja solucao pode ser obtida pelo método ja apre-
sentado. Esse valor de y reduz o problema original a extracao de raizes quadradas.

Convém destacar também o trabalho monumental do matemético francés Francgois Viéte (1540-
1603). Viéete padronizou a representagao para os coeficientes de uma equacao, padronizagao
esta que acabou levando ao formato notacional algébrico atual, ap6s sugestdes de alteracoes.

Viete também sistematizou um método para o célculo de raizes de equagdes por meio de apro-

ximacgdes sucessivas. Veja um exemplo aplicado a equagao x* +mx = n.
Seja x; um valor aproximado de uma raiz xj + x;. Substituindo-se na equacgao, temos

(x1 ~|—xz)2 +m(x;+x)=n= x% +2x1x2 ~|—x% +m(x1+x2)=n

Assumindo x; suficientemente pequeno, podemos desprezar o termo x%.

2
n—x7y—mx . . - .
! . Assim, obtemos em x; +x, uma aproximacéao da raiz

Desse modo, obtemos xp = ————
2x1+m

procurada.

De posse desse valor, podemos repetir 0 processo, obtendo uma aproximacao ainda melhor em
X1 +x2 4+ x3, € assim por diante.

Esse método foi utilizado por Viéte para obter uma raiz aproximada da equacao:

x® + 6000x = 191246976

Ressaltamos aqui que as férmulas resolutivas apresentadas acima para equacgdes de graus 3 e
4 tém imenso valor tedrico mas sao raramente utilizadas nas aplicagdes, para as quais lancamos
mao dos métodos numéricos atuais viabilizados em computadores, similares ao utilizado por
Viete, baseados, por sua vez, em resultados teéricos de andlise matematica. Um exemplo pode
ser apreciado em [9], onde se apresenta a resolucdo de uma equacao cubica pelo método da
bissecao.
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Em 1750, o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783), inspirado pelo trabalho de Ferrari,
tentou igualmente reduzir a resolugdo de uma equacao quintica geral a de uma quartica. En-
tretanto, Euler falhou nessa tarefa. Coube ao matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-
1829) a demonstracdo de que as raizes de equacdes gerais de grau cinco, ndo podem ser
expressas por meio de radicais em termos dos coeficientes respectivos. Tal conclusao faz parte
do Teorema de Abel-Ruffini.

O Teorema de Abel-Ruffini diz que ndo existem férmulas resolutivas gerais que determinem
corretamente as solugdes de uma equacao algébrica de grau 5 ou maior.

Niels Henrik Abel nasceu em 5 de agosto de 1802 na pequena cidade de Finndy, na Noruega,
filho e neto de pastores protestantes, e teve quatro irmaos e uma irma. Seu pai, Abel, foi
um dos fundadores da universidade de Oslo, onde aos 13 anos Abel foi estudar. Abel era
excepcionalmente talentoso e resolvia com facilidade problemas que seus colegas julgavam
dificeis, e dos 17 aos 19 anos ele se interessou pelas equagdes algébricas e pensou haver
encontrado uma forma geral de se resolver as do 5° grau, mas um pouco depois ele mesmo
percebeu uma falha na sua solugao.

Proximo ao Natal de 1823, aos 21 anos, ele provou que, exceto em casos particulares, € im-
possivel resolver uma equagao de grau 5 utilizando-se apenas um ndmero finito de operagoes
algébricas como soma, multiplicacao, subtracao, divisdo e extragdo de raizes.

Abel foi um grande matematico que fez muitas descobertas durante sua curta vida e uma de
suas maiores criagbes foi 0 Teorema Geral sobre as Integrais, hoje conhecido como Grande
Teorema de Abel.

Sua contribuicdo matematica é tanta que varios objetos matematicos levam seu nome, como
por exemplo os chamados grupos abelianos, e um dos grandes prémios matematicos, chamado
de prémio Abel.

Antes de Abel, Paolo Ruffini (1765-1822), um filésofo e matematico italiano, também tentou
demonstrar o teorema anterior, mas sua demonstracao era incompleta e, por isso, insatisfatoria,
mas por ter sido o primeiro a pensar neste teorema e tentar demonstra-lo, o teorema também

leva seu nome.

Outro matematico que demonstrou o Teorema de Abel-Ruffini foi o francés Evariste Galois
(1811-1832). Evariste Galois nasceu no dia 25 de outubro de 1811, na pequena cidade de
Bourg-la-Reine, proxima a Paris, no seio de uma familia culta e liberal. Filho de pai republicano
e mae erudita e dotada de elevado senso ético. Em 1823, Evariste foi mandado para o colégio
Louis-le-grand, em Paris, onde teve inicio a sua escolaridade formal. Em 1825, aos 14 anos,
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Galois teve seu primeiro contato com a matematica, matéria que acabara virando sua grande
paixao.

Em 1828, incidindo curiosamente em erro analogo ao de Abel anos antes, Galois acreditou ter
encontrado a solugdo geral para as equagdes do 5° grau.

Ele publicou varios trabalhos como por exemplo a demonstracdo de um teorema sobre fracées
continuas periddicas em 1829, incentivado pelo seu professor Louis-Paul-Emile Richard.

Galois ja havia escrito um trabalho muito mais importante, que apresentou a Academia de Ci-
éncias de Paris em 25 de maio e novamente em 1° de junho desse mesmo ano, chamado:
Pesquisas sobre as equacgdes algébricas de grau primo. Nao completara ainda 18 anos € ja
realizara descobertas da maior envergadura naquilo que mais tarde seria conhecida como a
Teoria dos Grupos.

Ele desenvolveu uma teoria, que hoje é conhecida como Teoria de Galois, e utilizou esta teoria
para demonstrar o teorema de Abel-Ruffini, bem como para especificar em quais casos em
grau maior ou igual a cinco as equacoes algébricas possuem solugcdo em termos de radicais.
Foi Galois que, em seus estudos, deu origem a Teoria dos Grupos, estabelecendo conexdes
entre grupos e solubilidade de equacdes algébricas.

A Teoria de Galois é uma das grandes teorias matematicas e que até hoje é estudada com
afinco pelos matematicos atuais, mas neste trabalho nao entraremos nos detalhes técnicos da
Teoria de Galois, responsavel pelos resultados referentes a equagdes de grau maior ou igual a
cinco.
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3 Equacoes Quadraticas

3.1 Consideracoes Tedricas

As equagbes do segundo grau sdo abordadas na histéria da matematica desde a época dos
egipcios, babildnios, gregos, hindus e chineses. Os primeiros registros vém dos Mesopotamicos
e dos Egipcios que resolviam alguns casos, sob a forma de receitas. Resolviam problemas
que podem ser transformados em equagdes com formatos bem especificos, como no exemplo
abaixo, retirado de [1]:

“De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o pdlen de um
campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha solitaria escuta seu
macho zumbir sobre uma flor de Lo6tus. Atraido pela fragrancia, ele tinha se deixado aprisionar
na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?

Apenas com o francés Viéte, no inicio da idade moderna, que é introduzido o simbolismo al-
gébrico, forma pela qual reconhecemos atualmente as equagdes do segundo grau. Somente a
partir dai, € que estavam criadas todas as condi¢gdes para o surgimento de uma férmula geral
para todas as equagdes de 2° grau, entdo a forma geral da equacéo do 2° grau ficou represen-
tada por ax® +bx+c =0, coma #0.

O fundamento usado para obter esta formula foi buscar uma forma de reduzir a equacao do
segundo grau a uma do primeiro grau, através da extragao de raizes quadradas de ambos os
membros da mesma como mostraremos abaixo:

ax® +bx+c=0s4a’*+4a-bx+4a-c =4a-0
& 4a’y? +4abx+4ac =0 & 4a’x* +4al7x—|—4ac+b2 = O—|—b2
& (4a°x% + dabx + b*) +dac = b* < (4a°x* + dabx + b*) = b* — dac

Chamando de A = b% — 4ac, teremos que (2ax+b)> = A
—b+ VA —b+ VA —b— /A
— & X=———— 0U X= —F7——

Entao 2 b==A =
ntao 2ax + &S x 2a 2a 2a
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Com isso obtemos uma férmula fechada que nos fornece as raizes da equagédo em funcao dos

coeficientes da equacao, conhecida no Brasil como férmula de Bhéskara.

Sabemos hoje, pelo conhecido Teorema Fundamental da Algebra, provado em 1799 pelo ale-
mao K. F. Gauss (1777-1855) em sua tese de doutorado e que veio a ser considerada a primeira
prova correta do Teorema Fundamental da Algebra, que qualquer polindmio p(z) com coefici-
entes complexos de uma variavel e de grau n > 1 tem alguma raiz complexa, daremos uma
demonstracao desse teorema no capitulo 5 dessa monografia.

3.2 Em sala de aula

3.2.1 Problemas que recaem em equacoes quadraticas e seus objetivos
didaticos

Consideramos bastante motivador introduzir esse assunto através de situacdes problema que
conduzem a equagbes de segundo grau, bem como aguardar os alunos perceberem que os
métodos utilizados para resolver equagdes de grau 1 ndo sao suficientes no caso de grau 2. Sé
assim, o aluno estaria receptivo a novas técnicas que conduzem a férmula radical, conhecida
como de Bhéaskara. Apds tornarem-se fluentes na resolucdo de equacdes quadraticas, consi-
deramos importante apresentar problemas que recaem em equacgdes quadraticas relacionados
a outros assuntos: trigonometria, logaritmos, etc. Seguem alguns exemplos com os objetivos
acima.

Comegaremos com dois problemas que aparecem na forma de receitas, um deles retirado de
[1] e o outro proposto pelo matematico Bhaskara, apresentados nessa ordem.

1) De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o pélen de
um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha solitéria escuta seu
macho zumbir sobre uma flor de Lo6tus. Atraido pela fragrancia, ele tinha se deixado aprisionar
na noite anterior. Quantas abelhas haviam no enxame?

RESOLUQAO: Chamando o total de abelhas de x, entdo sua metade seria )—26 e a sua raiz \/g

8x
o0s oito nonos do todo flutuam pelo céu sera representado por 9

Com essas informacoes, obtemos:
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X X 8x X X
L, . T _x_22_9 Z_Z_9
2T TETYTN TN 2
2 2
X B x—18 :>x_x —36x+ 324
2) 9 2 81

2x* —153x+ 648 =0
A= (—153)> —4.2-(648) = A = 18225

(—153) +/18225 153+ 135
22 T T

9
=x=72 ou x=—

2
Entao nossa resposta sera igual a 72 abelhas.

Neste problema buscamos desenvolver no aluno a habilidade de equaciona-lo conveniente-
mente, que é sua maior dificuldade. Nesse sentido, equacionaremos agora o mesmo problema
de modo a simplificar sua resolugéo.

Vamos chamar o total de abelhas no enxame de 2x2, pois sua metade é e depois de extrair-

, . , 8
mos a raiz, chegaremos a x. Os oito nonos do todo sera representado por, 5 -2x%. Chegamos

assim na seguinte equacao quadratica:

(2 Fx+2=27= 160> +9x + 18 = 18x* = 2x* —9x — 18 =0

O | 00

>

_ (_9)2_4.2.(—18):>A:225

—(=9)+£v225 9+t15 3
x= %) >x=——=x=6 ou x:—i

Como chamamos o total de 2x%, encontramos um total de 72 abelhas, mas com uma equacao
do segundo grau mais simples.

Essa discussdo de como introduzir e tratar variaveis na resolugdo de problemas de matematica
é pertinente ndo apenas neste contexto, sempre deve ser tratada, como tudo o que desmistifica
e esclarece os conceitos matematicos.

2) Um bando barulhento de macacos se divertia. Um oitavo ao quadrado brincava no bosque.
Doze, os que sobraram, gritavam ao mesmo tempo, no alto da colina verdejante. Quantos eram
0s macacos no total? Esse problema foi proposto pelo proprio Bhaskara.

RESOLUCAO: Naturalmente o aluno vai chamar o total de x, entdo teremos a seguinte equacao:
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2 2
) +12=x=>g—4+12:x:>x2—64x+768:0

(

A= (—64)>—4-1-(768) = A = 1024

oo | =

(—64) +/1024 64432
21 =X =

=x=48 ou x=16

Teremos dois bandos distintos de macacos, um com 16 macacos ou outro com 48 macacos.
Usando a observacgéo ao final do exemplo anterior, simplifica-se as contas se designarmos o
total de macacos por 8x.

P+12=8xo x> —8x+12=0
A=(—8)2—4-1-(12)=A=16

—(—8) £ /16 844
X=— ==

2] =x=6 ou x=2

Quando x = 2 teremos um bando com 16 macacos e quando x = 6 teremos outro bando com
48 macacos.

O préximo problema foi adaptado do vestibular da UFMG para ser resolvido como uma questao
discursiva e esta relacionado com a cinematica escalar e sua solugdo recai numa equac¢ao do
segundo grau.

3) (UFMG) Dois nadadores posicionados em lados opostos de uma piscina retangular e em raias
adjacentes, comegam a nadar em um mesmo instante, com velocidades constantes. Sabe-se
que, nas duas primeiras vezes em que ambos estiveram lado a lado, eles nadavam em sentidos
opostos: na primeira vez, a 15 m de uma borda e, na segunda vez, a 12 m da outra borda. Qual
€ 0 comprimento dessa piscina em metros?

RESOLUGAO:

Esse é um problema onde precisamos fazer um bom desenho da situagdo e criarmos um re-
ferencial para conseguirmos equacionar da melhor maneira a situacao descrita. Precisamos
introduzir algumas variaveis, como o tempo passado até os nadadores ficarem lado a lado, bem
como a velocidade de cada nadador, e finalmente trabalhar com essas variaveis para chegar-
mos ao comprimento C da piscina, que € o objetivo final do problema.

Denotando por C o comprimento dessa piscina, temos dois momentos distintos representados
na figura abaixo, o do primeiro encontro a 15 m de uma borda, apés um tempo #; depois do
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inicio, e 0 outro encontro a 12 metros da outra borda, ocorridos apdés um tempo #, depois do

primeiro encontro.

Va M= — e —————
C-i5
.................................. » VE
i1im
—————————————————— -+ W
-1z A —
VE i2m
Teremos entdo as seguintes equacgdes:
Cc—-15 15+C—-12
V4= V4= =12
n Vi C-—15 iz Vi C+3
= —=———°¢© > — = —.
15 Vs 15 C—15+12 Vg C-3
I 1)

C—15 C+3

15 C-3
teremos C = 33 metros.

Portanto teremos: = (C?-33C=0=C=0ouC =33, mas como C #0

Os dois proximos problemas s&o tipos classicos que aparecem para os alunos durante o 9° ano
do ensino fundamental. Geralmente, a maior dificuldade encontrada pelos alunos esta relaci-
onada com a escolha de quais serdo as variaveis que devem ser introduzidas para conseguir
chegar ao objetivo final que é a solucao do problema. Geralmente, as variaveis que devem ser
introduzidas surgem da pergunta do problema, como perceberemos abaixo.

4) As despesas com uma festa de formatura de uma classe totalizaram R$2.800,00 e serao
igualmente pagas por um grupo de alunos. Cinco alunos desistiram da festa, porque de Ultima
hora resolveram viajar, 0 que obrigou os restantes a pagar, além da sua parte, um adicional de

R$10,00 cada um. Qual é o total de alunos dessa classe?
RESOLUCAO:

Nesse caso precisamos encontrar o total de alunos, mas para isso precisamos de uma variavel
auxiliar que sera o valor a ser pago por cada aluno antes da desisténcia dos 5 alunos.

Denotando por v o valor que cada aluno pagaria inicialmente e por n o numero total de alunos

2800
dessa classe, teremos que v = ——.
n

Como 5 alunos desistiram da festa e cada aluno restante teve que pagar R$10,00 a mais do
2800

que iria pagar, teremos v+ 10 = 5
n —
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Resolvendo o sistema de equacgbes que acabamos de formar, teremos:

2800 2800 2800
5 = +10= - multiplicando ambos os membros por n- (n—5) teremos:
n— n n—

v+10=

28001 — 14000 + 107> — 50n = 28001 = 101> — 501 — 14000 = 0
Finalmente dividindo os dois lados da igualdade por 10, teremos:
n® —5n— 14000 = 0

A= (=5)>—4-1-(—14000) = A = 5625

5++/5625
==

5+75
n= =

n=———=n=40 ou n=-35
2-1 2

Como n é o nimero de alunos da classe, entdo teremos n = 40.

5) Uma transportadora entrega, com caminhdes, 60 toneladas de acglcar por dia. Devido a
problemas operacionais, em certo dia cada caminhao foi carregado com 500 kg a menos que o
usual, tendo sido necessario, naquele dia, alugar mais 4 caminhdes. Quantos caminhdes foram
necessarios naquele dia e quantos quilos transportou cada caminh&ao naquele dia.

RESOLUCAO:

Nesse caso queremos saber quantos caminhdes foram necessarios naquele dia e quantos qui-
los transportou cada caminhdo naquele dia, portanto comegaremos o problema proposto cri-
ando as variaveis relacionadas aos dias normais de trabalho, tomando o cuidado depois para
transportar nossas respostas para o dia em que ocorreram 0s problemas operacionais que leva-
ram a mudanga do nimero de caminhdes e do niumero de quilogramas transportados por cada
caminhao.

n = namero de caminhdes
k = quantidade de toneladas transportadas por caminhao

n-k:60:>k:@
Temos que: n

(n+4)-(k—0,5) =60
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nk—0,5n+4k—2:60:>60—g+4k—2:60:>4k—2:g

:8k—4:n:8-@—4:n:n2+4n—480:0
n

n*4+4n—480=0

(4)>—4-1-(—480)

A= = A=1936
2-1
n:wén:_4i44:>n:200un:—24

2

Note que mesmo querendo a quantidade de quilogramas transportadas por cada caminh&o
naquele dia, nés criamos a variavel k, porém em toneladas, para facilitar as nossas contas e
sabendo também que naquele dia foram transportadas k£ — 0, 5 toneladas.

60
Como o numero de caminhdes é igual a 20, voltando na equagao k = —, encontramos entao
n
k = 3 toneladas, ou seja 3.000 kg, portanto concluimos que o numero de quilogramas transpor-
tados naquele dia foi igual a 2.500 kg.

Nos proximos trés exemplos abaixo usaremos a técnica da mudanca de variavel para trans-
formarmos a equacgéo a ser resolvida em uma equagéo quadratica para facilitar a resolugéo do
problema. Em alguns casos essas substituicbes sdo imediatas, como na primeira equacao, mas
em alguns casos ndo sdo tao obvias como nos dois casos seguintes.

6) Determine todos os numeros reais x tais que 2 - logz(x) —5-log(x)+2=0
RESOLUGAO: Fazendo y = log(x), encontramos 2y* — 5y +2 = 0.

2y —5y+2=0

A=(-57-4-22=A=9

——_(_S)i\@: ——5i3:> =2o0u _1
yY=—>55 y=——=y=2Zouy=g

Para finalizar precisamos voltar a variavel x, entao teremos que:
y=2=logxr=2=x=10°>=x=100
1 1
y=5=logx=>=x=102=x=10

Portanto teremos x = 100 ou x = v 10
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7) Resolva a equagéo 1+ cos(x) + cos(2x) = 0. sendo x um ndmero real.

RESOLUCAO: Lembrando que cos(2x) = cos?(x) — sen®(x) = 2cos>(x) — 1, entdo teremos
2cos?(x) + cos(x) = 0, fazendo y = cos(x), teremos a equagéo 2y* +y = 0, na variavel y,

portantOZyz—f—y:O:y(2y+1):0¢y:00uy:_§

Para finalizar precisamos voltar para a variavel x, entao teremos que:

¥ AY
2 S
3 -
: : x
2T
. 3
ﬂ
2
T
y:O:>cos(x):O:>x:§+kTC, keZ
1 1 2
y:—§$COS<X):_§$x:i?n+2ch7 kel

27 T
Teremos o conjunto solugéo S = {x eER:x= i? +2kn ou x= 5 +km, ke Z}

8) Determine todos os nimeros reais x tais que 4* + 6" = 2-9*.
RESOLUCAO:

Reescrevendo a equagdo 4° + 6% = 2-9* como (2¥)? 4 2°-3" = 2. (3%)? , percebemos que
temos duas possiveis mudancas de variavel para fazer, podemos fazer y = 2* e z = 3%, mas
assim teriamos uma equacgao com duas variaveis diferentes. Vamos resolver essa equacao
de uma outra maneira mas depois voltaremos a esse ponto e resolveremos com essas duas
variaveis diferentes.

O truque que podemos usar para fazermos uma Unica mudanca de variavel sera dividir os dois
lados da equacéao por 3%, pois 3% =# 0, onde obteremos a seguinte equagao

22 p¥.3¢ 2\*  [2\*
3T 3 :2(:)(3) +<§> 0

2 X
Fazendo entdo a mudanca de variavel (§> =y, teremos uma equagao do 2° grau, mas agora

na variavel y, e representada por y2 +y—2=0.



YV 4+y-2=0
A=(1)?-4.1.(-2)=A=9

_—1:|:\/§:> _ —1+3
~ 21 YT 2

y =y=louy=-2
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X
Para finalizar precisamos voltar para a variavel x, mas como <§) > () para todo x real, entédo

teremosquey=1= 2 x—l: 2 x— 2 O: =0
aer= 3) 3) ~\3) 70

Uma solucéao alternativa usando fatoracao, poderia ser feita da seguinte maneira:
Como 2% 4+ 2%.3% = 2.3%* fazendo y=2%e z=3" teremos:
Y4y z=22=y -2 +y -2 =0
+2)y—2)+2y—2)=0=(y+22)(y—2) =0
2 X
y=z=2"=3"= (5) =1=x=0

2 X
y=-27=2"=-2.3"= <§) = —2 7 solugao.

Os dois préximos problemas mostram situagées em que o que vai ser pedido € a razao entre

duas variaveis e o produto entre duas variaveis, respectivamente. Nesse tipo de problema o

aluno encontra muita dificuldade pois ele sempre imagina que precisa encontrar cada uma das

variaveis separadamente para depois fazer a razao ou o produto. Importante ressaltar que ele

n&o conseguira encontrar cada uma das variaveis separadamente, como no primeiro exemplo,

€ as vezes sera quase impossivel descobrir as variaveis separadamente, impossivel no sentido

de ser muito trabalhoso, como veremos no segundo exemplo.

9) Sejam A, B e C, nessa ordem, pontos colineares de uma reta r que satisfazem a seguinte

- BC
condicao AB-AC = (BC)Z. Qual é o valor da razao ﬁ conhecida como raz&o aurea?

RESOLUGAO:

Observe a figura abaixo, onde os pontos A, B e C sao colineares.

L J
&
b

=
m
Loy



26

Temos que AB-AC = (%)2 =y-(x4+y) =x*> = xy+y> = x> e como queremos encontrar o

- X ~ L ey . ~ .
valor da razdo —, entdo um belo truque sera dividir os dois lados da equacgao acima por y2, para
y
conseguirmos criar uma equacgao quadratica cuja variavel seja exatamente o que procuramos,

. . ~ . L X
Ou seja, criaremos uma equagao quadratica na variavel —, a saber:

y
( 2 2 2 2 2
xy+ X X X X X
xy+y2:x2:> yzy =—=>—y+y—:—2:>—+ =
) y y y y y
() () -
y y
A= (=12 —=4-1-(-1) =
x 1+£v5 x 1445 x 1—+/5
- = = - = ou —-=
LY 2 y 2 y 2
X . i X 1+\/§
Como sabemos que — > 0, entdo concluimos que — = 7
y y

10) Na figura abaixo temos que o quadrilatero ABCD é um quadrado de lado unitario. Determine
o valor do produto das medidas dos segmentos CF e CE sabendo que os pontos E, F e A sao
colineares, sendo F' um ponto pertencente ao lado BC do quadrado ABCD, e que 0 segmento
EF tem medida igual a 1.

RESOLUGAO:

Vamos denotar por x a medida do segmento CE e por y a medida do segmento CF, entdo temos
quel0<x<1,0<y<1lequeCE-CF =xy.

Como os tridngulos CEF e DEA sao semelhantes pois possuem o angulo £ em comum e
X

ADE = FCE = 90° entao teremos que y_ =y= :
I x+1 x+1

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo CEF teremos que X —l—y2 = 1. Como a maioria

dos alunos sempre querem descc;cbrir guem sao as variaveis x e y, naturalmente eles iriam
y= x+1

tentar resolver o sistema por substituicdo o que os levariam a equacao quartica
P4yt =1

2
x2+( al ) :1:>x4+2x3—|—x2—2x—1:0.
x+1
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Como essa equacao nao possui raizes racionais, pois sabemos que as possiveis raizes racio-
nais dessa equacgao sao 1 e —1 e nenhum desses numeros satisfaz tal equacgao, entao estariam
diante de um problema muito complicado.

Por outro lado, sabendo que queremos encontrar o produto xy entdo uma outra saida sera tentar
encontrar uma equacao quadratica cuja variavel seja o que estamos procurando, analogamente

ao que foi feito no exemplo anterior.

X
Sabemos que y = 1 = xy+y=x= xy=x—Y, portanto, elevando ao quadrado os dois
X

lados da igualdade xy = x —y, teremos (xy)? = (x—y)? = (xy)> = x* — 2xy +y*, mas como
x? +y2 = 1, entdo obteremos a equagao quadratica na varidvel xy representado por (xy)2 +
2(xy)—1=0.
( 2
(xy)*+2(xy)—1=0
A=22—4.1.(—1)=38
Resolvendo a equagéo, teremos 2448 2422
xy = g

2 2

{ xy=—14v2 ou xy=-1-V2

Como sabemos que xy > 0, entdo concluimos que xy = —1+ /2, resolvendo 0 nosso problema

sem precisar encontrar os valores de x e y.

. ) xy=v2-1
Agora, perceba que com isso concluimos que , portanto poderemos encon-
x—y=v2-1

trar quais sdo os valores de x e y.

Isolando y na segunda equacao e substituindo na primeira, teremos:

s (VA1) o (V3 )] =B 2 (1 ) (v31) =0
2o (va1)e (va-1)=o

= [ (e o [ (3] ~amni =
()T

2-1

V2—1++4/2V2-1
2

X =

, encontrando assim o res-

Lembrando que 0 < x < 1, teremos que x =

V2—1+v2v2-1
2

pectivo valor de y usando o fato de que xy = —1 + V2.
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Note que nesses dez problemas propostos chegamos em equacbes quadraticas que sempre
possuiram raizes reais. Finalizaremos essa se¢cdo com dois problemas que nao possuem solu-

¢ao no conjunto dos numeros reais.

11) Quais sao os valores, em metros, das dimensdes de uma praga retangular cujo perimetro é
igual a 16km e cuja area mede 32km>.

RESOLUCAO:
Observe a figura abaixo, onde x e y sdo as medidas dos lados da praga.

Com as informagdes dadas temos um sistema com duas variaveis e duas equagoes:

2x+2y =16 —38 —g_
2y = £ty =7 ! =x-(8—x) =32
xy =32 xy =32 xy =32

= 8r—x’=32=x>—8x+32=0
A=(-8)2—4.1.32=A=—64

Como nao existem nameros reais que satisfazem a equagao acima, concluimos que essa praga

nao existe.

12) Quais sao os pontos de intersecao da reta de equagéo 4x+y—2 = 0 com a parabola de
equacao y = X% — 6x.

RESOLUCAO:
Para encontrarmos os pontos de intersecdo das duas curvas dadas, precisamos encontrar, se
existirem, os valores de x para 0os quais 0s respectivos valores de y serao iguais, ou seja,

precisamos resolver o sistema:

—4 2=0 —4x-2
{ X+y+ :>{y x =S 4x—2=xX"+6x=x>+2x+2=0

y=x>+6x y = x>+ 6x

X +2x4+2=0
A=2—4.12=A=—4

Como essa equagao nao possui solugdo real, concluimos que essa reta e essa parabola nao
se intersectam.
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3.2.2 Representacao grafica de funcées de Cem R

As equacgdes que ndo possuem raizes reais possuem raizes complexas, pelo Teorema Funda-
mental da Algebra. Quando tratamos de fungdes quadraticas sem raizes reais, como poderia-
mos visualizar as complexas, pelo menos em alguns casos particulares? Esse tipo de estudo
possibilita discutir com os alunos, obviamente em termos elementares, algumas das semelhan-
cas e diferencas entre fungbes reais e complexas.

No estudo dos niumeros complexos em si, de que ndo trataremos neste trabalho, sua bela ge-
ometria deve ser enfatizada, como o significado geométrico de multiplicacdo de um namero
complexo por um complexo unitario como uma rotagado, a sua soma, como soma de vetores
(pares ordenados de R? ), etc. Nesta secdo, nos limitaremos a apresentar alguns graficos de
fungoes de C em R. Deve-se deixar claro para o estudante a impossibilidade de graficos de fun-
coes de C em C. Os exemplos tratados abaixo foram adaptados do excelente livro Matematica
Aplicada - J.Jakubovic et Al- Editora Moderna [6], cuja primeira e, infelizmente, Ultima edicao se
deu na década de 1980.

Conhecidos os nimeros complexos, poderemos agora encontrar o lugar onde poderemos re-
presentar os zeros de fungdes de C em R . Para isso, vamos fazer algumas consideragdes
sobre fungdes definidas no conjunto dos complexos (C) com imagem no conjunto dos nimeros
reais (R).

De um modo geral, para construir o grafico de uma funcéo real de variavel real f : R — R, dado
por y = f(x), utilizamos o plano de coordenadas retangulares: os valores da varidvel x sdo
marcados no eixo das abscissas, e os de y no eixo das ordenadas, conforme exemplo abaixo,
onde f(x) = —x*+ 1.

Agora vamos explorar a fungdo real de variavel complexa f : C — R, onde temos que para cada
z = (x,y) pertencente ao plano complexo, associamos o nimero real f(z). Representamos
geometricamente o par (z, f(z)) pelo ponto P de R?, definido por P = (x,y, f(z)). O conjunto
de tais pontos € definido como sendo o gréafico de f.



30

EXEMPLO 1: Considere : f: C — R uma fung&o constante definida por f(z) = 5, ou seja, a
cada elemento z = (x,y) do dominio, associamos o nimero real 5. Representando geometrica-
mente os pontos P = (x,y,5) do R? teremos um plano paralelo ao plano complexo passando no

eixo das cotas (eixo z) no ponto 5, conforme figura abaixo, retirada de [6].

EXEMPLO 2: Considere f : C — R uma fungéo definida por f(z) = |z| = v/x> 42, ou seja,
a cada elemento z = (x,y), do dominio, associamos o nimero real |z| = \/x2 + y2. Represen-
tando geometricamente os pontos P = (x, v,/ X2+ y2) do R? teremos como grafico de f um
cone reto com o vértice na origem, conforme figura abaixo, retirada de [6].

r ot 4
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EXEMPLO 3: Considere f : C — R uma fungao definida por f(z) = Re(z), ou seja, a cada
elemento z = (x,y) do dominio, associamos o nimero real x = Re(z). Representando geome-
tricamente os pontos P = (x,y,z) do R? , teremos um plano z = x, conforme a figura abaixo
retirada de [6]:

EXEMPLO 4: Abaixo temos o gréfico da fungdo f : R — R, dada por f(x) = x*+ 1. Qual seria
o motivo pelo qual este grafico ndo apresenta as raizes dessa fungao?

A resposta é muito simples pois as raizes dessa fungdo sao os nimeros imaginarios =+i,e neste

grafico estdo marcadas apenas os valores reais assumidos pela variavel real x.

Para melhorarmos a nossa resposta, ampliaremos a nossa fungéao f : R — R para uma funcao
f:C — R, de modo que a antiga variavel real independente x também assuma alguns valores
imaginarios, por isso a variavel independente x vai ser trocada pela variavel z, mas tomando
cuidado com a variavel dependente y que sera denotada agora por w, ou seja, w sera uma
funcdo das variaveis x e y, que sdo numeros reais e z = x + yi.
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Assim construimos a fungdo f : C — R, onde a cada z do dominio, associaremos um nimero
w, tal que w = 7> + 1. Estamos interessados em encontrar todos o0s complexos z tais que w =
(x+yi)>+1 = (x> —=y*>+1) + (2xy)i seja um ntmero real, ou seja, queremos que Im(w) = 0,
ouseja,2xy=0=x=00uy=0.

Notamos que quando x = 0 = z = yi e quando y = 0 = z = x, ou seja, a variavel dependente w
assumira valores reais quando atribuirmos a variavel independente z um valor real ou um valor

imaginario puro.
Com isso teremos que considerar dois casos:

1°CASO) Sendo y=0=z=x=w = x*> 41, esse é 0 caso mais simples, o gréfico foi
construido anteriormente, mas o faremos agora no espaco. Nesse caso a variavel independente

z assumiu apenas valores reais. Figura retirada de [6].

2° CASO) Sendo x=0=z=yi=w= —y2 + 1, esse grafico encontra-se abaixo, note que

nesse caso a variavel independente z assumiu apenas os valores imaginarios puros.

Faremos esse grafico no espaco. Figura retirada de [6].
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Considere agora um conjunto D formado apenas por todos os numeros reais e por todos os
nameros imaginarios puros que correspondem aos eixos coordenados x e y. Definimos a fungéo
f:D—Ronde f(z) = 7>+ 1, sendo z € D. O grafico dessa fungao sera obtido juntando os
dois graficos feitos anteriormente. Figura retirada de [6].

Esse é o gréfico da fungéo f(z) = 22+ 1, onde z € D. Portanto percebemos agora onde estédo
as raizes complexas, quando o gréfico é representado no espago tridimensional.

No caso mais geral temos que dada uma fungdo complexa de variavel complexa f : C — C,
definida por w = f(z), podemos trabalhar com ela algebricamente pois se fossemos desenhar
o grafico dessas fungdes percebemos que:

1°) Para representar apenas os valores da variavel independente z, que é um nimero complexo,
precisamos do plano de Argand-Gauss, pois esse possui duas dimensdes, 0 mesmo ocorrendo
para representar a imagem dessa funcao.

2°) Portanto, para desenhar o gréafico dessa funcédo f : C — C precisariamos de quatro dimen-
sOes, 0 que o torna inviavel, pois o espaco fisico em que vivemos possui apenas trés dimensdes.

Dessa forma, a opcao para visualizarmos o comportamento da fungéo graficamente, deveremos
utilizar dois planos complexos: um para o dominio de f e outro para o contradominio.

llustraremos no préximo exemplo esse tipo de analise fornecendo um argumento geométrico
para justificar o Teorema Fundamental da Algebra em um caso particular acessivel ao estudante
do Ensino Médio. O argumento pode ser generalizado para polindmios quaisquer e pode ser
encontrado em [9]. Posteriormente, no capitulo 5, apresentaremos uma demonstracao rigorosa,
embora elementar, do referido teorema.
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EXEMPLO 5: Um argumento geométrico para compreender o Teorema Fundamental da Alge-
bra:

Todo polinbmio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

Devido a continuidade das funcdes polinomiais, ao longo de um intervalo fechado e limitado, um
polinbmio assume todos os valores situados entre os valores assumidos nas extremidades do
intervalo, que é o Teorema do Valor Intermediario, devido a completeza do corpo ordenado dos
reais.

Mais geralmente, temos o resultado relativo as fungdes continuas de C em C, que abordaremos
aqui de forma intuitiva e que afirma que a imagem de uma curva continua e fechada deve ser
uma outra curva continua e fechada, embora nao necessariamente uma curva simples, podendo

cruzar a si propria.

Vamos assumir, entdo, a continuidade da fungéo polinomial p: C — C, p(z) = a,Z" tan_12" 1+
= -+a222+alz+a0, com coeficientes ag,a;,as,- - ,a, € C, e 0 nosso objetivo sera mostrar que
existe um zo € C tal que sua imagem pela fungao p seja igual a zero, ou seja, p(zp) = 0. A ideia
para verificar isso serd abordada no caso da fungéo polinomial p(z) = 7> +1 e n&o difere, em
esséncia, do argumento para o caso geral.

Vejamos, entdo, qual seria a imagem de um circulo com centro na origem e raio r pela fungao
p(z) = 241, que sabemos que tem como raizes os complexos i e —i.

Tal circulo tem por equagéo a igualdade z = r- (cosat+ isena), com o entre 0 e 2. Temos,
entao, que:

p(z) =r*-(coso+isena)? + 1 = r*(cos 20+ isen2a) + 1

Essa expressao deixa claro que a imagem do circulo com centro na origem e raio r é o circulo

2

de raio r~ com centro no ponto (1,0) e percorrido duas vezes no sentido anti-horario.



35

Perceba que as imagens dos circulos de raios r tais que 0 < r < 1 serado curvas a direita do
eixo das ordenadas, sempre centrados no ponto (1,0) e com 0 < <1

I

Perceba também que as imagens dos circulos de raios R > 1 serdo curvas centrados no ponto
(1,0) e com R* > 1.

y 'y
y 4
©.B)
RZ
R
) > >
(0.0) * (L.0) x
(0.-R)

Pela continuidade da fungédo p teremos um circulo cuja imagem vai passar pela origem, e esse
sera o circulo de raio unitario, portanto visualizamos geometricamente que existe zgp tal que
p(z0) = 0, onde nesse caso s&o 0s pontos zo =i e zg = —L.

(0. 1)

1 1

[ ]
K y . 0.0) 0]

(0.-1)

v

v
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Note que o argumento de cada ponto z = x + yi do dominio é duplicado pela fungéo p(z) =
2%+ 1, entdo comegando pelo ponto (1,0) = 1+ 0i temos como imagem o ponto (2,0) = 2+ 0i,
e estamos no inicio da primeira volta, entdo quando passamos pelo ponto (0, 1) =0+ i teremos
como imagem o ponto (0,0) = 0+ 04, ou seja, a imagem passa pela origem na primeira volta.
Quando passamos pelo ponto (—1,0) = —1 + 0i temos como imagem o ponto (2,0) =2+ 04,
e estamos no inicio da segunda volta, entdo ao passarmos pelo ponto (0,—1) = 0 — i teremos
como imagem o ponto (0,0) = 0+ 0i, ou seja, a imagem passa pela origem, agora na segunda
volta. Encontramos assim os dois valores de zp € C tal que sua imagem pela fungdo p seja
igual a zero, ou seja, p(zo) = 0.
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4 Equacoes Cubicas

4.1 Consideracoes teoricas

Num livro publicado em 1545, Cardano (1501-1576) mostra que, sob certas condigdes, uma
das raizes da equacao de 3° grau, desprovida do termo em %2, escrita como x° +px+g=0,¢é
dada por:

2 3 2 3
_ 4 Y Y B Y -
x_\/ 2+V4+27+\/ 2 Vaty

Sabe-se que Cardano nao foi o descobridor desta férmula. Ele préprio admitiu em seu livro que a
mesma Ihe havia sido sugerida pelo matematico Tartaglia. O que Cardano nao mencionou é que
ele a obteve sob juramento de néo revelar o segredo a ninguém, pois Tartaglia pretendia firmar
sua reputacdo matematica publicando a deducao daquela formula como ponto principal do seu
tratado sobre Algebra. Cardano, no entanto, deslealmente se antecipou e seu livro, contendo
n&o sé a resolugdo da equagao do 3° grau, mas também a do 4° grau, causou grande impacto
entre os matematicos de sua época, e é considerado, até hoje, um marco no desenvolvimento
da matematica.

Faremos agora uma demonstracao rigorosa da formula de Cardano-Tartaglia.

Dividindo por a ambos os membros da equagao ax® + bx*> +cx+d =0 (1), a # 0 obtemos:

a a

xz+3(3ﬁa>xz+3(3&a)2x+(33)3+<g>x_3(3g)2x+(g)_(ga):o

3 b\ , (c d
x4+ - ) x4+ <—> x4+ | — ] =0, completando um cubo, teremos:
a
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b
Fazendo a substituicdo de variavel y = x + 3 na ultima equagéao, entao teremos:
a
s (e P b\, (d b\ 0
Y a 32)\" 3a a 3a)
Lo (Bac=b? AW b 3_0
Y 3a? Y 3a a 3a)

3ac — b> d b b3 b3
y3+<L)y+(5——c+———)=0$y3+py+q=0 (2)

3a? 3a2 943 2743
onde »— 3ac—b? e be > b 27a°d+2b° —9abc
P="3p YT 732983 2748 2743

Estamos agora com uma equacao do 3° grau sem o termo de grau dois, portanto sabendo a
solugdo da equagao (2), chegaremos as solugdes da equagéo (1).

Introduziremos duas variaveis u e v, tais que y = u -+ v, na equagéo (2). Obtemos:
VA4py+qa=0= (u+v)} +plu+v)+q=0= 1> +v* +3u>v+3u* + p(u+v)+¢=0
=1 + vV +3uv(u+v) + pu+v)+qg=0= 1>+ + Bu+p)(u+v)+q=0

A condi¢do 3uv+ p =0acarretau-v= —13—7 e+ = —qg. Como a primeira dessas equagdes
3

equivale a v = —5—7, vemos que u’ eV’ sdo as solucdes da equacao quadratica seguinte
p
——=0.
z-l-qz 77
3 24_@ 2 3
2 p q V49 T 27 q qg- P
——==0 =——F*-———=z7=—=3\/—+=
cram g =0=r=y 2 TN g g
Como as raizes dessa equacgao sao e v3, temos que:
3 3
3_ 4 q- P _ -1y ‘1_ P
W=ty Ty \/ 27V 27
=
2 3
NI Y _oa q_ P’
2 4 27 5 4 7
2 3 2 3
3 q q P 3 q q P p
=>y= =y=1\/—= =4+ = —=—1\/—-+==,com =—=.
y=ut+v=y \/2+ 4+27+\/ 7 4+27 u-v 3
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A formula acima deve ser compreendida da seguinte forma: a cada uma das trés raizes cubicas
de u3, somamos aquela raiz cubica de v3, talque u-v= —g. Sem tal significado, a formula fica
sem sentido, podendo significar nove expressoes distintas.

Muito importante notar que a féormula de Cardano-Tartaglia aplicada a certas situagbes pro-
blema foi 0 que realmente motivou o estudo de numeros complexos e ndo, como usualmente
somos levados a pensar, a mera vontade de solucionar a equagao x*>+1=0. De fato, ha si-
tuacdes em que o radicando da raiz quadrada que ocorre na férmula de Cardano-Tartaglia é
negativo, levando-se a crer que a equacao nao admite raizes reais. No entanto, ha problemas

concretos que recaem em equagdes cubicas as quais, através de andlise independente, sabe-
3

MOS pOssuir raizes reais, mas nas quais y + > € um numero negativo, conforme veremos na
secao seguinte. Os matematicos que se depararam com esse tipo de problema pela primeira
vez optaram por trabalhar tais expressées sob as mesmas regras algébricas do corpo dos re-
ais, mais a suposicao da existéncia de um numero i cujo quadrado é —1. A forma polar dos
nameros complexos e o plano de Argand-Gauss tornaram mais concretas as expressdes do
tipo a+ bi , com a e b reais. A formula de Cardano-Tartaglia é de grande importancia teérica,
mas raramente utilizada na resolugédo de equagdes clbicas, para as quais se utilizam métodos

numeéricos, como o método de Newton, da bissegéo etc. [3]

4.2 Em sala de aula

O problema seguinte, retirado de [6] tem por objetivo, conforme comentado acima, motivar o
estudo de numeros complexos, uma vez que admite raizes reais, mas a equagao cubica que o
resolve apresenta uma raiz quadrada de um nimero negativo.

1) Seja V¢ o volume de um cubo de aresta x e seja Vp 0 volume de um paralelepipedo com area
da base igual a 3 e altura igual a aresta do cubo. Determine o valor de x para que se tenha
Ve=Vp+1.

RESOLUGAO:

Do enunciado temos a equacao ¥ =3+1=0=>x"-3x—1=0,ondea=-3eb=—1.
Utilizando a férmula de Cardano-Tartaglia, teremos:

_31+ 1 1+31 1 1:>_31_1_ 3+31 3
V2" Va 2 Vi V2TV a2V e
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Observando as raizes quadradas de nimero negativos na férmula. Por outro lado, notamos

que:
Ve=1=1
Para x=1 teremos =>Ve<Vp+1
Vp+1=3-141=4
Ve=23=38
Para x=2 teremos =Vc>Vp+1

Vp+1=3-241=7

Portanto, para algum valor entre 1 e 2, deveriamos ter Vo = Vp + 1.

Essa constatacao intuitiva tem sua prova rigorosa no Teorema do Valor Intermediario, que, por
sua vez, é consequéncia da completeza do corpo dos reais. A versao desse teorema que
utilizaremos aqui afirma que se f : [a,b] — R € uma fungéo continua tal que f(a) e f(b) tenham
sinais contrarios, entao existird pelo menos um « € [a,b] tal que f(a) = 0. Tal fato pode ser
facilmente compreendido pelos alunos, embora saibamos de sua profundidade teérica. Voltando
a0 problema em questao, definindo a fungéo continua f(x) = x> —3x—1,como f(1)=—3<0e
f(2) =1 >0, entéo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um a €]1,2[ tal que f(a) =0,
ou seja, o € um zero real da fungdo f(x), portanto uma solugado real da equagao X —3x—1=0.

3 _ ~
Por outro lado, vé-se que tal solugao depende do calculo de v Como araiz real da equacgao
existe, mas nao foi obtida através da férmula de Cardano-Tartaglia, entdo somos obrigados a

pensar na possibilidade da existéncia de \/—>§1 mas nao no universo dos numeros reais, ou
pensar na seguinte possibilidade: este caso é semelhante ao de uma equagao do 2° grau com
A < 0; logo, a equacéo do 3° grau ndo tem raizes reais e o problema proposto ndo tem solugao.
Tal caso, como vimos, esta fora de consideragao.

Assim, o tratamento gradual dessa equacgéo consiste em uma introdu¢cdo motivadora ao estudo
dos nimeros complexos, conforme desenvolvido com maestria em [2]. Como néo trataremos
de numeros complexos neste trabalho, vamos diretamente a solugdo da equagéao, aplicando
corretamente a formula resolutiva.

1 3
Como chegamos a x = \/ + £z + 5 \é_z percebemos que para resolver a equacao
. o . 1 V3,
x® —3x—1 = 0, devemos determinar as raizes clbicas dos nimeros complexos Z; = 3 + 71
1 V3
Zy=—-——I.
(SW4)] 3 2 1

. . - 1 V3 1 V3
Temos que Z; e Z;, possuem afixos respectivamente iguais a 3 e|=,—— ] eque

0s seus modulos séo iguais a 1.
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Escrevemos esses niimeros e na forma trigonométrica, teremos:

( 1
cos0; = =
2 T T . b
01 =Arg(Z)) == = Z; =cos (—) +isen <—>
3
sen®; = £ 3 3 3
\ 2
( 0 1
Cost2 =3 51 51 5m
2 .
0, =Arg(Zy) = — = Z, = cos (—) —isen (—)
3
senf, = —£ 3 3 3
\ 2
1 3 1
Calculando as raizes cubicas dos complexos Z; = 3 + \/T_i e/, = oh Ti através de sua

representagcao geométrica, obtemos:

( U1 = Cos <g)—|—isen (g)
3 +2kn T4 2kn m\ . (7n
\3/Z_1=COS<3 >—|—isen(3 ):< Uy = Cos ? “+1isen ?
3 3
k

e cos 137 +isen 137
uz = — i —
3 9 9

(v = Ccos S—R +isen 5_7t
= 9 9

\
=

I

(@)

o

7]
VRS
ol a
—
|

@

o

=
VRS
ol a
N——
I

(@)

o

75}

|
O |
——
|

@

o

=

|
O |
——

1'7m - sen 17w
_— —1 _— = ulr =
9 9 V3 = Uj V3

e
(& = cos n —isen K = cos _77t —isen _711;
2= 9 )" 9 )~ 9 ) ' 9

117t> ) (11n> o
—15en T =V)y=Up =WV
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o 131 . 13w 13w . 131
uz = Cos (T) — 1S€n (T) — COS (—T> —1S€n (—T>
_ St ) 5 o

u3 = COS (?) —1Sen (?) =V] = U3 ="v]

Sabemos que através da condicdo u-v = —g onde x> + px+ g = 0, encontraremos quais serao
os pares de raizes u e v que serdo somadas para formarem cada uma dos solugdes da equacao
inicial. Na equacao x> —3x—1=0, teremos que escolher os pares u e vtaisque u-v=1, ou

seja, u-v=|u’=u-v=u-u=v=u.

( T T n T

X1 =uy+u; =uy +v3 =cos <§> +isen <§> + cos <§> —isen <§>

_ T ) Wk 7 . n
Xo=up+uy=uy+vy=cos| — | +isen| — )+cos{ -9 ) —isen| —
() ien(5) veos(50) ()
= u3+u3 = u3+vy =cos 13_TE +isen 13_7t + cos 13_75 —isen 13_7t
X3=us+uz=uz+vy = 9 i 9 9 i 9
gaL

oo
x1:u1+u_1:u1—|—\/3:2-cos(§ 1,88
Xo=Up+uy =1uy—+vy=2-cos (?) ~ —1,53

131
X3=u3+u3=u3+vy=2-cos (T) ~ —0,35

\

Assim, encontramos trés solugcbes reais, mas apenas uma positiva, aquela que previamos,

T
pelo Teorema do Valor Intermedidrio, situar-se no intervalo |1,2[, que foi x; = 2 - cos <§> R~

[ 3
1,88. Note que, embora tenha aparecido 7 na férmula de Cardano- Tartaglia, os nimeros

) 3
complexos que expressam as duas raizes quadradas de 1 foram os agentes condutores para
as solugdes reais!

2) Resolva a equagao cibica x* — 6x—9 = 0.
RESOLUCAO:

Neste exemplo queremos mostrar uma aplicagao da férmula de Cardano-Tartaglia, enfatizando
quais serao os pares das raizes cubicas que vamos escolher para encontrar cada uma das
solugdes da equacao. Utilizando a férmula de Cardano-Tartaglia, teremos:

39 81 216 3/9 81 216 3 3
x—\/f n 7*\/5 i I
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2 2
V8=2- [cos (?) +isen (%)] k=0,1,2

Lembrando que , teremos que:
2k 2k
V1i=1- [cos (Tn) +isen (TE)] k=0,1,2

(4 =2[cos(0) +isen(0)] =2
2 2
IR u2:2{cos (g)isen(?nﬂ = —1+3i o
4 4
u3 =2 |cos il isen il =—1-+/3i
3 3
vy =cos(0) +isen(0) =1
21 ) 2n 1 V3,
%: Vp2 = COS (;)—I—lsen (?) ——§+71

= COS 4n +isen 4n = ! \/gi
3= 3 )T 3)7 2 72

Note que V8 possui trés raizes, representadas por u; =2, up = —1-+ V3ie uz =—1-— V3i

V3 1 V3,

1
e que V1 possui trés raizes, representadas por vi = 1, v, = ) + Ti evy = 5 71.

\

Como sabemos que u - v = 2, entdo concluimos que as trés raizes dessa equagao sao:

1
X1 :u3+vz:—1—\/§i—§—|——i:———

\

Uma forma de abreviar a resolugdo acima é perceber que 3 é uma raiz dessa equacao cubica,
descoberta com o auxilio da pesquisa de raizes racionais.

Logo, as outras duas raizes serdo raizes do quociente da divisao exata do polindbmio ¥ —6x—9
por x — 3, que sera x> 4 3x+ 3, encontradas pela férmula resolutiva da equacao quadratica.



44
3) Encontre o conjunto solugcéo do sistema de equacgdes abaixo:
r+s+t=9

r-s+r-t+s-t=25
r-s-t=25

RESOLUCAO:

Observe que esse sistema representa as relacoes de Girard para equacgdes cubicas, que no
presente caso seria 3 — 912 + 25t —25 = 0. Caso o aluno no tenha o dominio de tal assunto,
uma opgao é resolver como apresentado abaixo:

25
Fazemosr+s=9—t,r-s= - de onde se seque que:

25
res+rt+st=25=r-s+(r+s)-t=25= T+(9—t)-t:25
= 25497 —1 =25t =1 — 9> +25—25=0

Para eliminarmos o termo de grau dois nessa equacao, fazemos a mudanca de variavel x =
t —3 =t =x+ 3, obtendo a equagao cubica:

(x+3)* —9(x+3)* +25(x+3) —25=0
= X+ 4 27x+27 —9x* —54x —81+25x+75—-25=0=x"—2x—4=0

Utilizando a férmula de Cardano-Tartaglia, teremos:

/ 10\/' 10v/3
=14/2 4— — 2—\/4——= R Sy by B
X = \/ + 27 + \/ :> \/ + 9 9
/ 103 / 103
Importante notar que u = ; 2+ 9\/_ possui trés valores possiveis v = ' g:/_ também

possui trés valores possiveis, mas como sabemos que devemos escolher os valores de u € v tais

queu-v= 3 entdo teremos que uma solucao dessa equacao sera o numero real representado

\/ 10v/3 10v/3
por x =

24—+ 2 2
* 9

Perceba que a férmula de Cardano-Tartaglia nos forneceu um ndmero real muito estranho,
sendo esse um dos motivos para os quais essa formula ndo é muito usada.
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Por outro lado, pesquisando as raizes racionais, obtemos 2 como uma de suas raizes, logo as
outras duas raizes serao raizes do quociente da divisao exata do polindbmio X —2x—4 por x —2,

que serd x> +2x+2 queseraox=—1+ioux=—1—1.

10 10
Em particular, concluimos a surpreendente igualdade: 2 = i/ \/_ \/2 — —\/_

Comox =2, entdot = x+ 3 = 5. Voltando ao sistema inicial teremos:

—4 =24
{ res s :>{ ' ) l de onde se segue que o conjunto solugdo é S = {2+1i,2 —i,5}
res= s=2—1

Se tivéssemos escolhido x = —1—i, entdor =x+3 =2 —i. Voltando ao sistema inicial teremos:

r+s=7+1i r=2-+1 r=>5
= ou )
r-s=10-+5i s=35 s=2+41
Portanto percebemos que o conjunto solugdo seria 0 mesmo, isso se deve ao fato do sistema
inicial ser simétrico em relagao as variaveis r, s e t.
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5 Equacoes Quarticas

5.1 Consideracoes teodricas

A solucgéo algébrica da equacdo do 4° grau se deu gragas ao matematico, Ludovico Ferrari,
aluno de Girolamo Cardano. Sabe-se que Ferrari obteve uma férmula geral para as solugdes
das equagbes do quarto grau, contudo Ferrari ndo foi reconhecido pela resolu¢do, sendo o
mérito todo dado somente a Cardano, pois foi ele que, com toda sua esperteza, assim como
fez com as solugbes da equacéo do 3° grau, acabou publicando também em seu nome as da
equacéo do 4° grau.

Apresentaremos agora o método de Ferrari para a resolugado da equacao do quarto grau, muito
sofisticado por sinal:

Considere a equagdo x* +ax’ +bx> +ex =d =0 (1), entdo x* 4+ ax® = —(bx* + cx + d),
completando quadrado no primeiro membro dessa equacéo, teremos:

a’x?  a*x?

M ad ——(bx2+cx+d):>(x2+@>2— a—z—b X—cx—d (2)
4 4 2/ \4

Note que se o segundo membro dessa equacao fosse um quadrado perfeito, a resolucdo da
equacao se reduziria a de duas equagdes do segundo grau. Precisamos entdo transformar o
segundo membro dessa equacdo em um quadrado perfeito sem destruir o quadrado perfeito
que aparece em seu primeiro membro. Esse é o detalhe mais criativo da demonstracao de

Ferrari.

~ ax . .
Somando a expressao y2 + 2y (x2 + ?), a se determinar, a ambos os membros da equacao
acima, teremos:

2
¥+ 2y (xz—i—ﬂ) —I—(x2+@> =y2+2y<x2+@> + (a——b> 2 _ex—d
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Agora vamos fazer algumas modificagcdes na igualdade acima, deixando o segundo membro

como uma expressao do segundo grau na variavel x.

2

[(xz—I—%) +y}2: (2y+az—b>x2+(ay—c)x+y2—d (3)

Descobriremos agora os valores de y que transformaréo o segundo membro de (3) em um qua-
drado perfeito, ou seja, queremos que o discriminante dessa expressao quadratica na variavel
X seja igual a zero.

2
A:0<:>(ay—c)2—4<2y—|—az—b> (y?—d)=0

(ay—c)* — (8y+a*>—4b)(y* —d) =0

a?y? —2acy+c> — 8y° +8dy — a>y* + a*d + 4by* —4bd = 0
—2acy+ ¢ — 8y + 8dy+ a*d + 4by* — 4bd = 0

8y® —4by* + (2ac — 8d)y +4bd —a*d —* =0 (4)

Recaimos, assim, em uma equacao cubica em y.

Escolhendo y como sendo uma das raizes da equagédo (4), entdo a equagéo (3) passa a ser
ax

2
> ) +y} = (m)H—n)2 (5), com m e n convenientes.

escrita como [(xz +

Entao esta equagéo se resolve mediante a resolucdo de duas equagdes do segundo grau, a
saber:

ax ax
<x2+ ?> +y=(mx+n) e <x2 + ?> +y=—(mx+n).

Como a equagdo (1) é equivalente a equagéo (5), percebemos que a resolugéo de uma equa-

¢ao do quarto grau pode ser reduzida a resolucao de equacgdes de grau trés e de grau dois.
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5.2 Em sala de aula

Resolveremos algumas equagdes de grau 4 utilizando técnicas que os alunos aprendem no
ensino médio como fatoragao, substituicdo entre outras, mas esse primeiro exemplo sera usado
para mostrarmos o método usado por Ferrari na resolu¢do de uma equagao quértica completa,

porém, em equacgoes quarticas incompletas, ha alternativas mais diretas.
1) Resolva a equacao quadrica -2 —2x+4=0.
RESOLUGCAO:

Nesta equacdo, temos: a = —1, b = -2, ¢ = —2 e d = 4. Substituindo esses valores na
equagéo (4) acima, obtemos:

8y° +8y2—28y—40=0 ou 2y +2y*—7y—10=0.

Essa equacao pode se resolver pela férmula de Cardano-Tartaglia apds a eliminagdo do termo
de grau dois ou, como sempre convém, com técnica mais simples, quando possivel. Nesse
caso, temos:

273 +2y7 —Ty—10=0= (2y° —8y) + (2’ +y—10) =0
=2y(y—=2)(y+2)+2y+5)(y—2) =0
= (y—2)(2y2+6y+5) =0

Resolvendo a equagao fatorada, teremos que:

[ 2y* +6y+5=0
A=6>—4.2.5=A=—4

3
—64++/—4 —642i Y=75
VST YT Ty T 3
2

L ou y=-2=0=y=2

o : - A, 3.1
Notamos que 2 € a Unica raiz real da cubica, as outras duas sdo numeros complexos ) + 3 e
3 i

575 obtidos resolvendo a equacéo 2y2 +6y+5=0.

Voltando na equagéo (3) e usando os valores y=2,a=—1,b= -2, ¢ = —3 e d = 4, teremos:
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X 2 ) X 2 5¢\ 2 .
(x ) + 2) = x= <x —3 +2> =7 ) portanto podemos concluir que:

(Xz x+2)2 B 2:> 2 x+2 > ou 2 x+2 >x ou seja, re
_ = = _— X — — = — X — = = —— -
2 2 Y2 p oSl

12 Equagdo 2° grau 28 Equacdo 20 grau
solvemos duas equacgdes quadraticas.

5x

oS 42=T 5P -3+2=0=x=1 ou x=2
) X S5x > . .
X —§—|—2:—?:>x —2x+2=0=x=—-1+i ou x=—1-—1i

Portanto essas {1,2,—1+i,—1 — i} sdo as quatro raizes da equagao original.

Poderiamos questionar o que ocorreria caso tivéssemos utilizado uma das raizes imaginarias
ao invés da raiz 2. Um pouco de reflex@o nos leva a crer que encontrariamos as mesmas raizes
da equacao original, pois a esséncia do método de Ferrari € a obtencao de um quadrado perfeito
no segundo membro. Cada uma das raizes da equacao cubica se presta a esse objetivo, ou
seja, obtém-se equacgdes equivalentes.

3
A titulo de ilustragao, voltando na equagao (3) e agora usando os valores y = ) + % a=—1,
b= —2ed =4, obtemos:

(2 x) 3+i2 it er2) R (Do) ar2-2 g
X —=)—=z+=| =|—- — ~—— = ———
2) 272 )t T\t 2

3. > (.3 2, (7= ), 3

272) T\ 4)* 2 )7 2

3 7—i 3i

Resolvendo equacgao (i — Z) x>+ <Tl) X — (2 + El)

A (E)2+4(i: §) <2+§) LA AT (H-3)(4430)

0 teremos:

2 4 2 2 2

S k] T+i —3—4i 21+28i—3i+4
x=—2 = x=— oo ' x= il =x=1+i
2i—3 —3—4i —3—4i 25 '

3
Portanto nossa equagéo pode ser escrita na forma fatorada como <i = 4_1) [x—(1+ i)]2 =0.

3 344 +(1+42i
Como sabemos que i — — = + l:{ (2+ )

, entao teremos:
4 4 }
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(ORI B

(x2—§> 3 i (42— (141)] ou <x2 x) _3+ i (=1-2i)x—(1+i0)]

2 27 2
Resolvendo a primeira das equagdes teremos:

3 0 (142i)x—(1+i
(g_§>_§+%:( +ZM2 AHD) e 3oy 1—i+3xi—2i42

=20 — (242)x—4+4i=0=>x"— (1 +i)x—2+2i=0=>x=20ux=—1+i

Resolvendo a segunda das equacgdes teremos:

3 0 (=1=2))x—(1+i
Q¥—§>—§+%::( ”g 0] e 3y 1—i+2xi2it2
=224 2ix—2-2i=0=x*+ix—1—i=0=x=loux=—1—i

Portanto essas {1,2,—1+1i,—1 — i} sdo as quatro raizes da equagao original.

Nem sempre teremos que usar o método de Ferrari para resolvermos algumas equagdes do
quarto grau, mostraremos abaixo algumas equacdes quarticas que podem ser resolvidas fa-
zendo apenas uma mudanca de variavel, ou fazendo alguma fatoracao ou simplesmente calculando-

se raizes quartas de nimeros complexos.
2) Resolva a equacdo x* — 7x2 + 12 = 0.
RESOLUGAO:

Essa equacgao quartica recebe um nome especial, chama-se equacgéo biquadrada e ela pode
ser resolvida fazendo a substituicdoy = x? para chegarmos em uma equacgao quadratica, porém
na variavel y. Feito a substituicdo chegamos na equacgéo y2 —7y+12 =0, entdo:

v —Ty+12=0, onde A=1

7+1
y:T:>y:4 ou y=3
Encontrados os valores de y, utilizamos o fato de que y = x? para encontrarmos os respectivos
| q ) y:4:>x2:4:>x:—2 ou x=2
valores de x, ou seja:
y:3:>x2:3:>x=—\/§ ou x:\/§

Logo o conjunto solugéo dessa equagéo serd S = {2, —\/5, \/5,2}.
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3) Encontre o conjunto solugao da equagao x*—16=0.
RESOLUCAO:

Fatorarmos uma equacao algébrica utilizando produtos notaveis é uma técnica muito interes-

sante para resolvermos qualquer tipo de equacéao algébrica.

Na equagao proposta usaremos o produto notavel a> — b*> = (a + b)(a — b) para fatorar tal
equacao e transforma-la em uma equacao mais facil de ser resolvida.

Teremos que x* —16 = 0= (x> —4) (x> +4) =0 = (x—2)(x+2)(x*+4) = 0.

Como temos um produto de trés fatores dando um resultado igual a zero, e como estamos
trabalhando no corpo dos numeros complexos, entdo teremos que:

x—2=0=x=2
ou
x+2=0=x=-2
ou
| X +4=0=x=-2i ou x=2i

Portanto o conjunto solugdo dessa equagao serd s = {—2, —2i,2,2i}.
4) Resolva a equacao =33 44 —3x+1=0.
RESOLUCAO:

Uma equagéo da forma ax* +bx> + cx* + bx+a = 0, onde os coeficientes dos termos equidis-
tantes do termo central sdo iguais, € chamada de equacao reciproca. Nesse tipo de equacao

temos que se o é uma raiz, entdo — também sera uma raiz dessa equacgao.
o

Dividindo os dois lados da equacgéao o344 —3x4+1=0 por X, encontramos:

(=33 +4x2 —3x+1 0

x2 x2
1

2
, 1 1

= (¥ +5 | -3(x+-)+4=0
L X X

. 1 1 B
Fazendo agora a mudancga de variavel y =x+ — = x? + - = y2 — 2, entdo transformaremos a
X X

3
X —3x4+4-"45=0
x

equacao original, na variavel x, numa equacao quadratica y2 —3y+2 =0, porém na variavel y.
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. . 1

Resolvendo a equacao y2 —3y+2=0-encontramos y=1ouy=2, entdo comoy =x+ —,
X

vamos usar os valores de y obtidos anteriormente para encontrarmos os respectivos valores de

X.

Recairemos na resolugao de duas equacgdes quadraticas.

1+V/3i 1-3i

X

> 2

1
Se y=l=x+-=1=—-x+1=0=x=
X

1
Se y=2=x+-=2=x>-2x+1=0=x=1 (raizdupla)
X

1+\/§i1—\/§i1
2 2

Portanto o conjunto solugao dessa equacgao sera S = {

5) Encontre todas as raizes da equacao x+16=0.
SOLUCAO:

Equacdes quarticas desse tipo sao facilmente resolvidas extraindo as raizes quartas de um nu-
mero complexo, pois como temos que x*=—16, entao o problema se transforma em encontrar
as quatro raizes quartas do complexo Z = —16. Como Z possui moédulo igual a 16 e argumento

principal igual a 7 radianos, entdo sua forma trigopnométrica serd Z = 16 - [cos(m) + isen(T)].

Entdo as raizes quartas de Z = —16 séo:

ny
Zr=2- |cos 3n +isen 3 |
275 ) T )
45 4 T+ 2kT . T+2km\ | - 5 57\ ]
VZ= 16'[005( 4 +zsen< 4 )}_< Z3=2- cos(%)%—isen(%)
o Zy=2 -cos m +isen Ly
AT ) T )
\

Zi=V2+iV2

Zy=—V2+iV2

Usando trigonometria, chegaremos as raizes 2 V2+iv2

Z3=—V2-iV2

Z4:\/§+—\/§

Sabemos que as quatro raizes desta equacao sao os 4 vértices de um quadrado inscrito num
circulo de raio 2 e centro na origem do plano complexo.
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6 O Teorema Fundamental da Algebra, Uma Demons-
tracao Direta e Elementar

1) Introducéo

Apresentaremos a seguir o estudo detalhado que fizemos de uma bela demonstracao elementar
do Teorema Fundamental da Algebra, devida a Oswaldo Rio Branco de Oliveira, do IME-USP,
publicada em 2011, no "Mathematical Intelligencer", conforme [8].

Essa demonstracdo utiliza trés teoremas da andlise matematica que assumiremos sem de-
monstracdo: a continuidade das fungdes polinomiais complexas e as seguintes consequéncias
da completeza de R:

e Qualquer fungdo continua f : D — R, onde D é um disco limitado e fechado em R?,
possui um minimo em D.

e Todo numero real positivo possui uma raiz quadrada positiva.

2) Raizes Quadradas

2

Sabe-se que a egagdo z° = a+ bi, onde a,b € R, pode ser resolvida em C. Fazendo x + yi,

com x,y € R, teremos:
X —y2 =a

(x+yi)? =a+bi=x—y*+2xyi=a+bi=
2xy=">

Se b =0 entdo teremos x = 0 ou y = 0, ou seja:

1°b=0ex=0=>a<0ey=+v—a
2°Y)b=0ey=0=a>0ex=+a

Suponha agora que b # 0, entdo teremos dois casos a considerar:

1°) Se b > 0 entéo x e y terdo sinais iguais;
2°) Se b < 0 entdo x e y terdo sinais opostos;
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b
Considerando x # 0, entdo teremos y = o™ portanto:
X

h\2
:>x2—(2—) —a=4x* —da® — b =0= 4" —dax* +a* = d® + b*
X

ai\/a2+b2

2

=22 —a)l =+ =2 —a=+Va2+ 2 =% =

a~|—\/a2+b a2+b a2+b
Como Va2 +h >a=x'=——"—— \/ R
omo vac+bo->a=x 5
/a2 2
a2+b b - b aTer_%
V2 VR 2\/¢m+g,\/m_
2 2 2

+ 4 a
2 2
b Va*+b:  a b Va*+b:  a
2 2 2 2
> )=y =
y,jatb: & |b|
4 4

Considerando b > 0, entdo x e y possuem 0 mesmo sinal, portanto teremos:

2
o a2+b by Yo V¥R e VarR
- \by Y=V 2 2
2 a2+b _a 2 bl
a —l—b N a Va*+b

Considerando b < 0, entdo x e y possuem sinais opostos, portanto teremos:

Sex— az+b Y-y _a Va+b
- |b| 7= 2 2

“2+b —by a22+b2_% a Va*+b?

Sex=- o Yt

Essas solugdes podem ser escritas, mais simplificadamente, usando a expressao:

b
2+b2 +b2 sgn(b)=—seb#0
+sgn(b |b’
sgn(b)=1seb=0
Aplicando esta formula repetidamente encontram-se todas as raizes 2"-ésimas, onde j € N, de
z==x1lez==+£i
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3) Teorema Fundamental da Algebra

Seja P um polinémio complexo, de grau n, sendo n maior ou igual a 1. Entdo, existe um zg € C
que satisfaz a equagao P(zp) = 0.

Demonstragéo:

Escrevendo P(z) = ap+aiz+---+anZ',coma; € C,0< j<n,ea, #0,tém-se que |P(z)| >
el Iel" = o] e -|e| ~laa] - |e* =+ ~[an-a| - |e"~" oncie lim |P(2)] =oo
Z|—oo

Essa desigualdade vem de |u —v| > ||u| — |v|| > |u| — |v|, como mostraremos abaixo no caso
de P(z) =ap+aiz+ a7, do qual o caso geral se deduz por indug&o. Teremos entéo:

|P(z)| = |ao + a1z+ ax2?| = |az® — (—ap — a1z)| > ||ax?| — | — a0 — arz|| = ||a2z?| — |ao +aiz]]

|P(2)| > |axz?| — |ao +a1z| mas como |ag+a1z| < |ag|+ |aiz|, entdo —|ag+aiz| > —|a1z| — |ao|
portanto teremos: |P(z)| > |a2z*| — |aiz| — |ao|

Assumindo a continuidade da fungao polinomial complexa P e da funcao médulo, obtemos que
a fungdo composta |P| é continua em C, e sendo n&o negativa, entdo |P| assume um minimo
absoluto em algum zo € C.

Supondo sem perda de generalidade que zg = 0.
Consequentemente colocando-se S' = {w € C: |w| = 1}, teremos:

|P(rw)|? — |[P(0)|*> > 0 para todo r > 0,Yw € S', onde P(z) = P(0) +z*- O(z), para algum
ke{l,---,n}, onde Q é um polinémio com Q(0) # 0.

Combinando essa inequagao com z = rw tém-se:

P(O) + 7w+ Q(rw) P = [P(O) P = (P(0) + - wF- (1)) - P(0) & rF-wF - O(rw) — P(0) - P(O)
= (P(0) + 7w+ 0(rw)) - (P(0) + 7 -wE- 0(rw)) — P(0) - P(O)

(0) - rF-wk - Q(rw) + P(0) - rF- wk - Q(rw) + 2% Wk wk - Q(rw) - O (rw)

- (PO

P (B0 k- Qo)+ PT0) - 00r)) - AP | Qo)

”\

O(rw)+P(0) - wF- Q(rw) ) + - [wk 2 |Q(rw)|?

= % 2Re [P(0)- Q(rw) - w| 4+ 12 [wH2- | Q(rw) P
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2
Como w € S', entao \wk] =1= ‘wk’ = 1, portanto teremos:

|P(0)+ rKowk. Q(rw)|2 — |P(0)]2 =2/ -Re[P(0)-Q(rw) -wk] + 7K. |Q(rw)]2 >0,Vr>0,VYwe
s e, dividindo tudo por r* > 0, teremos:

2Re[P(0) - Q(rw) -wX] + ¥ - |0(rw)|* > 0,¥r > 0,¥w € S, cujo lado esquerdo é uma fungao
continua de r, onde r € [0, +o0). Assim, deixando r — 0, tém-se:

(2)  2Re |P(0)-0(0) -wk] >0,%w e S!

Seja a.= P(0) - Q(0), entdo retirando todas as poténcias de 2 pode-se escrever k = 2/ - m onde
m é impar. Tomando w = 1 em (2) conclui-se que Re[a] > 0.

! . ™ , »
Escolhendo w para que w? = —1 = wk =w? " = <w2 ) = (—1)" = —1, pois m é impar,
entéo conclui-se que Re[o] < 0, e consequentemente, Re|a] = 0.
. . A S ,
Yojiswh=nwrm= (wz ) = {" = i, pois m é impar, conclui-

se entdo que w* = +i e como W = wk = WX = Ti, substituindo w e W em (2) conclui-se

whk=i= —Im(o) >0=Im(a) <0
wk = —i=Im(a) >0

Escolhendo w para que w

que Re[tau] = FIm[a] > 0 pois { ou seja, teremos que

Imla] =0.

Ent&o, como temos Re[ol] = 0 e Im[a] = 0, concluimos que oo = 0 = P(0) - Q(0) = 0, mas como

temos Q(0) # 0 entdo P(0) =0 =- P(0) =0.
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4) Observacoes finais
O ultimo paragrafo da demonstragao trata de um truque para evitar recorrer a trigonometria.

Uma verificagdo facil, mas nao-elementar, de (2) implica que P(0) = 0, pode ser feita com o
auxilio de (cos®+isen®)" = cos(n6) +isen(nB), n natural e 6 real, conhecida como Férmula
de “De Moivre”, da maneira a sequir:

Fazendo w = cos® +isen®, com w € S e 8 um nimero real, escolhe-se valores de 6 para que
wk = cos(kB) + isen(kB), assim como na demonstragdo acima do Teorema Fundamental da
Algebra assumindo os valores 41 e =i.

Como 2Re |P(0) - Q(0) -wk] >0, Yw € S', fazendo P(0) - Q(0) = x+ yi, e escolhendo os angu-

los O para os quais wk assuma os valores +1 e =i, teremos que:

wk = 1= cos(kB) +isen(k0) = 1 = { cos(kB) = 1sen(k®) =0 =k6=0=6=0
Entio para 8 = 0 teremos w* = 1, portanto 2Re [P(O) : Q(O)} >0,YweS' =2x>0

cos(kB) = —1

kO —m= =T
sen(k6) =0 k

wk = —1 = cos(k®) +isen(kf) = —1 = {

T [R—
Entéo para 6 = p terenos wk = —1 entdo 2Re [P(O) : Q(O)} <0,YweS'=2x<0
Portanto concluimos que x = 0.

k6) =0
cos(k6) :>k9:E:>e:£

k . . .
w" =1 = cos(kB)+isen(kO) =i=
(k8) (k6) { sen(kB) = 1 2 2k

Entdo para 6 = %{ teremos wX = i entdo —2Im [P(O) . Q(O)] >0,YwesS' =2y<0

k6) =0
cos(k6) NP LN L

k . ) .
w' = —i = cos(kO) +isen(kb) = —i = =
(k0) (k0) { sen(k@) = —1 2 2k

3
Entdo para 6 = 2—: teremos wX = —i entdo 2Im [P(O) : Q(O)} >0,Ywe s =2y>0

Portanto concluimos que y = 0, entdo como P(0) - Q(0) = e Q(0) # 0, teremos P(0) =0 =
P(0)=0.
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7 Equacoes Algébricas sobre Corpos Finitos

Neste capitulo estudaremos em que medida poderemos estender as férmulas radicais e outros
resultados estudados anteriormente para corpos de caracteristica 0 para corpos finitos. Forne-
ceremos inicialmente os resultados basicos e necessarios sobre corpos finitos para tratarmos
das equacgoes algébricas sobre eles, mais detalhes podem ser encontrados na literatura basica
de algebra e analise, por exemplo Abramo Hefez, curso de Algebra - volume 1, Andlise 1 — Elon
Lages Lima e em Jamil Ferreira - A construgéo dos Numeros.

7.1 Corpos

Definicdo: Um conjunto ndo-vazio K € um corpo se nele estao definidas duas operacgdes, de-
signadas por (+) e (-) denominadas adigdo e multiplicagdo, de modo que as propriedades
seguintes sejam satisfeitas:

Propriedades da adi¢&o:
1) Associativa: (a+b) +c = a+ (b+c), para quaisquer elementos a,b,c € K.
2) Comutativa: a+ b = b+ a, para quaisquer elementos a,b € K.

3) Elemento neutro: existe n € K tal que a +n = a, qualquer que seja a € K. Prova-se que um
elemento com essa propriedade é Unico e sera denotado por 0;

4) Elemento oposto (ou simétrico ou inverso aditivo): Para cada a € K existe um x € K tal que
a-+x =0.Para cada a € K o elemento x com essa propriedade é Unico e sera denotado por —a,
ou seja, a+(—a) =0.

Propriedades da multiplicacao:
5) Associativa: (a-b)-c=a- (b-c) para quaisquer elementos a,b,c € K;

6) Comutativa: a-b = b - a para quaisquer elementos a,b € K;;
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7) Elemento neutro: existe m € K tal que a-m = a, qualquer que seja a € K . Prova-se que um
elemento m com essa propriedade é Unico e sera denotado por 1;

8) Elemento inverso: Para cadaa € K\ {0} existeumy € K talque a-y = 1.Paracadaa € K o
elemento y com essa propriedade é unico e sera denotado por al, ou seja, a- al=1.

9) Distributiva: a- (b+c) =a-b+a-c , para quaisquer elementos a,b,c € K.

Um conjunto que possui todas as propriedades acima, com excecao de 8, se diz um Anel. Um
anel que tem a propriedade seguinte se diz um dominio de integridade.

Sejam a e b elementos desse Anel, entdosea-b=0=a=00u b =0.

E simples verificar que todo corpo é um dominio de integridade, embora haja dominios de
integridade que nao sao corpos, por exemplo Z.

Dado um conjunto néo vazio K, e duas operagbes, adi¢do (+) e multiplicagao (-), representa-
remos um corpo com a seguinte notagéo (K, +, ). Por exemplo, temos:

(Q,+,-) é o corpo dos nimeros Racionais;
(R,+,-) é o corpo dos nimeros Reais;
(C,+,-) é o corpo dos nimeros Complexos;

(Z,+,-) ndo é um corpo pois os Unicos elementos invertiveis sdo 1 e —1, porém é um Dominio
de Integridade.

Por outro lado, mostraremos abaixo que (Z,,+,-) € um corpo quando p € um nimero primo, o
que nos garantira a existéncia de corpos finitos.

Considere a,b € Z e m > 1 um inteiro. Define-se a relagdo a — b < m|a — b, ou equivalente-
mente, quando a e b deixam o0 mesmo resto na divisdo por m . Mostra-se facilmente que essa
relacao é de equivaléncia, ou seja, é reflexiva, simétrica e transitiva.

Ela possui exatamente m classes de equivaléncia que correspondem aos m possiveis restos na

divisdo euclidiana por m, que se representam por 0,1,2,--- ,m — 1.

No conjunto Z,, = {0,1,2,--- ,m— 1}, definimos duas operagées, uma adigdo e uma multipli-

cacao, da seguinte maneira: a+b=a-+bea-b=a-b.
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Prova-se que essas duas operacoes estdo bem definidas, isto é, ndo dependem do inteiro que

representa a classe de equivaléncia, isto €, se @ = aj e b = b; entdo teremos que a+b =
ai+biea-b=aj-by.

Pela igualdade das classes temos que existem x,y € Z taisque a—a; =x-neb—b; =y-n,
entdo somando estas duas equagbes temos que (a+b) — (a; +by) = (x+y) - n, ou seja, temos
quea+b=aj+b.

Por outro lado, como a = x-n+a; e b = y-n+ by, multiplicando as equagdes, teremos que
a-b=x-y-n*4+x-n-bj+y-n-aj+a;-by=a-b—a,-b; = (x-y-n+x-by+y-ar)-n,ou seja,
temos que a-b=aj -by. Além disso, elas definem em Z,, a estrutura de anel.

Observe que nem sempre Z,, serd& um dominio de integridade, por exemplo, em Zg, 2-3 =0,
sendo 2 e 3 diferentes de 0.

Mais especificamente, temos o seguinte: Z,, sera um dominio de integridade se, e somente se,

m for primo, em cujo caso, sera um corpo.

Consideramos ent&o o conjunto Z, = {0,1,2,---,p—1}, com p primo. Vamos mostrar que
todo elemento de Z, possui inverso, de onde seguira que Z, € corpo, logo, dominio de integri-
dade.

Quando tomamos 7 € Z,, com 7 # 0 temos que r < p e portanto, como p é primo, teremos que
(r,p) = 1, portanto, pela definicdo de maximo divisor comum, temos que existem inteiros x e y
tais que rx+ py = 1.

Reescrevendo rx+ py = 1 como rx = (—y)p + 1, segue-se que o resto da divisdo de rx pelo
nimero primo p é igual a 1, ou seja, 7-x = 1 ,ou seja, 7-X = 1, como queriamos. Concluimos
que Z, = {0,1,2,---,p— 1} & um corpo com p elementos.

Admita agora que p ndo seja primo, portanto existem inteiros a e b, diferentes de zero, com
l <a, b< p,taisque p=a-b, mas como 0 =p = a-b, entdo Z, nédo & um dominio de
integridade.
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7.2 Corpos Ordenados

Definicdo: Um corpo K se diz ordenado se contiver um conjunto P, com 0 # P C K, satisfa-
zendo:

1) x,yeP=x+ycPex-ycP

2) Tricotomia: Vx € K vale uma e somente uma das condigbes: x € P, —x € Pou x = 0.

Para todos x,y € K, escrevemos x > y quando x —y € P, assim temos que x > 0 equivale a
x€eP.

Escrevemos x > y para designar que x >y ou x = y.
Prova-se que > é uma relacdo de ordem em K, isto é, reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Teorema: Seja K um corpo ordenado, cujos elementos neutro, aditivo e multiplicativo, sao res-
pectivamente representados por 0 e 1, entdo teremos:

1) Paratodo a € K, tem-se a-0 = 0;

2) Paraa,b € K,tem-se (—a)-b=a-(—b) = —abe (—a)-(—b) = ab;

3) Se 0 =1, entdo K possui s6 um elemento;

4) x> > 0, para todo x € K;

5)Se1#0,entdo 1 >0> —1;

6) Se 1 # 0, entdo K contém uma cépia de N, de Z e de Q e é, portanto infinito.

Demonstragao:
Ya-0=a-(0+0)=a-0+a-0=a-0+a-0=—a-0+a-0+a-0=0=a-0

5 ab+(—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0= —ab+ab+(—a)-b=—ab+0
= (—a)-b= —ab, segue-seque a-(—b) = (—b)-a=—b-a=—a-b

Por outro lado, temos também que (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—ab) = ab
Pois em qualquer anel A vale —(—a) = a,Va € A.
3) TomexeK,entdox=1-x=0-x=0=K = {0} = {1}

4 Sex>0= x>0, por (1)
Sex<0= —x>0,(—x)>=x*>0por (1)
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5) Como sabemos que X% >0, para todo x € K, portanto temos que: 1 = 12 > 0 mas como
1#40=1>0<1cP<0—-(-1)>0=0>—-1<1>0>—1.

6) Utilizando aqui a compatibilidade da relagao de ordem > veja [4], com a adigéo e estendendo-
aarelagdo >,temos: 1 >0=141>1+0= 2 > 1, analogamente, teremos que --- > 2 >
1>0>—-1>—1>---, portanto concluimos que K contém uma cépia de N e uma copia de Z,
sendo portanto um corpo infinito. Como K é um corpo, todo elemento 0 ## b € K possui inverso
b1, logo contém a-b! que identificamos com o ndmero racional g, portanto K contém uma

copia de Q.

Como exemplo temos que os corpos (Q,+,-) e (R, +,-) sdo ordenados, tendo como subcon-
junto P da definigdo, os respectivos conjuntos Q+ e R, de nimeros positivos.

Por outro lado, o corpo (C,+,-) ndo é ordenado, pois teriamos pelo item 4 que —1 = ?>0e
pelo item 5, que 0 > —1, o que contradiz a tricotomia.

7.3 Corpos Finitos

Definicao: Sejam K e F dois corpos. Uma fungdo f : K — F € um homomorfismo de K em F
se satisfaz as seguintes condi¢bes:

fx+y)=f&)+f),vx,yeK

f(xy) :f(x) 'f(y)avxvy €K
Definicdo: Um homomorfismo bijetor de corpos sera chamado de isomorfismo. Dois corpos
serdo ditos isomorfos se existir um isomorfismo entre eles. Dois corpos isomorfos sdo conside-

rados idénticos.

Definigdo: A caracteristica de um corpo K, que sera denotada por car(K), é o menor inteiro
positivo n tal que n-x = 0,Vx € K. Se tal elemento n nao existir, dizemos que o corpo K tem

caracteristica zero.

Considere agora K um corpo finito com elemento unidade 1 e o conjunto Ax = {n € N:nl1 =0},
onde n1 significa 1 +1+---+ 1. Pode-se provar que (mn)1 = m(nl) = (ml)(nl).
—————
n parcelas
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Pelo fato de K ser finito, temos que existem dois inteiros n; < ny tais que ni11 = ny1, logo
teremos (n; —ny)1 = 0 como n, —n; > 0 e portanto, Ay # 0. Pelo principio da Boa Ordem Ay

possui um elemento minimo.

Definicdo: Define-se a caracteristica de um corpo finito K, como sendo o niumero inteiro positivo
car(K) = minAy = min{n € N: nl =0}.

Se um corpo F é subcorpo de um corpo K, entdo Ar = Ak e, portanto, car(K) = car(F). Temos
também que K é um espaco vetorial sobre F.

Exemplo: O corpo dos nimeros Racionais, (Q,+,), e o corpo dos nimeros Reais,(R,+-), séo

corpos ordenados com caracteristica zero.
Exemplo: Z, é um corpo de caracteristica p.
Proposigdo: Seja K um corpo finito, entdo car(K) € um nimero primo.

Demonstragdo: Seja n = car(K) e suponhamos que n ndo seja primo. Logo n =r-s, onde r e

s sdo inteiros maiores que 1 e menores do que n.

Logotemosque 0 =n-1=(r-s)-1+r(sl) = (rl)-(s1), mas como K é um corpo, temos que
rl1 =0 ou sl =0, contradizendo o fato de n ser minimo.

Proposi¢ao: Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se param € Z e a € K tem-se que

m-a =0, entdo m é um multiplo de p, ou a = 0.

Demonstragdo: Suponhamos que m-a =0, entdo (m1)-a =0, mas como K é um corpo, temos
que (ml) =0oua=0. Se a=0, entdo m-a = 0, por outro lado, se m1 = 0, teremos que

mostrar que m é multiplo de p.

Suponhamos entdo que m1 = 0, pelo algoritmo da divisdo de Euclides, temos que m = pg+r,
onde 0 < r < p, portanto teremos 0 =ml = (pg+r)l =q(pl)+rl =q0+r1 =rl, mas como
p € o0 menor inteiro positivo tal que pl = 0, teremos que r = 0, concluindo assim que m € um
multiplo de p.
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Teorema 2:

Seja K um corpo finito com car(k) = p, onde p € um nimero primo. Entédo, K contém um
subcorpo isomorfo a Z,, (que ainda denotaremos por Z, ). Em particular, K tem p" elementos
para algum ndmero natural n.

Demonstracao: Considere a aplicacédo

¢0:Z,—K
n—nl

Perceba primeiro que ela est4 bem definida, ou seja, se n = m, onde m e n sdo dois inteiros,

entdo existe um inteiro k tal que m = m+ kp, portanto teremos que:
nl = (m+kp)l =ml+ (kp)l =ml+k(pl) =ml+k0=ml+0=ml
Verificamos facilmente que:

¢(a+b)=(a+b)l =al+bl =¢(a)+ (D)
¢(ab) = (ab)1 = a(bl) = (al)(bl) = @(a)-@(b) ,ou seja, ¢ &€ um homomorfismo,

o(1)=1

portanto temos que (p(Z,,) é um subcorpo de K, isomorfo a Z,. Temos, portanto, que K é um
espago vetorial sobre Z,, e como K ¢ finito, temos que ele tem dimenséo finita sobre Z,, como
visto em [7].

Considere entdo que {vi,v2,---,v,} seja uma base de K sobre Z,, entdo sabemos que todo
elemento de K se escreve de maneira Unica como uma combinacgao linear dos vetores dessa
base, ou seja, todo elemento de K pode ser escrito como o vy + Opvy + - - - + O,v,. Com 0s
o € Zp, i=1,2,--- ,n. Contando esses elementos teremos que |K| = p".
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7.4 Anéis de Polinobmios

Sejam A um anel e X uma indeterminada, entdo um polinémio P(X ) com coeficientes em A na
indeterminada X é uma expressao formal do tipo

n
PX)=Y aX'=ap+aiX+-- +aX"
i=0

onde n € um inteiro ndo negativo e os a; sdo elementos de A. Com a soma e uma multiplicacao
de polindmios definidas usualmente, teremos que A[X] é um anel.

n .
Definicdo: Se P(X) = ZaiX’ € um polindmio ndo nulo em A[X] com a, # 0, define-se o grau

i=0
de P(X) como sendo o inteiro ndo negativo n. Se P(X) = 0, ndo se define o grau de P(X).

Denotaremos o grau de P(X) # 0 por gr(P(X)). Note que gr(P(X)) = 0 se, e somente se,
P(X)=ap € A—{0}.

Definicéo: Se gr(P(X)) =n e a, = 1, diremos que P(X) é um polinémio moénico.

7.5 Classes residuais de Polinomios

Como visto em [12], se K é um corpo, entdo K[X] é um dominio de integridade euclidiano.

Como no caso das classes residuais de inteiros definiremos as classes residuais de A = K[X]
modulo um polindmio ndo constante e ménico m = P(X) de grau n por:

Seja R[X] € K[X] entéo diremos que R[X| ~ S[X| quando os restos das divisdes de R[X] e S[X]
pelo polinémio P(X) forem iguais, ou seja, P(X) divide R[x] — S[x]. Tal relagdo é uma relagédo
de equivaléncia.

Portanto temos que [R(x)] = {S(X) € K[X] : R[X] ~ S[X]}.
As primeiras observagdes a serem feitas sdo que:

A =K[X]px)={[R(X)] : R(X) € K(X) com R(X) =0 ou gr(R(X)) < n} onde [R(X)] s&o os
elementos de A,,,.
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Note que se R;(X),R>(X) € K(X), com gr(R (X)) <ne gr(R2(X)) < n, sdo tais que Ry (X) #
Ry(X), entdo [R1(X)] # [R2(X)].

De fato, dado F(X) € K[X], pelo algoritmo da divisdo euclidiana, temos que existem poliné-
mios Q(X) e R(X) unicamente determinados pelas condi¢ées F(X) = P(X) - O(X) + R(X)
com R(X) =0 ou gr(R(X)) < n, entdo existe um Unico polinémio R(X) com R(X) =0 ou
gr(R(X)) < n tal que [F(X)] = [R(X)]. Isso prova que os elementos de K[X]p(x) estdao em
correspondéncia biunivoca com os polindbmios de K[X] da forma ap +a1 X +---+ a1 X" 1.

Anunciaremos agora dois resultados cujas demonstragdes podem ser encontradas em [7].

Proposicgéo: O elemento [F(X)] € K[X|p(x) é inversivel se, e somente se, MDC(F (X),P(X)) =
1.

Teorema: O anel K[X]P(X) é um corpo se, e somente se, o polinémio P(X) é irredutivel.

“Esse teorema nos fornece um método pratico para construir corpos finitos. De fato, seja dado
K = Zp, onde p é um nimero primo positivo. Se P(X) € K[X] é um polindmio irredutivel de

n—1
certo grau n, entdo como K[X|p(x) é formado pelas classes de polindmios Z aX' € K[X], e
i=0
dois polinémios distintos de graus menores do que n dao origem a classes distintas. O corpo
K[X]p(x) tem p" elementos. Além disso, para cada a € Z,, temos que [r] = [s] se, e somente
se, r = s em Z,. Assim podemos pensar em Z, como um subcorpo de K[X]P(X), identificando

o elemento r € Z,, com o elemento [r] € K[X]p(x)."

Exemplo 1) Seja K = Z, e P(X) = X>+ X + 1. Note que P(X) é um polindmio irredutivel de
grau 2 em Z;[X], pois P(0) =1#0e P(1)=3=1#0.

Como gr(P(X)) =2, 0 corpo Za[Xy2. x| terd 22 = 4 elementos, ou seja, os seus elementos
1
serdo dados por Y~ a;X' = ap+a1X € Z,[X] onde ag,a; € {0,1}.
i=0

Fazendo ap = 0 e a; = 0 obtemos o elemento [0]
Fazendo ap = 1 e a; = 0 obtemos o elemento [1]
Fazendo ap = 0 e a; = 1 obtemos o elemento [X]
Fazendo ap = 1 e a; = 1 obtemos o elemento [1 4 X]

Construimos assim o corpo 4 = Zo[X|x2, y,1 = {[0], [1], [X], [1 +x]}.



Descrevemos abaixo as operagdes de adi¢cdo no corpo Fy:

+ [ o [ m ] x| +x]
[0] [0] [1] X1 | [1+X]
[1] [1] 2] | +X] | 2+X]
[X] [X] [1+X] [2X] [1+4+2X]
1+X] | [1+X] | 24+X] | [14+2X] | [242X]
Como K = Z,, entao a tabela acima pode ser reescrita assim:
+ [0] [1] (X1 | 1+X]
[0] [0] [1] X1 | [1+X]
IR
[X] Xl [ 1+x] | [0] [1]
[1+X] | [1+X] | [X] [1] [0]
Descrevemos abaixo a operagao de multiplicagao em [Fy:
x [l [1] X] [1+X]
[0 0] [0] [0] [0]
(1] o] | [1] X] [14X]
X1 ]| [X] X* | X +X7]
[L+X][[0] | 1+X] | [X+X7] | [1+X?]

Sabemos que K = Z,, entao como temos que:

O =1+X+X=[1]+X+X) = [X+X|=—1=1=[X+X*] =]

0] = [1+X+X?] = [1+X]+ [X*] = [0] + [l +X] = 2+ 2X] + [X?] = [X?] = [l +X]
I+XP?=[1+2X+ X =[1]+[X*] = [1] +[1 +X] = 1 +X]* = [X]

Entdo a tabela de multiplicacdo pode ser representada assim:

x |lor) 1 X] | [1+X]
O o] O] 0] 0]
[ jop) [ X] | [1+X]
X]Jor) X +x] (1
[A+X] o] | T+x]| (1] [X]
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Exemplo 2) Sejam K =7Z; e P(X) = X3+ X + 1. Note que P(X) é um polindmio irredutivel de
grau 3 em Z;[X], pois P(0) =1#0e P(1)=3=1#0,

Como gr(P(X)) =3, o corpo Z[X]y3, x,1 € Z>[X] onde ap,ay,as € {0,1}.
Fazendo ap = 0, aj = 0 e a; = 0 obteremos o elemento [0]

Fazendo ag = 1, a; = 0 e a; = 0 obteremos o elemento [1]

Fazendo ap =0, a; = 1 e a, = 0 obteremos o elemento [X]

Fazendo ap = 1, a; = 1 e a; = 0 obteremos o elemento [1 + X]|

Fazendo ap =0, a; = 0 e a» = 1 obteremos o elemento [XZ]

Fazendo ap = 1, a; = 0 e a = 1 obteremos o elemento [1 +X2]

Fazendo ap = 0, a; = 1 e ay = 1 obteremos o elemento [X + X?]

Fazendo ap = 1, a; = 1 e a; = 1 obteremos o elemento [1 + X +X2]
Construimos assim o corpo Zs:

Fs = Zo[X]ys x40 = {[0], (1], [X], [1+XT, (X%, [1+ X, [X +X2], [1+X +X7]}
Exemplo 3) Considere agora K = Zs e o polindmio P(X) = X> — 3.

P(X) é um polindémio irredutivel de grau 2 em Zs[X|, pois P(0) = —3=2#0,P(1) = -2=3#

0,P(2)=1#0,P3)=6=1+£0e P(4) =13 =3 +£0.

Como gr(P(X)) =2, o corpo Zs[X]y2_5 tera 52 = 25 elementos ou seja, 0s seus elementos
1

sdo dados por ¥ a;X' = ag+a1X € Zs[X] onde ap,a; € {1,2,3,4}.
i=0

Portanto

Fas = Zs[X]x2_5 = {[0], [1], (2], 3], [4], [X], [2X], [3X], [4X], [1+-X], 2+ X], 3+ X], [4+X], [1+
2X],[24 2X], [3 + 2X], [4 + 2X], [1 + 3X], [2 4 3X], +[3 + 3X], [4 + 3X], [1 + 4X], [2 + 4X], [3 +
4X),[4+4X]}

Note que [0] = [X% —3] = [X?] — [3] = [X?] = [3] e [2X]* = [4X?] = [4] - [X?] = [12] = [2].
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Exemplo 4) Sejam K = Z3 e P(X) = X>+ 1. Note que P(X) é um polindmio irredutivel de grau

2 em Z3[X], pois P(0) =1#0, P(1)=1#0e P(2)=5=2+#0. Como gr(P(X)) =2, 0
1
corpo Z3[X]y2,  terd 3* = 9 elementos, ou seja, os seus elementos s&o dados por Za,X’ =
i=0
ap+ a1 X € Z3[X] onde ap,a; € {0,1,2}.

Fazendo ap = 0 e a; = 0 obtemos o elemento [0]

Fazendo ap = 1 e a; = 0 obtemos o elemento [1]

Fazendo ap = 2 e a; = 0 obtemos o elemento [2]

Fazendo ap = 0 e a; = 1 obtemos o elemento [X]

Fazendo ap = 1 e a; = 1 obtemos o elemento [1 + X]

Fazendo ap =2 e a; = 1 obtemos o elemento [2 + X]

Fazendo ap = 0 e a; = 2 obtemos o elemento [2X]

Fazendo ap = 1 e a; = 2 obtemos o elemento [1 + 2X]

Fazendo ap = 2 e a; = 2 obtemos o elemento [2 + 2X]

Portanto Fg = Z3[X |2, = {[0],[1], 2], [X], [1 + X], 2+ X], [2X], [1 +2X],[2 +2X]}
Esses exemplos sdo versdes para corpos finitos do seguinte fato:

Mostraremos agora que o corpo dos nimeros complexos, representado por C é isomorfo ao
corpo R[X] 2, ;.

¢:Cr R[X]x2+1
a+ bi— [ax+ b

Definido R[X],>. | = {[ax+b]/a,b,c R}, considere a aplicagéo { entdo

teremos que a +bi = c+di < [ax+b] = [cx +d)].

Vamos provar que @(x+y) = ¢(x) +¢(y), ¢(x-y) = 0(x)-¢(y) e ¢(1) = 1, ou seja, que ¢ é
um homomorfismo.

Q((a+Dbi)+ (c+di)) =9((a+c)+ (b+d)i) = [(a+c)+ (b+d)x]
¢((a+Dbi)+ (c+di)) = [a+ bx] + [c+ dx] = @(a+ bi) + @(c + di)

¢((a+Dbi)- (c+di)) = @((ac —bd) + (ad + bc)i) = [(ac — bd) + (ad + bc)x]
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Por outro lado temos que [ax + b] - [cx+d] = [bdc* + (ad + be)x + ac], entdo dividindo bdx?> +
(ad + be)x+ ac por x* + 1, obteremos [(ac — bd) + (ad + bc)x], conforme a divisao abaixo:

bdx® + (ad + be)x + ac| 41

bda? +bd Ly

(ad 4 be)x + (ac — bd)

Portanto concluimos que:
¢((a+Dbi)- (c+di)) = [(ac—bd) + (ad + bc)x] = [a+ bx] - [c + dx] = ¢(a+ bi) - 9(c + di)
Como C e R[X]y2. | s&o corpos entdo ¢(x) = ¢(y) = ¢(x) —¢(y) =0= ¢@(x—y) =0.

Se x # y, entdo x — y seria inversivel, logo @(x —y) seria inversivel, e portanto, ndo nulo; o que
seria um absurdo. Consequentemente x = y e portanto, ¢ é injetora.

Como @ é um homomorfismo injetor de corpos, sua imagem é um subcorpo de R[X]y2_ ; para

provar que @(C) é um subcorpo de R[X]y2., teremos que mostrar apenas que, se o, €
o

¢(C),entdo oo — B € 9(C) e se B # 0 entéo teremos que B € ¢(C).

Suponhamos entdo que o = @(x) e B = @(y), temos que:

a—B=0x)—-0()=0x-y) €o(C)
5= $(—y’ — 00 [00)] " = o) -0l ) = 0(x-y ) € 9(C)
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7.6 Consideracoes sobre equacoes algébricas em corpos

finitos

Notemos que todas as férmulas radicais para equagdes de grau menor ou igual a 4 foram
obtidas considerando-se apenas a estrutura algébrica de corpo dos conjuntos que continham
os coeficientes das equacgdes. O problema crucial se deu ao entendermos os complexos como
um corpo algebricamente fechado. Nele, encontram-se as raizes quadradas e cubicas que
ocorrem nas férmulas radicais.

Notemos em Z, a férmula resolutiva da equacao do segundo grau ndo pode ser usada pois

btV —4
temos x = o % ¢ sabemos que [2] = [0]

No caso da férmula de Cardano-Tartaglia, ela também nao pode ser usada em Z, w Z3, pois

2 3 2 3
B B SR SR Y B B A _ _
temosx—\/ 2+ 7 +27 +\/ > 1 +27 e sabemos que [2] = [0] e [3] = [0].

Tais formulas valem, no entanto, em corpos de caracteristicas diferente de 2 e de 3.

Exemplificaremos com equacgdes em Zs.
1) x% — [24]x +[13] = [0]

Sabemos que em Zs, [24] = [4] e [13] = [3], portanto a equagao sera x> — [4]x+[3] = 0. Lem-
brando que em Zs o inverso de [2] é igual a [3]. entdo teremos:

(@ e+ [3] = [0
A=[4]

_ 4D
2
[ x=[18]=[3 oux=1[6] = [1

x = (M £0) 27" = (4 =£[])- 3]

—

Logo o conjunto solugéo é o conjunto S = {[3], [1]}.
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2) x> — [12]x+[22] = [0]

Sabemos que em Zs, [12] = [2] e [22] = [2] portanto a equagdo sera x> — [2]x+ [2] = [0].

A=[4]=1]
xzmé”:q%ﬂm[ﬂlzmwunm

Logo o conjunto solugéo é o conjunto S = {[3], [4]}.

Note nesse exemplo que o discriminante negativo foi facilmente resolvido pois em Zs; sabemos
que [—4] = [1].

Conforme observamos, corpos finitos ndo sao ordenaveis. Logo ndo ha nimeros negativos. No
entanto, encontramos nesse contexto situagdes em que o corpo ndo comporta raizes quadradas

ou cubicas de alguns dos seus elementos. E o que ocorre nesse préximo exemplo.

X — [4]x+ 2] = [0]
A =[3]
4O
2]
| X =?

O problema é que [3] ndo é um quadrado em Zs. Faremos entdo uma extensdo do corpo Zs
associada ao polindmio irredutivel P(X) = X% -3, pois sabemos que Zs é um subcorpo de
FZS — ZS [X]X2_3.

Sabemos que no corpo Fas = Zs[X]y2_5 temos que [X]> — [3] = [0], portanto [X]* = [3], entdo
teremos as seguintes solugdes para a equagao acima:

RERVAE _
=S = (V) 2 s (W)
=x=[12] £ 3X]| = x=[2] £ [3X] = x=[2+3X] oux = [2 - 3X]
Ou seja, encontramos as raizes x = [2 4+ 3X] ou x = [2 — 3X].

De fato essas sao as raizes procuradas, pois:
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[243X]> =42+ 3X] +[2] = [4 + 12X +9X?] — [8 + 12X] + [2]
= [4+12X +9X? — 8 — 12X +2] = [4X* —2] = [10] = [0]

2—3X]* —4[2 - 3X]4+2 = [4+ 12X +9X?] — [8 — 12X] + 2]

= [4— 12X +9X% — 8+ 12X +2] = [4X% —2] = [10] = [0]

Logo o conjunto solugéo é o conjunto S = {[2+ 3X],[2 —3X]}.

Temos que [1] é uma solugdo. Nesse contexto, pode-se provar que, como em caracteristica
zero, Zs[X] € um dominio Euclidiano, veja [12].

Logo x* — [1] é divisivel por x — [1], ou seja x* — [1] = (x — [1])(x* +x+[1]), onde x* + x +[1] &

um polindmio ménico e irredutivel em Zs.
As demais raizes clbicas de [1] estdo entdo na extensdo de Zs[X|y2, y .

Nessa extensdo, [X]* + [X]+[1] = [0], logo [X] é uma raiz de x* +x+ [1] em Zs[X]y2. y. -
Para simplificar a notagéo, chamamos [X] de o.

Dividindo x> 4 x + [1] por x — o, obtemos:

22+ x+ 1 T -
2 — o z+14+a
(14 )+ [1]

zx(l4+a)—a—a«

1] +a+a®=0]

Assim a terceira raiz de x> +x+[1] ¢ —a.— 1 e o conjunto solugéo de x° = [1] em Zs[X]y2, y
é o conjunto S = {[1],[X],—[X] —[1]}, enquanto em Zs é S = {1}.
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5) x> + [2]x —[2] = [0]

Em Zs a férmula de Cardano-Tartaglia para equacao x> + px+q = 0 fica assim:

2 3 2 3
x= \3/—g+ \/ qz+%+ \3/—%— \/ %+% pois [27] = [2], portanto teremos:

x= Y+ VIT+ A+ Y- VT E = Y+ VBl + Y1 = VBl
x= {11+ V0]+ /11 = /0] = VT+ VT =[1]+[1) = 2

Aqui usamos o fato de que v/[1] = [1] em Zs.

Dividindo o polinémio x> + [2]x — [2] pelo bindmio x — [2] em Zs, obteremos:

x® — [2]a? 2% 4 [2]x + [1]
[2]2? + 2]z — [2]

[2]2? — [4]a

[z] = 2]

[z] = 2]

[0]

Portanto x° + [2]x— [2] = (x— [2]) (x* 4 [2]x+ [1]), mas x> 4 [2]x+ [1] = (x4 [1])?, entdo teremos
que x* + [2]x — [2] = (x—[2])(x+[1])?, ou seja, as raizes da equagéo

x—[2]=0=x=2]

, onde [4] é uma raiz dupla.
x+[1]=0=>x=—[1] = x=[4]

x>+ [2]x— 2] = [0] serao {

Logo o conjunto solugéo é o conjunto S = {[2], [4]}.

, ~ e ;s . 3 3 .
Outra forma de chegar a essas raizes é utilizando o exercicio 4 a partir de V1+ V1 acima.
3 . . . 3 z
Lembremos que cada V1da primeira parcela se associa a uma V1da segunda parcela através

P
dev=_—.
"7 3
Sabemos do exercicio 4 que as raizes cubicas de 1 em Zs[X]y2,y. 1, s@0 u; =[1}, up = e

uz =—1—a, onde a0 = [X].
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Obtemos portanto:

(2 el e
I 1 2
R i i RO SR RO R
- [2] — [2] e . -1 (=1 — —1 = . . -2 =

x1 = up+vy = [1]+[1] = 2]
Logo Chegamos as solugdes ¢ xp =up+vy =0+ (—1—a)=—1=[4]
x3=uzt+vy=(-l—a)+o=—1=[4]

6) x° — [4]x* —x+[2] = [0]

Notamos que essa é uma equacdo cubica completa, portanto ndo podemos usar a formula de
Cardano-Tartaglia, porém percebemos que x = [3] € uma solugéo dessa equagéo pois teremos
[3]° —4[3)* — 3] + [2] = [27) - [36] — [3] + [2] = [~ 10] = [0].

Vamos entzo dividir o polinémio x* — [4]x*> — x + [2] pelo polinémio x — [3]

P le?— o+ [2) |2 - 3]
3 _

x
x

—2® —x+[2]
—2? + [3]z

—[4)z + 2]
—4[z] + [12]

—[10] = [0]

Como x° — [4]x* —x+[2] = (x— [3])(x* —x — [4]) = [0], entdo as outras raizes dessa equagio
serdo as raizes da equacao quadratica abaixo:

[ @ —x—4]=[0]
A=[2]
=0

2

\ x=?

Faremos entdo uma expanséo do corpo Zs associada ao polinémio irredutivel P(X) = X% -2,
pois sabemos que Zs, € um subconjunto de Fos = Zs[X]x2_,-



No corpo F5 = Zs[X]y2_, temos, X2 -2]=[0]= [X}]—[2] = [0] = [X?]
as seguintes solugdes para equagao acima:

x= i[ﬁ/_ ( ir) 2] = x= (1] £ [x])- 3]

=x=[3]£[3X] = x=[3+3X]| oux = [3—3X]
Ou seja, encontramos as raizes x = [3 4+ 3X] ou x = [3 — 3X].

De fato essas sao as raizes procuradas. pois:
[343X]* — [3+3X] - [4] = [9+ 18X +9X*] — [3+3X] — [4]
= [9+ 12X +9X*> 343X —4] = [4X> +2] = [5] = [0]
[3—3X]2—[3—3X]—[4] = [9— 18X = 9X?] — [3 —3X] — [4]
=[9— 18X +9X* —3—3X —4 = [4X* +2] = [5] = [0]

Logo o conjunto solugéo é o conjunto S = {[3], [3 +3X],[3 —3X]}.
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= [2], entdo teremos

Vale observar, conforme [3], que dado um corpo finito F, entdo existe um polindmio irredutivel

de qualquer grau sobre F, 0 que, com métodos analogos aos utilizados nos exemplos acima,

mostra que existem extensdes de F' com grau finito arbitrario, usados para encontrar raizes de

polinbmios com coeficientes em F. Além disso, prova-se que duas extensdes quaisquer de F

com mesmo grau sdo isomorfas. Finalmente, uma versdo mais geral do TFA, conforme [3],

afirma que F' admite uma extensao algébrica que é algebricamente fechada, como é o caso de

C sobre R, denominada fecho algébrico de F'.
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