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RESUMO

Este trabalho visa apresentar os Métodos de Pontos Interiores e fazer uma comparacéo
com o Metodo Simplex, quando aplicados na resolucdo de problemas relacionados a
concentracdo Otima de radiagdo no tratamento de céncer via radioterapia. A concentragdo
Otima estd relacionada a maior intensidade de radiacdo associada ao menor prejuizo aos
Orgdos vitais. Esta dissertacdo foi embasada em trabalhos sobre o tratamento por radioterapia,
visando realizar uma comparacdo entre dois metodos muito utilizados para encontrar uma

concentragdo 6tima.

Palavras-chave: Métodos de Pontos Interiores. Radioterapia. Programacdo Linear. Método

Simplex.
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ABSTRACT

This work aims to present the Internal Points Methods and to compare the Simplex
Method, when applied in the resolution of problems related to the optimal concentration of
radiation in the treatment of cancer through radiotherapy. The optimum concentration is
related to the higher intensity of radiation associated with less damage to the vital organs.
This dissertation was based on works on radiotherapy treatment, aiming to make a

comparison between two methods widely used to find an optimal concentration.

Keywords: Interior Points Methods. Radiotherapy. Linear Programming. Simplex Method.
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INTRODUCAO

O processo de otimizacao esta relacionado ao emprego de técnicas que selecionam 0s
melhores caminhos para se alcancar determinados objetivos. Otimizar uma produgéo, por
exemplo, significa usar meios para obter melhor rendimento, considerando algumas variaveis.
Normalmente observam-se processos de otimizacdo no cotidiano, pois a todo 0 momento
tomam-se decisdes, como, por exemplo, encontrar o0 melhor caminho para ir ao trabalho, o
que nem sempre esta relacionado ao menor trajeto.

A pesquisa operacional (PO), “pesquisa sobre operagdes”, ¢ uma metodologia
administrativa relacionada a problemas de conducdo e coordenacdo de atividades. Faz uso da
Economia, Matematica, Estatistica e Informatica para o processo de preparacdo, andlise e
tomada de decisoes.

A programacdo linear (PL) necessita de um modelo matematico para descrever um
problema. A palavra “programag¢do” se refere ao planejamento de atividades para obter um
resultado 6timo, ou seja, um melhor objetivo. O termo “linear” refere-se as funcdes
trabalhadas no modelo, as quais séo todas lineares.

Durante o século XVIII, o fisico e matemético Jean-Baptiste Joseph Fourier trabalhou
no desenvolvimento de algoritmos de resolucdo de sistemas de inequacdes, dentre 0s quais se
destaca o Método de Eliminacdo de Fourier-Motzkin. Em 1947 foi desenvolvido o Algoritmo
Simplex pelo matematico George Dantzig. Também em 1947, John Von Neumann
desenvolveu a Teoria da Dualidade e Leonid Kantorovich foi pioneiro a aplicar a
Programacgdo Linear & Economia. Em 1979, Leonid Khachiyan desenvolveu o Algoritmo
Elipsoide para resolver problemas de PL, porém era mais lento que o Simplex. Ja em 1984,
Narendra Karmarkar criou o Algoritmo de Pontos Interiores, de comportamento polinomial,
bem mais répido que o Simplex quando aplicado a problemas muito maiores.

Os algoritmos Simplex e de Pontos Interiores possuem forte aplicacdo no processo de
radioterapia. A radiacdo tem a funcdo de atacar as células doentes, danificando seu material
genético e inibindo sua capacidade de reproducdo e divisdo. Porém, ao mesmo tempo em que
as células cancerigenas séo atacadas, as células saudaveis também sdo. Portanto, torna-se
necessario usar um algoritmo para verificar qual a concentracdo de radiacdo suficiente para
destruir o maior nimero de células doentes e evitar a maior perda de células adjacentes sadias.

As sessOes radioterapicas ocorrem ao longo de varias semanas, processo denominado
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“fracionamento”, pois possibilita a recuperagdo das células saudaveis que foram afetadas pela
radiagéo.

Teoricamente, a propria radiacdo do tratamento pode causar um cancer, denominado
cancer primario. Porém, o uso do algoritmo para definir a melhor dosagem e precisdo da
radiacdo faz com que este risco caia para menos de 5% em 30 anos apos a radioterapia.

No capitulo 1 serd realizado um breve histérico sobre a pesquisa operacional (PO) e a
programacdo linear (PL). Os conceitos basicos de Problemas de Programacdo Linear
encontram-se no capitulo 2. O Método Simplex se encontra no capitulo 3 e os de Métodos de
Pontos Interiores, no capitulo 4. No capitulo 5, aborda-se a aplicacdo da Programac&o Linear
na Radioterapia e, no capitulo 6, sdo apresentados os Métodos de Pontos Interiores aplicados
no tratamento por radioterapia. No capitulo 7 estdo os resultados computacionais de ambos 0s
métodos e uma comparacao entre os Métodos de Pontos Interiores e o Dual Simplex aplicado

na Radioterapia, finalizando com a concluséo no capitulo seguinte.
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1. BREVE HISTORICO

A Revolucdo Industrial fez com que ocorresse um crescimento, em tamanho e
complexidade, das organizacGes da época. Essa mudanca foi necessaria devido ao aumento na
divisdo do trabalho e a fragmentacdo no gerenciamento das organizagdes. Um problema
atrelado a esta mudanca esta no fato de diferentes unidades, de uma mesma organizacéo,
necessitarem de objetivos diferenciados, pois se tem regides distintas [1].

A pesquisa operacional, surge em virtude da necessidade de procurar o melhor
caminho para solucionar tais divergéncias. Apesar desta ser associada a tentativa de abordar
cientificamente a gestdo das organiza¢es no periodo da Revolucdo Industrial, seu inicio é
atribuido as acGes militares no periodo da Segunda Guerra Mundial. Seu surgimento esta
relacionado a criacdo do radar na Inglaterra em 1934. Dois anos apds sua invencgdo criou-se a
Estacdo de Pesquisa Manor Bawdsey, em Suffolk, responsavel pelo estudo da aplicagdo da
tecnologia do radar as préaticas de interceptacdo de avides inimigos [2].

Nesse periodo de guerra foi necessario organizar e guardar de forma eficiente os
poucos recursos disponiveis para as diferentes operacbes militares. Envoltos por essa
necessidade, os comandos britanico e norte-americano convocaram equipes interdisciplinares
de cientistas para resolverem problemas militares de ordem estratégica e tatica, tornando-se as
primeiras equipes da area de pesquisa operacional. Assim, conseguiram contribuir para a
vitéria da Batalha Aérea na Gra-Bretanha e para a vitéria da Batalha do Atlantico Norte.
Situacdo semelhante ocorreu na Campanha Britanica no Pacifico [1].

Apos o final da guerra, houve a evolucdo rapida da pesquisa operacional na Inglaterra
e nos Estados Unidos, com a implantacdo, em 1947, do projeto SCOOP (Scientifc
Computation of Optimal Programs) no Pentagono, coordenado pelo economista Marshall
Wood e pelo matematico George Dantzig. Neste projeto, Dantzig desenvolveu, formalizou e
testou 0 método Simplex para resolver problemas de programac&o linear (otimizacéo linear),
apoiado em desenvolvimentos anteriores do matematico russo Leonid Kantorovich [2].

A partir da década de 1950, a pesquisa operacional atraiu o interesse de organizacfes
dos setores publico e privado, as quais passaram a aplica-la em uma variedade de problemas
que envolviam diversos setores industriais e financeiros, como: mineracdo, metalulrgico,
construcdo civil e militar, téxtil, farmacéutico, bancério e transportes. Desde entdo, a pesquisa
operacional encontrou espaco nas mais diversas areas de producéo e logistica, de industrias e

organizacOes de servico, como: agricultura, automoveis, aerondutica, coleta de lixo, energia,
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entre outros [2]. Com o surgimento dos computadores digitais na década de 1950, foi possivel
desenvolver e utilizar novas metodologias para resolver uma variedade de problemas reais e,
conforme a capacidade computacional foi evoluindo, problemas mais complexos puderam ser
resolvidos [10].

Em 1952 criou-se a sociedade cientifica americana de pesquisa operacional (ORSA —
Operations Research Society of America) e, em 1953, a sociedade inglesa de pesquisa
operacional (ORS - Operational Research Society) e a americana de ciéncias de
Administracdo (TIMS — The Institute of Management Sciences). Em 1957 foi realizada a
primeira conferéncia internacional de pesquisa operacional em Oxford, na Inglaterra, na qual
se notaram duas vertentes de trabalho: os ingleses voltados para os estudos de casos ou
problemas especificos e os americanos abordando modelos e métodos matematicos na teoria
de estoques, substituicdo de equipamentos, teoria de filas de tarefas em maquinas, teoria de
jogos, fluxos em redes e otimizacdo linear. Na Engenharia de Producdo, a pesquisa
operacional possui aplicacdo nas atividades de producdo (como em problemas de
planejamento, programacdo e controle da producdo) e na logistica (problemas de
planejamento e operac@es logisticos) [2].

Segundo ARENALES (2007), na década de 1960, a pesquisa operacional era estudada
apenas em cursos de pos-graduacdo, porém foi na década de 1970 que se tornou parte dos
cursos de graduacdo. No Brasil, a pesquisa operacional surgiu na década de 1960, sendo que 0
primeiro simpdsio brasileiro de pesquisa operacional ocorreu em 1968 no ITA (Instituto
Tecnologico da Aeronautica), em Sdo José dos Campos. Logo se fundou a SOBRAPO
(Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional), responsavel por publicar o periddico
cientifico “Pesquisa Operacional” ha mais de 30 anos, e, atualmente, Pesquisa Operacional
para o Desenvolvimento.

Recentemente, a pesquisa operacional tem sido denominada de ciéncia e tecnologia de
decisdo, em que a parte cientifica esta relacionada a identificacdo de um objeto de estudo e
posterior investigacdo de sua natureza e funcionamento. As decisdes a serem tomadas ficam
apoiadas neste conhecimento adquirido. A tecnologia estd associada a ferramentas de
software e hardware para coletar e comunicar dados, além de organiza-los para usa-los na
geracdo e otimizacao de modelos e, assim, reportar os dados [2].

Resumidamente, a pesquisa operacional consiste no desenvolvimento de métodos
cientificos para analisar sistemas complexos, com o intuito de prever e comparar estratégias

ou decisOes alternativas, objetivando dar suporte a definicdo de politicas e determinacéo de
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acOes de forma cientifica. A pesquisa operacional e, em particular, a programacdo matematica
tratam de problemas de decisdo e usam modelos matemaéticos para representar o problema
real. O modelo é resolvido (ou seja, sdo determinados valores para as incognitas) e
posteriormente validado, ou seja, verifica-se se as solucdes obtidas pela resolucdo do modelo
matematico, para diversas situa¢@es alternativas, sdo compativeis com a realidade. O método
Simplex, apesar de ser um algoritmo n&o-polinomial, apresenta grande aceitagéo para a
resolucdo desses problemas, devido a sua simplicidade e capacidade em apresentar solugdes
em tempo aceitavel.

Em 1984, Narendra Karmarkar trouxe um novo método, o de Pontos Interiores,
causando uma evolucdo na area. Atualmente h& outros algoritmos para a resolucdo de
problemas de programacéo linear, como o Método do Elipsoide, porém o Método Simplex

ainda é o mais usado.
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2. PROGRAMACAO LINEAR

Os modelos matematicos sdo representacdes idealizadas, expressos com simbolos e
expressdes matematicas, como as Leis da Fisica. Analogamente, 0 modelo matematico de um
problema de negdcios é formado por um sistema de equacgdes que descrevem sua esséncia. As
n decisbes quantificAveis relacionadas a serem feitas serdo representadas na forma de
variaveis de decisao (X1, X2, ..., Xn), cujos valores devem ser determinados.

A medida de desempenho apropriada (como o lucro) é expressa como uma funcao
matematica dessas varidveis de decisdo (P = 3x; + 2X, + ... + 5X;), denominada funcédo
objetivo. Quaisquer restricdes nos valores que possam ser atribuidos a essas varidveis de
decisdo também sdo expressas de forma matematica, tipicamente por meio de desigualdades
ou equacbes (como 2Xx; + 5X; < 10). Essas expressdes para limitagdes sdo normalmente
denominadas de restri¢cdes. As constantes nas restri¢cdes e na funcdo objetivo sdo denominadas
parametros do modelo. No caso, o0 modelo matematico poderia entdo nos dizer que o
problema é escolher os valores das varidveis de decisdo de forma a maximizar ou minimizar a
funcdo objetivo sujeita as restricoes especificadas [1].

No modelo de programacéo linear, a funcdo objetivo e as restricdes sdo todas lineares.
Logo, o modelo de programacéo é estabelecido na forma de um sistema organizado (funcédo
objetivo e restricdes), através do qual se encontra a melhor solucéo.

O problema para o qual a programacao linear proporciona uma solucdo pode resumir-
se a minimizar ou maximizar alguma variavel dependente, que é funcdo linear de diversas

variaveis independentes, sujeita a varias restrigcdes.

2.1 Modelos Matematicos

Um modelo matematico é uma representacdo substitutiva da realidade. Muitas pessoas
utilizam ou ja utilizaram algum modelo para explicar algo, como por exemplo, usar equacées
para representar sélidos. Um modelo ndo é igual a realidade, mas suficientemente similar para
que as conclusdes obtidas através de sua analise e/ou operagdo, possam ser estendidas a
realidade [3].

Na pesquisa operacional, os principais modelos sdo denominados de programacéo

matematica, destacando-se pela sua aplicabilidade em problemas de otimizacéo.
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Problemas de programacdo matematica podem ser divididos de acordo com as técnicas
utilizadas para a resolucdo dos modelos matematicos. Considere os exemplos de modelos

matematicos [4]:

Programacao Linear (as variaveis sao continuas e apresentam comportamento linear);

e Programacdo Inteira (se alguma varidvel esta condicionada a assumir valores
discretos);

e Programacéo ndo linear (quando exibe qualquer tipo de nédo linearidade);

e Programacéo em redes ;

A dificuldade em modelar um problema esta em torna-lo adequado a realidade, ou seja,
quanto mais um modelo conseguir modelar a realidade, melhor sera a sua qualidade. Na sua
construcdo deve-se considerar o grau de generalidade que ird trabalhar, além de saber que
nem toda hipotese que simplifica facilitard o tratamento posterior do modelo, tanto da viséo
tedrica como computacional. Os modelos matematicos podem explicar de forma quantitativa
e qualitativa os fendmenos naturais. Uma parte extremamente importante da modelagem é a
comparacao entre o real e 0 modelo matematico.

A modelagem e analise de um problema de Programacédo Linear ocorrem em fases. Em
um primeiro momento ocorre a analise do problema e o recolhimento de informacgoes
necessarias. Alguns problemas sdo simples, porém grande parte envolve muitas equacdes e
variaveis, além de restricbes para estas variaveis. E nesta primeira fase que ocorre a
identificacdo das restricdes e da funcédo objetivo. Conforme o fendmeno a ser modelado sofre
varias influéncias importantes, o problema pode se tornar cada vez mais complexo.

Em um segundo momento realiza-se a identificacdo do problema, agora através de um
modelo matematico. Ap6s encontrar o modelo linear, formado pela funcéo objetivo e pelas
restrices, os métodos de programacao linear (como SIMPLEX e Métodos de Pontos
Interiores) se responsabilizam por encontrar as solucdes viaveis (aquelas que satisfazem todas
as restricdes do problema), mas principalmente, por encontrar a solugdo 6étima (que pode ser
unica ou n&o), responsavel por maximizar ou minimizar, o que depende do objetivo do
problema.

A terceira fase é formada por testes, anélise e possivel reformula¢do do modelo, caso haja

alguma divergéncia.
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No que relaciona a pesquisa operacional, ha varios exemplos cléassicos de modelos, como
0s problemas que envolvem misturas (racOes, fertilizantes, concreto, alimentos, poluentes,
entre outros). Tais problemas consistem em combinacBes de materiais (naturais ou ndo) para
gerar novos materiais ou produtos com caracteristicas desejaveis, como é o caso, por
exemplo, das misturas de massas de reboco (cal, areia, cimento e 4gua) ou de concreto (areia,
brita, cimento e &gua), que em proporg¢des diferentes ou com adi¢cdo de alguma substancia
adquirem propriedades para um fim especifico, como acabamento e fundacéo,

respectivamente [7].
2.2 Formulagédo do Problema de Programacéo Linear

Definicéo 2.1 (solucéo factivel e regido factivel) Uma solugéo (x; x, ..., x,) é dita factivel se
satisfazer todas as restricdes e as condi¢cdes de ndo-negatividade. O conjunto de todas as

solucdes factiveis é chamado regido factivel.

O Problema de Programacao Linear [6] é caracterizado por conter a funcao objetivo e
as restricdes em sua forma linear. E um problema que consiste em encontrar o valor que
otimiza a funcdo objetivo f(xy, X2, X3, ..., Xn), OU Seja, determina o valor das variaveis X, Xz, X3,
..., Xn, considerando um conjunto definido por m restricdes lineares, definido por gi(x1, X2, X3,

. Xn) = bj, comi=1, 2, ..., m Suaforma padrdo é representada abaixo [10]:

Minimizar  f(xq, x5, o, Xp) = C1X1 + C2Xp + o+ CpXp

ai1X1 + A12Xo + -+ ApnXy = b1

az1X1 + Ar2Xo + -+ AypXn = bz

Sujeito a :

Ap1X1 + AmaXy + 0+ QunXy = by
xy =20,x, 20,...,x, =0.

(2.1)
onde:
o féafuncéo objetivo;
e as equacOes lineares representadas por gi(xi, X2, X3, ..., X) = bj, com 1 =1,2, ... m

definem as restri¢cGes do problema;

e as desigualdades x; = 0 mostram a ndo negatividade das variaveis;
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e 0sndmeros ¢j com j =1, 2, ..., n sdo os coeficientes da funcdo objetivo;

e 0s nlmeros a;; parai=1,2, .., mej=1, 2, .. nrepresentam os coeficientes das
equacdo relacionadas as restri¢cbes do problema;

e 0s coeficientes b;, parai = 1, 2, ..., m sdo os termos independentes das restri¢des e

representam as limitagdes dos recursos associados as restri¢des.

Toda desigualdade pode ser transformada em uma igualdade, desde que seja acrescentada
outra varidvel, denominada variavel de desvio ou de folga. A desigualdade a;;x; + a;;x, +

4+ a;,x, < b;pode ser representada pela equacao abaixo:
X1 + Xy + o+ QnXp + X4y = by,

com

xn+i2 O

Analogamente, a desigualdade a;;1x; + appx, + -+ ajppx, < b; pode ser
representada por:

A Xy + QppXp + 0+ QipXn — Xp 4 = by,

com

xn+i2 O.

Este problema também pode ser representado em notacdo matricial, considerando os

vetores ¢, x ¢ R' e b ¢ R" e a matriz 4 ¢ R™" definidos a seguir, em que A é chamada matriz

dos coeficientes [2]:

C1 X1 b
1 air o Qun
C2 X2 bz : . :
c = ], x = < |, b = . e A= : . : ,
: : * a 1 e a
Cn xn bm m mn

entdo o problema de otimizac&o linear consiste na determinacéo do vetor x € &', tal que:

Minimizar f(x) = cTx
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Sujeitoa Ax = b

Observe que:

x = 0.
=(c; ¢y - Cn)éovetor de custos;
T'=(xy x, - Xn)éo vetor das varidveis ou incognitas;
T'=(by by - Cm)éo vetordostermos independentes ou de recursos;
T=(0 0 .. 0)éo vetor cujos elementos sdo todos iguais a zero.

Resumidamente, um problema de otimizacédo linear na forma padrdo possui as seguintes

caracteristicas:

e A funcéo objetivo deve ser minimizada ou maximizada;

e As restricdes do problema séo definidas por um sistema de equacdes lineares;

e As condicdes de ndo-negatividade de todas as variaveis de decisdo complementam as

restricdes do problema.

Na forma matricial, pode-se apresentar o problema da seguinte forma:

em que:

n

MInimizar f(xq, X5, .., Xy) = Z CjXj
Jj=1

alj
Q.. . . : « - -
. j-ésima coluna da matriz A, que sdo os coeficientes que multiplicam x;.

amj
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Observe o exemplo abaixo:

X+ 2x,+ x3 =3
(207 o Ot O Ou=0)

2.3 Exemplo de um Problema de Programacao Linear

Para iniciar a resolucdo do problema abaixo serd necessario montar um modelo

matematico de programacao linear. Considere o exemplo:

Uma liga especial constituida de ferro, carvao, silicio e niquel pode ser obtida usando
as misturas desses minerais puros, além de dois tipos de materiais recuperados.
Material Recuperado 1 — MR 1 — Composicao:
Custo por Kg: R$ 0,20
Ferro — 60%
Carvéo — 20%
Silicio — 20%

Material Recuperado 2 — MR 2 — Composicao:
Custo por Kg: R$ 0,25

Ferro — 70%

Carvéo — 20%

Silicio — 5%

Niquel — 5%

A liga deve ter a seguinte composicdo final:

Matéria-prima % minima % méaxima
Ferro 60 65
Carvéo 15 20
Silicio 15 20

Niquel 5 8
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Os custos dos materiais puros sdo (por Kg): ferro — R$ 0,30; carvao — R$ 0,20; silicio
— R$ 0,28; niquel — R$ 0,50. Qual devera ser a composi¢do da mistura, em termos dos
materiais disponiveis, com menor custo por Kg?

Primeiramente serdo definidas as variaveis de decisdo. Considere que cada variavel
esteja relacionada a mistura e que Xi, X2, X3, X4, X5 € Xg representem, respectivamente, as
quantidades de material recuperado 1, material recuperado 2, ferro, carvao, silicio e niquel.
Em seguida, identifica-se a funcdo objetivo, a qual serd dada por

C(xq1, x5, X3, X4, X5, %g) = 0,2x; + 0,25x, + 0,3x5 + 0,2x, + 0,28xc + 0,5x, (2.4)
em que C indica o custo por quilo da mistura, que deve ser minimo, e os coeficientes da
funcdo indicam o preco por quilo de cada material. Logo, € um problema de minimizacéo.

Posteriormente, encontram-se as restricdes do problema, que estdo embasadas nas
quantidades dos seguintes elementos: ferro, carvao, silicio e niquel. Sabe-se que a quantidade
de ferro na mistura deve ser igual ou superior a 60% (0,6) e igual ou inferior a 65% (0,65). Na
mistura ha ferro proveniente dos materiais recuperados 1 e 2, sendo, respectivamente, 60% e

70% da composicéo, além de ferro puro (100%). Logo:

0,6x; + 0,7x, + x3 = 0,6 (60% da mistura) (2.5)
0,6x; + 0,7x, + x5 < 0,65 (65% da mistura) (2.6)

Analogamente para 0s outros componentes, sabe-se que a quantidade de carvdo na
mistura deve ser igual ou superior a 15% (0,15) e igual ou inferior a 20% (0,2). Na mistura ha
carvdo proveniente dos materiais recuperados 1 e 2, sendo 20% da composicdo, além de

carvao puro (100%). Logo:

0,2x; + 0,2x, + x, = 0,15 (15% da mistura) (2.7)
0,2x; + 0,2x, + x, < 0,2 (20% da mistura) (2.8)

A quantidade de silicio na mistura deve ser igual ou superior a 15% (0,15) e igual ou
inferior a 20% (0,2). Na mistura ha silicio presente nos materiais recuperados 1 e 2, sendo,

respetivamente, 20% e 5% da composi¢do, além do silicio puro (100%).

Assim:
0,2x; + 0,05x, + x5 = 0,15 (15% da mistura) (2.9)
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0,2x; + 0,05x, + x5 < 0,2 (20% da mistura) (2.10)

A quantidade de niquel na mistura deve ser igual ou superior a 5% (0,05) e igual ou

inferior a 8% (0,08). Na mistura ha silicio proveniente do material recuperado 2, sendo 5% da

composicao, e silicio puro (100%).

Enté&o:
0,05x, + x4 = 0,05 (5% da mistura) (2.11)

0,05x, + x5 < 0,08 (8% da mistura) (2.12).

Sabe-se também que a juncdo de todos os materiais deve corresponder ao total da

mistura. Logo:
X1 +Xx, +x3+x,+x5+x5=1.

Ao acrescentar as variaveis de folga as inequacdes 2.6, 2.8, 2.10 e 2.12, e subtrair as

variaveis de excesso da inequacdes 2.5, 2.7, 2.9 e 2.11, obtém-se:

0,6x; +0,7x; +x3 —x7, = 0,6
0,6x; + 0,7x, + x3 + xg = 0,65
0,2x; + 0,2x, + x4, — x9 = 0,15
0,2x1 + 0,2x5 + x4 + x10 = 0,2
0,2x; + 0,05x, + x5 — x4; = 0,15
0,2x; + 0,05x, + x5 + x4, = 0,2
0,05x, + x4 — x43 = 0,05
0,05x, + x¢ + x14, = 0,08.

Logo, o problema de programacéo linear pode ser representado por:

Minimizar C(xq, X5, X3, X4, X5, Xg) = 0,2x1 + 0,25x, + 0,3x5 + 0,2x, + 0,28x5 + 0,5x,
Sujeito a 0,6x; +0,7x, + x3 —x7, = 0,6
0,6x; +0,7x, + x3 + xg = 0,65
0,2x; + 0,2x, + x4, — x9 = 0,15
0,2x1 + 0,2x5 + x4 + x10 = 0,2
0,2x; + 0,05x, + x5 — x4, = 0,15
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0,2x; + 0,05x, + x5 + x4, = 0,2
0,05x, + x¢ — x43 = 0,05
0,05x, + x4 + x4, = 0,08
X1+ X, +x3+ x4, +x5+x5=1
x;y =20,x5 20,x3 20,x4, =20,x5 =20,x5 =20,x; 20,xg =20,x9 =0,x190=0,%x1; =

0,1, =20,x13 =20,x14 =0.

Com o problema organizado na forma padrdo (restricdes na forma de igualdade),
escolhe-se um método de resolucdo (por exemplo, o Simplex, visto que é um problema de
pequeno porte). As varidveis de folga representam, necessariamente, as solu¢des nao bésicas,
ou seja, de valor zero, enquanto x;, x,, X3, X4, X5 € X¢ (Variaveis iniciais do problema) podem

obter valores nulos ou néo.

2.4 Resolucéo Gréfica de Problemas Lineares

A visualizacdo de solucbes graficas de um problema matematico, quando possivel e
mesmo que limitada a um desenho esquematizado no plano, pode ser bastante Util para
melhorar nossa intui¢do sobre um estudo, porém é restrita a problemas de até trés variaveis.

Resolver um problema de otimizacdo linear consiste em encontrar uma solucgao 6tima,
ou seja, uma solucéo factivel x* tal que f(x*) < f(x) (problema de minimizag&o), para todo
x factivel.

De maneira generalizada, considere uma reta a;x; +a,x, =b. Devem ser
consideradas duas situagdes:

1. O vetor formado pelos coeficientes (gradiente) é perpendicular a reta a;x; + a,x, = b;

2. O vetor formado pelos coeficientes aponta no sentido de maior crescimento da funcao.
Para provar que o vetor a’ = (a; a,) é perpendicular a essa reta, considere dois pontos

sobre a reta, denominados x' = (x] x5) e x" = (x; x,). Considere agora um vetor y, tal que

y = x" — x' e y define a direcdo da reta, conforme Figura 1.

Figura 1 — O vetor a, perpendicular a reta a;x; + a;x, = b.
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a\x) +ax>=b

FONTE: Arenales et al, p.58, adaptado pela autora.

Sabe-se que se o produto escalar entre dois vetores for nulo, entdo os vetores séo
perpendiculares entre si. Observe o produto escalar entre os vetores a e y, sendo y; = x; —

/ _ " ’
xl eyz —_ xz - xz.

(a; ay) (i:) = a;(x; — x1) + a(x; — x5) = (ayx; + azxy ) — (a1x] +azx3) =b—b

=0

Como o produto escalar gerou um resultado nulo, entdo o vetor a é perpendicular ao
vetor y. A analise acima vale para o R2 e qualquer R", porém, no R2 o vetor a é perpendicular
a reta, no R3 perpendicular ao plano e no R" perpendicular a um conjunto denominado
hiperplano.

Agora, para provar que o vetor dos coeficientes aponta no sentido de maior
crescimento da funcéo, ou ainda a”x > b, considere um ponto x’, pertence a reta, e observe
que, ao adicionar um multiplo positivo do vetor a, encontram-se todos 0s pontos pertencentes
a regido de maior crescimento da funcdo, ou seja, encontram-se os infinitos valores de x, tal

quex = x' + da, § > 0. Logo:
ax = aT(x' + 6a) = a™x' + a’a > b,

pois § >0, aTa= a?+ a5+--+ a2>0 e a+0. Quando a =0, tem-se a equacio
0x; + 0x, = b. Se b = 0, encontra-se uma equacdo trivial 0 = 0, e se b # 0, verifica-se uma
equacéo impossivel, com 0 = b.

Analogamente, para encontrar os pontos que satisfazem a’x < b é preciso tracar a

reta a’x = b, desenhar o vetor a e considerar 0s pontos pertencentes a regido de
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decrescimento da funcdo (regido factivel), ou seja, no sentido oposto ao vetor a. Para
encontrar a solugdo 6tima, serd necessario analisar as curvas de nivel associadas e verificar o

melhor ponto (quando houver), que sera a solugcdo 6tima da regido factivel.

2.4.1 Regido Factivel Limitada e tnica Solucgo Otima

Considere o problema de otimizagao linear (minimizagéo) [2]:
Minimizar f(x) = cTx
Ax < b

x > 0,com x € R?

Denota-se a regido factivel por S = {x € R?tal que Ax < b e x > 0}. A reta a;;x; +

a;,x, = b; divide o espaco RZ em trés partes:

1. x € R? tal que (a)Tx = b;;
2. x € R? tal que (a)Tx < b;;
3. x € R? tal que (a)Tx > b;.

Na Figura 2, observa-se o vetor a; (gradiente), formado pelos coeficientes da equacdo da reta e
perpendicular a ela, a reta (a')Tx = b; e a regido factivel definida pela interseccio das restricdes do

tipo a‘x < b; com o primeiro quadrante.

Figura 2 - As regides do plano: aix = b;,a'x < b; e alx > b,.

ax > b

FONTE: Arenales et al, p.60.
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Figura 3 - Regido factivel de restricdes do tipo a’x < b;, i =1,2,3,...,m.

X
F'y

FONTE: Arenales et al, p.60.

Agora basta encontrar a solucdo 6tima, ou seja, a solugdo x*, pertencente a regido
factivel, que minimize a funcdo objetivo f(x). Na Figura 4, verifica-se a curva de nivel
cTx = f*, emque f* = f(x*), e observa-se que todo o conjunto S esta para onde o gradiente

aponta. Logo, x* € a solucdo 6tima, ou seja, 0 ponto que minimiza a funcéo objetivo.

Figura 4 - Curvas de nivel e solucéo 6tima (problema de minimizacéo).
.\-:
A

p o CxX=f

I . .
cx=f
FONTE: Arenales et al, p.61.
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Na Figura 4, a solucdo 6tima x* é uma solucdo factivel denominada veértice ou ponto
extremo, porém, a solucdo 6tima nem sempre sera um vértice, conforme observagdes abaixo.
1. Se um problema de otimizag&o linear tem uma solucao 6tima, ent&o existe um vértice 6timo;
2. Se uma solucdo for 6tima, ndo necessariamente serd um vértice;

3. Searegido factivel é limitada, ent&o existe uma solugdo 6tima.

A Figura 5 mostra uma situacdo em que 0 mesmo Vértice pode ser obtido como
interseccdo de retas diferentes, ou seja, pelo definido por mais que duas restri¢des, produzindo
um vértice denominado degenerado. Em geral, esses Vértices introduzem dificuldades nos

modelos de solugoes.

Figura 5 - Mdltiplas solucgdes 6timas (problema de maximizacao).

Solucido
otima
degenerada

FONTE: Arenales et al, p.65

2.4.2 Regido Factivel Limitada e infinitas Solucdes Otimas

Quando a regido factivel é limitada pode haver uma Unica solugdo 6tima ou infinitas,
sendo o caso de solucdo Unica analisado no subcapitulo 2.3.1. Em situacfes em que o
problema gera infinitas solu¢des 6timas usa-se 0 mesmo processo de resolucdo anterior. O
que se percebe nesses problemas € que o gradiente da funcdo objetivo € um multiplo do
gradiente da reta. Por exemplo, a Figura 6 representa um problema de maximizacdo em que 0
vetor gradiente da funcéo objetivo, ¢ = (1, 2) é multiplo do gradiente da reta x; + 2x, = 9.

Todos os pontos pertencentes ao segmento que liga os pontos A e B sdo solugfes 6timas.



Figura 6 - Mdltiplas solugdes étimas (problema de maximizacéo).

-~

otimas

= -

.
RV S .
RN multiplas
.. / .o A solugdes
- -
~o ~.

FONTE: Arenales et al, p.64.

2.4.3 Regido Factivel llimitada e Solugdo Otima (tinica ou infinitas)

30

Quando uma regido factivel é ilimitada, podem aparecer trés situacfes: com unica

solucdo 6tima, infinitas solugbes étimas (conjunto limitado por um segmento ou ilimitado,

representado por uma semirreta) ou nenhuma, conforme se observa nas Figuras 7, 8 e 9.

Figura 7 - Regido factivel ilimitada e solucdo 6tima Unica (minimizacéo).

-\. »

solugdo F - ¢ z s
Otima [/ _= / /
nica :

FONTE: Arenales et al, p.63.
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Figura 8 - Regido factivel ilimitada e infinitas solu¢des 6timas, conjunto ilimitado de solucdes
Otimas (minimizacao).

2 x*

! \

S ilimitado

FONTE: Arenales et al, p.64.

Figura 9 - Regido factivel ilimitada e ndo existe solugdo 6tima (solucdo 6tima ilimitada),
c’x — —oo (minimizacio).

X nao existe
A solugdo 6tima

FONTE: Arenales et al, p.65.
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2.4.4 Sem Regido Factivel

A inexisténcia [2] de solucdo 6tima também pode ocorrer pela inexisténcia de solucéo

factivel, isto é, S = @, fato que ocorre devido as restricbes serem conflitantes, conforme se
observa na Figura 10.

Figura 10 - Néo existe solucdo 6tima: S= @.
X,

F 3

ndo existe solugio

o

FONTE: Arenales et al, p.65.

2.5 Aplicacao

Considere um exemplo de problema de otimizagdo linear com duas variaveis. Por

conveniéncia, o problema sera trabalhado na forma de desigualdade, ou seja, sem variaveis de
folga ou excesso.

Maximizar f(x1,%x3) = X1 + 2x;
X1 +x, <4
X1 <2
x, <3

x;=20,x, =0.

Primeiramente, desenha-se a regido factivel (S), denominada por:

S={(x1,x) tal que x; + x, <4,x; < 2,x, <3,x; 20,x, >0}
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Comeca-se a representacdo grafica desenhando os semiplanos que definem as
restricdes de ndo negatividade (x; = 0 e x, = 0), ou seja, o primeiro quadrante do plano,
conforme figura abaixo 11.

Figura 11 - Regido definidapor x; > 0e x, = 0.

&

- -
L I ] | | T T Ll —‘l|

FONTE: Arenales et al, p.55.

Para encontrar os pontos do plano que também satisfazem a restricdo x; +x, < 4
precisa-se, inicialmente, descobrir os valores que satisfazem a equacao x; + x, = 4, ou seja,
encontrar a reta correspondente. Sabe-se que para definir uma reta bastam apenas dois pontos
distintos. Logo, se atribuir x; = 0, verifica-se que x, = 4. Analogamente, se x, = 0, entdo
x; = 4. Os pontos (0,4) e (4,0) definem onde o gréfico intercepta os eixos. A reta formada
divide o plano em duas partes, denominadas semiplanos. Para verificar qual parte ira
satisfazer a restricdo x; + x, < 4, basta escolher um ponto pertencente a um dos semiplanos
e substitui-lo na inequacdo. A sentenca verdadeira indicara o semiplano escolhido, ou seja,

considere a coordenada (0, 0), ao substituir x; e x, por zero, observa-se que:

x1+x2 <4
04+0 <4
0 <4.

Logo, o semiplano que contém o ponto (0,0) satisfaz a restricdo e, como também
pode ocorrer soma 4, a reta sera continua, conforme se observa na figura 12 (regido
hachurada). Outro modo de encontrar a regido que satisfaz a restricdo € analisar o vetor
(1, )T, o qual é perpendicular a reta e aponta no sentido de crescimento da funcéo, ou seja, a

regido que satisfaz a restricdo é oposta ao sentido de crescimento.
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Figura 12 - Regido definidapor x; + x5 <4, x; =0ex; = 0.

0 lll\rII.".".'l
0o 1 2 3 4 5 6 7

FONTE: Arenales et al, p.56, adaptado pela autora.

Analogamente, as regides de pontos que satisfazem as restrigdes x; <2 e x, <3
estdo representadas pelas figuras 13 e 14, respectivamente. A retas associada a restricdo
x; < 2 é vertical, interceptando o eixo x; no ponto (2,0), assim como a reta referente a
restricdo x, < 3 intercepta o eixo x, no ponto (0, 3).

Figura 13 - Regido definida por x; < 2,x; = 0ex, = 0.

i
X. I
i
I

01 2 3 4 5 6 7

FONTE: Arenales et al, p.56
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Figura 14 - Regido definidapor x, < 3,x; >0ex,; > 0.
_1'_'!
A

o o= B L s LA
:|""

T T T T T T T > ,I'I

0O 1 2 3 4 5 6 7
FONTE: Arenales et al, p.57

A interseccdo de todas as regides apresentadas pela Figuras 12, 13 e 14 representa a
regido factivel (S), conforme Figura 15.
Figura 15 - Regido factivel (S)

X,
e |
|

6 |

| >
4
3 \ b
2 - \
1 4 S
U T T LN T T > X,

0O 1 2 3 4 5 6 7
FONTE: Arenales et al, p.57

A funcdo objetivo f(x1,x,) = x; + 2x,, definida no conjunto S, pode assumir
infinitos valores e o conjunto de pontos que atribui 0 mesmo valor a fungdo objetivo, recebe o
nome curva de nivel. Observe a solugdo factivel x’ = (x1x5)T = (00)7, em que a funcdo

objetivo vale f' = f(x") = 0 e todos os pontos do plano que apresentam o mesmo valor a
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fungdo estdo na reta x; + 2x, = 0. Sabe-se que, ao definir a regido factivel, o vetor do
coeficientes (1 2)7, denominado gradiente de f e denotado por Vf (x4, x,), é perpendicular a
reta x; + 2x, = 0 e aponta no sentido de crescimento da fungdo. Logo, observa-se que a
solucgdo factivel (0 0)7 ndo é uma solugdo 6tima, pois a fungdo pode assumir valores maiores
que zero.

Considere a solugdo factivel x" = (xjx,)T = (20)7, a funcdo objetivo f" =
f"(x") = 2 e a curva de nivel x; + 2x, = 2. Como o gradiente € 0 mesmo, entdo a reta €
paralela a anterior. Porém, como pode ser observado na Figura 17, a solucéo factivel (2 0)T
ndo é uma solugdo Otima, pois a funcdo pode assumir valores maiores que 2. Analogamente, a
solugdo factivel x* = (xjx3)T = (13)7, para a qual f* = f(x*) = 7, é solugdo 6tima do
problema, pois todos os pontos abaixo da curva de nivel x; + 2x, = 7 atribuem valores
menores que 7 a fungdo, ou seja, como o vetor gradiente aponta no sentido de crescimento da

funcdo, verifica-se que nao ha valor maior atribuido a funcdo objetivo, conforme observa-se

na Figura 16.
Figura 16 - Curvas de nivel f', f", f* e da solugdo 6tima x*.
f =7
Solugao
otima!
£ =2
[\f:() "‘\.__“ ‘hl“-.._“_“
S T T > X,

FONTE: Arenales et al, p.58

X . . N .
Portanto, a solucdo x*= [x;] = B] que satisfaz todas as restricbes simultaneamente e

maximiza a fungdo existe e é Unica.
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2.5 Dualidade Linear

Usualmente, chama-se o problema original de Problema Primal, e o seu correspondente

de Problema Dual.

Tabela 1 - Relagdo entre o programa primal e o dual.

PRIMAL

DUAL

n? de restricoes

m

(!

n? de variaveis

n

m

Varidaveis e Restricoes

variavels == ()

restricoes de <

restricoes de igualdade

ariavels sem restricao

Matriz

A

Al

Coeficientes de custo

r

b

Termos independentes

b

c

Fonte: Judice et al, p. 28

Observe o problema primal de otimizacdo linear na forma padrdo (as restricdes sdo

representadas por igualdades) e o seu dual associado:

max ctx min bty
s.a. Ax <b. o s.a. Aty >c.
x >0,x € R? y >0,y € R™"

O dual do problema dual é o proprio primal, conforme descri¢do abaixo, na qual se usou o

problema dual na forma padréo I.

min —ctx max ctx
s.a. —Ax = —b. o s.a. Ax <b.
x =0 X

Atraveés dessas transformagdes verifica-se que [11]:

e cada variavel do primal corresponde a uma restricao;

e cada restricdo do primal corresponde a uma variavel do dual;
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e 0s coeficientes da funcao objetivo do primal correspondem aos termos independentes
das restri¢cbes do dual;

e 0s termos independentes das restricdes do primal correspondem aos coeficientes da
funcéo objetivo do dual;

e atransposta da matriz de restricGes do primal é a matriz de restri¢cdes do dual;

e se o0 primal for um problema de maximizacgdo (minimizacao) na forma padréo, entdo o

problema dual sera um problema de minimizacgdo (maximizacao).

Mesmo com a transformacdo de primal para dual ou dual para primal, a solu¢do étima

serd a mesma.

Lema 2.1 (Dualidade Fraca) Se Kp = {x e R™:Ax =b,x >0} e K, ={u € R™: ATu < ¢}
sdo 0s conjuntos admissiveis do primal e do dual, respectivamente, entdo para quaisquer

x € Kp e u € Kp tem-se que:

bTu < cTx.

Demonstracéo: Se x € Kp e u € Kj, entéo,
bTu = (Ax)"u= xTATu < xTc = Tx,

poisx > 0e ATu < c[15].

Corolério 2.1 Se x, e u, forem viaveis para o problema primal e dual, respectivamente, e se

cTxy = uy'h, entdo x, e u, sdo Otimos para os respectivos problemas.

O corolario mostra que, se um par de vetores viaveis puderem ser encontrados nos
problemas primal e dual, com valores objetivos iguais, estes sdo ambos otimizados. O

teorema da dualidade da programacdo linear indica que o inverso também é verdadeiro [15].

Para exemplificar a Tabela 1, serdo analisadas duas situagdes relacionadas as variaveis
e restricbes. Na primeira andlise, considere um problema primal com uma desigualdade.
Como no Dual h& desigualdades do tipo <, supBe-se que essa desigualdade é da forma >.

Entdo, o problema linear assume a seguinte forma:
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Minimizar z = cT

X
Sujeitoa A;x = b,

x = 0.

Ao usar a variavel de folga x, ., na igualdade, encontra-se o programa equivalente:

. . . _ T
Minimizar z = c¢'x + 0x,44
Sujeitoa Ax— Xp41 = by

x =20,x,41 =0.

O dual desse problema é:

Maximizar w = byu,
Sujeitoa Atu, <c
—Uq < 0.
Portanto, verifica-se que u; >0, ou seja, a variavel dual correspondente a uma

restricdo de desigualdade > do primal possui restricdo de sinal.

Agora na segunda analise, considere um programa linear com restricdo de igualdade e

uma variavel sem restricdo de sinal [10].

. . _ T
MInimizar z = ¢ + Cpy1Xns1
Sujeiroa a’x+ ani1Xp41 = by

x =>0.

Ao escrever a variavel x,,., como uma combinacéo linear de duas outras variaveis ndo

negativas, ou seja, x,4+1 = X'p+1 — X"n41, ENCONtra-se o0 problema equivalente:

MInimizar z= ¢+ 11X i1 — Cne1X"pi1
Sujeitoa a’x + api1X'pe1 — Ane1X"ne1 = by

! n
x =2 O,X n+1 = O,X n+1 = 0.



O dual sera escrito como:

Maximizar w = u;b,;

Sujeito a au, <c

IA

Ap41lUy Cn+1

py1lUy = — Cpyg.
Das duas tltimas igualdades, verifica-se que:
An+1Us = Cnya

Logo, toda variavel sem restricdo no primal corresponde a uma igualdade no dual.

40
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3. METODO SIMPLEX
O Método Simplex consiste em procurar a solucdo Otima nos extremos da regido
factivel, ou seja, caminha-se pelos vértices da regido factivel, até encontrar a melhor solucéo.
Este caminho esté relacionado com a direcdo e o sentido do vetor gradiente, isto é, o sentido
do vetor leva a pontos que aumentam o valor da funcdo objetivo e 0 oposto, a pontos que
diminuem este valor.
3.1 Pivoteamento

Observe o sistema de equacdes lineares (3.1):

a11x1 + a12x2 + ...+ alnxn == b1

az1X1 + Ar2Xo + ...+ aann = b2 (31)

Am1X1 + QpaXy + o+ QpnXn = by,

onde m > n. Ao reescrever de forma matricial tem-se:

Considere o conjunto de m equacdes lineares que podem ser solucionadas por um

vetor x. Denotando-se por a' as linhas i da matriz A, encontra-se:

atx = by
a’x = b,

(3.2)
a™x = b,

Segundo [10], se as equagdes (3.2) séo linearmente independentes, pode-se substituir
uma equacdo dada por qualquer multiplo ndo nulo, com qualquer combinacéo linear de outras
equacOes no sistema. Isto leva ao conhecido sistema de eliminacdo de Gauss, onde equacdes

multiplas sdo adequadamente substituidas por outras para compor uma forma triangular ou
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candnica. Assim, se as primeiras m colunas de A sdo linearmente independentes, entdo o
sistema (3.1) pode, ap6s uma sequéncia de multiplicacBes e subtracdes, ser convertido na

forma candnica seguinte:

X1 T Vim+1Xm+1 T Yim+2Xme2 T - T YinXn = Y10
X2 T Vom+1X¥m+1 T Yom+2X¥maz2 T o + VonXn = Yoo

(3.3)

Xm T Ymm+1X¥m+1 T Ymm+2Xm+2 T - T YmnXn = Ymo

As variaveis x4, x,, ..., x,, $80 denominadas béasicas e as outras variaveis ndo basicas.
O siste ma (3.3) também pode ser representado na forma de matriz ou tableau,

conforme (3.4):

10 0 ¥Yim+1 - Yin Yio
0 1 0 Yoms+1 - Yon Yon
(3.4)
0 0 1 Yyum+1 - Y mn Ymo

Uma questdo resolvida por pivoteamento tem a seguinte forma: dado um sistema da
forma candnica, supondo que uma variavel basica seja ndo basica e uma variavel ndo basica
seja basica; qual ¢ a nova forma canfnica correspondente ao novo conjunto de variaveis

basicas? O procedimento € simples. Seja o sistema (3.3), substituindo a variavel basica x,,
1 < p < m pela variavel ndo basica x,. Isto pode ser feito se, e somente se, y,, € diferente
de zero; isto € possivel pela diviséo da linha p por y,, obtendo uma unidade como coeficiente
de x, na equacdo de ordem p, e entdo subtraindo multiplos adequados da linha p de cada uma
das linhas a fim de conseguir zero como coeficiente de x, em todas as outras equagdes. Isto

transforma a coluna de ordem q do tableau em valor zero, exceto a variavel de ordem p (que €

unitaria), e ndo afetando a coluna das outras variaveis basicas [10].

Denominando de y';; os novos coeficientes da forma candnica, tem-se:
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' Ypj o
(y ij = Yij — %yiq' L #]

{ rq
1 ypj

y L=

k J] Yoa

As equacbes pivd que surgem frequentemente na Programacdo Linear estdo
representadas acima, sendo y,, denominado elemento pivd, situado na interseccdo entre as

linhas das variaveis de entrada e saida.

Existem condicdes especiais que devem ser consideradas a fim de que a operacdo de
pivoteamento mantenha a factibilidade [10]. A seguir serd apresentada uma aplicacdo do
método Simplex, indicando os passos de resolugdo, assim como selecionar os elementos pivos

para transformar uma solugéo basica factivel em outra.

Definicdo 3.1 (Solucdo ndo degenerada) Cada solugdo bésica factivel de Ax = b, com

xg > 0, é uma solucdo basica factivel ndo degenerada.
3.1.1 Solucgbdes Degeneradas

E possivel que, no decorrer no processo Simplex, possam aparecer solucdes basicas
factiveis degeneradas. Muitas vezes, essas solucdes podem ser manipuladas como uma
solucdo basica factivel ndo degenerada. No entanto, é possivel que depois que uma nova
coluna g seja selecionada para entrar na base, a razdo minima entre % seja igual a zero, o que

iq
implica que a varidvel de valor nulo seja a variavel a sair da base. Isto significa que a nova
variavel x, ira entrar com valor nulo, a funcdo objetivo ndo ira decrescer, e a nova solugao
basica factivel também ser4 uma solucdo degenerada. Este processo pode ocorrer por varias
etapas até que a solucdo original degenerada seja obtida novamente. Isto gera um ciclo que
pode se repetir indefinidamente. Uma das formas de resolver o problema de solugédo

degenerada é fazer uma perturbacdo no valor [10].
3.1.2 Solugéo Factivel Minima

Seja a seguinte solugéo basica factivel:



44

(xp, 0) V10, Y205 =+ Ym0, 0,0, ..., 0),

junto com o tableau tem-se uma matriz identidade nas primeiras m colunas como mostradas

abaixo.

a, a; .. Qn Qups1 - ap b
1 0 0 Yim+1 - Yin Yio
0 1 0 Yom+1 - Yoan Yoo
(3.5)
0 0 1 ym,m+1 - Ymn Yio-
Para qualquer valor de x, a funcéo objetivo adquire o valor:
Z= X1+ CXy + o+ CpXp, (3.6)
e o valor correspondente a solucdo bésica é:
— AT
Zy = CpXp, (3.7)

onde ¢} = [cy1, ¢z, ey Ol
Embora seja natural usar a solucdo basica (xz,0) quando se tem um tableau (3.5), se

valores arbitrarios sdo atribuidos para x,,41, Xm42, -, Xn, @S Variaveis restantes podem ser

resolvidas como:

(3.8)



Usando (3.6) pode-se subtrair x4, x,, ..., X,, da forma geral (3.8). Logo, obtém-se:

z=cTx= Zo + (Cm+1 = Zm+1)Xmer + 0+ (Cn — Zp)xy,

onde

zj = y1j€¢1+ YpjCa + o YpjCp, m+1 <j <n,

(3.9)

(3.10)
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que é uma relacdo fundamental para determinar a coluna pivé [10]. A partir disso, é possivel

verificar se existe vantagem em trocar a solucao basica por outra variavel ndo bésica.

Considerando y; como sendo a i — ésima coluna do tableau, entdo qualquer solucao

satisfaz

X181+ Xz€ + o+ Xl = Yo = Xma1Vm+1 — Xme2Vm+2 — "~ XnYn-

Calculando o produto interno desta equacdo com o vetor c%, tem-se:

n

m
— AT
z CiXqe = CgpYo — z ij]',

i=1 j=m+1
onde z; = cgy;. Logo, adicionando X7, ¢;x; em ambos os membro, tem-se:
Ty —
c'x = zg+ Xicmia(c — 2)xj,

como anteriormente [10].

(3.11)

Teorema 3.1. (Melhor solucdo bésica factivel) Seja z, uma solucdo basica factivel ndo

degenerada, supondo para algum j tal que ¢; — z; < 0. Entdo, existe uma solugéo basica

factivel com valor z < z,. Se a coluna a; puder ser substituida por algum vetor na base

original que obtenha uma nova solucéo basica factivel, esta nova solugéo tera z < z,. Se g;

ndo puder ser substituida, entdo o conjunto K de solugdes factiveis e ndo limitado e a funcéo

objetivo pode se tornar arbitrariamente pequena.
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Prova: Seja (xq,%3,...,%,,0,0,...,0) a solucdo basica factivel com valor z, com
Cm+1 — Zm+1 < 0. Entdo, nesse caso, tem-se uma nova solucdo basica factivel na forma de

(x'y,x'5, 0, ', 0,0, ...,0) com x',,,,; > 0. Substituindo em (3.9), tem-se

—_ !
z— 2o = (41— Zm+1)X ' me1 <0,

e, consequentemente, z < z, para qualquer solucdo. Deseja-se x',,,,; maior possivel. Como
x'm+1 € Crescente, as outras componentes podem crescer, permanecerem constantes, ou
decrescer. Assim, x',,,, pode crescer até x’; =0, i <m onde obtera uma nova solucédo

basica factivel, ou se nenhum x'; for decrescente, x',,,., pode crescer ilimitadamente [15].

Teorema 3.2. (Condicdo de Otimalidade) Se para alguma solucdo basica factivel

C._

; — z; =0, paratodo j, entdo a solucdo € 6tima.

A prova segue de (3.9), com qualquer solucdo bésica factivel tem-se que x; = 0 para

todo i, e, consequentemente, o valor de z na funcéo objetivo satisfard z — z, = 0 [15].

Denota-se ¢; — z; por r;, que se refere ao coeficiente de custo relativo ou custo médio

e expressa o custo relativo de uma base.

3.2 Método Simplex no Tableau

A cada iteracdo, o proximo conjunto de sistemas de equacdes lineares precisa
solucionar: Bxz = b, wB = ¢k, e By, = a,. Nesta secdo sera apresentado o formato de
tableau [13].

Seja uma solucdo bésica inicial factivel x com base B. O problema de programacéo

linear pode ser representado por (3.12):

Minimizar z (3.12)
Sujeitoa z— chxp— chxy =0 (3.13)
BXB + NxN = b (314)

Xg, Xy =0
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Multiplicando (3.14) por B~1 tem-se:

xB + B_leN = B_lb (315)

Multiplicando (3.15) por ¢ e adicionando na equacéo (3.13), tem-se:

Zz+ 0xg + (cEB™IN — cl)xy = cEB™1b, (3.16)

Sabe-se que xy = 0 e, das equacdes (3.15) e (3.16), tem-se x; = B™'be z= cLB~'h. A
partir destas equacgBes também é possivel representar, convenientemente, a atual solugdo
basica factivel com a base B nos seguintes tableaus. Representa-se z como sendo uma
variavel (basica) a ser minimizada. A linha objetivo sera referenciada como linha 0 e as
demais, como linha de 1 am. A coluna do lado direito indicara os valores das variaveis
basicas (incluindo a funcdo objetivo). As varidveis bésicas sdo indicadas na coluna da

esquerda, conforme Tabela 2.

Tabela 2 - Organizacao do problema no formato Tableau

Z | Ip Iy
rp | 0] 1 BN B~ 'b linhasde 1 am
z |1 0 | egB "N —ey | egB™'b linha 0

FONTE: Bazaraa et al, p. 126, adaptada.

O tableau no qual z e xz serdo resolvidos em termos de xy € chamado de forma
canonica. Este tableau também fornece todas as informacgdes necessarias para proceder com o

Método Simplex. Deseja-se um esquema que [10]:

1. Atualize as variaveis basicas e seus valores;

2. Atualize os valores de (z; — c;) das novas variaveis;

3. Atualize a coluna y;.
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3.3 Pivoteamento no Tableau
Segundo SALVADOR (2016), as operagfes acima podem ser executadas

simultaneamente por uma operacao de pivoteamento. Se x; entrar na base e xp,. sair da base,

entdo o pivoteamento pode ser iniciado como a seguir:

1. Dividaa linha r por y,;

2. Parai=1,2,..,me i #r, atualize a linha i adicionando a ela —y;; vezes a nova
linha r;

3. Atualize a linha 0 adicionando a ela ¢, — z; vezes a linha r. As proximas Tabelas 3 e
4 representam, respectivamente, a situacdo antes e depois da operagdo de

pivoteamento;

Tabela 3 - Tableau antes do pivoteamento

Irp, . rp, . IB.. .!'J . I -
Tp, 1 . 0 - 0 Y1 - Y1k e [,1
\ Yrk | -
sl 0 .. 1 ... 0 RN b
B, Yry r
IBmy 0 T 0 T 1 Yrmnj T Yrni: t bm
Z o .- 0 .- 0 [z—¢; -+ zo—cp - |cpb

~ FONTE: Bazaraa, et al, p: 127.

Apdbs examinar as operacdes de pivoteamento:

1. Avariavel x; entrou na base e xp,. deixou a base. Isto fica registrado no lado esquerdo
do tableau pela troca de xp,. com x,,. Para a proxima iteragdo, a nova xp,. € agora xy;

2. O lado direito do tableau representa agora os valores atualizados das variaveis basicas
b o :
(lembrando que x; = y—"). As variaveis ndo basicas possuem valor igual a zero;
rk

3. Supondo que as colunas originais das novas variaveis basicas e ndo basicas sejam
BeN respectivamente. Através de uma sequéncia de operagBes nas linhas
elementares (de acordo com as regras de pivoteamento de Gauss, caracterizada por

pivoteamento nas iteragdes intermediarias), o tableau original torna-se um tableau
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atualizado onde B é substituido pela matriz identidade (I). Assim, este novo
pivoteamento resulta em um novo tableau onde a nova B~'N abaixo das variaveis ndo
béasicas e um conjunto de (z; — ¢;) valores atualizados para as novas variaveis néo

bésicas, como também os valores das novas varidveis basicas e da fungéo objetivo.
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3.4 Aplicacdo do Método Simplex no Tableau
Considere o seguinte problema de Programagéo Linear:

Maximizar  z = 6x; + 5x,
Sujeito a x,+ x, <5
3x1 +2x, <12

X1, X, =0

Na forma padrdo, obtém-se:
Maximizar z = 6x; + 5x,
Sujeito a X1+ Xp+ x3=5
3x1 +2x, + x4 =12

X1,%X2,%3,X4 =0



Tabela 4 - Exemplo no Tableau

5

N

6 5 0 0
IND CA
X1 X2 X3 X4
|
0=1x, 1 1 1 0 5 2=5
0=x, 3 2 0 1 12 2_, | Linha
3 3
|
Cj Z] 6 5 0 0 0

0=x, 1 1 1 0 5 +
2 1
0=x 1 - 0 Z 4 -1
1 3 3 (-1
. ______________________________________________|
1
1 1 i
0:x3 0 —_ 1 - 1 1—3
3 3 3
4
3 3 3
. _____________________________________________________________________________________|
. _________________________________________________|
5=x, 0 1 3 —1 3 _2
6=x, 1 z 0 1 4 N
3 3
. _________________________________________________________________________________]
5=x, 0 1 3 —1 3
6=x; 1 0 -2 1 2

I
N
o
o
I
U

-3

27

FONTE: Elaborada pela autora.

e z; representa o produto interno entre o vetor formado por x;ex, e cada vetor

correspondente aos coeficientes das variaveis e 0s termos independentes;

e ¢; representa os coeficientes das variaveis e o termo independente;

e Realiza-se a operagao ¢; — z;;

e Ap0s este primeiro processo, escolhe-se a variavel de entrada. Esta deve apresentar o

maior valor na linha ¢; — z;, que, neste caso, € 6, correspondente a variavel x;;
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e Agora sera preciso verificar a variavel de saida. Para tanto, na coluna CA (célculos
auxiliares) realiza-se a divisdo do termo independente pelos coeficientes de x;. O
menor valor indicard a variavel de saida (x,);

e Portanto, x; entra no lugar de x, e realiza-se a proxima iteragdo; o piv0 estd na
interseccdo da linha da variavel de saida com a varidvel de entrada. Neste caso, 0
namero € 3, porém deve-se obter 1 e, para isso, divide-se a linha toda por 3;

e O passo agora é obter zero na linha da varidvel x5. Para isso, multiplica-se a linha da
variavel x, por —1 e adiciona-se a linha da variavel xs;

e Novamente escolhe-se a varidvel de entrada. Neste caso, é 1, correspondente a
variavel x, (o termo independente nao € considerado);

e Para a variavel de saida, realiza-se a divisdo do termo independente pelos coeficientes
de x,. O menor valor indicara a variavel de saida (x3);

e Portanto, x, entra no lugar de x; e realiza-se a proxima iteracdo; o pivé esta na
interseccdo da linha da varidvel de saida com a variavel de entrada. Neste caso, o
ndmero é % porém deve-se obter 1 e, para isso, multiplica-se a linha toda por 3;

e O passo agora é obter zero na linha da variavel x;. Para isso, multiplica-se a linha da
variavel x, por —% e adiciona-se a linha da variavel x;

e Realiza-se a operagdo ¢; — z;;

e Neste momento, ndo aparecem mais valores positivos para x; e x,, entdo o problema

acabou;
Observa-se que o valor maximo da funcdo objetivo é 27, sendo x; = 2 e x, = 3.

Considere um outro problema, agora envolvendo duas variaveis e que serd analisado

de forma gréfica, sendo que as solugdes encontram-se nos extremos da regido factivel.

Maximizar z = 2x; + 3x,
Sujeitoa —x;+ 2x, < 4
X1+ 2x, <6
X+ 3x, <9

X1, X >0
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Com este numero reduzido de variaveis é possivel resolver o problema através da
resolucdo grafica. Neste exemplo usou-se o software GeoGebra para encontrar a solugdo
Otima do problema.

Inicialmente encontram-se os semiplanos relacionados a cada restricdo. A regido de
intersec¢do dos semiplanos representa a regido factivel. O vetor gradiente (formado pelos
coeficientes da funcdo objetivo) € responsavel por indicar a direcdo e o sentido de
maximizacdo, ou seja, o valor da funcdo objetivo aumenta no sentido adotado pelo vetor
gradiente. Encontram-se retas perpendiculares ao vetor gradiente, as quais caminham de modo
a encontrar o maior valor da fungéo objetivo. No exemplo dado, este valor se encontra no

ponto (6, 0), onde se encontra z = 12.

Figura 17 — Resolucao grafica no GeoGebra
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4. METODO DE PONTOS INTERIORES

Desde a introducdo do algoritmo proposto por Karmarkar em 1984, os métodos de
pontos interiores tornou-se 0 método mais notavel para resolver problemas de programacéo
linear. Os métodos de pontos interiores primais-duais podem ser desenvolvidos por meio da
aplicacdo do método de Newton as condic¢des de otimalidade, partindo de um ponto interior e

desconsiderando as desigualdades [11].

Considere o problema de programacao linear na forma padréo:
Minimizar cTx
s.a Ax=b
x =0,

onde A € R™" e possui posto linha completo.

O dual desse problema é:
Maximizar bTy

s.a ATy <c,

ou ainda,

Maximizar cTx
T _
ssa Ay+z=c

z > 0.

Um ponto interior é factivel quando satisfaz todas as restri¢ces, ou seja, Ax = b e

sendo as condicdes de otimalidade primal e dual, respectivamente [8]:

b—Ax=0»b
x=0
(]
c—ATy—z=0

z = 0.
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O Método Simplex também é usado na resolucdo de problemas lineares e é o
algoritmo primal mais conhecido, além de ser barato e eficiente para problemas pequenos,
porém ¢é lento para problemas de grande porte e pode ndo convergir devido a aritmética de
ponto flutuante quando o problema analisado € muito grande, ou seja, ndo é possivel
encontrar uma solucdo 6tima através desse método. O Método de Pontos Interiores tem maior
custo computacional que o Simplex, porém apresenta-se eficiente para problemas de grande
porte, ou seja, aqueles com elevado nimero de variaveis e restricdes. Uma diferenca esta no
fato de que se caminha pelo interior da regido factivel.

A ndo negatividade das varidveis é controlada pelo tamanho do passo. Assim, vamos

rever 0 método de Newton para n — variaveis (n = 2).

Figura 18 — Comparacéo do caminho do Simplex e dos Métodos de Pontos Interiores

simplex

- onmo

pontos interiores

FONTE: Carvalho, Semana da Fisica 2017 (UFSCAR).

4.1 Método de Newton

O método de Newton para fun¢bes de uma variavel busca encontrar as raizes da funcéo,
ou seja, sendo @(x) a funcdo, pretende-se encontrar quando @(x) = 0. O desenvolvimento

encontra-se no Apéndice A.

4.2 Metodo de Newton para Fungdes de varias variaveis

O Método de Newton é uma poderosa ferramenta para a resolucdo de equagdes de uma

variavel. Esse método, contudo, pode ser utilizado em problemas mais complexos, como na
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solucéo de equacOes do tipo Ax = b, em que x e b sdo vetores e A € uma matriz. Portanto, €
possivel generalizar o Método de Newton para a resolucdo de sistema de equacfes de vérias

variaveis, conforme desenvolvimento no Apéndice B.

4.3 Método Primal — Dual Afim Escala

O método primal — dual consiste em resolver um sistema trabalhando,
simultaneamente, na forma primal e dual, ou seja, ao encontrar uma solucdo para o dual,
encontra-se para o primal. Originalmente [15], 0 método primal — dual foi desenvolvido para
resolver um tipo especial de problema linear, decorrente de problemas de fluxo de rede, e
continua a ser o mais eficiente procedimento para esses problemas (para programas lineares
gerais, 0 método dual — Simplex é mais frequentemente usado).

Considere um problema em sua forma primal [16]:

Minimizar c¢Tx
Sujeitoa Ax=b

x = 0.

O dual correspondente pode ser escrito na forma:

Maximizar b7y
Sujeitoa ATy+z=c

z = 0.

em que y é o vetor de multiplicadores de Lagrange, y € R™ ez € R™ é o vetor dual de
folga. Assumindo que os problemas primal e dual satisfazem a condi¢cdo de ponto interior

(CPI), ou seja, ha um ponto x,, v, z, tal que:
Axo = b, Xo > 0, ATyO + Zyg = C, Zy >0
O Método Primal — Dual Afim Escala busca a solugéo através de variantes do Método

de Newton as condicbes de otimalidade e modificacdo do tamanho do passo para manter 0s

pontos interiores.
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As condigOes de otimalidade do problema sé&o:

Factibilidade Primal Ax = b,x > 0;
Factibilidade Dual ATy + z = ¢,z = 0;
Condic¢oes de Complementaridade XZe = 0,

onde X é uma matriz diagonal dada pelos componentes do vetor x, isto é, X = diag(x). O
mesmo para a matriz diagonal Z = diag (z)ee = (1, ...,1,...,1) € R™ é um vetor unitario.

Resumidamente, as condigdes de otimalidade s&o escritas da seguinte forma [9]:

Ax —Db
fx,y,2) = (ATy+Z—c> = 0.
XZe

Aplicando o Método de Newton a este sistema de equagdes, encontra-se:

6 y,2) = (x%°,2%) — (J (x°y°2%) F(x°¥°,2°) = (x°y°,2%) — d°
onde,
0

Ax —b p
- fx,y,2z)=— <ATy+Z—c>= rc? ro.
XZe TC?

A dire¢do do Método de Newton aplicada as equacdes f(x, y, z) torna-se:

A 0 0\/4 T

J (x°,9°,29d° = <0 AT ] > dy |={r2)
70 0 x9/\ 4o 0
Z a

logo,

dy A 0 o\ /%
d’=|dy =(0 AT 1) rd ).

zZ° o0 Xx°
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O Método Primal — Dual Afim Escala pode ser resumido por:

e Dado um ponto interior (x°,v°,z%), onde (x°,z% > 0, tem-se, parak = 0,1, ...,n.

re =b — Axk
rk=c— ATyk — z¥
T8 =—X*Zke

O controle de passos serve para garantir que 0s pontos permanecam no interior da

regido factivel. Usa-se um escalar a, com 0 < a < 1, para encontrar o tamanho do passo

primal (a,’,f) e do passo dual (a¥), fazendo o processo até convergir [9].

k+1 — .k k gk
x = x" + apdy
k+1 — ok k gk
y<rt = y' + agdy

ZKH = ZK 4+ akdk.

O critério de convergéncia é baseado nas condicGes de otimalidade:

| xtz

1+ ctx+ bty

b —Axll
1+ |Ipll =~

— ATy —
lle— ATy —zl _
L+ lell

)

onde € é a tolerancia desejada e x‘z uma medida da condicdo de complementaridade.

O tamanho do passo aj e a é calculado da seguinte forma:

x
k

k — 3 — i
pp - mlndxl<0 dxlk’
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K = min —x—lk
pd dZ1(<0 dxgcl

Os valores de pj e pX representam o tamanho de passo méaximo tal que a primeira

variavel de x e z e se anulem, respectivamente.

Logo, o tamanho do passo sera obtido multiplicando p por um pardmetro 7 € (0, 1):

af = min(1,7p))
al =min(1,7p%),

0 que garante que nenhuma varidvel de x ou z se anule. Na pratica, adota-se T = 0,995.

Assim, 0 passo € limitado ao tamanho méximo 1, correspondente a um passo de Newton.
4.4 Metodo Primal — Dual Classico

Os Métodos de Pontos Interiores se caracterizam por conter as soluc6es no interior da
regido factivel, portando, a partir de um ponto escolhido, caminha-se pelo interior da regido
até encontrar a solugdo 6tima.

No Meétodo Primal — Dual Afim Escala as variaveis (x,z) se aproximam muito
rapidamente dos extremos da regido factivel. J& no Método Primal — Dual Classico ocorre um
perturbacdo (u) nas condigdes de complementaridade, evitando essa aproximacao.

A ideia béasica do método de pontos interiores Primal — Dual Classico é substituir a
equacdo XZe = 0 pela equacdo parametrizada XZe = pe. Assim, temos as condigdes de

otimalidade perturbadas dadas por:

Ax =b,x =20
ATy+z=cz >0 (4.3)
XZe = e,

em que u € um parametro positivo denominado de barreira.
Se a condicdo e satisfeita, entdo o sistema (4.3) possui uma unica solucéo para u > 0.
Pode-se observar que, quando u se aproxima de zero, temos uma solucdo Gtima para oS

problemas primal e dual.
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Aplicando o método de Newton ao sistema (4.3), a partir de um ponto interior dado,

temos o seguinte sistema linear de equagdes:

A 0 0]]9% )
0 AT 1||dy =[rd] (4.5)
Z 0 Xxlla, T

em que 1, =b—Ax; ry=c— A"y —z; 1. = pe — XZe, e denominadas de folga primal,
folga dual e folga de complementaridade, respectivamente.
O Meétodo Primal — Dual Classico resolve o seguinte [9] sistema de equacdes nao

lineares a cada iteracéo:

b—Ax* =0
c— Atyk — zk =0
puke — Xkzke =0,

onde u* é é um pardmetro que varia a cada iteracdo u* — 0 quando k — . As Unicas

alteracbes do método primal — dual cléssico em relacdo ao método afim — escala sdo a
k
substituicdo de 7% por rf = u*e — X*Z¥e e o calculo da perturbacio u* = o* % onde

k
y® = xtz, o € (0,1). O valor de y; seria uma “medida” da distancia média de um ponto a

uma solucéo 6tima.
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5. APLICACAO DE PROGRAMACAO LINEAR NA RADIOTERAPIA

5.1 A Descoberta dos Raios — X

Wilhelm Conrad Rontgen foi professor de Fisica na Universidade de Wurzburg na
Bavaria, Alemanha. Em 8 de novembro de 1895, ele descobriu uma nova espécie de radiacédo
produzida pela passagem de uma corrente elétrica por um tubo de vidro sob vacuo, um tubo
de Crookes coberto por uma blindagem de papelao preto. Embora invisivel a olho nu, chamou
a atengdo por produzir fluorescéncia ao incidir sobre um papel impregnado por platino —
cianeto de bario, produzindo uma linha preta no papel. Mais impressionante era a capacidade
destes raios de atravessar corpos solidos (madeira, papel, partes do corpo humano), com
maior ou menor intensidade, dependendo da natureza do material. Em 28 de dezembro de
1895, seu trabalho “Sobre uma nova espécie de raios” foi submetido para publicacdo e
descreve, de forma sucinta e objetiva, a sua descoberta. No texto, Rontgen afirma ter
empregado a letra “X” para, de forma sucinta, dar uma denominagdo a essa nova forma de
radiacéo [17].

No dia primeiro de janeiro de 1896, Rontgen enviou cerca de 70 cartas para 0os mais
conhecidos fisicos da Alemanha, Suica, Austria, Holanda, Franca, Inglaterra e Suécia. Nelas,
continham separatas de seu trabalho e a foto da primeira radiografia humana, da méo de sua
esposa, conforme Figura 19. Em 1901, em decorréncia de sua descoberta, Rontgen recebeu o

primeiro Prémio Nobel em Fisica.

Figura 19 - Radiografia da mé&o de Anna Bertha Ludwig, esposa de Rontgen, tirada em 22 de
dezembro de 1895.

FONTE: Martins, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Vol. 20, p.380.
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5.2 Cancer e o Tratamento por Radioterapia

O Cancer é responsavel por mais de 12% de todas as causas de 6bito no mundo, o0 que
corresponde a mais de 7 milhdes de pessoas anualmente. De acordo com estudos, estima-se
que no periodo de 2016 a 2017 havera cerca de 600 mil casos novos de cancer, sendo,
aproximadamente, 180 mil de cancer de pele ndo melanoma. O perfil epidemioldgico
observado assemelha-se ao da Ameérica Latina e do Caribe, onde os canceres de prdstata (61
mil) em homens e mama (58 mil) em mulheres serdo os mais frequentes. Excetuando-se 0s
casos de cancer de pele ndo melanoma, os tipos mais frequentes em homens serdo prdstata
(28,6%), pulmao (8,1%), intestino (7,8%), estbmago (6%) e cavidade oral (5%). Nas
mulheres, os canceres de mama (28,1%), intestino (8,6%), colo do utero (7,9%), pulméo
(5,3%) e estdmago (3,7%) figurardo entre os principais [18, 19].

O corpo humano é formado por células organizadas em tecidos e 6rgdos. As células
normais se dividem, amadurecem e morrem, renovando-se a cada ciclo. O cancer se inicia
através de uma mutacdo genética no DNA da célula, onde o mecanismo de controle do
crescimento normal da célula é alterado, ou seja, ha um dano em um ou mais genes de uma
Unica célula. Assim, a célula se divide descontroladamente e produz novas células anormais.
Se os sistemas responsaveis por destruir e limitar essas células anormais falham, as novas se
tornam cada vez mais anormais, eventualmente produzindo células cancerosas. Estas se
dividem bem mais rapidamente e, geralmente, sdo bem desorganizadas. Com o tempo, podem
formar uma massa de tecido chamada tumor, proveniente do empilhamento das células.

O termo “estadio” € usado para descrever a extensdo ou a gravidade do cancer. No
estadio inicial, a pessoa possui apenas um pequeno tumor maligno. No avan¢ado, o tumor,
maior, ja pode ter se espalhado para as areas préximas (linfonodos) ou outras partes do corpo
(metéstase), formando tumores satélites, distantes do tumor original. Para determinar a chance
de cura do cancer (prognostico), os médicos consideram varios fatores, inclusive o tipo e o
estadio do cancer [18].

Essa doenca pode ser tratada através de quimioterapia, radioterapia, cirurgia ou até
mesmo a juncdo de mais de um tipo de tratamento. A radioterapia utiliza os raios — X com a
finalidade de aliviar os sintomas da doenca, erradicar, interromper o crescimento e a
reproducdo de células tumorais.

Do critério matematico, a radioterapia consiste em aplicar a maior quantidade de

radiacdo possivel no local afetado pela doenca, de forma a obter maior eficacia na destruicéo
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das células tumorais e, a0 mesmo tempo, evitar, ou minimizar, a radiacdo nas células vizinhas,

as quais compdem os chamados tecido criticos e tecidos saudaveis.

5.3 Elaboracédo do Modelo Matematico

Quando um paciente diagnosticado com cancer necessita de tratamento por
radioterapia, precisa se submeter a uma série de exames a fim de definir o local do tumor, a
forma e o volume. S&o feitos exames de tomografia computadorizada para uma coleta segura
de dados e, na Radiocirurgia, ha uma associacdo da tomografia computadorizada e da
ressonancia magnética [10].

Com base nos dados levantados, o médico radioterapeuta fica responsavel por
prescrever a dose a ser recebida no tumor e o volume a ser irradiado. Juntamente com um
fisico, o radioterapeuta pode, através da analise das curvas de isodose, indicar qual o melhor
tipo de tratamento e a técnica a ser utilizada.

Com os exames realizados, 0 médico consegue selecionar as estruturas de interesse,
além de prescrever qual a dose minima que podera ser aplicada na regido do tumor e quais as
doses maximas que os tecidos criticos e a regido saudavel podem receber. Uma dose inferior
ndo promove a morte da célula cancerosa e uma dose alta pode prejudicar os tecidos vizinhos.

Figura 20 - Imagem de tomografia computadorizada com estruturas selecionadas.

> Regido saudavel

> Regido critica

> Regido do tumor

FONTE: Fernandes, p. 53.

Suponha que cada orgao esté dividido em pixels, onde cada pixel representara parte do
tecido saudavel (regido saudavel e regido critica) ou do tumor em um orgdo doente. Seja m; 0
numero de pixels do tumor, m,; 0 nimero de pixels da estrutura critica e m,; 0 nimero de

pixels restantes (regido saudavel) [11]. Considere m o numero total de pixels, entéo:
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m = mT + mC + mG
Cada pixel € relacionado a uma densidade eletronica e recebe coordenadas especificas

(i,)), as quais serdo usadas na criacdo do planejamento conformacional ou planejamento 3D

do tratamento, conforme verifica-se na Figura 21 [10].

Figura 21 - Imagem dividida em pixels.
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FONTE: Fernandes, p. 54.

Denominando de R o subconjunto de posi¢des onde se encontra tecido critico
(saudavel), ou estrutura critica, e de N o subconjunto de posi¢fes onde se encontram 0S
demais tecidos saudaveis, é possivel formular um modelo com pondera¢Ges em cada regiao
do paciente, privilegiando ou penalizando algumas areas quanto a quantidade de dosagem a
ser recebida.

Suponha uma matriz de pixels de ordem nxn, e que os angulos avaliados sao
(61,0,,05,...,0,). Além disso, supGe-se se que cada angulo esta composto por 7 sub-raios.
Os sistemas de tratamento modernos sdo capazes de realizar combinacGes complexas entre

estes sub-raios. A geometria de um modelo usando raios elementares, onde n = 2,

p =4 en =4 esta indicada na Figura 22. Os intervalos entre os angulos séo % e 0 angulo

inicial é (usualmente) zero [9].



Figura 22 - Geometria de uma imagem de pixel 2 x 2 com angulos %,—, e —.
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FONTE: Holder, p. 3.
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No planejamento de tratamento, apds definidas as coordenadas (i, ) dos pixels, com

1<i<mnel<j<n,,calulase a dose total D ;, a ser recebida pelo paciente em

cada pixel de coordenadas (i,j). Assim é possivel estimar a dose a ser recebida em cada

tecido do paciente (critico, saudavel e tumor), na regido a ser tratada, com a condi¢do de ndo

exceder a dose suportada pelos tecidos criticos e saudaveis, além de emitir a dose necessaria

para eliminacdo do tumor [10].

Uma formulagdo para programagéo linear consiste em minimizar a dose total emitida

sujeito a um limite inferior da dose na regido do tumor [11]. Este modelo pode ser

representado por:

m m
minimizar f = z z D;;

sujeito a D;j =

=1 j=1

n

Z wp AL Y (i, ))

p=1
Il < Djjv(i,j)er

w =0
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onde,

D;; representa a dosagem total recebida pelo paciente na posi¢éo (i, j);
A;; representa a dosagem nominal emitida pelo raio p na posicao (i, j);
w representa a ponderacao da dosagem emitida pelos raios;

[ representa a dosagem minima a ser recebida pelo tumor;

I' representa o subconjunto de posi¢Ges onde se encontra o tumor;

n representa o nimero de raios;

m representa 0 nimero total de pixels.

Apo6s delimitar as estruturas envolvidas na radioterapia, elabora-se um plano de
tratamento de forma a administrar a dose de radiacdo no tumor, buscando a homogeneidade
do plano de tratamento, de acordo com a determinacdo da prescricdo de dose nas regides de
interesse [10].

De modo mais criterioso, seja xq,; a dose ao longo do i-ésimo sub-raio do a-ésimo
angulo (@ =1, 2, ..., p) € dpq,) € distancia entre o sub-raio x,; € a imagem do pixel p.
Definimos A, . como o produto de e Mwai) ¢ g drea geométrica (S) comum a ambos 0s

sub-raios x4 ;y € 0 pixel p [9].
Apai = Se Hdwai

Na Figura 20, o raio hachurado correspondente a x4 ) atinge a metade do pixel 3 e a

c oA s . . . 3V2 .
distancia deste pixel a este raio elementar é %— (supondo que cada pixel tenha a mesma

3v2
largura igual a 1). Consequentemente, A qz) = %e‘T“. Os componentes da matriz de

propagagao dos raios, denotada por A, sdo A 4.y, Onde as linhas de A sdo indexadas por p e

as colunas sdo indexadas por (a,i). O fator e #%wad mede atenuacio da radiacdo sobre o
tecido, e os valores deste coeficiente de atenuacdo (1) dependem da energia do raio. O
coeficiente de atenuacéo define a caracteristica do tecido, ou seja, relaciona-se a densidade do
tecido. Considere, como exemplo, 0 Raio-X: quanto menor a densidade do tecido menor o
coeficiente de atenuagdo, portanto, queimara mais o filme e, consequentemente, este ficara
mais escuro; quanto maior a densidade do tecido, menor o coeficiente de atenuagéo, portanto,

queimara menos o filme ficando mais claro.
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A estrutura da matriz A de deposicéo de dose esta representada na Tabela 6 e a matriz

dose de propagacao sem atenuacdo (u = 0) referente a Figura 20 esta indicada em (5.1).

Tabela 5 - Estrutura da matriz de deposicao de dose A

(a,1)
— a 1 2 k
— 1 [1]2 n|1]|2 1 1|2 n
P 1
2
‘”1[ Pt
111
FONTE: SALVADOR, p. 51
I v 1 1 4 1 1 o 1 1 - 11 ]
00t loltlollopoolly
1 1 n 1 1 - 1 1 - 1 1
1 1 1 1 n 1 1 4 1 1 g
0fitoooilollolloo
11 - 1 1 - 1 1 o 1 1
tltoo0oo0ttoooiliollo
B B (5.1)
Os elementos de x podem ser ordenados da seguinte forma [9]:
a1 X@2) - Xar X@1) e Xy o XeD o Xen)

Assim, a dose de radiacdo no pixel p é 0 p — ésimo componente de Ax.

A matriz de propagacdo da dose permite modelar os limites superior e inferior da
radiacdo para algum pixel na imagem, porém é uma tarefa complexa. Por exemplo, um plano
de tratamento pode prescrever que o tumor ndo receba menos do que 80 Gy e alguma
estrutura critica ndo receba mais do 40 Gy, onde Gy é a dose absorvida, usualmente medida

em joules por quilograma (J/kg), denominada gray (Gy).
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A maioria das pesquisas tem utilizado modelos de otimizag&o com restrigdes lineares,
com uma das duas fungdes objetivo mais evidente, maximiza¢do da dose no tumor ou
minimizacao da dose na estrutura critica. Uma vez que esta maximizacao leva geralmente a
altas doses, outros trabalhos buscam maximizar a dose minima do tumor ou minimizar a dose
maxima da estrutura critica [9].

As metas listadas abaixo indicam que este problema tem uma grande quantidade de

parametros a considerar na decisao do que seria desejavel para um plano de tratamento:

e Transmitir uma dose uniformemente letal na regido do tumor;

e Transmitir uma radiagdo tdo pequena quanto possivel na estrutura critica;
e Obter uma dose total tdo pequena quanto possivel;

e Reduzir a frequéncia de doses altas fora da regido do tumor;

e Controlar o nimero de raios utilizados no plano de tratamento.

O objetivo mais comum adotado na pratica consiste em transmitir a maior radiacdo
possivel no tumor, porém estes objetivos devem ser evitados. Normalmente, altos niveis de
radiacdo podem conduzir uma grande soma de necrose, e o corpo humano tem dificuldade na
eliminacdo de um grande volume de tecido morto. Além disso, células doentes estdo
distribuidas entre tecidos saudaveis. Consequentemente, uma dose letal uniformemente
distribuida na regido do tumor é crucial para o sucesso do plano de tratamento, pois, uma dose
inferior permite que a célula cancerosa sobreviva, enquanto uma dose superior pode ter
efeitos altamente indesejaveis nos tecidos vizinhos [9].

Na busca de doses uniformes, Holder propés um modelo de otimizagéo linear para
auxiliar no planejamento 6timo da Radiocirurgia. No modelo, a matriz de deposicao de dose

A é dividida em trés partes:

A= |Ac|. (5.2)

As linhas da matriz de deposicao de dose sdo reorganizadas de forma que:

e T estarelacionado ao conjunto de pixels que compreendem a leséo ou tumor;



70

e ( esta relacionado ao conjunto de pixels compreendidos pelo tecido critico ou érgéos
de risco;

e ( estarelacionado ao conjunto de pixels do tecido saudavel.

Como a imagem seccional da Tomografia Computadorizada é convertida em uma
matriz de pixels, entdo, no modelo apresentado, a prescricdo da dose é dada em forma de
vetor e definida por quatro limites com a seguinte notagao:

e u, representa o vetor de limite superior para radiacdo no tumor (u; € R™T);
e [, representa o vetor de limite inferior para radiacdo no tumor (I, € R™T);
e u, representa o vetor de limite superior para radiacdo na estrutura critica (u. €

R™Me);

e u, representa o vetor de limite superior para radiagdo no restante de tecido saudavel

(ug € R™0).

Observa-se que 0 < I, < u;, u, =0ewuy, =0.

Na analise dos limites inferior e superior é preciso considerar um erro associado,
denominado nivel de uniformidade do tumor. Logo, supondo que t, represente a meta
estabelecida para uma célula, entdo u, e [, sdo, geralmente, (1+ &)t, e (1— &)ty
respectivamente, em que & representa a porcentagem da variacdo para a dosagem do tumor,
ou seja, o erro associado. Valores usuais de € vao de 0,02 a 0,15.

As linhas da matriz de deposicdo de dose [10] sdo reagrupadas nas linhas que
representam as regides cancerosas, as estruturas criticas e o restante de tecido saudavel. Esta
reordenacdo é representada pelas submatrizes A;, Aq e A; conforme indicado em (4.2). Os
subfeixes que ndo atingem o tumor sdo removidos pela eliminagdo das colunas de A que tem
0 vetor zero na coluna correspondente da submatriz A;. Assim, sem perda de generalidade,
considera-se que a matriz Ay ndo possui colunas nulas. Portanto, tem-se A € R™*™, A, €

RMTI A€ RMCEN e Ao € RMGIT,

5.4 Modelo de Programacao Linear

Holder prop6s um modelo que admite um conjunto de restri¢fes sobre as limitacGes de

quantidade de dose em cada tipo de tecido. Este modelo incorpora restricdes elasticas e,
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quando resolvidas pelo método de pontos interiores, produzem planos favoraveis. Representa-
se a funcdo objetivo pela soma ponderada de trés metas:
e [Tt, que mede o quanto falta para que o plano encontrado consiga aplicar a dose
minima na regido do tumor;
e ulc, que mede a quantidade de radiacdo acima da prescrita recebida pela regido
critica;
e ujg, que mede a quantidade de radiagdo acima da prescrita nos demais tecidos
saudaveis.

O escalar positivo w pondera a importancia da formulacdo de um plano que obtenha a
dose minima na regido do tumor, isto é, valores grandes de w forcam It a ser tdo pequeno
quanto possivel. Seria desejavel que existisse valor para um finito w > 0 tal que o valor
6timo da componente [Tt fosse zero, o que garantiria ao tumor receber o nivel de radiacéo
necessario para sua eliminacao.

O modelo proposto por Holder pode ser representado pela seguinte formulagéo:

Minimizar wl™t+ ufc+ ugg
Sujeitoa l;—Lt < Arx < u,
u.+ Ucc (5.3)

e
S
=
IA

oS
S
=
IA

ug + Ugg

o
INA

Lt <1,

—u, < Ucc

onde,

e w é um escalar positivo;
x representa a dose do sub — raio que entra na imagem para alcancar o pixel p,x €
ERTL.

t:t€e R, t >0;

c:c € R™Mc;

g:g € R, g =0.



72

As restricoes [, — Lt < Arx, Acx < uc+ Ucc e Agx < ug+ Ugg sdo
denominadas elasticas, pois seus limites podem variar de acordo com os vetores t,ce g,
respectivamente. As matrizes L,U. e U; definem como medir a elasticidade, e [,u. e u,
controlam a penalizac¢do ou recompensa com relagéo a elasticidade.

Valores fixos de L,Uc, Ug, L, u. e uy definem um conjunto de func@es elasticas. E

estas séo incorporadas pelas seguintes razoes:

1. A restricdo elastica garante que qualquer conjunto de fungGes elasticas, (5.3) é sempre
estritamente factivel;
2. A diferenca dos limites nas funcdes elésticas nos permite incorporar diferentes objetivos de
tratamento.
Considerando que conjuntos diferentes de funcdes elasticas determinam diferentes
filosofias de tratamento, a interpretacdo do modelo (5.3) depende da escolha deste conjunto.
Em [20] foram propostas as seguintes escolhas: analise média e analise absoluta.

Na analise média,

l= —e,ondel € R™T

mr
1

uc = —e,onde u; € R™¢
mc
1

u; = —e,onde u; € RMa
mg

L= 1,ondel € RMr*mr
Uc = I,onde U; € R™Mcx™Mc
U; = I,onde U; € R™MGX™MG

sendo I a matriz identidade. Esta escolha possui 0s seguintes objetivos:

e Minimizar a dosagem média recebida pelo tumor dentro do limite prescrito;
e Minimizar a dosagem média da radiacdo que a estrutura critica recebe;

e Minimizar a dosagem média que o tecido saudavel recebe.

Na analise absoluta,

l = ey, ondel € R™T
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Uc = em,,ondeuc € R™C

UG = e, ondeug € R™ME

L= ey, en,,ondeL € R™
Uc = emgemonde Ug € R™c

Us = epgemg onde Ug € R™E
Esta escolha tem o0s seguintes objetivos:

e Minimizar a dosagem maxima recebida pelo tumor dentro do limite prescrito;
¢ Minimizar a dosagem maxima da radia¢do que a estrutura critica recebe;

e Minimizar a dosagem méaxima recebida pelo tecido saudavel.
5.5 Propriedades das Restricoes Elasticas

Definicdo 5.1: A prescricao (uy, Iy, u., ug) admite a uniformidade do tratamento do tumor se

existe um plano, x > 0,tal que l; < Arx < uq.

Teorema 5.1: Seja (x*(w), t*(w), c*(w), g*(w)) uma solucéo 6tima de (5.3). Para qualquer

conjunto de fungdes elasticas temos que ITt* = 0 (%) desde que a prescricdo admita a

uniformidade do tratamento do tumor. Demonstracéo em [20].

Este teorema mostra que se a prescricdo do tratamento € vidvel, o déficit de radiacdo
no tumor é uniformemente limitado pelo inverso de w. Utilizando este resultado é possivel,
resolvendo apenas um problema de programacéo linear, interpretar o resultado e concluir se

existe um tratamento que atende a prescricéo violando ou néo os limites u, e u, [20].

5.4 Um estudo sobre a aplicacdo dos Métodos de Pontos Interiores ao Modelo de

Tratamento por Radioterapia

Nesta sessdo serd apresentado um estudo sobre a aplicacdo dos Métodos de Pontos
Interiores Primais — Duais ao modelo de programacéo linear (5.3). O problema proposto
apresenta desigualdades nas restrigdes. Para resolver um problema de programacéo linear é

necessario deixa-lo na forma padréo, ou seja, contendo apenas restrigdes de igualdade.
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Como a imagem esta em pixels, os limites de dose devem ser divididos pela
quantidade de pixels dos respectivos 6rgdos, para garantir a uniformidade das doses [21].

Portanto, os valores de limites de dose na funcéo objetivo serdo dados por:

1
l=—e
mr
1
u. = —e
C mC
1
u, = —e
97 mg

emquel € R™T,u. € R™C, u;, € R™G e e = vetor unitario.
Seja Apx = a, substituindo a restricdo canalizada por [, —t <a < u; como

L=1U.=1eU, =1, obtém-se o seguinte problema:

. . . T 1 T 1 T
Minimizar w—e't+ —e'c+ —e'g
mr mc mg

Sujeito a a+ s, = u
at+t— s =1
Arx—a=0 (6.1)
Acx — s;,—c=0
Agx — g+ sy =uy
t+ s, = u;

(t, €, 9, %, Sy, S1 Se» Sg St) >0

Desse modo obtém-se a seguinte matriz de restri¢Oes:

a
X
I 00 0011 00 0O t Uy
/101 OOO—IOOO\C /lt\
i=f A 00 00O 00O O O/l 9(_10
0 4c 0 =1 00 01 00| |su|™|0] (6.2)
OAG00—100010/51 uc/
007l 0O0OO OO0 O0 I Se Uy
Sg
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O sistema a ser estudado esté representado abaixo:

( de+ ds, = 11
dg+ di— ds, =1,
—d, + Aid,, = 135
Acdy — dc+ dg, =1
Agd, — dg + dsg = I3
di + ds, = 1%
—dy, t dy, — dy, =
Ad,, — Abdy, — Abd, + d,, = T
dyg —dy, + d,, =19
dy .+ dy, = Mo

I

9
dyg + de = N1

Yudsu + Sudyu = T2

YldSl + Sldyl = T3

chsc + Scdyc = T4
Ygng + Sgdyg = Tis

YtdSt + Stdy't = Tie

Zxdx + Xde = 17

tht + szt = TIis

Wed. + dew = To9
\ Wydg + deg = To.

No préximo capitulo serd mostrado um estudo sobre os resultados computacionais dos

métodos estudados.
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6. ESTUDO SOBRE OS RESULTADOS COMPUTACIONAIS
6.1 Método Simplex

O processo inicial é a indicacdo, pelo médico, do tratamento de céancer por
radioterapia. Em seguida, o paciente faz um exame de tomografia computadorizada e as
imagens sdo analisadas para dimensionar o tumor e localizar a regido tumoral, a critica e a
saudavel, para possibilitar a determinagdo da dose a ser administrada no tumor (t,). A divisdo
em pixels permite separar as regides relacionadas e possibilita elaborar a matriz A =
[Ar Ac Ag]T. Para a construcdo das matrizes de deposicdo de dose para o tumor, para as

estruturas criticas e tecido saudavel, utilizou-se a Tabela 6.

Apap = SeHiwad

Xan Xaz - Xan X@y - Xep - Xen o Xen)]

No trabalho apresentado por [22], analisou-se um paciente hipotético que possui um
tumor esférico de 15 mm de didmetro, cercado por um tecido critico, exemplificando um
tumor da medula espinhal, onde ha dificuldade no planejamento devido ao céancer ser
completamente cercado por uma critica estrutura [9].

Segundo [22], foi indicado um tratamento de radioterapia com a seguinte orientacao:

e Dose de tumor de 80 Gy (quantidade de energia absorvida de radiacdo ionizante para a
unidade de massa);

e Mudanca percentual € = 2%;

e Dose maxima na estrutura critica: 40 Gy;

e Dose maxima no tecido saudavel: 60 Gy;

e w=0,1ew = 40 (dois valores para comparacao).

Os demais valores utilizados estdo na Tabela 7.
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Tabela 6 - Valores referentes a prescri¢éo de dose

Valor adotado Gy

Us 81,6
L 784
U 10
Uy 60
Ty 80

FONTE: Salvador, p. 58

A lesdo considerada contém quatro pixels (2 x 2 pixels) e o tecido critico ao redor da

lesdo compreende 16 pixels (4 x 4 pixels). O sistema de planejamento desenvolvido usa uma
grade de 16 x 16 pixels, com quatro angulos de O,E,ne 37” graus, em que cada feixe €

composto por 6 sub-feixes. Para melhorar o desempenho computacional, foram restringidas
somente as regides que tendem a formar pixels quentes, que sdo os pixels que receberdo
radiacdo, sendo a estrutura saudavel com 36 pixels. Os pixels que ndo véo receber radiacdo
séo chamados de pixels frios [10].

A funcdo objetivo de (6.1) é a soma de trés metas: alcancar uma dosagem
suficientemente alta para eliminar a lesdo e ndo exceder a dose maxima nos tecidos criticos e
saudaveis. A Tabela 8 resume os resultados numéricos obtidos quanto ao valor da funcéao

objetivo, nimero de iteracOes e tempo de execucao em segundos [22].

Tabela 7 - Resultados numéricos da otimizacdo da funcao objetivo (6.1)

Variaveis w=0,1 w =40
Valor da funcéo objetivo 2,9553 x 107 12,9800 x 107°
Iteracbes 38 38
Tempo 0,010718 s 0,01147 s
Tolerancia 1,0x107¢ 1,0x107¢
Excesso de dose no tumor 0,1232x107¢ 0,1133x10°°

Excesso de dose no tecido critico  0,1142 x 107 0,1242 x 10~
Excesso de dose no tecido saudavel 0,0045x 10~ 0,0045 x 10~

FONTE: Salvador, p. 59. Adaptado pelo autor.
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O peso de w decide a importancia da uniformidade da dose no tumor, ou seja, 0
aumento de w aumenta as chances de alcancar um plano de tratamento com dose tumoral

uniforme.

6.2 Métodos de Pontos Interiores

O processo inicial do tratamento por radioterapia € o0 mesmo utilizado no subcapitulo
(6.1), em que o paciente precisa fazer uma tomografia computadorizada e as imagens devem
ser analisadas para, posteriormente, ser dividida em pixels para resolver o problema. Adotou-
se 0 trabalho realizado por [9] para apresentar os resultados computacionais provenientes de
um tratamento por radioterapia em que se usou 0 método de pontos interiores.

Nos experimentos apresentados pela autora foram utilizados dois problemas. O
primeiro € um exemplo teste pequeno de 16 pixels e 0 segundo, com 4096 pixels, baseado em
um problema real obtido na pagina www.trinity.edu/aholder/research/oncology/.

A Tabelas 9 contém os resultados obtidos quanto ao numero de iteracdes e tempo de
execucao em segundos, respectivamente, para 0 método primal — dual com e sem Cholesky.
Vale lembrar que sera possivel usar Cholesky somente em matrizes simétricas definidas

positivas.

Tabela 8 - Resultados obtidos pelo método primal — dual

Método Matriz Iteragdes Tempo (segundos)
] 16 pixels 12 0,05
Primal — dual com Cholesky )
4096 pixels 14 75,3
) 16 pixels 12 0,05
Primal — dual sem Cholesky ]
4096 pixels 14 76,3

Fonte: CID, p. 56 e 57. Adaptado pelo autor.

6.3 Comparacéo entre o Simplex e os Métodos de Pontos Interiores

Foram analisados dois trabalhos envolvendo o planejamento 6timo da radioterapia, um
embasado no método dual-simplex e outro, nos métodos de pontos interiores (primal — dual).
O problema foi resolvido em um Microcomputador Macbook — pro, processador 2,5 GHz, i5,
4 GB de memoria, 1600 MHz, DDR3, implementado em Matlab 14.
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As Tabelas 10, 11, 12 e 13 apresentam uma comparagao entre dois métodos.

Tabela 9 - Comparacdo entre os resultados dos métodos Simplex e Pontos Interiores

Método Matriz Iteracbes Tempo (segundos)

] 16 pixels 12 0,05
Primal — dual com Cholesky )

4096 pixels 14 75,3

) 16 pixels 12 0,05
Primal — dual sem Cholesky )

4096 pixels 14 76,3

Método Simplex 156 pixels 38 0,01

FONTE: CID, p. 56 e 57. Adaptado pelo autor.

Tabela 10 - Comparacdo entre os resultados dos métodos Dual Simplex e Pontos Interiores
para um problema com 342 pixels

Método Dual Simplex IPM
Iteracdo 12 12
Tempo 4535522 x10 s 2.307250 s
Obijetivo de funcéo 3.042952 x 10 °  3.042952 x 10
Excesso de dose no tumor 4.153469 x 10 4.153469 x 10

Excesso de dose de tecido 6 6
" 7.304035 x 10~ 7.304035 x 10"
critico

Excesso de dose em tecido o o
) 9.863899 x 10~ 9.863899 x 10~
saudavel

FONTE: Salvador, et al.
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Tabela 11 - Comparacéo entre os resultados dos métodos Dual Simplex e Pontos Interiores

para um problema com 747 pixels

Método Dual Simplex IPM
Iteracéo 13 13
Tempo 7.352247x 10" 9.160095 x 10 *
Obijetivo de funcéo 3.000177x10°  3.000177 x 10

Excesso de dose no tumor
Excesso de dose de tecido
critico

Excesso de dose em tecido

saudavel

3.809950 x 10 ®°

6.134144 x 10 ®

7.212216 x 10 ®

3.809950 x 10 ®°

6.134144 x 10 °

7.212216 x 10 ®

FONTE: Salvador, et al.

Tabela 12 - Comparacdo entre os resultados dos métodos Dual Simplex e Pontos Interiores

para um problema com 3718 pixels

Método Dual Simplex IPM
Iteracdo 24 24
Tempo 2.754705 s 2.738810 s
Obijetivo de funcéo 1.258780x 10 ®  1.258780 x 10

Excesso de dose no tumor
Excesso de dose de tecido
critico

Excesso de dose em tecido

saudavel

3.318770 x 10 °

2.010262 x 10 ®

4522237 x 10’

3.318770 x 10 °

2.010262 x 10 ®

4522237 x 10’

FONTE: Salvador, et al.

Observa-se que ambos os métodos apresentados na Tabela 10 conseguiram minimizar
a funcdo objetivo, pois todos convergiram. Porém, o tempo do Simplex foi menor quando
comparado ao método aplicado a matrizes menores, ou seja, com menor numero de pixels.

O numero de iteracbes bem mais elevado no Simplex pode ser explicado pelo fato que
ele procura apenas por solugdes basicas (solu¢bes ndo nulas), que resulta em iteragdes mais
baratas, 0 que ndo ocorre nos Pontos Interiores, em que as solu¢bes ndo precisam ser basicas
[10].
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Nas Tabelas 11 e 12 o tempo computacional do Dual Simplex foi um pouco melhor
que o de Pontos Interiores. Isso ocorreu devido a dimensao do problema trabalho, ou seja, 0
Simplex é recomendado para problemas de pequeno e médio porte, enquanto o método de
Pontos Interiores € direcionado para problemas maiores, isto €, com mais variaveis a serem
analisadas. Na Tabela 13 é possivel observar que o Método de Pontos Interiores apresentou
uma leve melhora no tempo computacional, em decorréncia do aumento da dimenséo do
problema (3718 pixels).

Situacdes em que o tumor se encontra muito préximo a estruturas criticas necessita-se
aumentar o namero de pixels no lugar analisado para conseguir um melhor resultado do ponto
de vista radioterdpico, ou seja, a dimensdo precisa ser maior para direcionar melhor a
radiacdo. Nesses casos usa-se 0 método de pontos interiores, conforme se observa na Tabela
14,

Tabela 13 - Problema de grande porte (45000 pixels)

Métodos Iteracbes Tempo (S)
Primal Dual com Cholesky 27 25,3
Primal Dual sem Cholesky 29 32,1

Simplex — —

FONTE: CARVALHO, SMS de. (2017). Adaptado pelo autor.

O caso apresentado na Tabela 14 se refere a um problema de grande porte e apresenta
convergéncia quando se utilizam os métodos Primal Dual com e sem Cholesky, porém néo
converge quando aplicado o Método Simplex. Portanto, observa-se que o método Simplex
pode apresentar problemas de convergéncia para problemas de grande porte.

A solucdo de um problema de grande porte exige muito esforco computacional e, ao
utilizar a aritmética do ponto flutuante, problemas numéricos podem surgir. Nos métodos tipo
simplex, as fontes de imprecisdo sé@o, principalmente, as operacdes feitas com a inversa da
matriz basica ou formas equivalentes. Em tais operac@es, 0s erros de arredondamento ocorrem
e sdo acumulados, propagando-se de uma iteracdo para outra. As consequéncias podem ser
uma solugdo numericamente inexata, uma base Otima errada, ou mesmo conclusdes
equivocadas, como por exemplo, problema factivel declarado como infactivel, problema
ilimitado com solucdo 6tima, ou vice-versa. Além disso, os calculos podem se degenerar em

gualquer momento se um elemento muito pequeno for erroneamente escolhido como pivad.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi realizada uma breve apresentacdo da Pesquisa Operacional e dos
conceitos basicos da Programacdo Linear, em que se define a palavra programagdo como um
planejamento para encontrar uma solucdo 6tima para um problema que, neste caso, € linear,
ou seja, formado por equagdes lineares.

Foi apresentada uma comparacdo entre os métodos Simplex e 0 métodos de Pontos
Interiores Primal-Dual, a fim de verificar qual apresenta melhores resultados para problemas
especificos quando utilizados no tratamento de cancer por radioterapia. Os dois se baseiam
em imagens de tomografia computadorizada divididas em pixels para poder encontrar um
ponto 6timo, ou seja, a solucdo que melhor satisfaz o problema.

Observou-se que o método Simplex e o Dual Simplex, sdo mais satisfatorios em
problemas de pequeno e médio porte, sendo que, em problemas de grande porte, podem nédo
convergir ou apresentarem resultados pouco confidveis. Por serem métodos de custo
computacional baixo, torna-se vidvel a aplicacdo em problemas menores. Ja 0 método de
Pontos Interiores apresenta custo computacional alto, sendo viavel sua utilizacdo apenas em
problemas que apresentem um elevado nimero de variaveis. Este pode ser aplicado em
problemas de pequeno e médio porte, porém é um gasto desnecessario ja que o Simplex e o
Dual Simplex suprem essa necessidade e apresentam tempo computacional menor nesses
casos.

Além da comparacdo entre os metodos, foi possivel observar que a analise do
profissional da area é de extrema importancia, pois 0s métodos sdo utilizados apds uma
investigacdo e coleta de dados realizadas pelos integrantes da equipe, verificando o tipo de
tumor, sua localizacdo, o peso adotado para analise da homogeneidade da radiacdo, o angulo
adequado, entre outros. Deve-se ressaltar que, dependendo da localizacdo do tumor, o peso ira
variar, pois h& casos em que a regido critica e o tumor sdo 0s mesmos, sendo necessario

aplicar um peso maior, garantindo maior uniformidade da dose.
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APENDICE A

METODO DE NEWTON PARA FUNCOES DE UMA VARIAVEL

O método de Newton para uma varidvel busca encontrar as raizes de uma fungdo, ou
seja, sendo @(x) a funcdo, pretende-se encontrar quando @(x) = 0. Para a demonstracdo

desse método, considere a Figura 23.

Figura 23 - Curva de uma funcéo genérica e algumas retas TANGENTES.

A

>

FONTE: http://www.condicaoinicial.com/2010/02/raizes-de-funcoes-2-newton-raphson.html.

A Figura 23 mostra uma curva e as seguintes caracteristicas:

e rrepresenta a raiz da funcdo, ou seja, onde f(x) = 0;
e P, e P, sdo os pontos de tangéncia das retas com a curva, sendo Py(xq yo) €

Py (x1,¥1);

e x; €x,S80 as raizes das func¢bes de 1° grau representadas pelas retas Tangente 1 e

Tangente 2, respectivamente.

Para encontrar r; escolhe-se um ponto aleatorio da curva (P,) e traca-se a reta
Tangente 1. A raiz x, ainda ndo representa a raiz da funcdo, porém esta mais proxima que
xo. Analogamente, seleciona-se outro ponto da curva (P;), porém agora com valor definido
para x. O ponto escolhido deve possuir a raiz Tangente 1. Verifica-se que a raiz x, tambeém

ndo € a raiz da funcdo, porém esta mais proxima que x;. Esse processo se repete varias vezes
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até encontrar r;. Para representar de forma algébrica, considere a equacdo fundamental da

reta:

Yy — Yo = m(x — )

* X, ey, representam os valores do ponto de tangéncia;

e (x,y) representam o ponto que sera analisado, que no caso, serd a (x;, 0);

* Yo = f(x0);

e m indica o coeficiente angular da reta tangente, que pode ser representado pela
derivada da funcéo f(x) no ponto (x, ¥o), ou seja, f'(xy), com f’ # 0.
Trabalhando com a Tangente 1, tem-se que:

0 — f(x0) = f'(x0) (1 — x0)
S
f'(x0)
B G5
f(x0)
Denotando-se f(x) por @(x), observa-se:
B (C)
D" (xo)
Por processo iterativo, encontra-se:

_ D (xy)
Xk +1 = Xk — @I(Xk)

onde, d; = — % é a direcdo de Newton.

Este processo pode ser repetido até que uma tolerancia estabelecida seja satisfeita [9].
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APENDICE B

METODO DE NEWTON PARA FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS
Antes de iniciar este estudo, considere a seguinte notacao:

e Usa-se subindice para indicar o elemento de um vetor e superindice para indicar o
passo da iteracdo. Assim, x(™ se refere & iteracdo n e xi(”) se refere a componente i no
vetor x (™,

Para generalizar o método de Newton, considere um problema de véarias equacdes e
varias incdgnitas. As seguintes equacdes devem ser satisfeitas [14]:
fi(xq, x5, 00, xy) =0

fz(xl, xz, ...,xn) == O

fn(xlﬂx21 "-:xn) = 0.

Este problema pode ser escrito na forma vetorial, definindo o vetor

f1 (g, %2, 000, %)
x = [x1,%,,..., x,]T e afuncdo vetorial F(x) = fZ(xl'xf' e Xn) :

fn (X1, X2, 00, Xn)

Considere o problema na forma F(x) = 0 e observe que F(x) — F(x©®) pode ser

escrito como:

f1(x1, %2, o, xn) — f1(x§0)'x§0)' ---'xﬁo))]
F(x) = F(x©) = | f2(x1, X2, vy Xn) — fz(x§0)'x§0)' ""xr(lO)) [

frn (X1, %2, 0, Xp) — fn(xio),xgo), ...,x,(lo))J

Usando a regra da cadeia

n
of of of, o,
dfi = Gerdn+g tdut ot 5 hdn = ) Shdx
n e 0 X
j=1

e aproximando as diferencas por derivadas parciais:
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0 0 0 ofi 0
fies, %z, o) = fi” 7, ) = S g (= ).

Portanto,

0h Oh .. M)

0xq Oxy Oxn| | X1 — xio)
%k 0f2 . Of2 (0)
F(x) — F(x(o)) X~ |0x; 0x ax, | | X2 _‘ X2 (4.1)
AP | M
L0x; Ox, 0xpd

Logo, a matriz Jacobiana € dada por:

0f 9L 9]
Ox1  0xp %y,
of, of of
— O(f1,f2:0Sn) _ -2z Zz ... 2z
]F = o= |0 0x %y |-
a(xl,xz,...,xn) . . ] .
Lox,  0x 0%y

A matriz Jacobiana de uma funcdo ou, simplesmente, o Jacobiano de uma funcéo F(x)

é a matriz formada pelas suas derivadas parciais:

afi
(]F)ij = ax.

Xj
Logo, (4.1) pode ser reescrita como:

Fx) = F(x@) = Jp(x©)(x — x©)
F(x) = F(x©) + Jr(x)(x — x©) (4.2)

Tal expressdo representa a linearizacio de F(x) no ponto x(® e generaliza a

linearizagdo em uma dimenséo, ou seja:

fO) = f(x@) + fx@)(x = x).

Para generalizar o método de Newton para sistemas, considere que a funcdo F(x) é

diferenciavel e ha um ponto x*, tal que F(x*) = 0. Sendo x™ uma aproximagdo para x*,
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pretende-se construir uma nova aproximagdo x ™1 através da linearizacio de F(x) no ponto

x™ . De forma analoga a expressdo 4.2 e considerando F(x) = 0, tem-se:

F(x) = F(x™) + Jpx™@)(x D — x™),
F(x®™) + Jp(x®™)(x®D — x™) = 0.

Considerando que a matriz Jacobiana seja inversivel no ponto x(™, verifica-se:

]F(x(”))(x(”“) — x(n)) = —F(x("))
F(x(n))
Jr(x™)
D) _ () — _]F—l(x(n))p(x(n))

x@M+D) = () _]F—l(x(n))p(x(n))_

K+ _ () —

Logo, o0 método iterativo para encontrar as raizes de F(x) = 0 é dado por:
o 1+ — () _ ]F_l(x(”))F(x(”));
o x = dado inicial;
e n=012,..;
o Calculo da diregio: d™ = —Jp *(x™)F(x™);
e Calculo do novo ponto: x™"*1 = x" + d";

lrG )|

e (O processo é repetido até convergir, considerando um critério de convergéncia TRk

menor que uma dada tolerancia.
Para ndo precisar calcular a inversa da matriz Jacobiana, é mais vantajoso considerar a
expressdo na forma:
]F(x(n))(x(n+1) — x(n)) — _F(x(n)),

sendo que x™+D — x( pode ser representada por A™ e a expressao se torna:

Jr(x™) A= —F (x™)



