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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo das aproximacoes de funcoes continuas definidas em
intervalos compactos através de polinomios. O pilar central deste estudo é a demonstragao do
Teorema de Aproximagao de Weierstrass, utilizando para isso os polinéomios de Bernstein como
polinémios de aproximacgao. Para chegar a esse ponto, foi necessério fazer um estudo das fungoes
continuas definidas em conjuntos compactos, com o objetivo de estabelecer duas proriedades des-
sas funcoes que sao essenciais na demonstracao do referido Teorema: a continuidade uniforme
e a imagem compacta. A validade do Teorema também é demonstrada para fungoes complexas
com dominio em um intervalo real compacto. Sao apresentadas ainda, outras duas formas de
aproximar uniformemente func¢ées continuas, sem a utilizagdo de polinémios. Em seguida, é feito
um estudo das melhores aproximagoes para fungoes continuas dentro de um conjunto de polino-
mios com grau limitado por um inteiro positivo. O trabalho é finalizado com uma proposta de
aplicacao didatica do estudo dos polinomios de Bernstein para alunos do Ensino Médio, seguida

de uma sequéncia de exemplos sugerindo a forma de abordagem desses contelddos em sala de aula.

Palavras-chave: Aproximacao, fungdes continuas, polindmios de Bernstein.
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Abstract

The objective of this work is to make a study of approximations of continuous functions defi-
ned on compact intervals by polynomials. The central pillar of this study is the proof of the
Weierstrass Approximation Theorem, using for this the Bernstein polynomials as polynomials
approximation. To reach this point, it was necessary to make a study of continuous functions
defined on compact sets, with the goal of establishing two proriedades those functions that are
essential in the statement of that theorem: the uniform continuity and compact image. The
validity of the theorem is also demonstrated for complex functions with domain in a real com-
pact interval. We shown also other two ways of approximating uniformly continuous functions
without the use of polynomials. Next, a study is made of the best approaches for continuous
functions within a set of polynomial with a degree limited by a positive integer. The work ends
with a proposal of application of didactic study of Bernstein polynomials to high school students,

followed by a sequence of examples suggest how to approach such content in the classroom.

Keywords: Approximation, continuous functions, Bernstein polynomials.
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Introducao

O objetivo principal do presente trabalho é desenvolver um estudo sobre a aproximacao de
funcoes continuas definidas em um intervalo compacto. Mais especificamente, o tema central
deste estudo é o Teorema de Aproximacgao de Weierstrass, que afirma que toda funcao continua
definida em um intervalo compacto pode ser aproximada uniformemente por polinémios neste
intervalo. A demonstracao do resultado serd feita utilizando-se de uma classe de polinémios
associados a fungéo dada que s@o conhecidos como polindmios de Bernstein. Para que seja
possivel demonstrar o referido Teorema, é necessario estabelecer duas propriedades fundamentais
sobre as funcgoes continuas definidas em conjuntos compactos: a continuidade uniforme e a
imagem compacta. No estudo da aproximacao uniforme de fungdes continuas, veremos também
duas outras maneiras de se aproximar tais funcoes através de duas classes bem simples de fungoes:
as funcgoes afins por partes e as fungoes do tipo degrau. Mostraremos, como corolarios do Teorema
de Aproximacao de Weierstrass, que este resultado permanece vélido para funcées complexas
com dominio em um intervalo real compacto e que o conjunto Pla, b] dos polinémios definidos
no intervalo fechado [a, b] é denso no conjunto Cla, b] das fungdes continuas definidas no mesmo
intervalo. Em seguida, consideraremos seguinte problema: dado um conjunto de polinémios com
grau menor ou igual a um inteiro positivo fixo, determinar-se-a a existéncia e a caracterizagao
dos polindémios desse conjunto que realizam a melhor aproximagao para uma funcao f € Cla, b).
Para finalizar o trabalho e, de acordo com a proposta do Trabalho de Conclusao do Profmat,
apresentaremos uma proposta de aplicacdo didatica do estudo dos polindomios de Bernstein
associados a um funcado continua. Mostraremos diversas razoes que justificam o estudo de tais
polinémios na 3% série do Ensino Médio e apresentaremos uma sequéncia de exemplos sugerindo
uma forma de abordagem para tal contetido. A organizacao deste trabalho foi divida em quatro
capitulos.

No Capitulo 1, o principal objetivo é esbelecer dois resultados sobre as funcoes do con-
junto C(K), onde K C R é um conjunto compacto, que serdo essenciais na demonstragao do
Teorema de Aproximacao de Weierstrass. Esses resultados afirmam, respectivamente, que se

f € C(K), entao f é uniformemente continua e f(K) é um conjunto compacto. Para chegar a
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esses resultados faremos um breve estudo sobre as sequéncias de nimeros reais, a topologia de
subconjuntos de R e as funcoes continuas. Além disso, demonstramos também neste capitulo,
alguns resultados que sao pré-requisitos para as demonstragoes do capitulo 3.

O capitulo 2 é iniciado com a definicao do conceito de aproximacao uniforme de funcgoes
continuas e com a demonstracao de dois Teoremas que estabelecem duas formas de aproximar
uma fungao f € Cla,b]. Uma delas utilizando fungoes do tipo degrau e a outra através de fungoes
afins por partes. Em seguida, sao apresentados os polindmios de Bernstein e é feita a demons-
tragdo do Teorema de Aproximagao de Weierstrass, resultado central do trabalho. O capitulo
é finalizado com um breve estudo sobre func¢oes complexas continuas e com a demonstragao do
resultado analogo ao Teorema de Weierstrass para essas fungoes.

O objetivo do capitulo 3 é estudar conjuntos de polinomios gerados pelas combinacoes
linareas de um conjunto de mondémios previamente estabelecido. Dada uma fungao f € C|a, b,
deseja-se determinar os polinémios daquele conjunto que realizam a melhor aproximacao de f
em [a, b], cujo sentido serd definido. Demonstraremos um Teorema que garante a existéncia de
polindomios com essa propriedade e, em seguida, serd apresentado um resultado que caracteriza
os polinémios de melhor aproximacao.

Finalizando o presente trabalho, o capitulo 4 consiste de uma proposta de aplicacao
didatica do estudo dos polinémios de Bernstein para alunos do Ensino Médio. Nesta proposta,
apresentamos varios argumentos que justificam o ensino desse conteido a alunos da 3% série
do Ensino Médio. Em seguida, desenvolveremos uma sequéncia de exemplos que sugerem uma
forma de abordagem em sala de aula. Em particular, serao desenvolvidos nesses exemplos alguns
polinémios de Bernstein relacionados a funcoes elementares continuas definidas no intervalo [0, 1].
O estudo da aproximacao é feito através da visualizacao dos graficos da funcao e dos polinémios
associados construidos no GeoGebra. Sao propostos também alguns exemplos de fungoes que nao
satisfazem as hipéteses do Teorema de Aproximacao de Weierstrass, com o objetivo de visualizar
o resultado grafico dos polinémios associados a essas funcoes e verificar a importancia da funcao
ser continua e estar definida em um intervalo compacto, para que seja garantida a validade
do Teorema. Finalizando esta sequéncia, feremos dois exemplos em que serdo desenvolvidos
os polinomios de aproximagao para funcoes continuas em um intervalo [a,b] qualquer. Estes

polinémios resultarao de uma adaptacgao dos polinéomios de Bernstein ao intervalo dado.



Capitulo 1

Funcoes Continuas em Conjuntos

Compactos

O objetivo deste capitulo é estabelecer resultados fundamentais sobre a Topologia do conjunto
dos numeros reais e as fungoes continuas com dominio em subconjuntos de R. Esses resultados
servirao como pré-requisitos para a demonstragdo do Teorema de Aproximacdo de Weiertrass,
que constitui o tema central deste trabalho.

Em particular, serao demonstrados dois teoremas centrais da Analise sobre fungoes conti-
nuas em subconjuntos compactos de R. Com esse foco, faremos um breve estudo das sequéncias
de ntmeros reais, dos subconjuntos compactos da reta e das funcoes continuas, para que a partir
dai, seja possivel demonstrar esses teoremas.

Os desenvolvimento dos contetidos deste capitulo foi baseado nas referéncias [1], [6], [7]

e [8].

1.1 Sequéncias de niimeros reais.

As demonstragoes feitas nessa se¢ao baseiam-se em [1, Cap. 2 e 5], [6] e [7, Cap. IV].

Definicao 1.1. Uma sequéncia de numeros reais é uma funcao x,, : N — R que associa a cada

natural n um numero real T.,.

As sequéncias de nuimeros reais serdo representadas por (z,,), enquanto o simbolo z,
representa o valor da fungao (x,) no nimero natural n, chamado também de valor da sequéncia
no indice n. Os valores da sequéncia serao frequentemente chamados de pontos da sequéncia. Se
() é uma sequéncia de nimeros reais e L = {n; < ng < ... < ng < ...} C N é um subcontjunto
infinito de N, entao a restricao da fungao (z,) aos valores de L, representada por (z,, ), ¢ chamada

de subsequéncia de (z,,). Uma subsequéncia (x,, ) também pode ser vista como uma composicao

4
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Tn, = Tpop : N — R, onde ¢ : N — L ¢ a fungao que carcteriza o subconjunto L C N.
Assim, toda subsequéncia também pode ser vista como uma sequéncia z,, : N — R. Por esse
motivo e por uma questao de simplicidade da linguagem, uma subsequéncia (z,,) podera ser

representada eventualmente por (x,).

Defini¢ao 1.2. Um numero real a é chamado limite da sequéncia (x,) para n tendendo ao
infinito se, para todo real € > 0, existe um indice ng tal que n > ng acarreta |x, —a| < . Essa

definicao € representada simbolicamente por

lim z, =a<=Ve>0,Ing e Nyn>ny = |z, —a| <e

n—oo

O simbolo lim z, = a também é escrito, de forma mais simples, como limz, = a.
n—oo

Quando o limite definido acima existe, a sequéncia é dita convergente. Diz-se também que (x,,)
converge para a. O limite de uma subsequéncia (z,,) de (z,) ¢é definido de forma analoga. Ou
seja,

lim z, =a<=Ve>0,3n,, € L CNing > ngy = |z,, —al <e

N —>00

Definigao 1.3. Dizemos que uma sequéncia (x,) tende ao infinito e escrevemos lim x,, = 0o se
VM >0,9ng e Non>ng =z, > M

Analogamente definimos lim x,, = —oo quando
VM > 0,dng e Non >ng =z, < —M

O resultado a seguir mostra que, se (z,) converge para a, tende ao infinito ou a menos
infinito, entao toda subsequéncia de (x,) mantém esse comportamento.
Proposigao 1.4. Para toda subsequéncia (xy,) de uma dada sequéncia (z,) tem-se:
(a) imz, = a = limz,, = a.
(b) limz, = co = limz,, = occ.
(c) limz, = —o0o = limz,, = —oo.
Demonstragdo. Vamos demonstrar apenas a implicagao (a), j& que as outras duas sdo demons-
tradas de forma inteiramente analoga. Se limx, = a, entdo, dado € > 0, existe ng € N tal que

para todo n > ng tem-se |z, —a| < e. Como o subconjunto L C N onde a subsequéncia (x,,)

estd definida ¢ infinito, entao, existe ng, € L tal que ng, > ng. Logo,

ng > N, = N > ng = |y, —al <e = limz, =a
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Uma sequéncia é dita limitada quando existe um numero real M > 0 tal que |z,| < M
para todo n € N. Caso contrério, a sequéncia serd dita ilimitada. Mostraremos a seguir que as

sequéncias convergentes sao sempre limitadas.
Proposicao 1.5. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) um sequéncia convergente. Entao existe a € R tal que limz,, = a.

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que
n>ny= |z, —al<e=a—-e<z,<a+te.
Dai seque que, se L = max{|a — €|, |a + €|}, entéo

la—e|<L e |la+el]<L=—=-L<a—-e<a+e<L

Ou seja,

n>ny=—= -L<a—-e<z,<a+e<L=|z,| <L
Considere entdao M = maz{|x1|, |x2], ..., |Tn,|, L}. Entao, para todo n € N, tem-se |z,| < M.
Logo, (x,) é limitada. O

Chamamos uma sequéncia (z,) de ndo decrescente quando a funcao (z,) é ndo decres-
cente, ou seja, se m < n = Ty, < T,. Analogamente, (x,) é chamada de nao crescente se
m < n = T, > T,. Una sequéncia que é nao crescente ou nao decrescente é também chamada
de mondtona.

Lembramos que um subconjunto X C R é dito lsmitado quando existe um ntmero real
M > 0 tal que |x| < M para todo z € X. Quando ocorrer tal fato, diremos também que X
¢ limitado por M. O subconjunto X é dito limitado inferiormente, quando existe a € R tal
que a < x para todo x € X. Analogamente, X é limitado superiormente se existir b € R tal
que z < b para todo z € X. Obviamente, todo conjunto limitado é limitado inferiormente e
superiormente.

Além disso, recordemos também os conceitos de supremo e o infimo de um conjunto

X C R que sao definidos, respectivamente, por
S=sup(X)=min{s e Rz <s,Vxe X} e I=inf(X)=maz{ieR;z>iVre X}
Destaquemos duas propriedades importantes do supremo e do infimo:

(i) Todo subconjunto de R limitado inferiormente admite infimo e todo subconjunto limitado

superiormente admite supremo.
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(ii)) Se S = sup(X) e I = inf(X), entdo para todo € > 0 tem-se (S —e,S]NX # (e
[I,I+¢e)NX #0.

Outra propridade importante do supremo e do infimo é a que segue na proposicao a

seguir.

Proposigao 1.6. Se X C R € um subconjunto limitado inferiormente, entdo existe uma sequén-
cia (xy,) de pontos de X tal que limz, = I = inf(X). Analogamente, se X ¢é limitado superior-

mente, existe uma sequéncia (y,) de pontos de X tal que limy, = S = sup(X).

Demonstragdo. Suponha que (X) é limitado inferiormente. Entao, pelas propriedades (i) e (ii)
dadas acima, X admite infimo e para cada € > 0 tem-se [[,I +¢)NX # 0, onde I = inf(X).
Escolhemos entao, para cada natural n, um valor z,, € [I,] + %) N X. Mostraremos que a
sequéncia (z,) de pontos de X assim obtida converge para I. De fato, dado € > 0, tome ngy > %
Entao

n>n0:>I—6<I§xn<I+%<I—|—i<I—|—€:>|$n—I|<€:>limznzl

no

A afirmagao relativa ao supremo pode ser demonstrada de forma inteiramente andloga. ]

Para encerrar essa secao, apresentaremos um importante resultado sobre as sequéncias
limitadas que serd fundamental no estudo de conjuntos compactos que faremos na préxima
secao. Esse resultado é consequéncia das duas proposicoes que serao demonstradas a seguir.

Provaremos também um resultado semelhante que diz respeito as sequéncias ilimitadas.
Proposicao 1.7. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao. Suponha que (z,,) é uma sequéncia nao decrescente e limitada. Entao o conjunto
X = {z1,x9,...,zp,...} élimitado e, portanto, admite supremo. Seja S = sup(X). Assim, pela
propriedade (ii) acima, seque que para todo € > 0, tem-se (S —¢,S5] N X # 0, ou seja, existe
no € N tal que S — e <z, < S. Sendo (z,,) ndo decrescente e S = sup(X), temos entao que

n>ny=95—¢c< 1z, <z, <S5. Logo,
Ve>0,npeNsn>ng—=S—-e<z,<S+e= |z, — S| <e=limz, =95

Se (z,) for nao cresecente prova-se, de forma inteiramente andloga, que limz, = I = inf(X).

De qualquer modo, temos que (x,) é convergente. ]

Proposigao 1.8. Toda sequéncia admite uma subsequéncia mondtona.



Demonstragao. Considere a sequéncia (x,) e os conjuntos
I={keN; In>k com z,>xp} e J={keN; In>k com =z, <z}

E imediato verificar que I U J = N. Sendo assim, temos dois casos a considerar:
1° caso - I é infinito

Nesse caso, seja n; = min(l). Entdo tomamos ny € I tal que ng > ny e xp, > z,,. Em
seguida, tomamos ng € I tal que n3 > ng e x,; > x,,. Sendo I um conjunto infinito, podemos
continuar esse processo indefinidamente e, assim, obtemos uma subsequéncia (z,,) de (x,) que

¢é nao decrescente, ou seja, (x,, ) ¢ mondtona.

2° caso - J é infinito
Nesse caso, podemos obter, de forma andloga ao processo acima, uma subsequéncia (x,,
Y 9 ) k

de (xy) que é nao crescente, ou seja, (zp,) ¢ monétona.

Em qualquer caso, (z,) admite uma subsequéncia mondétona. ]

Finalmente, como consequéncia dos dois teoremas apresentados acima, temos o principal

resultado desta secao.
Teorema 1.9 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada admite subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (x,,) uma sequéncia limitada. Entao, pela Proposi¢ao 1.8, (z,,) admite uma
subsequéncia (z,, ) monétona que, assim como (), também é limitada. Logo, pela Proposicao

1.7, segue que (zy, ) é convergente. O

Encerrando esse breve estudo das sequéncias reais, temos um resultado andlogo ao Teo-

rema acima, porém sobre sequéncias ilimitadas.

Teorema 1.10. Toda sequéncia ilimitada, admite uma subsequéncia (x,,) tal que lim x,, = oo

ou limz,, = —ooc.

Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia ilimitada. Considere os conjuntos L = {n € N;z,, > n}
e K ={neN;z, <—n}. Como (z,) é ilimitada entao temos que L ¢ infinito ou K ¢ infnito
(ou ambos o sdao). Assim, se L C N é infinito, a restrigdo de (z,) aos valores de L nos d4 uma

subsequéncia (xy, ) tal que, para todo real M > 0, existe ny, € L, com ny, > M, tal que
ng > Ny = T, > M <= limz,, = oo

Analogamente, se K for infinito teremos uma subsequéncia (z,, ) tal que lim z,, = —oo. O



1.2 Subconjuntos compactos de R.

As demonstragoes feitas nessa segao baseiam-se em [1, Cap. 5] e [7, Cap. V].

Definigao 1.11. Seja X C R um subconjunto nao vazio. Entdo um nimero real a é dito ponto

de aderéncia de X se existe uma sequéncia () de pontos de X, tal que limz, = a.

Na definicdo acima, diz-se também que a é aderente a X. Observamos que qualquer
namero a € X é aderente a X, pois se tomarmos a sequéncia constante x,, = a, teremos x,, € X
para todo n e limx, = a. O conjunto dos pontos aderentes a X é chamado de fecho de X e é
denotado por X. Pelo observado acima temos que X C X, para todo subconjunto X C R nao
vazio. Dados dois subconjuntos X e Y tais que X C Y C R, diz-se que X é denso em Y quando
Y C X, ou seja, X é denso em Y quando todo ponto de Y ¢é limite de uma sequéncia de pontos

de X.

Definicao 1.12. Um subconjunto X C R ¢é dito fechado quando contém todos seus pontos de

aderéncia, ou seja, quando X = X.

Lembramos que, dados a,b € R, chamamos de intervalo fechado com extremos em a € b
ao subconjunto de R definido por [a,b] = {x € R;a < z < b}. Vamos mostrar que, de acordo

com a definicao acima, qualquer intevalo fechado é um conjunto fechado.

Proposicao 1.13. Todo intervalo fechado é um conjunto fechado.

Demonstragao. Considere o intervalo fechado [a,b] e suponha que esse intervalo néo seja um
conjunto fechado. Entao, existe um ponto de aderéncia de [a, b], digamos z(, que nao pertence
a esse intervalo. Ou seja, existe uma sequéncia (z,) de pontos de [a,b] tal que limz, = xg e
xo ¢ [a,b]. Portanto, temos que zp € (—o0,a) ou xy € (b, 0).

Se xg € (—00,a), entdo, tomando £ = “5™, temos que, pela defini¢do de limite de sequéncia,

existe ng € N tal que

a+ xp ata
2 2

n>ng = |r, — 29| <e= —c+xog<xp <e+x0= a

Dai concluimos que n > ny = x,, < a e isso contradiz a hipdtese de (z,,) ser uma sequéncia de

valores pertencentes ao conjunto [a, b]. Assim, nao podemos ter zy € (—o0,a).

Analogamente, se 29 € (b,00), a0 tomarmos £ = *0- b chagaremos & conclusio de que a sequéncia

(x,) possui termos no intervalo (b, 00), o que nos leva novamente a uma contradi¢do. Logo, o

intervalo [a, b] deve ser necessariamente um conjunto fechado. O
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Nesse momento, vamos estabelecer algumas propriedades sobre os subconjuntos de R
chamados de abertos. Esses resultados serao tteis em algumas demonstracoes que faremos no

préximo capitulo.

Definicao 1.14. Um subconjunto X C R é dito aberto quando para todo x € X, existe € > 0
tal que (v —e,x+¢) C X.

Proposicao 1.15. Todo intervalo aberto (a,b) = {x € R;a < x < b} é um subconjunto aberto

de R.
Demonstragao. Seja x € (a,b) e tome € = min{x — a,b — z}. Entao, se y € (z —¢e,x+¢€), temos
a<zr—e<y<z+e<b=—=vye€(a,b)= (x—¢e,z+¢) C (a,b)
[

Analogamente podemos demonstrar que os intervalos (—o0, a) e (a, 00) sdo subconjuntos

abertos de R, para todo a € R.

Proposicao 1.16. Seja (Ax)aer uma familia qualquer de subconjuntos abertos de R. Entdo, o

conjunto A = U Ay € aberto.
AL

Demonstragao. Dado = € A, entao existe A\g € L tal que = pertence ao conjunto aberto Ay,.

Portanto, é possivel encontrar € > 0 tal que
(x—e,x+e)CA,CA
Logo, o conjunto A é aberto. O

O proximo Teorema expressa a relagao entre subconjuntos fechados e abertos de R.

Teorema 1.17. Um subconjunto A C R € aberto se, e somente se, seu complementar em R €

fechado.

Demonstragdo. Vamos assumir inicialmente que A é aberto. Seja FF' =R — A e considere a € F
um ponto de aderéncia desse conjunto. Entao existe uma sequéncia (x,) de pontos de F' tal que
lim 2, = a. Vamos supor a € A. Entao, sendo A um conjunto aberto, é possivel encontrar € > 0
tal que (a —e,a+¢) C A. Por outro lado, para esse mesmo valor de ¢, deve existir ng € N tal
que

n>ng= |z, —a|<e=uxz, €(a—c,a+e)CA

o que é um absurdo, pois a sequéncia (z,) nao possui valores em A. Logo, devemos ter a € F' e,

portando, F' é fechado.



11

Reciprocamente, suponha que F' é fechado. Se A néo for aberto, entao existe um ponto
a € A, tal que, para todo € > 0, o intervalo (a — ¢,a + €) contém pontos que nao pertencem
ao conjunto A. Assim, para todo n € N, existe z,, € (a — %,a + %) N F. Obtemos assim uma
sequéncia de pontos de F' tal que, dado € > 0, ao tomar ng > % obtemos

1 1
n>ny=|r, —a/<—-<—<e
n no

donde segue que limx, = a. Portanto a é um ponto de aderéncia do conjunto F' e, sendo F'

fechado, devemos ter a € F', o que é um absurdo. Logo, A é aberto. ]

Coroldrio 1.18. Se (F)\)xer € uma famdlia qualquer de subconjuntos fechados de R, entao o

conjunto F' = ﬂ F)\ € fechado.
A€eL

Demonstracao. Basta observar que R — F' = U Fy, onde F) = R — F), para todo A € L. Logo,

A€L
segue da Proposicao 1.16 e do Teorema anterior que F' é fechado. O

Definigao 1.19. Um subconjunto X C R € dito compacto quando é fechado e limitado.

Observamos que dado um intervalo fechado [a, b], temos que, se M = max{|al, |b|}, entao
laf] <M e |b|<M—-M<a<b<M

Dai seque que

Ve €fa, b)) = -M<a<z<b<M=|z|<M

Assim, pela Proposicao 1.13 e de acordo com a observagao feita acima, temos que todo intervalo
fechado é um conjunto fechado e limitado, ou seja, todo intervalo fechado [a,b] é um conjunto
compacto.

A seguir, demonstraremos um resultado sobre conjuntos compactos que serd fundamental

no estudo que faremos mais adiante sobre fungoes continuas definidas em conjuntos deste tipo.

Teorema 1.20. Um subconjunto X C R € compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos

de X possui uma subsequéncia convergente para um ponto pertencente a X.

Demonstragdao. Seja X C R um subconjunto compacto e considere (z,) um sequéncia de pontos
de X. Entao, como z,, € X para todo n e X é limitado, temos que (x,) é um sequéncia limitada.
Portanto, pelo Teorema 1.9, (z,) adimite um subsequéncia (x,,) convergente. Ou seja, existe
a € R tal que limx,, = a. Assim, segue que a é um ponto de aderéncia de X e, sendo X
um conjunto fechado, devemos ter necessariamente a € X. Logo, (z,) possui um subsequéncia

convergente para um ponto de X.
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Por outro lado, seja X C R e suponha que toda sequéncia de pontos de X admite uma sub-
sequéncia convergente para um ponto de X. Entao, se a € R é um ponto aderente a X, existe
uma sequéncia (z,) de pontos de X tal que limz, = a. Por hipdtese, temos que (z,) possui
um subsequéncia (x,, ) convergente para um ponto de X. Mas, de acordo com a Proposicao 1.4,
devemos ter necessariamente lim z,,, = a. Segue entao que a € X e, portanto, X C X, ou seja,
X é um conjunto fechado. Além disso, se X nao fosse um conjunto limitado, para cada n € N
existiria um numero real z,, tal que x, > n ou x,, < —n. Assim, obteriamos um sequéncia
(xy) ilimitada em que todas as suas subsequéncias (xy, ) seriam ilimitadas, pois x,, > ni ou
Tp, < —ni para todo k € N. Portanto, pela Proposicao 1.5, (z,) nao admite subsequéncia
convergente, o que contradiz a hipdtese. Logo, o conjunto X é fechado e limitado e, portanto,

compacto. [

1.3 Funcoes continuas

As demonstragoes feitas nessa secao baseiam-se em [1, Cap. 4 e 5] e [7, Cap. VII].

Definigao 1.21. Seja X C R um subconjunto ndo vazio. Uma funcdo f : X — R € dita
continua em a € X, se para todo € > O, existe 6 > 0 tal que

reX,|lxr—al<d=|f(x)— fla)| <e

Se uma fungao for continua em todos os pontos do dominio X, diz-se que a fungao é
continua em X, ou simplesmente continua. Vejamos agora dois resultados importantes sobre
fungoes continuas que serao muito iteis nas demonstragoes do proximo capitulo. O primeiro
deles mostra que uma funcao composta de fungdes continuas também é continua. O segundo
mostra que uma fungdo continua que assume um valor positivo ou negativo para um valor xg

do dominio, permanece com esse sinal em um intervalo sufucientemente pequeno contendo xg.

Proposicao 1.22. Se f : X — R € continua em a € X e g : f(X) — R € continua em

b= f(a) € f(X), entao a funcio h=go f: X — R € continua em a € X.
Demonstragcao. Como g é continua em b, entao, dado € > 0, existe d > 0 tal que
y € f(X),ly—bl <d=lg(y) —g(b)| <e

ou seja,
e X, |f(x) = fla)] <6 = lg(f(z)) —g(fla))| <e

Mas, sendo f continua em a, temos que para o ¢ dado acima, existe ¢ > 0 tal que

re X, |z—al <= |f(z)— fla)| <o
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Portanto,
ze X, |r—a <C=|[f(z) - fla)| <6 = |g(f(x)) —g(f(a))] = [h(x) — h(a)| <&
Logo, h é continua em a. O

Proposicao 1.23. Seja f : X C R — R uma func¢do continua. Dado xy € X, se f(xg) > 0
(respectivamente f(xo) < 0), entdao existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 (respectivamente f(x) < 0)

para todo x € (g — d,29+0) N X.

Demonstragao. Suponha f(xg) > 0. Como f é continua em x(, entao, dado e = f(go) > 0, existe
0 > 0 tal que
f(zo)
z € X, |z — 20| <6 = |f(z) = f(wo)| <e == 0 <= = flzo0) —¢ < f(2)
ou seja,
€ (xo—dzo+0)NX = f(x) >0
A afirmacao para f(zg) < 0 se prova de forma inteiramente andloga. O

Dada uma sequéncia (x,) de pontos em X C R e uma fungao f : X — R, podemos obter
uma nova sequéncia em f(X), que denotaremos por (y,), através da composicao y, = f o z.
Ou seja, (yn) é a sequéncia que associa a cada n € N o nimero real f(z,). O préximo resultado,
mostra que o fato de f ser continua estd ligado ao limite da sequéncia (y,), quando (x,) for

convergente.

Teorema 1.24. Uma funcao f : X — R ¢é continua em a € X se, e somente se, para toda

sequéncia () de pontos de X tal que limx,, = a, tem-se lim f(z,) = f(a).

Demonstragao. Suponha que f é continua em a € X e considere uma sequéncia (z,) de pontos

de X tal que limx,, = a. Entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que
reX,|lx—al<d=|f(x)— fla)| <e
Em particular, como x,, € X para todo n, tem-se
xn € X, |xn —al <d = |f(xn) — fla)| <e
Mas, sendo lim z,, = a, temos que para o § dado acima, existe ng tal que

n>nyg= |z, —al <= |f(z,) — f(a)] < e <= lim f(z,) = f(a)
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Reciprocamente, vamos supor que para toda sequéncia (x,) de pontos de X tal que lim z,, = a,
tem-se lim f(z,,) = f(a). Se f nao fosse continua em a € X, entdo seria possivel determinar um

go > 0 tal que para todo > 0 teriamos
JreX;|lz—al<d e |f(x)— f(a)l>eo

Considere entao o numero real §, = % e, para cada n € N, escolhemos o numero x, €
(@ —dp,a+d,) N X tal que |f(z,) — f(a)] > gp. Obtemos assim uma sequéncia (x,) de pontos
de X onde é imediato verificar que lim x,, = a. Portanto, pela hipdtese feita acima de que f nao

¢é continua em a, temos que existe g tal que
Vne N, 3z, € X; |z, —a| <o, e |f(zn)— fla)| > eo

dai concluimos que
limz, =a e limf(z,)# f(a)

o que contradiz nossa hipdtese. Logo, f deve ser necessariamente continua em a. O

O Teorema demonstrado acima juntamente com o Teorema 1.20 serao fundamentais
para que possamos estabalecer os dois principais resultados desse capitulo, sobre fungoes con-
tinuas definidas em conjuntos compactos. Antes, porém, vamos definir o importante conceito
de continuadade uniforme, que sera utilizado na demonstracdo do Teorema de Aproximacao de

Weierstrass.

Definicao 1.25. Uma funcdo f : X — R ¢é dita uniformemente continua se para todo € > 0,
existe 6 > 0 tal que |z —y| < & acarreta |f(x) — f(y)| < €, quaisquer que sejam z,y € X.

Simbolicamente, f € uniformemente continua quando
Ve>0,30 >0,y e X, |z —y| <d=|f(z) — fly)| <e

Observamos que, diferentemente da Definicao 1.21, que trata da continuidade da funcao
em um ponto a € X, a continuidade uniforme de uma funcao afirma que para todo & > 0 é
possivel determinar um J > 0 que nao dependa do ponto em que se estuda a continuidade, mas
que serve para todos os pontos do dominio X. Por isso, a continuidade é chamada de uniforme.
Agora estamos em condigoes de demonstrar os resultados centrais deste capitulo. O pri-
meiro deles afirma que fungoes continuas definidas em conjuntos compactos, sao necessariamente

uniformemente continuas.

Teorema 1.26. Sejam X C R um subconjunto compacto e f : X — R uma funcao continua.

Entao, f € uniformemente continua.
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Demonstracao. Vamos supor que f nao é uniformemente continua. Entao é possivel encontrar
um g9 > 0 tal que para todo § > 0, existem z,y € X tais que |[x —y| < d e |f(x) — f(y)] > eo.

Considere entao o numero J,, = % Assim, para todo n € N, escolhemos x,,,y, € X tais que

o =l <Ou =2 e 1fan) — flum)| > <

Como X é compacto, entao, pelo Teorema 1.20, as sequéncias (z,,) e (y,) obtidas acima admitem
subsequéncias (xy,) € (yn,) convergentes para pontos de X. Vamos mostrar que lim (z,,) =
lim (yy, ). Com efeito, se lim (z,, ) = a, entdo dado € > 0, existe ng € N, tal que

€

n>nO:>|acn—a|<2

Seja n1 € N tal que nq > % e tome N = max{ng,n1}. Entao

+ €

1 e ¢ =«
n>N= |y, —a|=|yp —xn+xn—a| <|xy—yp|+|zpn—a|l<—+=-<-4+=-=

n 2 2 2
dai concluimos que lim (y,,) = a = lim(z,,). Por outro lado, sabemos que f é continua.
Portanto, pelo Teorema 1.24, devemos ter lim f(x,,) = f(a) = lim f(yn,). Assim, para o gg
dado acima, existe ny, € N tal que nj, > ny, acarreta | f(xn, ) — f(a)] < F e |f(yn,) — f(a)] < F,

ou seja,

Nk > Ny = |f(xnk) - f(ynk)’ = |f($nk) —a+a— f(ynk)‘ < ’f(':vnk) - a| + |f(ynk) - a’ <éo
o que contradiz nossa hipdtese. Logo, f é uniformemente continua. ]

O préximo resultado afirma que as fungoes continuas preservam os conjuntos compactos,
ou seja, a imagem de um conjunto compacto por uma fun¢ao continua é também um conjunto
compacto. Em particular, a imagem de um compacto por uma funcao continua é um conjunto

limitado, fato este que serd de grande utilidade no préximo capitulo.

Teorema 1.27. Sejam X C R um subconjunto compacto e f: X — R uma funcdo continua.

Entao, f(X) é um conjunto compacto.

Demonstragao. Seja (y,) uma sequéncia de pontos de f(X). Entao, para cada n € N, existe
x, € X tal que y, = f(z,). Como X é um conjunto compacto, segue do Teorema 1.20 que a
sequéncia (z,) admite uma subsequéncia (z,,) convergente para um ponto a € X. Por outro
lado, considere a subsequéncia de (yy) dada por (yn,) = f (zn,). Sendo f uma funcdo continua
temos, pelo Teorema 1.24, que lim f (2, ) = limy,, = f(a), com f(a) € f(X), j4 que a € X.
Assim, (y,) admite uma subsequéncia convergente para um ponto de f(X). Logo, pelo Teorema

1.20, f(X) é um conjunto compacto. O
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1.4 Sequéncias de funcoes

Nesta secao, serao apresentados alguns conceitos que, através de alguns Corolarios, enriquecerao
as interpretacoes dadas ao Teorema de Aproximacao de Weierstrass, além tornar mais claro
seu enunciado. Para isso, comecemos definindo algumas importantes classes de funcoes. As
demonstracoes feitas nessa secao baseiam-se em [1, Cap. 9] e [7, Cap. X].

Denotaremos por F(X) o conjunto de todas as fungdes f : X — R, onde X C R é
um subconjunto nao vazio. Por outro lado, o simbolo C(X) representara o conjunto de todas as

fungdes continuas de F(X). Ou seja,
C(X)=A{f e F(X); fé continua}

Em particular, dado um conjunto K C R compacto, vimos na segdo anterior que, se
f € C(K), entao f é uniformemente continua e limitada. Vimos também que, se f € C(X) e
g €C(f(X)), entao go f € C(X), qualquer que seja X C R.

De forma andloga ao que foi feito na Secao 1.1, definiremos e estudaremos algumas
propriedades das sequéncias de elementos no conjunto F(X), bem como as nogdes de limite e

convergencia.

Definigao 1.28. Dado um conjunto X C R, uma sequéncia no conjunto F(X) é uma fungao

fn: N — F(X) que associa a cada n € N uma fungdo f, € F(X).

As sequéncias em F(X) serdo representadas simplesmente por (f,) enquanto f, repre-
senta uma funcao de F(X) associada ao natural n. Para este tipo de sequéncia, vamos estabelecer
duas nogoes distintas de convergéncia, sendo que a segunda delas traduz de forma mais precisa

o significado intuitivo de aproximacao.

Definigao 1.29. Seja (fy,) uma sequéncia de funcoes em F(X), onde X C R. Entao diz-se que
(fn) converge simplesmente (ou pontualmente) para a funcio f € F(X) se, dado € > 0, para

cada x € X existe n, € N tal que
n>ng = |fu(x) — f(z)| <e

A definigdo acima pode ser interpretada como um limite de sequéncias nimeros reais
para cada x € X. De fato, de acordo com essa definigao, temos que (f,) converge pontualmente
para f quando, para cada x € X, tem-se lim f,,(z) = f(x). Para exprimir a convergéncia de f,
para f definida acima, escreveremos f,, — f simplesmente. Observamos que na convergéncia
simples das sequéncias em F(X), para cada € > 0 dado, o valor de n,, a partir do qual as

imagens da fungoes f,, ficam arbitrariamente préximas da imagem de f, depende de cada x € X



17

do dominio, ou seja, podemos ter diferentes valores de n, correspondentes a diferentes pontos do
dominio. Geometricamente, os graficos das funcoes f,, que convergem simplesmente para f nao
se aproximam necessariamente do grafico de f. Em contrapartida, veremos que na defini¢ao de
convergéncia que serd dada abaixo, chamada de convergéncia uniforme, essa aproximacao sera

mais precisa.

Definigao 1.30. Seja (f,) € uma sequéncia de func¢oes em F(X), onde X C R. Entdo diz-se
que (fn) converge uniformemente para a funcao f € F(X) e escreve-se f, — f uniformemente
se, dado € > 0, existe n, € N tal que n > ngy acarreta |fn(z) — f(x)| < &, para todo x € X.

Simbolicamente, f, — f uniformemente quando
Ve > 0,3ng € Nyn > ng = |fp(z) — f(z)|<e, VzeX

Portando, quando (f,,) convergente uniformemente para f temos que, a partir de um certo
no, os valores de f,(x) ficam arbitrariamente préximos dos valores de f(z) independentemente
dos valores de x € X. Ou seja, dado € > 0, a proximidade dos valores das imagens de f, e
f através de e se dard para todo x € X, quando n > n,. Geometricamente, a convergéncia
uniforme de f,, para f significa que os graficos das funcées f,, se situam na ‘faixa’ do plano
cartesiano compreendida pelos graficos das fungoes f —e e f+¢. Em outras palavras, os graficos

das funcdes f,, se aproximam arbitrariamente do grafico de f. A figura abaixo ilustra tal situacao.

Figura 1.1: Convergéncia uniforme

Observamos também que, se (f,) converge uniformemente para f, entdo (f,) também

converge pontualmente para f, mas a reciproca é obviamente falsa.
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Assim como foi feito na Secao 1.1 para subconjuntos X C R, podemos definir os conceitos

de aderéncria e densidade em F(X).

z

Definicao 1.31. Dado um subconjunto L C F(X), dizemos que uma funcao f € F(X) é

aderente a L se existe uma sequéncia (f,) de funcoes de L tal que f, — f uniformemente.

O conjunto que contém todas as funcoes aderentes a £ C F(X) é chamado fecho de L e

denotado por L.

Definigao 1.32. Dados dois subconjuntos K e L tais que K C L C F(X), diz-se que K € denso
em L quando L C K.

Uma fung¢ao polinomial ou simplesmente polinomio em R é uma funcao p : R — R dada
por

p(x) = anx™ + an_12" ' + ..+ a1z + ag

onde ay, an_1, ..., a1, ag sa0 numeros reais chamados de coeficientes do polinémio. Denotaremos
por P(X) o conjunto de todos os polindémios com dominio no subconjunto X C R. A partir
das defini¢oes dadas na Secao 1.3, pode-se provar que todo polindmio é uma fungdo continua,
ou seja, P(X) C C(X) para todo X C R. Uma das consequéncias interessantes do Teorema
de Aproximacao de Weierstrass serd a conclusdo de que, para todo intervalo fechado [a,b],
o conjunto Pla,b] é denso em Cla,b]. Discuteremos esse resultado mais detalhadamente no

proximo capitulo.



Capitulo 2

O Teorema de Aproximacao de

Welerstrass

O objetivo principal deste capitulo é enunciar e demonstrar o resultado que constiuti o tema
central do trabalho: o Teorema de Aproximacao de Weierstrass. O referido Teorema afirma que
toda func¢ao continua com dominio em um intervalo [a,b] pode ser aproximada uniformemente
por polinémios com dominio no mesmo intervalo. Antes disso, porém, mostraremos outras duas
formas interessantes de aproximar uniformemente uma funcao continua. Uma delas utilizando
fungoes do tipo 'degrau’ e a outra através das fungoes chamadas afins por partes.

Além disso, como consequéncia do Teorema de Aproximagdo de Weierstrass, apresen-
taremos dois Colorarios interessantes. Um deles sobre a validade do Teorema para funcgoes
complexas com dominio no intervalo [a,b] e o outro sobre a densidade do conjunto Pla,b] no
conjunto Cla, b], como ja foi mencionado no final do primeiro capitulo.

Os desenvolvimento dos contetdos deste capitulo foi baseado nas referéncias [2], [3], [5],

[9] e [11].

2.1 Aproximacao de funcoes

Existem varias formas de definir o conceito de aproximagao de fungoes. Uma delas, usualmente
chamada de aproximacao uniforme, é a que definiremos a seguir. As demonstragoes feitas nessa

segao baselam-se em [2].

Definicao 2.1. Considere uma funcao f € F(X) e seja L(X) C F(X) uma classe qualquer de
fungoes contida em F(X). Dizemos que f € aprorimada uniformemente por fungoes de L(X)

se, para todo € > 0, existe uma fun¢do g. € L(X) tal que

If(z) —g-(z)] <e, VzeX
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Observamos que, de acordo com a definicao 1.30, dada uma sequéncia (f,) de fungoes
em F(X) tal que f,, — f uniformemente, entdo, para cada ¢ > 0 dado, sabemos que existe
ng € N tal que

n>nyg=|fu(z) — f(z)|<e, VreX

Assim, quando f, — f uniformemente, temos que f é aproximada uniformemente por fungoes
do conjunto {f,;n € N}. Portanto, a convergéncia uniforme de uma sequéncia (f,) de fungoes
é uma das formas de traduzir o conceito intuitivo de aproximacao de fungoes.

Mostraremos a seguir que toda funcao continua com dominio em um intervalo fechado

[a, b] pode ser uniformemente aproximada por dois tipos de fungdes bem simples.

Definigao 2.2. Uma funcdo f: R — R serd chamada de fun¢ao degrau, quando existir uma

familia de intervalos disjuntos (Ix)xer,, com U I\ =R, tal que a restricdo de f a cada intervalo

AeL
I € uma fungao constante.

Teorema 2.3. Toda funcao f € Cla,b] pode ser aproximada uniformemente por fungdes do tipo

degrau.

Demonstragao. Como f é uma funcdo continua e [a,b] é um conjunto compacto, entdo, pelo
Teorema 1.26, temos que f é uniformemente continua. Portanto, dado £ > 0, existe § > 0 tal

que
[z —yl <o =I|f(z) - f(y)| <&, Va,y€[ab] (2.1)

Por outro lado, considere o niimero natural n = max {l eN;l < bTTa} e, para cada natural k
com 1 < k < n, defina o intervalo I = [a + (k — 1)d,a + kd). Defina também os intervalos
Iy = (—o0,a), Iny1 = [a+nd,b] e 42 = (b,00). Entdo, se L = {0,1,...,n,n+1,n+2}, é

imadiato verificar que a familia (I)rcr, é de intervalos disjuntos e que U I, = R. Agora, para

keL
cada 1 < k < n+1, escolhemos um nimero x; € I, de modo que xx nao seja um dos extremos

desse intervalo. Dessa forma, para todo x € [a,b], existe um intervalo I, com 1 < k < n + 1,

tal que x € I e |z — xx| < §, pois
v €ly=—=a+(k—1)0<zx<a+kd e a+(k—1)<zp<a+kd—=
at+(k—1)0<z<a+kd e —a—-ki<-z<-a—(k—1)=
—<z—zp,<d=|r—zK| <O
Considere entao a fungao g : R — R dada por

f(zg), se xz€lyClab], 1<k<n+1
g(x) =
0, se z€lp ou x€l,42
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Das consideragoes feitas acima acerca da familia (Ij)kecr, segue entdo que a fungdo g é uma

fungao degrau. Além disso, para todo = € [a, b], concluimos de (2.1) que
I 1<k<n+lLizely,=|v—a| <d=|f(x) — f(zi)| <e = |f(z) —g(x)| <e
O

Podemos interpretar o resultado acima geometricamente. O Teorema afirma que, se f
¢ uma fungao continua definida em um intervalo [a, b, entao, dado € > 0, é possivel encontrar
uma funcao degrau tal que os segmentos de reta horizontais que representam seu grafico, estao
compreendidos na ‘faixa’ do plano cartesiano determinada pelos graficos das fungoes f + ¢ e

f — &, como mostra a figura a seguir.

Figura 2.1: Aproximagao uniforme por fungéao degrau

O préximo resultado exibird outra forma de aproximar uniformemente uma funcao con-

tinua definida em um intervalo fechado.

Defini¢ao 2.4. Uma funcdo f : [a,b] — R € dita afim por partes quando existem nimeros
reais a = cg < 1 < cg < ... < cp—1 < ¢, = b tais que, para todo k, com 1 < k < n, a restricdo

de f ao intervalo [ck—1,ck] € uma funcao afim.

Teorema 2.5. Toda funcao f € Cla,b] pode ser aprorimada uniformemente por fungées afins

por partes.

Demonstragao. Utilizando novamente o resultado obtido no Teorema 1.26, temos que dado € > 0,

existe § > 0 tal que
€
v —yl <d=f(2) = fY)l <3, Va,y <] (2.2)

Considere o entao um nimero real ¢ tal que 0 < { < § e seja n = max {l eNjl < I’_T“} Além

disso, defina, para cada 1 < k < n, os nimeros ¢ = a + Ck e ¢py1 = b. Entao, é imediato
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verificar que a = ¢y < c¢1 < co < ... < ¢p < cpy1 = b e que
0<k<n e z,y€lckcht1] = |x—y| <9I (2.3)

Portanto, para todo z € [a, b], existe 0 < k < tal que = € [ck, ck11]. Sendo assim, defina a fungao
g : [a,b] — R que, para algum k, associa a cada = € [cg,ck11] C [a,b] o ntimero

flerg1) — fler)

Ck+1 — Ck

g(x) =

(z —cx) + flex)

E claro que a restrigdo de funcao g a cada intervalo [ck, cx+1] é uma fungao afim, ou seja, g é

uma funcdo afim por partes. Além disso, se z € [cg, ck+1], observamos que

A

G Sx <1 = 0< 2 - < Cpy1 — = 0<
Ck+1 — Ck

Logo, dado x € [ck, ck+1] C [a, b], segue de (2.2), (2.3) e da observagao acima, que

flexs1) — flex)

Ck+1 — Ck

<

[f(x) = g(2)] = | f(z) -

(x —cx) — flew)

TG |

|f(z) = flex)| + [f(ckr1) — flek)]

Ck+1 — Ck

@) = flen) + F(ersn) = fle) < 5+ 5 =<

O]

Geometricamente, o Teorema demonstrado acima pode ser interpretado da seguinte
forma: se f é uma funcdo continua definida em um intervalo fechado, entao, dado ¢ > 0,
existe um funcao afim por partes definida nesse mesmo intervalo, tal que a linha poligonal que
representa seu grafico estd contida na ‘faixa’ do plano cartesiano compreendida pelos graficos
das funcoes f + e e f —e. A figura abaixo ilustra tal situacao.

0.2

0.14

Figura 2.2: Aproximagcao uniforme por uma funcdo afim por partes
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2.2 O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Na secao anterior, mostramos duas formas distintas de aproximar uniformemente funcoes con-
tinuas definidas em um intervalo fechado. O Teorema de Aproximacao de Weierstrass, que
afirma que toda fungao f € Cla,b] pode ser aproximada uniformemente por polindémios, traz
uma forma ainda mais notavel de aproximar esse tipo de fungao, ja que o conjunto Pla, b] tem
muitas vantagens estruturais dos pontos de vista algébrico e andlitico, pois é fechado para adi-
¢ao, multiplicacao, multiplicacao por escalar, derivagao e integracao. Além disso, os polinémios
sao funcoes bastantes simples do ponto de vista computacional, pois suas imagens sao obtidas
por um conjunto de operacoes elementares sobre os valores do dominio.

Uma das maneiras de demonstrar o referido Teorema ¢ exibir, para cada fungao f € Cla, b]
e € > 0 dados, um polinémio p € Pla, b] que satisfaca |f(x) — p(x)| < € para todo x € [a, b]; esse
é o caminho que seguiremos. Mais precisamente, mostraremos que dada uma fungao f € C|a, b,
existe um sequéncia de polinémios (p,) em PJa, b] tal que p, — f uniformemente. Assim, dado

€ > 0, existird ng € N tal que
n>ng = [f(z) —pa(z)| <& Vz€l[a,

Para construir tal sequéncia, recorreremos a uma classe de polinébmios conhecidos como
polinémios de Bernstein associados e fungao f. Varemos adiante que tais polinémios sao de-
finidos somente no intervalo [0,1]. Portanto, o Teorema de Aproximagao de Weierstrass serd
demonstrado inicialmente apenas para fungoes continuas definidas no intervalo [0, 1]. A validade
do Teorema em um intervalo [a, b] qualquer seguird como consequéncia dessa demonstracao.

As demonstragoes feitas a seguir foram baseadas em [2], [3], [5] e [9].

Definicao 2.6. Seja f € F|[0,1]. Entdo para cada natural n > 1, o polindmio de Bernstein de
ordem n associado a f € dado por
- k n
_ K ki1 .a\n—k
Bus(z)=> f (n> (k):c (1-2)"
k=0
onde x € [0,1].

Na demonstragao do Teorema, necessitaremos de um resultado técnico sobre os polind-
mios de Bernstein associados a duas funcoes especificas, cuja demonstracao segue no Lema

abaixo.

Lema 2.7. Sejam f1, fo : [0,1] — R as fungées dadas dadas por fi(z) = x e fo(x) = 22
Entao, para todo natural n > 1, tem-se:

(n—12% =z
Bup@@) =z ¢ Bup)= """ 7

n
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Demonstracao. Observamos inicialmente que o reultado acima é de verificagdo imediata para
n = 1. Assim, a demonstracao serd feita considerando polinémios de Bernstein de ordem maior
ou igual a dois.

Lembramos que, para todo n € N, a féormula conhecida como binémio de Newton nos

fornece

(x+y)" = Z <k>xky" ko Vz,yeR

k=0

Além disso, é imediato verificar que, para todo n,k € N, com 1 < k < n, tem-se

k(ny (n-1
n\k) \k—-1
Entao, de acordo com a definicao dos polindmios de Bernstein e observando que o termo corres-

pondente a k = 0 se anula, temos que, para todo n > 2,

Bn,fl(x):ii(@x’fu—x)”—’f:iz(:) (1—2)" i("”) (1— 2)k =

k=0 k=1 =1
— (n-1) ;  /n—1\ :
E < ' >x3+1(1 _ x)n—(H-l) = E ( . )l'](]_ _ x)(n_l)_] =z(z+(1— x))n_l —
; J ° J

onde a penultima igualdade segue da apliacacdo do binoémio de Newton.
Por outro lado, considerando a funcio fo(x) = 22 e observando novamente que o termo

correspondente a k = 0 do seu polindbmio de Bernstein se anula, temos entao que, para todo

n > 2,
B gal@) = ki:of;(z) (1 —a) = g f; (Z) b (1—a)" = g S (Z: ka(l — )" =
ni:l];tl(n] 1>l‘]+1(1 z)" Uty = nil(]"i'l)(n]_l)a:](l )= =
J=0 j=0
T = /n—1 (n—1)—j “/n-1 ; (n—1) B
" §J< j )fvj(l—w) +Jz::0< ; >a:(1 ) —

O]

Agora estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o resultado central deste trabalho.
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Teorema 2.8 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass). Toda func¢io f € Cla,b] pode ser
aproxzimada uniformemente por polinémios de Pla,b]. Em outras palavras, dado ¢ > 0, existe

um polinémio p € Pla,b] tal que
|f(z) —p(2)| <e, Vz€la,b]

Demonstracao. Conforme foi dito anteriormente, comecaremos demonstrando o Teorema para
funcoes continuas definidas no intervalo [0,1]. Considere entao a funcao f € C[0,1]. Prova-
remos que a sequéncia (B, ) € P[0,1] dos polinémios de Bernstein associados a f converge
uniformemente para f. Ou seja, mostraremos que para cada € > 0, é possivel encontrar ng € N

suficientemente grande tal que
n>ng = |f(z) — Bp¢(z)| <e, Vzel0,1] (2.4)

Sendo assim, seja £ > 0. Como o intervalo [0, 1] é um subconjunto compacto de R e f é continua

entao, pelos Teoremas 1.26 e 1.27, sabemos que valem, respectivamente, as seguintes afirmagoes:

(i) f é uniformemente continua, ou seja, para o ¢ > 0 dado acima, existe § > 0 tal que

ve, " [0,1);
n

x—z‘<6:>‘f(x)—f<k>‘<;

n

(ii) f([0,1]) é um conjunto compacto e, portanto, a fungao f é limitada, ou seja, existe M > 0

tal que |f(z)| < M para todo = € [0, 1].

. . M
Sendo assim, escolhemos ng € N satisfazendo ng > 52 Vamos mostrar que esse valor de ng
3

satisfaz a condigao (2.4). De fato, fazendo y = 1 — = no desenvolvimento do binémio (z + y)",

obtemos

n

3 (Z) 2P — )k =1 (2.5)

k=0

Assim, tomando n € N tal que n > ng e, utilizando a igualdade acima, segue que

() ()bt — g3 (Mot

0 k=0

~ K(Z)wk(l - ‘”>nk) <f (i) - f(@)] ‘ , Veel0,]  (26)

Por outro lado, para cada x € [0, 1], defina os seguintes conjuntos
> 5}

| Bn.s(x) = f(2)| =

NE

ol
S

k
I — =
n

xr— —

I(x):{kEN;lgkgn e -

<6} e J(x):{kGN;lgkgn e

Entao, para cada z € [0, 1], segue de (2.6) que

S [()0-am) (o (5) 1)

[ Bn,s(x) = f(z)] =




< k;@) (Z)a:k(l — )"k g + k;ﬁ) (Z) aF (1 — )" F (‘f (fi) ‘ + \f(x)\) (2.8)
:%—i—QM- 3 <Z>ajk(1—x)"k (2.10)

onde as desigualdades (2.7), (2.8) e (2.9) seguem da desigualdade triangular e das condigoes
obtidas em (i) e (ii). E a igualdade (2.10) segue de (2.5) e do fato de que z¥(1 — 2)"* > 0 para
todo z € [0, 1].

Vamos analisar a soma obtida em (2.10). Observe que

kelJ(z)=

Portanto,

Assim, utilizando as notagoes e os resultados obtidos no Lema 2.7, segue de (2.11) e de (2.5) que

> <Z>$k(1 — o)k < 5% (% — 2By gy (2) + Bupy(2) = = <x2 Cop? 4 (n—nl)a:2 . m>

62 n
keJ

2
9 9 T—z 1
_ e S
T+ ) né?  ~— 4nd?’

= (nz? — 2na® 4+ nx

= (2.12)

pois z — 22 < % para todo z € [0, 1].
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Logo, segue de (2.10) e (2.12) que, para todo x € [0, 1], tem-se

e n e 2M & Meb?
n > o = By s(a) — f(a)] < & + g@x( R L BT

e o Teorema fica demonstrado para o intervalo [0,1].
Vamos mostrar a validade do Teorema em um intervalo [a,b] qualquer. Considere uma

funcao f € Cla, b] e, para cada z € [0,1], seja y = a + (b — a)z. Observe que
z €[0,1] <y € [a,b)
Sendo assim, consideremos a funcao g : [0, 1] — R dada por:
g9(x) = fla+ (b—a)r) = f(y), Vo e[0,1]

Pela observacido acima, vemos que g estd bem definida. Além disso, g é dada pela
composicao de duas funcoes continuas. Entao, pela Proposi¢ao 1.22, g é uma funcgéo continua
definida no intervalo [0,1]. Logo, pelo resultado provado acima, dado € > 0, existe um polinémio

q € P[0, 1], tal que
lg(x) —q(z)| <e, Vzel0,1] (2.13)

Considere entao o polinémio p € P[a, b] dado por

s =0 (§=2) =a@), voc

Concluimos entao, de (2.13), que
|g(1ﬁ)—q($)| <g, Vo € [07 1] A ‘f(y)_p(y” <g, Vye [a7b]
O]

Corolério 2.9. Para todo intervalo fechado [a,b], o conjunto Pla,b] é denso no conjunto Cla, b].

Demonstragao. De acordo com a defini¢ao 1.32, devemos provar que os conjuntos Pla,b] C

Cla,b] C Fla,b] sao tais que Cla,b] C Pla,b]. De fato, dada a funcao f € Cla,b], entdo, de
acordo com o Teorema de Aproximagcao de Weierstrass, existe uma sequéncia (p,,) de polinémios

pertencentes a Pla, b] tal que p,, — f uniformemente. Portanto, f é aderente a Pla, b, ou seja

f € Pla,b]. Logo, Cla,b] C Pla,b]. O
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2.3 O Teorema de Aproximacao para Fungoes Complexas

Nesta secao apresentaremos mais um Corolario interessante do Teorema de Aproximagao de
Weierstrass. Esse resultado afirma que se uma funcao complexa f : [a,b] — C é continua,
entdo f também pode ser aproximada uniformemente por polinémios complexos definidos no
intervalo dado. Os conceitos de continuidade e aproximacao uniforme para fungoes complexas
serao definidos de forma interamente andloga ao caso real. As demonstragoes feitas nessa secao
baseiam-se em [9] e [11].

Lembramos que um ndmero complexo z é um numero dado pela expressao z = u + v,

2 — _1. Os valores de u e v sdao

onde u,v € R e i é a unidade imagindria que satisfaz a relacao 4
chamados, respectivamente, de parte real e parte imagindria do complexo z e serao representados
por Re(z) e Im(z). O conjugado do nimero complexo z = u+iv, é o nimero dado por Z = u—iv

e o mddulo ou a norma de z é o ntimero real definido pela expressao
|z| = Vu? + v?

Destaquemos duas propriedades do médulo de um ntimero complexo que serao titeis mais adiante.

Dados os nimeros complexos z = u + iv e w = a + ib, tem-se

(i) |z - w| = [ [w]
De fato,
|z - w| = |(ua — vb) +i(ub + va)| = /(ua — vb)2 + (ub+ va)?
= Vu2a? + 202 + u2b? + v2a2 = /(12 + v2)(a? + b2) = |z||w]
(i) [z + w| < |z[ + w]
De fato,

|z +w? =|(u+a)+i(v+0b)* =u®+ 2ua + a® + v* + 20b + b* = |22 + |w|? + 2(ua + vb) <

122 + |w]? + 2/ (ua + vb)2 < |2 + |w]? + 2v/(ua + vb)2 + (va — ub)? = |z> + |w|? + 2|z - w| =
2% + |w]? + 2|2[[@] = [2* + [w]? + 2|z[jw| = (|2] + |w])
Portanto,
2+ w| < 2] + |w]

Dada uma fun¢ao complexa f : X C R — C, que associa a cada nimero real x € X o
complexo f(x) = u(x) + iv(z), a parte real e a parte imagindria do complexo f(z) dependem
de x. Portanto, ao definir tal funcao, estamos definindo implicitamente duas fungoes reais, cha-
madas parte real e parte imaginagira de f e representadas por fRe(f) e Jm(f), que determinam,
respectivamente, os valores de u(x) e v(x). Essas fung¢oes desempenharao um papel importante

nas demosntracoes desta secao.
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Definicao 2.10. Uma fungdo complexa f : X C R — C € dita continua em a € X se, para

todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
reX,|lr—al <d=|f(x)— fla)| <e

A funcao f é dita continua se for continua em todos os pontos de X. Mostraremos a
seguir que a continuidade de uma funcao complexa ¢é equivalente a continuidade de suas partes

real e imagindria.

Proposicao 2.11. A funcdio f: X C R — C € continua se, e somente se, as funcoes Re(f) :

X —ReIm(f): X — R sao continuas.

Demonstragao. Para simplificar a escrita, utilizaremos as representacoes Re(f) = we Im(f) = v,
ou seja, f = u+iv. Vamos supor inicialmente que f é continua. Entdo para todo a € X, tem-se

que, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
reX,|lxr—al<d=|f(x)— fla)| <e

Dai segue que

z€ X, |o—a| <= |u(z) —u(a)] = V((u(z) - u(a))? < V/(u(z) — u(a))? + (v(z) — v(a))? =

u(z) = u(a) +i(v(z) —v(a))| = [f(x) — fa)| <€

Portanto, a funcao u é continua a, para todo a € X, ou seja, u é continua. De forma inteiramente
analoga, demonstra-se que a fungao v também é continua.
Reciprocamente, vamos supor que as funcbes u e v sdo continuas. Entao, para todo

a € X temos que, dado € > 0, existem d1,d2 > 0 tais que
zeX,|z—a| <8 = |u(z) —u(a)l <§ e zeX,|z—a| <8 = |vz)—v(a) <§
Assim, se § = min {d1,d2}, segue que
e X |z —al <d=|[f(z) = fla)| = Ju(z) — u(a) +i(v(z) —v(a))| <

, e €
u(z) —u(a)] + [iljo(z) —va)| < 5+ 5 =¢

Logo, f é continua. O

De forma andloga ao caso real, defineremos abaixo a no¢ao de aproximacao uniforme de

uma funcao complexa com domimio em um subconjunto de R.
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Definicao 2.12. Considere a classe de fungoes dada por A(X) = {g: X CR — C} e seja
B(X) c A(X). Entao, dizemos que uma fun¢ao f : X C R — C pode ser aprozimada

uniformemente por fungoes de B(X) se, para todo € > 0, existe uma fungdio g. € B(X) tal que
|f(x) —ge(x)] <&, VzeX

Uma fungao polinomial complexa com dominio em R, ou simplesmente polinémio com-

plexo, é uma fungao f : R — C dada por
f(x) = apx™ + 12" N+ .+ aiz + a,

onde an,an_1, ..., a1, ag sao numeros complexos denominados coeficientes do polindémio. O Teo-
rema de Aproximacao que demonstraremos a seguir, utlizara esse tipo do polinémio para esta-

belecer um resultado andlogo ao Teorema 2.8.

Corolério 2.13 (Teorema de Aproximagao para Fung¢oes Complexas). Seja f : [a,b] — C uma
funcdo continua. Entdo f pode ser aproximada uniformemente por polinémios complexos com

dominio no intervalo [a,b]. Ou seja, para todo € > 0, existe um polindmio p : [a,b] — C tal que
’f(.'l?) —p(.’lf)’ <g, Vz € [aab]

Demonstragcao. Como a fungao f é continua, entao, pela Proposicao 2.11, temos que as fungoes
Re(f) = u : [a,b] — R e Im(f) = v : [a,b] — R também s@o continuas. Logo, segue do
Teorema de Aproximagcao de Weierstrass que, dado £ > 0, existem polinémios q1, ¢2 : [a,b] — R
tais que

(@) —q@) <5 e @) —g@)| <3 Voelwl

Consideremos entao o polinémio p : [a,b] — C dado por p = ¢1 + iga. Logo, para o &
dado acima tem-se

[f(2) = p(@)] = Ju(z) +iv(z) — q1(z) —iga(2)] <
9

5 =6 Vz € [a, b]

lu(z) — q1 ()| + |i]|v(z) — g2(x)] < % 4



Capitulo 3

Polinémios de melhor aproximacao

O Teorema de Aproximagao de Weierstrass garante que toda funcao continua definida em um
intervalo [a,b] pode ser aproximada uniformemente por polinémios. Esse resultado garante
que, para qualquer erro arbitrariamente escolhido, é possivel encontrar um polinémio, cujo grau
depende do erro escolhido, que aproxima uniformemente tal polindbmio. Desse modo, nao ha
restricoes para o grau do polinémio de aproximagao.

Neste capitulo, estudaremos a aproximacao uniforme por polindmios de uma funcao
continua definida em um intervalo [a, b], sob a condi¢ao de que o grau de todas as aproximagoes
possiveis nao seja superior a um determinado inteiro positivo fixo. Os desenvolvimento dos

contetudos deste capitulo foi baseado nas referéncias [4], [10] e [12].

3.1 Existéncia de polindmios de melhor aproximacao

As demonstragoes feitas nessa se¢ao baseiam-se em [4] e [10]. Na definigao 2.1, demos um sentido
ao conceito de aproximacao de fungoes. Veremos a seguir que essa definicao estd diretamente

ligada ao conceito de norma de uma funcgao.

Definigao 3.1. Seja X C R e considere uma funcio f € F(X). Entao, definimos a norma de

f, denotada por ||f||, como sendo o nimero real dado por

1l = sup | f ()]
reX
Conforme observamos acima, a nocao de aproximacao de funcoes pode ser definida de
forma equivalente a definicao 2.1 utilizando o conceito de norma. De fato, se f € F(X) é
aproximada uniformemente por fungoes de £(X) C F(X), entao para todo £ > 0, existe uma
funcao g. € L(X) tal que |f(z) — g-(v)| < §, para todo x € X. Por outro lado, ¢ imediato
verificar que

@) —ge@)] <5, Vee X =|If gl <e

31



32

Reciprocamente, temos ainda que
If = gell <e==|f(2) —ge(x)| <&, VzeX

Ainda nesse sentido, a definigao de convergéncia uniforme de uma sequéncia (f,) de fungoes
também pode ser traduzida utilizando-se o conceito de norma. Se uma sequéncia ( f,,) de fungoes

de F(X) é tal que f,, — f uniformemente, entao
Ve > 0,3ng € Nyn > ng = |fn(z) — f(2)| < g, Ve e X
= Ve>0,Ing e Nyn>ng = ||fn — fl| <c¢
— lim||f, — ]| = 0
Com raciocinio analogo, também é imediato provar que
lim||f, — f|| =0 = fn, — f uniformemente

A proposicao a seguir trard uma lista de propriedades da norma de uma funcdo. Essas
propriedades, que serao muito tteis nesta se¢ao, podem ser demonstradas diretamente através
da utilizacao das propriedades do moédulo de um nimero real, juntamente com o conceito de

supremo. Por esta razao, omitiremos tais demonstracoes.

Proposicao 3.2. Sejam f,g € F(X). Se f(X) € limitado, entdo valem as sequintes proprieda-
des:

(i) ||f|| > 0. Além disso, ||f|| =0 se, e somente se, f = 0;

(ii) |lcf|| = ||| f]], para todo nimero real c;
(wir) ||f +gll < 711+ llgll;

(w) [If = gll = llg = flI

() WIS =Nglll < [1f + gll;

(vi) O conjunto f(X) € limitado por M > 0 se, e somente se, ||f|| < M.

Definicao 3.3. Uma sequéncia (f,) de fungdes definidas em um subconjunto X C R € dita

uniformemente limitada se existe um numero real M > 0 tal que

|fu(z)| < M, VreX,neN
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Observamos que, de acordo com a definigdo acima, se uma sequéncia (f,) é uniforme-
mente limitada, entao existe M > 0 tal que o conjunto f,,(X) é limitado por M para todo n € N
e isso ocorre, de acordo com o item (vi) da Proposicao 3.2, se, e somente se, ||f,|| < M para
todo n € R.

Nesse momento, tendo estabelecido o conceito a algumas propriedades da norma de uma
funcao, iniciaremos o estudo do conceito de melhor aproximagao. A seguir, demonstraremos um
Lema cujo resultado sera a base do primeiro Teorema central desse estudo.

Sendo assim, considere o conjunto B = {xk; ke N} e seja L C B um subconjunto finito.
Entéao, representaremos por P, o conjunto de todos os polinémios com coeficientes reais gerados

pelos monomios de £. Ou seja,
Pr = {alxkl +agz® + ..+ an:L‘k";ai eER, M e E}
O Lema abaixo estabelece uma propriedade importante dos conjuntos P,.

Lema 3.4. Seja L C B um subconjunto finito. Entdo toda sequéncia de polindémios de P,
defininidos no intervalo [a,b], uniformemente limitada por M > 0, admite uma subsequéncia

que converge uniformemente para um polinomio de P, limitado por M.

Demonstragao. Considere o subconjunto finito de B dado por £ = {a:kl k2 a:k"} e seja (pm)

uma sequéncia de polinéomios de P, uniformemnete limitada dada por p,, = 1R + a2 +

kn_ Entao sabemos que existe M > 0 tal que ||p,,|| < M para todo m € N. Vamos

veo + Q@
mostrar que os coeficientes dos polindémios p,, sdo limitados, ou seja, existe N > 0 tal que
lami|] < N para todo 1 < i < nem € N. De fato, suponha que tal N nao exista e considere
a sequéncia (x,,) que associa a cada natural m o nimero z,, = mazx {|ami|;1 <i<n}. De
acordo com a nossa suposicao, a sequéncia (z,,) é ilimitada e, pelo Teorema 1.10, admite uma
subsequéncia, que denotaremos ainda por (z,,), tal que lim z,, = oc. E claro que tal subsequéncia
possui infinitos valores cujo maximo dos médulos |a,,;| é atingido para um mesmo . Assim,
podemos extrair uma nova subsequéncia, denotada novamente por (z,,), tal que limz,, = oo e
cujos valores sao atingindos para um mesmo i. Sem perda da generalidade, vamos supor que
esses valores sao atingidos para i = 1. Entao teremos x,, = |an1| para todo m e lim |ay,;1| = oo.
Considere entdo a sequéncia de polinémios (g,,) dada por ¢, = 5—m. Como (Jam1|) tende ao

ml
infinito, entao, dado € > 0, é possivel encontrar mg € N tal que

M
m > myg = |am1| > —
€
Portanto, para o € dado acima, tem-se

m>my = |lgn|| =T < — =¢
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Donde concluimos que (g,,) converge uniformemente para a fungdo nula. Além disso, pondo

Qi .
bmi = —— para todo m e i, teremos
am1

Gm(x) = 2" 4 byox® 4 4 by

onde |by;| <1 para todo 1 <i <mnem € N. Assim, para cada i, a sequéncia (b,;) ¢ limitada
e, pelo Teorema 1.9, admite uma subsequéncia convergente, que denotaremos ainda por (by,;).
Utilizando tais subsequéncias como coeficientes de polindomios em P, obtemos uma subsequéncia
de (gm), que também serd denotada por (¢,,). Escrevendo limb,,; = b; para cada i, defina o
polinémio

q(z) = 2 4+ box®? + . 4 byaPn

k

Por outro lado, considerando que cada monémio z é um fungao continua em [a, b], podemos

obter L = max{HmkiH; 1<i< n} Segue entao que, para todo m € N, tem-se

—

lq(x)] = lg(z) = gm(x) + gm(z)]

IN

) — gm(z)| + |gm(z)]|

)
—

1b: — bl || + ||

M=

=2

3

IN

10 — bl [ + {1l
=2
n

IN

’bi - bmz‘) L+ HQmHy
=2

para todo x € [a, b], isto é,

lal| < (Z |b; — bmi’) L+ [|gml]- (3.1)
=2

Como (gy,) converge uniformemente para a fungao nula e, para cada 4, lim b,,; = b;, entdo, dado

€ > 0, existe mg € N tal que

9

g
m>m0:>]|qm\|<§ e m>m0:>|bi—bmi|<m

Logo, segue de (3.1), que

- (n—1)eL ¢
m > mo = ldl] < <Z!bz-—bm\> Lt llanll < 3o —pyp +5=°
1=2

Devemos entao ter, necessariamente ||¢|| = 0, o que acarreta
2 boa? 4 4 bt =0V € a, b = 1=by=b, =0

o que é um absurdo.
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Segue portanto que existe N > 0 tal que |a,;| < N para todo 1 < i < nem € N.
Assim, pelo Teorema 1.9, para cada 1 < i < n, a sequéncia (a,,;) admite uma subsequéncia
(ami) tal que limay,,; = a;. Utilizando termos a,,; de cada subsequéncia como coeficientes,
obtemos uma subsequéncia de (p,,), denotada também por (p,,). Definimos entao o polinémio

p(z) = a12® + asx®? + ... + a,z". Segue entdo, para todo m € N, tem-se

|pm($) - p(l’)| = |(am1 - al)xkl + (am2 - a2)xk2 +.ot (amn - an)xkn’
n n
<Y ami — aill2 ] < ams — aill|2¥]]
=1 =1
<

i=1
para todo z € [a, b], isto é,
n
= (Yo 2 52
i=1
Como lim a,,; = a; para cada 1 <1 < n, entao, dado € > 0, é possivel obter my € N tal que

€
m>my = |ami —a;| < —
nlL

Logo, segue de (3.2), que para o € dado acima, tem-se

nel

n
m > my = ||pm — p|| < <;|ami—ail>L<nL:€

Ou seja, p,, — p uniformemente. Além disso, se m > m, temos também que

pll = 1P = Pm + Pl | < [P = Pl + |Ipm|| < e+ M
Como a desigualdade acima vale para todo € > 0 , entdo podemos afirmar que ||p|| < M. O

Definiremos agora, de forma bastante intuitiva, o conceito de melhor aproximacao de um
polinémio para uma funcao e demonstraremos em seguida um resultado que garante a existéncia

de tal polinémio para toda fungao f € Cla, b].

Definicao 3.5. Seja L C B um subconjunto finito. Entdo, dado X C R, definimos, para cada

f e F(X), o grau de aproximagao de f pelos polinémios de Pr como o nimero real dado por
E(f;£) = inf [[f —pl|
PEPL

Se o infimo € atingido para algum polinomio p € P, entdo p € chamado de polinémio de melhor

aproximacao para f em X.
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Teorema 3.6. Dado L C B um subconjunto finito, entdo, para cada f € Cla,b], existe em P

um polinomio de melhor aproximagdo para f em [a,b].

Demonstragio. Considere o conjunto X = {||f —pl||,p € Pc}. E claro que X admite infimo,
pois é limitado inferiormente pelo zero e, pela Proposicao 1.6, existe uma sequéncia de pontos
de X que converge para I = inf(X) = E(f;L). Assim, podemos obter uma sequéncia (p,,) de
polinéomios em P, tal que lim||f — py|| = E(f;L£). Entao, de acordo com a Proposi¢ao 1.5,
temos que a sequéncia (||f — pp||) é limitada, digamos por N; > 0. Por outro lado, sendo f
continua no compacto [a, b], sabemos do Teorema 1.27 que f é uma funcdo limitada, ou seja,

existe Ny > 0 tal que ||f|| < Na. Segue entao que, para todo m € N, tem-se

pmll = llpm — [+ FIl < llpm = FII+[[f]] < N1+ No

Assim, pondo M = Nj + Ny, temos ||p,|| < M para todo m € N, e, pelo Lema 3.4, segue que
(Pm) admite uma subsequéncia (pp;) tal que p,,; — p uniformemente, onde p € P,. Portanto,

dado € > 0, existe m;, € N tal que
mj > mj, = Hpmj _pH <e¢

Da condicao acima e observando a propriedade (v) da Proposi¢ao 3.2, podemos concluir entao

que
m; > mjo = [|lf = pm, || = [1f = pll] S1N(f = pm,) = (F =D = [Ip = Py, || <€
= lim|[f — pm,|| = [|f — pl|
Portanto,
E(f; £) =lim||f — ppl| = lm || f = pm,[| = |[f — |
Logo, p é um polinémio de melhor aproximagao para f em [a, b]. O

O Teorema demonstrado acima garante a existéncia em P, de um polinémio de melhor
aproximacao para toda fungao f € Cla,b]. Mas tal polinémio nao é necessariamente tnico. O
exemplo que serd dado a seguir ilustra bem essa situagao. Além disso, esse exemplo mostra
que o fato de p € P, ser um polinémio de melhor aproximagao para f em [a,b] ndo significa
necessariamente que tal aproximacao seja boa, como ocorre na convergéncia uniforme de uma
sequéncia de polinémios (p,) para f. Geometricamente, isso significa que os graficos de p e
f podem ser bastantes distintos, mesmo sendo os graficos de p os que melhor aproximam os

graficos de f entre os polinémios de Pp.
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Exemplo 3.7. Considere a fun¢ao f :[0,1] — R dada por f(x) =3 para todo x € [0,1] e seja
L= {x,xQ,x3}. Vamos mostrar que todo polinémio q € Pz dado por q(z) = ax® + bx? + cx,

com a,byc >0 ea+b+c <6, é unm polinomio de melhor aprozimagao para f em [0,1]. Em
sequida, exibiremos o grdfico de f com alguns de seus polinémios de melhor aproximacao.
Seja p(x) = ax® + B2 + Az um polinémio qualquer em P.. Entdo temos que
(3.3)

1) =) = 110 =p(0) =3 = E(:£) = inf 17 =l 23

If = pll = sup
z€[0,1
Por outro lado, se ¢ : [0,1] — R é um polinémio em P, dado por ¢(z) = az® + bx? + cx, com

a,b,c >0ea+b+c <6, entdo para todo = € [0, 1] segue que
0<ar’+br*+cx<a+tbtrc= -3<3—(a+bt+c)<3— (aa®+bax?®+cxr)<3

= |f(z) —q(x)| <3 =||f —ql| <3

Sendo assim, segue de (3.3) que
3<B(L) = int (17 —pll < IIf —qll <3 = E(5L) = 1If —qll =3

Logo, ¢ é um polinémio de melhor aproximagao para f em [0, 1], pelos polinomios de Pr.

Assim, podemos afirmar que os polindmios p;(z) = 2% + 22 + z, p2(z) = 623, p3(z) =
s@o polinémios de melhor aproximagao para f em [0,1]. A figura abaixo

4z e ) =
mostra o grafico destes polinémios juntamente com o gréifico de f. Observe que apesar desses

254

0.5+
/

05
Py P {1 Ps

Figura 3.1: Graficos de f(z) = 3 e dos polindémios p1, p2, p3 € P4
polinomios estarem entre os que melhor aproximam f em [0, 1], considerando o conjunto Pp,

nao hé necessariamente uma aproximacao, no sentido intuitivo.
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3.2 Caracterizagao dos polinémios de melhor aproximagao

Para encerrar este capitulo, demonstraremos um Teorema que fornece uma condicao suficiente
e necessaria para que p € P, seja um polindmio de melhor aproximagdo para uma funcao
f €Cla,b].

A demonstracao feita a seguir foi baseada em [10].

Teorema 3.8. Sejam L C B um subconjunto finito e f € Cla,b]. Entdo, p € Py é um polinémio
de melhor aprozimagdo para f em [a,b] se, e somente se, para todo q € Py tem-se

max {[f(z) — p(x)lg(z)} 2 0 (3-4)

onde Ap € o conjunto de todos os pontos x € |a,b] tais que ||f — p|| = |f(z) — p(z)].

Demonstragdao. Seja p um polinéomio de melhor aproximacao para f em [a,b], cuja existéncia
é garantida pelo Teorema 3.6. Assim temos que E(f;L) = ||f — pl||, cujo valor serd denotado
simplesmente por E. Suponha que a condi¢ao (3.4) nao se verifica. Entao deve existir ¢ € P,

tal que
max {[f(z) — p(z)]q(z)} = —2¢

T€AQ
para algum € > 0.
Defina a fungao h(x) = [f(z) — p(x)]q(z) + € para todo x € [a,b]. Dai segue que existe

xg € Ap tal que

h(zo) = [f(zo) — p(x0)]g(xo) + €= - <0 (3.5)

E claro que a fungao h é continua em [a, b], pois f, p e ¢ também o sdo. Entéo, segue da Preposicao
1.23, que para cada xg € A que satisfaz (3.5), existe um intervalo aberto I, contendo xg tal que
h(z) < 0 para todo x € I, N[a,b]. Considere o conjunto aberto dado por A = UIwo- Podemos

afirmar entao que
h(z) <0, Ve ANla,b = [f(x) —p(x)]lq(z) < —e, V€ AN]a,b

Por outro lado, sabemos que o polinémio ¢ é uma funcao limitada em [a, b], pois é uma
fungao continua definida em um conjunto compacto. Portanto, existe M > 0 tal que ||q|| < M.
Sendo assim, considere um nimero real A que satisfaca 0 < A < M2, o que equivale a

A2M? < Xe. Definindo o polinémio p; = p — Ag, temos que

[f(z) = pi(@)? = [(f(z) —p(2)) + Aa(2)]?
= (f(2) = p())® + 22[f(z) - p(x)la(z) + X*(q(x))?
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1f = plI* = 2Xe + A?||q||?

A

< E?—2X\e+ )

= E?— )X
para todo x € AN [a,b]. Concluimos entao que

|f(z) — p1(2)] < VE?—Xe, Vze AN]a,b (3.6)

Como A é um conjunto aberto, sabemos F' = R — A é um conunto fechado e, portanto,
o conjunto K = F'N[a,b] também é fechado. Além disso, K é obviamente limitado, ou seja, K

é compacto. Observamos também que, para todo x € K tem-se
[f(z) = p()| < E
pois K N Ag = (. Vamos mostrar que existe § > 0 tal que
|f(x) —pz)| < E—90, Ve K (3.7)

De fato, a fungao ¢t : K — R dada por t(z) = | f(z) — p(x)| é continua e, de acordo com
o Teorema 1.27, o conjunto Y = ¢(K) é compacto. Vamos supor que para todo § > 0, existe
z € K tal que t(x) = |f(x) — p(z)| > E — 6. Obteriamos assim uma sequéncia (y,) de valores

de Y tal que y, > F — % para todo natural n. Mas, dado ¢ > 0 e tomando ng > +, terfamos
1 1
n>nyg=|E -y, < - < —<(
n no

Ou seja, terfamos limy, = E. Dai segue que E é um ponto de aderéncia do conjunto Y e, sendo
esse conjunto fechado, deverfamos ter E € Y, o que acarretaria t(x) = |f(x) — p(z)| = E, para
algum x € K. E isso contradiz a condigao |f(z) — p(x)| < E. Logo, existe § > 0 tal que (3.7) é
verdadeira.

Assim, tomando A real satisfazendo a condicdo dada anteriormente e com a condicao

adicional 0 < A < (2M)'6, obtemos

[f(@) —pi(0)] = [(f(2) = p(x)) + Aq()|

< |f(@) = p(@)| + Allq]l
5 5
< E-d+y=E-3 (3.8)

para todo x € K.
Considere o ntimero real dado por v = min {E —VE? - ), g} Segue entao de (3.6) e
(3.8) que
[f(@) —p@)| <E—7v, Veelab=||f-mll<E-vy
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o que é um absurdo, ja que p é foi tomado como o polinémio de menor aproximacao para f em
[a, b] e com isso devemos ter ||f —pi|| > ||f —p|| = E.

Reciprocamente, suponha que a condigao (3.4) vale para todo ¢ € P,. Tomando um
polinémio arbitrario p; € P, considere q € P, satisfazendo ¢ = p — p1. Da condigao assumida,

sabemos que existe zg € Ag tal que

[f(x0) — p(z0)]lg(x0) > 0

Logo,

|f(z0) = pr(@o)? = |(f(x0) — p(w0)) + qlwo)[*
= (f(x0) = p(20))* + 2[f (x0) — p(x0)]a(o) + ¢(x0)”
> (f(wo) = p(w0))* = [If = plI?
Dai segue que
Lf = p1ll = |f(@0) = pr(zo)| = |If — pl|

De onde podemos concluir que p é um polinémio de melhor aproximacao para f em [a, b], pelos

polinémios de P,. O



Capitulo 4

Polinomios Bernstein no Ensino

Meédio - aplicacoes em sala de aula

O objetivo deste capitulo é propor uma aplicacao didatica no Ensino Médio dos estudos desen-
volvidos até aqui. Ainda que as demonstracoes com rigor matematico deste tépico nao sejam
adequadas a esse nivel de ensino, mostraremos diversas razoes que justificam a apresentacao dos
polinomios de Bernstein aos alunos da 3% série de Ensino Médio. Observamos que muitos dos
contetdos matematicos apresentados usualmente aos alunos de todas as séries do Ensino Baésico,
desde o Teorema Fundamental da Aritmética no 6° ano do Ensino Fundamental ao Teorema
Fundamental da Algebra na 3% série do Ensino Médio, sao ministrados sem o rigor dos axiomas
e das demonstracoes sob as quais se alicerca a Matematica moderna. Essa pratica se justifica
porque, mesmo que os alunos dessa faixa etdria nao tenham maturidade intelectual para com-
preender a linguagem e o raciocinio utilizado em tais demonstracoes, muitas dessas nocoes sao
desenvolvidas de forma intuitiva pelo aluno e o processo de compreensao e aplicagdo da ideia
matematica envolvida nao fica prejudicado. De fato, grande parte dos conceitos matematicos
desenvolvidos ao longo da histéria teve origem em uma ideia intuitiva ou observada empiri-
camente; a linguagem e as demonstracoes rigorosas sao trabalhadas posteriormente, baseadas
nessas ideias.

Sob essa oOtica, a apresentagao, para alunos da 32 série do Ensino Médio, dos polinémios
de Bernstein associados a uma funcao continua f : [0,1] — R e, mais geralmente, o desenvol-
vimento de polinémios de aproximagcao para funcoes continuas definidas em um intervalo [a, b]
qualquer, pode proporcionar um enorme ganho no desenvolvimento matematico para os alunos

desse segmento. Entre as vérias razoes nas quais podemos basear tal afirmagao, destacamos:

e O estudo dos polindmios de Bernstein apresenta uma oportunidade para o aluno revisitar e

reforcar a sua compreensao de varios conceitos aprendidos durante o Ensino Médio, entre

41
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0s quais citamos o estudo dos polinémios, Binémio de Newton, coeficientes binomiais e
triangulo de Pascal, representacao gréafica de funcoes, propriedades gréaficas das funcoes
elementares, dominio e imagem, periodicidade (no caso das fungoes trigonométricas), vari-
acao e monoticidade, concavidade e convexidade dos graficos, correspondéncia biunivoca,

entre outros.

e A aproximacao dos polindmios de Bernstein para uma funcao continua pode ser visualizada
geometricamente, sem recorrer a rescursos analiticos inadequados a essa faixa etaria. Para
isso, pode-se utilizar softwares de Geometria dinamica, como o GeoGebra, para visualiar tal
aproximagao. Com isso, o aluno perceberd também que quanto maior o grau do polinémio,

melhor serd a aproximacao da funcao.

e Considerando ainda a visualizacao dos graficos de aproximacao, o aluno terd a enrique-
cedora oportunidade didética de testar as hipdteses sob as quais o Teorema garante a
aproximagao de fungbes por polinémios de Bernstein. Um dos exemplos que pode ser to-
mado para este préposito é o da fungao In : (0,1] — R, cujo dominio nao é um intervalo
fechado e, portanto, podera ser observada uma falha nas aproximacoes dos polinomios de

Bernstein.

e Apesar de o aluno de Ensino Médio néao ter contato e definicdo matematica de continuidade
de um fungdo, essa propriedade pode ser estudada intuitiva e geometricamente e com
isso, o aluno pode ser induzido a testar também a hipdtese da continuidade da funcao
para que os polinémios de Bernstein associados a uma funcao realizem a aproximacao.
Além disso, pensando ainda na continuidade, o aluno comeca a ser preparado, pelo menos

intuitivamente, para estudos posteriores mais avancados sobre funcoes continuas.

e Finalmente, a apresentagao de conceitos e Teoremas mais avangados a alunos concluintes
do Ensino Médio pode agucar a curiosidade daqueles que tém maior afinidade com a
Matematica e estdo propensos a seguir seus estudos na area de exatas. A visualizao de
um resultado tao forte e nao trivial da Matematica avancada, pode provocar admiragao
a esta area do conhecimento humano que parece tao misteriosa ao olhar de alguns e,

consequentemente, impulsionar a formacao de novos pesquisadores.

Claramente, ao pensar no primeiro objetivo entre os listados acima, recomenda-se que o
momento que precede ao inicio desse estudo, deve ser aproveitado para uma efetiva retomada de
todos os conceitos citados, que foram ensinados ao longo das trés séries do Ensino Médio e que
tenham relagao com os conceitos que serao definidos e com os exemplos que serao trabalhados.

Em seguida, pode-se fazer um breve estudo intuitivo do conceito de funcao continua, para que
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entdo se possa definir os polinémios de Bernstein e enunciar o Teorema de Aproximagao de
Weierstrass utilizando tais polindmios para aproximagoes no intervalo [0,1]. Encerrando este
momento de introducao deve-se apresentar, juntamente com alguns exemplos, a nogao de que
qualquer intervalo fechado [a, b] pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com o intervalo
[0, 1] através da funca@o y : [0,1] — [a, b] dada por y = a+ (b—a)x. Assim serd possivel estudar
os polinomios de aproximagao para fungoes continuas definidas em um intervalo [a, b] qualquer,
seguindo a ideia da demonstragao que fizemos do Teorema de Aproximagao de Weiestrass.

A partir deste ponto, e com foco nos objetivos didaticos listados acima, apresentaremos
a seguir uma sequéncia de exemplos que podem ser trabalhados em sala de aula, desde o desen-
volvimento algébrico dos polinémios de Berstein no intervalo [0, 1], passando pelos polindémios
de aproximac@o em um intervalo [a, b] qualquer, até a exploragao geométrica no GeoGebra dos

graficos da fungéo e de alguns de seus polinémios de aproximacao.

Exemplo 4.1. Considerando a fungao f : [0,1] — R dada por f(x) = cosz, vamos desenvolver
os polinomios de Bernstein By, f(x) associados a f, para 2 < n < 5. Em sequida, construiremos
0s grdficos dos polinomios By, ; e de f para visualizar a aprozimagdo uniforme de f através

desses polinémios.
De acordo com a defini¢ao 2.6, temos

(a) paran = 2,

By y(x) = ki;)cos (g) <2>xk(1 —z)2k
= (1—x)?+2cos <;> 2(1 - z) + cos(1)z?

(b) para n =3,

By y(x) = kzg:zocos <§) (i) 2 (1 — z)3F
= (L= o)+ Boos @) 71— x)" + Beos (g) (1 — ) + cos(1)a?

(c) paran =4,

Byyj(z) = icos (Z) <:> 21— 2)*

k=0

= (1—2)*+4cos (1) z(1— ) + 6 cos G) 2?(1 — ) + 4 cos (i) 23(1 — z)
4+ cos(1)z?
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(d) paran =25,

By j(x) — kzi:ocos (75) <2> R (1 - z)ih
= (1—-2)°+5cos (;) z(1 —z)* + 10 cos <§> 2%(1 — z)3 + 10 cos <§) 23(1 —xz)?
4+ 5cos (:) (1 — ) + cos(1)a®

A figura abaixo mostra a construcao, feita no GeoGebra, dos graficos de f e dos po-
linémios B, s, para 2 < n < 5. Observe que quanto maior o grau do polinomios de Bernstein,
melhor é a aproximacao, isto é, os graficos de B,, y ficam mais préximos do gréfico de f. Ob-
serve também que fora do intervalo de validade do Teorema, o intervalo [0, 1], as aproximagoes

se tornam grosseiras, ou seja, os graficos de B,, y comecam a se afastar do grafico de f.

061

0.4+

0.2+

06 04 02 ) 02 04 06 08 1 12 14

Figura 4.1: Graficos de f(x) = cosx e B, f(x)

Exemplo 4.2. Neste exemplo, vamos estudar os polinémios de Bernstein, e suas respectivas
representacoes grificas, para a fungao f :[0,1] — R dada por f(z) = e*. Porém, considerare-
mos uma variagdo mator no grau dos polinomios By, r, tomando-os paran =1, n=2,n=>5¢
n = 9. O obejtivo € mostrar, graficamente, que grandes variagoes no valor de n proporcionam

considerdvies melhoras nas aproximacades.
Vamos desenvolver os polindmios citados e estudar sua representagao gréfica.

(a) Paran =1,
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(b) Paran =2,

(c) Paran =25,

Bsp(x) = 25: es <2> 25(1 = 2)5*

(d) Paran =9,

By f(z) =

Figura 4.2: Graficos de f(z) = e e By, ¢(x)

Observando o grafico acima, vemos que a variagao do grau dos polinémios de Bernstein,

den=1an=9, tem como consequéncia um erro cada vez menor na aproximagao. De fato, na
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escala adotada, é possivel verificar que para valores ainda maiores de n, os graficos de f e B, ¢

tendem a se tornam indistiguiveis.

Exemplo 4.3. Seja f : [0,1] — R dada por f(z) = 22. Veremos que para essa func@o é possivel
calcular através de procedimentos algébricos simples, o erro cometido na aproximgdo de f pelos
polinomios de Bernstein. Em sequida, a partir de um erro preestabelecido, determinaremos o
polinomio de menor grau cuja aproximacao de f fica no limite de tal erro, isto €, dado € > 0

encontraremos n € N tal que | B, f(x) — f(x)| < € para todo x € [0,1].

Conforme vimos no Lema 2.7, para todo natural n > 1 tem-se

(n—1)2% +2

By ¢(x) = -

Portanto,

2

na? — 2% + x — na?

[ Bns(x) = f(z)| = =

n

::p(l—w) Vn >1
n ) -

onde a ultima ocorre porque z(1 — x) > 0 para todo z € [0, 1].
Assim, se denotarmos o erro de aproximacao por Ey(x) = | B, f(x) — f(x)|, temos que a
funcao F, é uma funcao quadratica cujo valor maximo é atingido, para todo n > 1, no ponto

1 . . -
To = 5 Portanto, o erro méximo de aproximagao é dado por

1
E,(z9) = e Vn >1

Logo, dado um erro € > 0, temos para todo n > 1 que

1 1
E,(x) = |Bpy(x) — f(z)| <e, Vaxe[0,1] < E,(x) < ¢ 1, See=n> o

Isso significa que para qualquer erro preestabelecido, é possivel determinar o menor valor de n
tal que o polinémio B, ; aproxima f uniformemente satisfazendo tal erro. Determinaremos a

seguir os polinémios de aproximacio de f utlizando os erros 107! e 1072,

e Para o erro g = 10! temos

<—n>3

1
En<$)<€0<:>n>ﬁo_l

Ou seja, o polinémio de menor grau cuja aproximacdo atinge um erro maximo de 1071 é

dado por
222 +

Bs p(v) = 3
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e Analogamente, considerando o erro e; = 1072, temos
E,(x) <ey <= n>26

Portanto, o polinémio de menor grau que aproxima f com erro menor que 1072 é dado

por
2522 +
B )= ——
26,7 (%) 56
Geometricamente, isso significa que os graficos dos polinomios B3 ; e Bag  estao compre-
endidos, respectivamente, nas faixas do plano cartsiano limitadas pelas funcoes f + g e

f — €0, no primeiro caso, e f +¢1 e f —e1, no segundo caso. A figura dada abaixo ilustra

tal situacao.

/

Figura 4.3: Gréficos de f(z) =22, By s(z) e f+ ¢

Exemplo 4.4. Estudaremos neste exemplo a funcdo logaritmo natural. Sabemos que tal fun¢ao
ndo estd definida no zero, o que nos impede de construir os polinomios de Bernstein associados,
ja que nao € possivel calcular o valor de f (%), correspondente a k = 0. FEntretanto, com o
objetivo testar as hipdteses do Teorema de Aprorimacdo de Weierstrass, estudaremos o compor-
tamento dos polinémios de Bernstein associados a fungao f :[0,1] — R dada por f(x) =Inz,
sex #0 e f(0) =0. Obviamente, f nao é continua no ponto x =0, o que nos levard a constatar

através da representagao grdfica que os polinomios B, y nao aprorimam uniformemente a funcao
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f. Além disso, dado € > 0, estudaremos a aplicacio do Teorema a funcdo g : [0,1] — R dada

por ge(z) = In(x + ).

Vamos construir os polinémios de Berntein B,, ¢(x) para n =4 e n = 7 e, em seguida, estudar

suas representacoes graficas.

(a) Paran =4,
st - 1) (s
= 41In (i) z(1—2)>+61n (;) 22(1 — )2 +4ln () (1 - 1)
(b) Paran =7,
Brs(z) = 27: (?) <Z) 2F (1 — )T *

f
= 7In <1> z(1—2)%+211n (3) 2%(1 — x)° + 351In (3) 231 —z)?
+ 35In <i> (1 —z)® 4+ 211 <‘;’> (1 —2)% 4+ 7In <(;> 2%(1 — x)

0124

T
-0.2

Figura 4.4: Graficos de f(x) e By, f(x)

Podemos observar na figura acima que, para valores do dominio proximos a x = 1, os gréaficos

de B, y estao muito proximos do grafico de f. Porém, quando x se aproxima de zero, os graficos
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dos polinomios comecam a se afastar 'rapidamente’ do grafico de f, ou seja, os polinomios B,, ¢
nao cumprem a funcao de aproximar f uniformemente. Isso ocorre porque, ainda que a funcao
logaritmo natural seja continua, ela estd definida em um intervalo que nao é compacto e, com
isso, perdem-se duas propriedades essenciais a validade do Teorema: a continuidade uniforme e a
limitagdo. Ao tentarmos estender a definicao da fungao para x = 0, perdemos a sua continuidade,
o que também afeta o resultado. Esse exemplo reforca a necessidade de que as duas hipdteses
essencias do Teorema de Weierstrass sejam satisfeitas: a continuidade da fungao e o dominio em
um intervalo compacto.

Por outro lado, para todo € > 0 dado arbitrariamente, a funcao g. definida no enunciado é
claramente continua e estd bom definida para todo x € [0, 1], pois g-(0) = Ine. Assim, podemos
obter polindmios de Bernstein que aproximam uniformemente a funcdo logaritmo natural no
intervalo [e, e+ 1]. Considerando ¢ = 1072, vamos obter os polinomios B, 4. paran=5en =38

e comparar os graficos desses polinémios com os gréaficos da fungao logaritmo natural.

(a) Paran =5,
> (k) (5
Bt = Yo (5) ()t -t
k=0
_ ISR WA 21 Y ALY a3
= In (10()) (1-2)”+5In <100> z(l1—-2)"+10In <100> (1 —x)
61 : 81 101
10In ( — | 2*(1—2)*+5In( — |2*'(1—2)+In | — ] 2®
+ 0n<100>x( ) +5n<100>x( z)+ n(mo)x
(b) Para n =38,
NNAYE
Buao) = Yoo () (1) -0t
k=0
1 2 1
= In (100> (1—2)®+8In (2070) z(1—2)" 4 281n (53) 2?1 — x)°

7 51 127
In(— )2*(1 —x)° In(-— )21 —2)* In(=—)z°1—x)3
+ 56 n<200>:17 (1—2x)>+70 n<100>x (1—2)"+56In 500 ) © (1—x)

19\ ) 177\ 101 4
+ 281n<25>x(1 x) +81n<200>x(1 z)+1n 100 ) ¢

Observe na figura abaixo que os gréaficos dos polinomios B, 4. se aproximam dos graficos
das funcoes logaritmo natural e g. e os graficos dessas duas ultimas sao quase indistinguiveis, ja
que o segundo é o resultado do deslocamento horizontal para a esquerda do primeiro da ordem de
ﬁ de unidade de comprimento. Ainda que a aproximacao dos polindmios se verifique, podemos
observar um melhor resultado para valores de x préximos a um do que para valores préximos
a zero, ressaltando a dificuldade em obter polindmios de aproximacao para essa funcao nestes

pontos do dominio.
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-0.2

0.4

-0.6

-0.8

gE' B uBS a

Figura 4.5: Graficos de g:(z), Inz e B, 4. (2)

Os exemplos feitos até aqui, com aproximacgao de fungdes definidas no intervalo [0, 1],
utilizaram os polindmios de Bernstein para realizar tais aproximagoes. Nos préoximos exemplos
desenvolveremos os polinémios de aproximagao para fungoes continuas definidas em um intervalo
[a, b] qualquer. Para isso, utilizaremos a mesma ideia apresentada na demonstragao do Teorema
de Aproximacao de Weierstrass, estabelecendo um correspondéncia biunivoca entre o intervalo
[a,b] e o intervalo [0, 1] através da funcao dada por y = a + (b — a)z, para todo z € [0,1]. Com
isso, podemos fazer uma pequena adaptacao nos polinomios de Bernstein para obter os novos

polinomios de aproximagao.

Exemplo 4.5. Considere a fungao f : [0,2n7] — R, dada por f(x) = sen(z). Utilizando a ideia
discutida acima vamos obter uma sequéncia de polinémios que se aproximam uniformemente de

f. Construiremos também neste exemplo, os grdficos de f e de seus polinémios de aprorimacado.

Para poder utilizar os polindomios de Bernstein na aproximacao, devemos obter uma
funcao, associada a fungao f, que esteja definida apenas no intervalo [0, 1]. Para todo = € [0, 27],

seja y dado por y = o= E imediado verificar que

g

x € [0,27] <y € [0, 1]
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Assim podemos definir uma fungao ¢ : [0, 1] — R tal que

g(y) - f(QWy) = f(x) Vy € [07 1]7x < [0,27T]

Como g é uma funcao continua, pois é dada pela composi¢ao de duas funcoes continuas, entao
podemos utilizar os polinémios de Bernstein B, 4(y) para aproximar uniformemente a funcao g
no intervalo [0, 1]. Consequentemente, os polinoémios B, 4 (%) aproximam f uniformemente no

intervalo [0, 27]. Portanto, os polindmios de aproximgao para f sao dados por

Bn,g(y) = Bn,g ( - )

YOIRICONEE
(5 (1) ) -5

Utilizando a igualdade acima, desenvolveremos os polinémios de aproximacao para f utilizando

n=3, n=6en=_8.

(a) Paran =3,
malz) = 2 () ()G 0
()5 05 e (5) (70 5)
(b) Para n = 6,
s(3) = (5 () ) 0-5)
= o (§) 57 (1-5) + 15 en (5) (52)" (57’
< e () G o) e (5) )0 5)
(c) Paran =8,
mai) - 2 () (G 02

= s ()5 (-5 (5) (- 5)

3 5 s ,
) (a2 oo (7)) 0-)
=) () e () G050
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Na figura abaixo, foram construidos os graficos de f e dos polinomios B, 4. Observe que a
aproximacao de f ocorre no intervalo [0, 27], pois quando z varia neste intervalo, y varia no
intervalo [0, 1], o que garante a validade do Teorema de Aproximagao de Weierstrass. Ao visu-
alizar tais graficos, é possivel perceber que as aproximacoes de f nao tém a mesma qualidade
que as aproximacoes que fizemos nos exemplos anteriores, com funcoes definidas no intervalo
[0, 1]. Isso significa que, neste caso, para obter aproxigoes com erros menores, é necessario tomar
valores de n bem maiores do que os que consideramos acima. Por outro lado, destacamos um
fato notavel: como a funcao seno é peridédica com periodo igual a 27, entao os polinémios que
construimos acima, quando calculados no intervalo [0, 27|, aproximam os valores de f em toda

a reta real.

Big 05

Figura 4.6: Gréficos de f(z) = sen(z) e By g (5%)

or

Exemplo 4.6. Considere a func¢io f : [1,2] — R dada por f(x) = Inz. Utilizando um
ractocinio andlogo ao exemplo anterior, vamos desenvolver os polinémios de aproximacdao para

f em [1,2] e construir sua representagao grdfica.

Para estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os intervalos [0, 1] e [1, 2], consi-

dere, para cada x € [1,2], o valor de y dado por y = x — 1. Entao temos
x€[l,2] < ye[0,1]

Assim, definimos a fungao ¢ : [0,1] — R dada por g(y) = f(y + 1) = f(z), para todo = €
[1,2]. Pelos mesmos motivos ja citados anteriormente, g é uma funcao continua e, portanto,
os polinémios By, 4(y) = Bpg(x — 1) aproximam f uniformemente no intervalo [1,2]. Logo, os

polinémios de aproximacao para f neste intervalo sao dados por

Buglz—1) = kziog () (1) e -—ar
= éf <7]z + 1) <Z> (@ —1)FQ—z)" "



53

Neste exemplo vamos utilizar n =4 en ="7.

(a) Paran — 4,
Bug(e—1) = kszof (5+1) () @-1re-a
— 4 () - ne-ap s om (5 ) - 020 o
+ i () -1 -0+ @) - 1!
(b) Paran =7,
Brse—1) — 3 (5+1) (; )(aa—l)k(z—x)?—’“

0.8 4

0.6 4

0.4 4

024

k=0

f

8 5
ln(7> (x —1)( +2lln<>x—1 — )
351n <170> (z— 132 —2)* +35In < >x—1 2 —z)?

21ln<172> (z—1)5(2—z)? +7ln<7>(:n1) (2 — x) +In(2)(z — 1)7

3

-0.21

0.4

-0.6

Figura 4.7: Gréficos de f(z) =lnz e By 4(x — 1)

Observe que, diferentemente do exemplo anterior, as aproximagoes dos polindmios B,, 4 ao gra-

fico de f apresentam um erro muito pequeno; no intervalo [1,2] os graficos sdo praticamente

indistinguiveis.
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Para finalizar esta sequéncia de exemplos faremos, de modo semelhante ao Exemplo 4.4,
o estudo de uma funcdo que nao satisfaz as hipdteses do Teorema de Weierstrass: a funcao
tangente definida no intervalo (—g, g) O objetivo é reforcar a ideia de que, se a funcao nao
estiver definida em um intervalo compacto ou nao for continua, nao é possivel aproxima-la

uniformemente por polindmios de Bernstein.

Exemplo 4.7. Considere a funcio f : [~5,5] — R dada por f(zr) = tanx se x # 7 e
f (%) =f (—%) = 0. Vamos construir um polinémio de aproxzimagao de grau cinco (supondo
que fosse possivel) para [ em [—3, 5] e verificar graficamente o comportamento de tal polinémio

em relagao a f.

Como consequéncia de sua definicao, é imediato verificar que f nao é continua nos extre-
mos do intervalo do dominio, mas definir a fungéo nesses pontos se faz necessario para que seja
possivel fazer a correspondéncia biunivoca com o intervalo [0, 1]. Assim, para cada z € [-7, ],

considere o valor de y dado por

_2z+m
v= 27
Segue entao que
T
e|-2. 5] = vel
x 53 y €[0,1]

Definindo a fungao ¢ : [0,1] — R dada por g(y) = f (_E + ﬂy) = f(z), obtemos os polindomios

2
20 4 . oA . ~ .
By 4(y) = Bng o que seriam os polinémios de aproximacao de f, caso f fosse continua.

Vamos desenvolver tais polinémios para n = 5 e analisar sua representacao grafica.
B (2ET _ 25: kY (5Y (2z+m\" (2o
2\ ) T 276\ Tar or

-2 (-5

27
2 +m 1 2 + )
10 2 27
3 20 + 7 4 20+ 7
o0 1—
* 5tan<1o)< o > ( o )

Podemos observar na figura abaixo, que o grédfico de Bs, nao tem semelhanca alguma com o

+ 10tan (1

N———

grafico de f, muito menos proximidade. Isso ocorre porque, quando x se aproxima dos extremos

do intervalo do dominio de f, a fungao tangente é ilimitada e nao é uniformemente continua;
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condicoes que foram fundamentais na demonstracao do Teorema de Aproximacao de Weierstrass.

05

Figura 4.8: Gréficos de f(z) =tanx e Bs (22;:”)

Por outro lado, como a funcao tangente é continua, basta fazer uma pequena adaptacao
no seu dominio de validade para que possamos obter polinomios de aproximacao. De fato, para
todo € > 0, a funcao tan : [—% +e,5 — 6] — R cumpre as condigoes do Teorema e, portanto,

pode ser uniformemente aproximada por polinémios.
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Conclusao

O Teorema de Aproximacao de Weierstrass traz um resultado bastante notavel e nao trivial
sobre as funcoes continuas definidas em intervalos compactos. A afirmacdo de que toda funcao
continua definida nesses intervalos pode ser aproximada uniformemente por polindémios des-
perta grande interesse tedrico e possibilidades de aplicagoes praticas. As fungoes polinomiais
sao bastantes simples do ponto de vista computacional, além de apresentarem varias vanta-
gens operacionais, como o fechamento para operacoes algébricas e analiticas. Assim, alguns
aspectos computacionais no estudo das funcées continuas, podem ser transportados, madiante
a um erro preestabelecido, para polinémios de aproximacao. Nesse contexto, os polindmios de
Bernstein, trazem uma forma elementar, sem a utilizacdo de recursos analiticos, de aproximar
uniformemente uma fungao continua. As expressoes que determinam tais polinémios sao de facil
construcao e manipul¢do, o que torna o seu estudo mais proximo de niveis menos avancados de
ensino.

Sendo assim, um resultado tdo surpreendente e passivel de compreensao no nivel da
Matematica Bésica, pelo menos de forma intuitiva, pode deixar os limites da Andlise Matemadtica
e ser apresentado aos alunos do Ensino Médio, ainda que nao seja possivel demonstrar a validade
do Teorema de Aproximacao. Porém, tal condicao nao pode ser colocada como empecilho para
o desenvolvimento de conteidos matematicos no Ensino Bésico, ja que nao sao poucos os temas
trabalhados nesse nivel de ensino cuja ideia matemaética envolvida é compreendida e aplicada
pelo aluno, sem que haja a demonstragao do fato estudado. Citamos como exemplos o Teorema
Fundamental da Aritmética, o Teorema Fundamental da Algebra, a soma de infinitos termos de
uma PG, a area da superficie esférica entre outros.

Em particular, como vimos no quarto capitulo deste trabalho, o Teorema de Aproximacao
de Weierstrass pode ser estudado e amplamente explorado, do ponto de vista intuitivo, com a
ajuda de softwares de contrugao de graficos como o GeoGebra. Varias ideias analiticas presentes
na demonstragao do Teorema podem ser compreendidas pelos alunos pela via geométrica, através
manipulagado dos polindmios de aproximagao. Por exemplo, a ideia da convergéncia uniforme

dos polinomios de Bernstein para a funcao dada, é compreendida graficamente quando o aluno
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percebe que o aumento no grau do polinémio acarreta uma diminuicaoo do erro de aproximacao.
Por outro lado, a exploragao de funcoes ilimitadas, definidas em intervalos nao fechados, mostra
a necessidade da hipotese do dominio ser um intervalo fechado e limitado. Além disso, o estudo
dos graficos de fungoes continuas definidas neste tipo de dominio, leva o aluno a parceber que
essas fungoes sao sempre limitadas e que tal condicao é fundamental para a validade do Teorema.

Finalmente observamos que, no desenvolvimento dos sete exemplos estudados no quarto
capitulo, é possivel constatar a enorme variedade de contetidos ministrados no Ensino Médio
que foram, direta ou indiretamente, requisitados nas discussoes presentes em cada situacao.
Destaca-se principalmente o estudo das func¢oes, um dos temas centrais da Matemética do Ensino
Médio e cujo dominio é necessario para que o aluno possa compreender tais exemplos. Assim,
o estudo dos polindmios de Berstein na 3% série do Ensino Médio pode proporcionar ao aluno
uma sintese e, consequentemente, uma compreensao mais profunda do conceito de funcao, de
sua representacao grafica e das principais propriedades das funcoes elementares. Além disso, a
possibilidade de testar hipdteses sobre as fungoes por intermédio do GeoGebra, cria no aluno
um espirito investigativo, habilidade essencial para a formagao no Ensino Superior e que pode
ajudar a formar novos pesquisadores. Sendo assim, a proposta de aplicacao didatica feita neste
trabalho representa mais do que apenas um novo conteudo para o programa de ensino; representa
a possibilidade de uma formagao Matemaética mais sélida, com aprofundamento de contetidos e

pensamento critico e investigativo sobre os mesmos.
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