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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo central debater de maneira conceitual sobre
0 processo e evolucao historica da resolucéo das equacdes algeébricas. A justificativa
para a escolha do tema paira sobre sua contemporaneidade, além da expectativa de
contribuir para o ambito académico. O método de pesquisa empreendido segue
natureza qualitativa, com abordagem de pesquisa basica, de natureza exploratoria e
coleta de informacdes por meio de pesquisa bibliografica. Dentre os principais
achados, foi possivel concluir que as equacfes algébricas surgem em meio a
civilizagdes humanas antigas, na tentativa do homem de mensurar quantidades e
resolver problemas cotidianos da vida. Portanto, nota-se que, diferente do estigma
gue paira sobre o conteludo da matematica, a ciéncia que envolve nao é distante da
realidade e da experiéncia humana, mas sim, uma parte dela que busca respostas
aos problemas comuns da vida. O que faz da matematica como um todo e das
equacdes algébricas, probleméticas comuns da vida e que precisam ser aprendidos

e solucionados.

Palavras-chave: Matematica. Algebra. Equacdes polinomiais. Resolucdo de
equacoes.



ABSTRACT

The main objective of this work is to discuss in a conceptual way the historical
process and evolution of the resolution of algebraic equations. The justification for
choosing the theme hovers about its contemporaneity, besides the expectation of
contributing to the academic scope. The research method followed is qualitative, with
a basic research approach, exploratory nature and information collection through
bibliographic research. Among the main findings, it was possible to conclude that
algebraic equations arise in the midst of ancient human civilizations, in the man's
attempt to measure quantities and solve everyday problems of life. Therefore, it is
noted that, unlike the stigma that hangs over the content of mathematics, the science
it involves is not far from reality and human experience, but rather a part of it that
seeks answers to the common problems of life. What makes math as a whole and

the algebraic equations common problems of life that need to be learned and solved.

Keywords: Mathematics. Algebra. Polynomial equations. Solving Equations.
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1. INTRODUCAO

Resolver equagbes habitualmente foi uma atividade que ocasionou o
desenvolvimento da algebra, desde os seus primordios, contribuindo para seus
avancos. Isso porque desde as civilizacbes humanas mais antigas, o homem
encontrou em suas atividades cotidianas, a necessidade de dar forma aos
pensamentos e, no que se relaciona ao pensamento matematico, as ideias iniciais,
evidenciavam a representacéo de quantidades por meio de simbolos.

Esses sistemas passaram entdo por evolucbes, gerando os modelos de
numeracdo e, mais tarde, os de escrita de sentengcas matematicas de forma mais
complexa e sofisticada. As equacglOes, nesse meio tempo, surgem CcOmMo um
desdobramento natural da forma matematica de pensamento, com base na ideia
elementar de igualdade. Enquanto que, solucionar uma equacado reflete em
descobrir um valor que pode tornar iguais duas expressdes que, inicialmente, séo
diferentes.

As primeiras equagbes que foram elaboradas e resolvidas, naturalmente se
apresentavam de forma muito simples, mas ainda assim implicavam uma ideia de
incégnita, com quantidade inicialmente desconhecida que equilibraria o tamanho de
dois conjuntos. O avanco da mateméatica ao longo do tempo fez com que as
equacdes evoluissem em complexidade e na forma de representacao.

Na contemporaneidade sdo envolvidas em basicamente todos 0s processos
da sociedade moderna, em uma ampla gama de categorias com incognitas que
podem envolver ndo somente numeros, mas funcbes. Equacbes que podem ser
complexas o bastante para envolver quase todos os problemas possiveis de traduzir

para a linguagem matemaética.

1.1 Objetivos
Apresentamos, nesta secéo, 0s objetivos desta dissertacdo. Os mesmos foram

divididos em Geral e Especificos.

1.1.1 Objetivo geral
O objetivo geral do presente trabalho é:
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e Estudar e discutir sobre alguns métodos numéricos para resolucéo de

equacdes algébricas.

1.1.2 Objetivos especificos

A fim de tracar um caminho coerente para o desenvolvimento do tema,
enumeram-se como objetivos especificos:
e Conceituar os aspectos historicos e tedricos da resolucdo de equacdes
algébricas;
e Abordar sobre os métodos numéricos para a resolucédo das equacdes;
e Debater sobre as aplicacBes por meio da exemplificacdo dos métodos
para resolver as equacoes.

1.2 Problema de pesquisa

Sendo assim, a problematica de pesquisa a ser solucionada a finalizacao
deste, paira sobre a questédo: qual é o historico e evolucdo do processo de resolucao

das equacdes algébricas e suas possiveis aplicacdes?

1.3 Justificativa e estrutura

O presente estudo justifica-se, pois pretende contribuir para o ambito
académico oferecendo através da pesquisa em tela uma visao diferenciada acerca
do tema, ampliando o material teérico, que podera ser utilizado a fim de desenvolver
estudos e pesquisas posteriores, estimular o aprofundamento sobre o tema,
assuntos relacionados e demais vertentes cientificas que possam originar-se a partir
do interesse por este.

Além da relevancia académica, a pesquisa em questdo também intenciona
servir como fonte de informacfes para o ambito social, podendo oferecer dados
relevantes para que os publicos de interesse envolvidos na area colham dados para
notar a importancia da abordagem e aplicabilidade do tema em estudo.

Para além, o trabalho também tem a finalidade de fomentar conhecimento no

pesquisador, além de seu leitor, que durante o desenvolvimento da pesquisa tera
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condi¢cdes de desenvolver um pensamento reflexivo-critico a fim de formar uma
trajetdria analitica do tema, culminando assim em sua conclusdo apresentada como
resultado preliminar deste estudo, podendo resultar em aprofundamentos, demais
vertentes e debates acerca do assunto.

O trabalho esta dividido em cinco capitulos, o segundo deles aborda os
fundamentos histéricos e teoricos da resolucdo das equagfes algébricas, tratando
sobre os aspectos histéricos e também falando sobre as equacgdes polinomiais e
suas resolucdes, considerando entdo as equacdes de primeiro e segundo grau, bem
como as func¢des polinomiais de grau maior ou igual a trés e ainda as equacdes nao-
polinomiais.

No terceiro capitulo sdo apresentados alguns métodos numéricos para a
resolucdo das equacfes, com subitens classificados para apresentar as definicdes,
convergéncia e critério de parada, o conceito de bisseccdo e o método da falsa
posicdo. O quarto capitulo, tratar4 de apresentar a aplicacdo de alguns modelos de
equacdes com os métodos apresentados no capitulo anterior.

E por fim, o quinto e udltimo capitulo, apresentara as consideracdes finais

referentes ao presente trabalho.
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2. FUNDAMENTOS HISTORICOS E TEORICOS DA RESOLUCAO
DE EQUACOES ALGEBRICAS

Neste capitulo apresentamos aspectos historicos sobre a resolucdo de
equacdes algébricas, enfatizando que todo o conhecimento matematico que existe
hoje sobre o tema abordado, tem em suas origens, a busca, pelo ser humano, de
respostas a problemas oriundos de suas préticas sociais. Serdo abordados também
0s aspectos teoricos relacionados ao desenvolvimento, bem como a descoberta de
férmulas para a resolucdo de equacbes algébricas, que serdo abordados nas

proximas secoes.
2.1 Aspectos histoéricos

Lages (2007) explica que no sentido histérico, resolver uma equacdo sempre
foi uma problematica de importancia relevante aos matematicos. A autora acredita
que, apesar das limitacdes existentes sobre a questdo da algebra nos curriculos de
formacdo educacional, a resolucdo de equacdes — sobretudo polinomiais — envolve
um interesse historico em relacdo a percepcdo dos problemas envolvidos na
disciplina em questéo.

Schuvaab (2013) complementa esta percepc¢do dizendo que a busca por
solucbes de equacOes algébricas foi um problema de grande interesse por parte de
matematicos. O autor aponta que 0s registros antigos, os papiros, demonstram que
as equacodes algébricas datam de aproximadamente quatro mil anos. Sendo que a
sociedade egipcia fazia uso de diversas formas de resolver essas equacoles.
Contudo, aponta que o alcance do método de resolucdo da equacdo de primeiro
grau foi 0 marco que desencadeou todos os demais.

Esse, conforme o autor, se deu com base nos axiomas?! enunciados na obra
“‘Os Elementos de Euclides”, que influenciou e influencia ainda na
contemporaneidade, grande parte da producédo cientifica ap0s sua publicagédo. Esta
obra é considerada o mais antigo livro-texto e se perpetua em uso até o presente.
Assim, a formula que é reconhecida na atualidade como férmula de Bhaskara, nao

foi, na realidade, descoberta por Bhaskara, mas sim, publicada por um matematico
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hindu, Sridhara, um século antes da publicacdo de Bhaskara, porém, essa obra
inicial nunca chegou ao conhecimento do publico (Schuvaab, 2013).

Em relacdo as origens mais primitivas das formas de resolucédo das equacdes
algébricas, Schuvaab (2013) aponta que é necessario tracar esse historico de forma
simultdnea a propria histéria da matematica. Sobre isso, o autor explica que a
matematica se fez presente como uma parte da vida cotidiana do homem, em
sociedades primarias da humanidade em que valia a lei de sobrevivéncia do mais
apto a lidar com o mundo, o mais forte a enfrentar suas adversidades e resolver os
problemas que se apresentavam.

Lages (2007) oferece uma perspectiva ligeiramente distinta, apontando que o
conceito de numero sempre fora relacionado a matematica, podendo ser essa, uma
criacdo conjunta com a criacdo dos primeiros simbolos cuja finalidade era de
representar nimeros, porém, ressaltando que a resolucdo das equacgbes foi um
componente da matemética de todas as épocas, reconhecidas em todos os registros
historicos existentes.

A autora explica que foi na regido da Mesopotamia, local de ocupacao de
sumérios e babilénios, que os primeiros relatos foram notados. Sendo o império
babildnico fundado aproximadamente em 1700 a.C., a civilizagcdo egipcia
aproximadamente teve inicio em 3200 a.C., ao passo que seu declinio ocorreu
aproximadamente em 1085 a.C., o que faz com que as perspectivas histéricas sobre
as equacdes, sejam iniciadas justamente originadas das civilizagdes babilonicas e
egipcias.

Ainda conforme Lages (2007) no principio, o trabalho foi realizado para
solucionar equacgdes e, sobretudo seus aspectos, em formatos muito distintos do
que é visto no presente. A posteriori, na civilizacdo grega - iniciada
aproximadamente em 900 a.C. — e devido ao desenvolvimento dos trabalhos dessa
no campo da geometria, as equacbOes passaram a ser geometricamente
interpretadas, obtendo, inclusive, uma resolugdo geomeétrica. De forma que a partir
de 300 d.C., o império grego deu inicio ao seu processo de decadéncia, fazendo
surgir no oriente novas formas de desenvolver a matematica, denominadas entédo de
“resolucéo de equacgdes”.

Antes de adentrar nesse ponto, a autora aborda as descobertas histérias

anteriores a sociedade grega, explicando que séo reconhecidas vindas do oriente,
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de forma que os mesopotamios foram os primeiros a fazer registros, em placas de
barro cozidas de tamanho variavel, conservando de forma surpreendentemente
duradoura, os registros de suas atividades (figura 1). Enquanto que os egipcios
faziam uso de papiro, Papiro de Rhind (figura 2), para relatar seus achados e, ainda
que nao fosse um material de tdo boa conservacao, alcancaram um nivel razoavel
de achados que perduraram durante séculos, muitos deles, gracas a localizagdo em

regides de clima desértico.

Figura 1: Tablete Mesopotamico

Fonte:<https://www.google.com.br/search?riz=1C1GCEA enBR755BR755&biw=1366&bih=
638&tbm=isch&sa=1&qg=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&oqg=tablet+usados+pelos+m
esopotamicos&gs |=psy-ab.3...> Acesso em 08/09/2017.

Figura 2:Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes

Fonte:<https://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/imagens/papiro2.jpg>

Acesso 08/09/2017

Com relacéo a civilizacao egipcia, Andrade (2000) contribui dizendo que uma
grande parte dos conhecimentos matematicos provém dela, sendo que, dos papiros


https://www.google.com.br/search?rlz=1C1GCEA_enBR755BR755&biw=1366&bih=638&tbm=isch&sa=1&q=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&oq=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&gs_l=psy-ab.3
https://www.google.com.br/search?rlz=1C1GCEA_enBR755BR755&biw=1366&bih=638&tbm=isch&sa=1&q=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&oq=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&gs_l=psy-ab.3
https://www.google.com.br/search?rlz=1C1GCEA_enBR755BR755&biw=1366&bih=638&tbm=isch&sa=1&q=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&oq=tablet+usados+pelos+mesopotamicos&gs_l=psy-ab.3
https://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/imagens/papiro2.jpg%3e
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mencionados que foram encontrados com registros e que sdo conhecidos na
contemporaneidade, observa-se uma ordem pratica, cujos elementos centrais das
guestdes eram os calculos.

O autor ressalta ainda que, mesmo quando 0s egipcios apreciavam em seus
processos de resolucdo de equacdes, os elementos tedricos, seu objetivo era
realmente facilitar a técnica e ndo o entendimento. Por esta razdo, aponta que
muitos desses calculos surgiram da necessidade de resolver problemas cotidianos,
oriundos de suas praticas sociais, especialmente relacionados a atividade
econdmica que, naquele periodo, estava em desenvolvimento nesta regiao.

Segundo Andrade (2000) além disso, os problemas apresentados também
apareciam como formas de ensino, tal como exercicios, enigmas ou recreacdes
matematicas. Sendo que, dentre 0s problemas apresentados nesses papiros é
possivel encontrar, em sua maioria, 0 que na contemporaneidade seria classificado
como algébricos e reduzidos as equacdes de primeiro grau.

Conforme o autor, para solucionar esses problemas, os egipcios faziam uso
de um método — que no presente se conhece por “método de falsa posicao” ou “falsa
suposigdo” — que paira sobre atribuir a incognita um valor numérico que é
reconhecido, inicialmente como falso. A partir dai, substitui-se a incognita por esse
valor e faz-se os respectivos calculos a fim de chegar a solucdo do problema.

Para isso, Andrade (2000) explica que bastava multiplicar o valor atribuido de
forma inicial a incognita pelo quociente entre o termo independente da equacdo — o
que traduz o problema — e o valor obtido pela substituicdo da incognita pelo valor
suposto.

Nessa mesma linha de pensamento, Schuvaab (2013) explica que alguns dos
problemas apresentados nos papiros egipcios dedicavam-se a resolver equacdes
lineares com uma incOgnita, problemas que eram exercicios numéricos de
quantidade desconhecida e, portanto, representavam uma aproximacdo a algebra
gue se conhece na contemporaneidade.

Evidencia-se, por outro lado, que simbolos algébricos ndo eram utilizados,
bem como a quantidade desconhecida era designada por meio verbal, mas, aponta
gue os egipcios faziam uso de um artificio no minimo engenhoso para encontrar a
resposta, que € reconhecido como o ja mencionado método da falsa posicéo.

Conforme o autor, alguns dos problemas que derivam dessa época e sociedade,
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demonstram que as resolu¢des ndo se limitavam somente as equagfes lineares,
mas também as quadraticas, cujo método do complemento do quadrado era
utilizado, um raciocinio que foi aplicado trés milénios depois, por parte dos hindus.

Lages (2007) também fala dos problemas matematicos encontrados nos
papiros egipcios, ilustra o papiro de Rhind, especialmente nos problemas de nimero
24, 25, 26 e 27, que continhas as equacgdes mais simples, uma vez que, em todos
eles, havia essa necessidade de somar a incognita uma fracdo dela mesma que
alcancasse determinado numero. Porém, embora essas técnicas de resolucao
tenham sido observadas, a autora comenta que a mateméatica mesopotamica pode
ter sido mais evoluida do que a do Egito.

Isso porque, segundo a autora, existe um sistema de numeracao posicional
nela, de base sexagesimal, o que no periodo dos sumérios, Ihes possibilitava
multiplicar de forma mais facil e ainda atribuida mais habilidade de célculo. Alguns
dos problemas dessa época que sdo conhecidos, demonstram resolucbes de
equacoes lineares e também quadraticas.

Andrade (2000) explica que a extracdo da raiz quadrada, possivelmente foi o
mais antigo problema de segundo grau solucionado pelos mesopotamicos de forma
numérica — que era correspondente ao célculo do numero que, elevado ao quadrado
da a, equivalente a solugdo de uma equacéo x? = a — fazendo uso de uma tabela de
quadrados que possibilitava enquadrar a raiz que era buscada, o que oferecia um
valor por defeito e outro por excesso. Um dos pedacos das tabelas utilizadas pela
sociedade babilonica para essa finalidade, poderia ser representada de forma

semelhante a seguinte:

Tabela 1 — Exemplo de tabela utilizada para resolver equac¢des da sociedade

babilbnica
Nimero 1:20 1:21 1;22 1:23 1:24 1:25
Quadrado ... 1:46,40 1:49,21 152,04 154,49 1:57,36 2:00,25

Fonte: Andrade (2000, p. 13)

Analisando a tabela de quadrados podia-se concluir que\/festava

compreendido entre 1;24 e 1;25. Desde que as situacdes a resolver ndo exigissem

um grau de aproximacdo muito grande, os Babilbnios consideravam que J2 era



25

1;24 ou 1;25. No entanto e sempre que necessario, eram utilizados algoritmos

rigorosos de pesquisa para obtencdo de valores mais precisos. Por exemplo,

conheciam uma aproximacao de J2 bem mais rigorosa: 1;24, 51,10 (ANDRADE,
2000).

Lages (2007) segue entdo para falar sobre a sociedade babilénica, apontando
que seguiam a mesma ideia inicial, porém, suas equacfes quadraticas foram
classificadas em trés tipos, diferentes das outras sociedades, eram eles:

X*+px=q, X*=px+ge x*+q=px
sendo que existiam em seus registros, exemplos de solugdes para todos 0s tipos.
Andrade (2000) trata justamente sobre essas equacfes. Para a equagao do

tipo x>+ px=q, o autor oferece o seguinte exemplo:

Eu adicionei a area e o lado do meu quadrado deu 45. Tu consideras 1, a
unidade. Divides o 1 a meio, da 30. Multiplicas 30 por 30, da 15. Junta o 15 ao 45,
da 1. E o quadrado de 1. Subtrais 30, que foi o que tu multiplicaste, a 1, obténs 30, é
o lado do quadrado (ANDRADE 2000, apud MAHAMMED, 1371)

Representando o lado do quadrado por X, o problema reduz-se a resolver a

equacdo x> +Xx=45 que é do tipo x*+ px =q. O algoritmo usado foi 0 seguinte:

2
1° 1° 2
X = (EJ +45—E:1/(30) +45-30=+/15+45-30=+/1°-30=1°-30=30

gue corresponde no caso geral a:

O autor esclarece entdo que os documentos dessa civilizacdo ndo oferecem,
de maneira geral, registros em relacdo a forma como eram obtidas as solu¢des dos
problemas que eram propostos. Porém, a opinido expressa é de que os algoritmos
resolutivos das equacOes quadraticas foram alcancados por meio de raciocinios
geométricos. Sendo que, nesse caso de equacdes em especial, pode ter sido

baseada na seguinte formula com uso da figura:
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p P
T P i 2 i 2
x 33,2 pT X 1,2 x 1.2
p P
drea total = x2+px 2 2
area total = x2+px Area total = x? + px +(p/2)?
p pY
Como X’ + px=(q, vem que a area do quadrado de lado (X+Ej é q +(Ej ; dai se
2 2
. P p p p
concluique X+—=,/0+| = | ©X=,/|—=| +q——
aue T T (zj (zj 172

A fim de ndo alongar por demais 0s aspectos historicos dessa civilizacdo em
particular, as outras equacgdes ndo serdo exemplificadas. Portanto, segue-se com a
ideia de Andrade (2000), mas evoluindo para seus achados em relacao a civilizacédo
grega, apontando que no primeiro milénio a.C., ocorreram intensas mudancas
econdmicas, culturais e politicas em toda a bacia do Mediterraneo.

Andrade (2000) ressalta ainda que o0s gregos aprenderam muito com
civilizacdes anteriores, sobretudo a babilbnica, porém, a capacidade dessa
civilizacdo, demonstrava que sua habilidade né&o era limitada a aprender, mas
também a ampliar e melhorar conhecimentos. O que desencadeou o objetivo inicial
da sociedade grega, entender o local do homem no universo.

Para tanto, a matematica era um elemento que auxiliava a fim de ordenar
ideias de maneira racional, ainda que ndo se conhecam fontes reconhecidas que
possibilitem avaliar o cenéario do desenvolvimento inicial da matematica grega, o
autor ressalta a existéncia de publicacdes consideraveis de alguns matematicos
importantes dessa época, como Euclides e Diofanto.

Lages (2007) contribui dizendo que a ideia mais aceita € de que a matematica
grega foi iniciada por meio de Tales de Mileto, entre 640 a 546 a.C. Sendo que sua

evolucéo se deu juntamente com a cultura grega como um todo, tomando caminhos
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diferentes de civilizagbes anteriores, sobretudo por conta de uma despreocupacgao
com questdes bélicas em parcela da sociedade.

Schuvaab (2013) ressalta que, um dos matematicos mais importantes desse
periodo grego foi Euclides. Ele formulou a ideia de que qualquer triangulo retangulo
possui 0 quadrado do comprimento da hipotenusa igual a soma dos quadrados dos
comprimentos dos catetos, produzindo pela primeira vez, na Europa, uma equagao
de segundo grau.

O proximo passo histérico desse processo, segundo Lages (2007) sdo as
civilizacdes do oriente, especialmente &rabes e hindus. Sendo que apés o periodo
aureo da civilizacdo grega, houve a ocupacdo romana, que absorveu sua cultura.
Esse império se encontrava dividido entre as porcdes oriental e ocidental, sendo
gue, como a parcela ocidental fazia grande uso de trabalho escravo, toma-se esse
fato como argumento para o atraso do desenvolvimento dessa regido.

Portanto, a autora aponta que a parcela oriental teve um desenvolvimento
muito mais acelerado em relacéo a ciéncia e, especialmente a matematica. De forma
que a partir do século V e durante diversos séculos que se seguiram, arabes e
hindus se tornam os principais matematicos. Os principais nomes desse periodo
foram Aryabhata e Brahmagupta, sendo que o segundo, por volta de 1150 teve seu
trabalho retomado por Bhaskara na resolucdo de equacfes de primeiro e segundo
grau, que apresentavam indicios de solu¢des com discriminante negativo.

Andrade (2000) explica que, embora quase inexistente, a tradicdo mateméatica
na civilizacdo arabe ocorreu a partir do século VIII, por meio da constituicdo do
amplo império islamico, que deu inicio ao interesse por um interesse mais
aprofundado aos diversos campos da ciéncia. Schuvaab (2013) complementa
dizendo que os arabes passaram entdo a inserir o mundo ocidental na ciéncia, por
meio da numeracao arabica, o conhecimento do zero e o uso da algebra.

O passo final dessa evolucdo historica, segundo Lages (2007) foi o periodo
europeu da ldade Média, em que a expansdo do império romano na Europa fez
crescer o interesse pela matematica. A partir do século XII, com a ampliagdo das
civilizacOes cristds, cresceu 0 contato com as culturas arabes, o que possibilitou que
conhecimentos matematicos até entdo desconhecidos da populacdo europeia, se

tornassem reconhecidos.
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A autora aponta que a traducdo do livro “Hisabal-jabrwal-mugabla”, de al-
Khowarazmi do arabe para o latim, pode ser considerado o marco historico do inicio
da algebra na Europa. Isso porque as cidades mais importantes, no sentido do
comércio com o oriente, foram o local em que, naturalmente, surgiram 0s principais
matematicos e, com eles, as principais descobertas mateméticas da época.

Segundo Lages (2007, p. 27): “Génova, Pisa, Mildo, Florenca e Veneza
foram, em Itdlia, os grandes centros comerciais e onde apareceram, em
relativamente pouco tempo, muitos matematicos a produzir trabalho importante no
dominio da resolugdo de equagbes”. Prossegue dizendo que, nesse cenario,
Leonardo de Pisa, popularmente conhecido como Fibonacci, viajou por todo o

oriente a fim de exercer sua atividade de mercador.

Lages (2007) apresenta que Fibonacci estudou a equacdo x°+2x*+10x =20,
calculando uma aproximacéo da solucéo real, ainda que ndo se saiba exatamente
qual foi o método que aplicou para encontra-la. Nesse processo de aproximacao, fez
o célculo de seis casas sexagesimais e exprimiu-a em fragdo sexagesimal por meio
do célculo:

22 7 42 33 4 40

1+—+ +—+ + +
60 60> 60° 60° 60° 60°

Schuvaab (2013) complementa dizendo que apds Fibonacci, o seguinte
principal matematico europeu, foi o italiano, frei franciscano Luca Paciolo, conhecido
como Pacioli, que se debrugou aos estudos da aritmética, sendo conhecido como o
pai da contabilidade moderna.

Andrade (2000) completa dizendo que, posteriormente, é possivel ressaltar as
contribuicbes de René Descartes, francés que passou a contribuir com achados
matematicos em aproximadamente 1619. Porém, somente em 1637 publicou sua
obra “Discurso do método”, em que editou, pela primeira vez, seu trabalho de
geometria analitica.

O autor explica que, futuramente, Descartes apresentou de forma detalhada a
resolucdo geomeétrica de trés tipos de equagdes de segundo grau completas com os
coeficientes e solugcbes positivas. Destaca ainda que a finalidade elementar de

Descartes ndo era de revolucionar a geometria, mas sim de esclarecer sobre a
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algebra por meio da intuicAo geométrica e seus conceitos, ou, em outros termos,

tratar graficamente as equacdes algébricas.
2.2 Resolucéo de equacdes polinomiais

Nessa secdo estudaremos o0s métodos de resolugdo das equacdes
polinomiais do 1° e 2° graus e também as equacOes de grau maior ou igual a trés,

bem como as equacdes nao polinomiais.

2.2.1. Resolucéo de equagdes polinomiais de primeiro grau.

As equacfes do 1° grau surgem naturalmente em problemas que envolvem
proporc¢ao, linearidades e em situacfes simples do cotidiano.

Considere a equacdo ax+b=0, com aebeRe coma=z#0. A solucdo

algébrica para resolver esse tipo de equacdo, baseia-se em dois axiomas:

e Principio aditivo da igualdade ou de Euclides:
Podemos somar um nuamero real a ambos os membros de uma igualdade que
ela ndo se altera.

Em simbolos: dados a,be cnumeros reais, tem-se:

a=b—=a+c=b+c

e Principio multiplicativo da igualdade:

Podemos multiplicar ambos os membros de uma igualdade por um numero
real ndo nulo que ela nao se altera.

Simbolicamente, dados a, b e ¢ nimeros reais, com c# o, tem-se:

a=b=ac=bc
Pata resolver a equacdo, soma-se o0 oposto de b aos dois lados da igualdade
e obtem-se
ax+b+(-b)=0+(-b)=ax=-b

Posteriormente, multiplicamos pelo inverso de a, chamado de a1, chega-se a

_ _ b
atax=-haltlox=—=
a
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Portanto, a raiz da equacdo, ax+b=0,com a=0 é x:—E.
a

2.2.2. Resolucdao de equacdes polinomiais de segundo grau.

Considere a equacédo ax’ +bx+c =0, com coeficientes a, bec, com a=0:

ax’+bx+c=0<

ax’+bx=-—c<

Completando o primeiro membro da equacédo a fim de transforma-lo num

- | | . b\
trindmio quadrado perfeito. Para isso, adicionamos (2_a) a ambos os membros

dessa equacéao, obtendo:

No ltimo item da equacéo acima, chamaremos b*—4acde Ae resolvendo-o,

obtemos as seguintes equac¢des do 1° grau:

g = a) Ve
Xt— | =— [ x+—| = |— &
2a) 4a° 2a (2a)?
+£:i£

2a 2a

Fazendo a separacdo dos sinais na expressao acima temos:
b VA
+t—=—"

2a 2a

b VA
-—t—

2a 2a
o —b+JA

2a
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~b-A

2a

De X

—b+JA
2a

, concluimos que as raizes da equacgéo

ax’ +bx+c =0, com a=0 sdo dadas por:
btV
2a

Essa é formula resolutiva de uma equacdo do segundo grau, também
conhecida como Formula de Bhaskara.

Se os coeficientes a, b e ¢ sdo reais, deduz-se da formula resolutiva, que:

l. A equacdo terd duas raizes reais e distintas se, e somente se, A> 0.

Il. A equacéo tera duas raizes reais e iguais se, e somente se, A=0.

lll. A equacdo terd raizes complexas distintas conjugadas se, e somente
seA<O.

2.2.3. Resolucao de equacdes polinomiais de terceiro grau.

Segundo Schuvaab (2013) a histéria da ciéncia ndo € ausente de choques
entre talentos em buscas e conflitos de vaidades e egos, assim, considerando que a
equacao do segundo grau deixou de caracterizar um problema a ser solucionado, 0s
matematicos do século XVI deram inicio as pesquisas para resolver equacdes de
grau maior ou igual a 3.

A principal novidade nesse periodo, consistiu na teoria sobre a resolugéo de
equacdes de terceiro grau por meio de equacgdes cubicas. Scipione Del Ferro ndo
tinha como costume deixar trabalho escritos, logo, fazia apenas relatos de suas
descobertas a poucas pessoas, como amigos e alunos. Foi em 1515 que Ferro, na

qualidade de professor de matematica na Universidade de Bolonha, resolveu a

equaco cubica: x* + mx=n, com base em fontes arabes.
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Partindo do que ja foi explicado, sobre o desafio que Ferrari impds a Cardano,
Schuvaab (2013) explica que no método Cardano-Tartaglia, a resolucdo das

equacdes de terceiro grau € empregada as equacdes de terceiro grau que podem

ser escritas na forma: x*+ px+q=0. Logo, qualquer equac&o do terceiro grau pode

ser reduzida, via mudanca de variaveis, a uma equacao na forma: x*+ px+q=0.
Isso, segundo o autor, ocorre quando se considera a equagao:

ax® +bx’ +cx+d =0, cujos coeficientes sdo reais e a=0. Para realizar uma
mudanca de variavel a fim de que, nessa nova varidvel se obtenha uma equacéo

sem termo do segundo grau, € necessario fazer com que x=Yy+mresulte em:

a(y+m)’+b(y+m)>+c(y+m)+d=0
a(y® +3y’m+3ym* +m*) +b(y* +2ym+m?) +cy+cm+d =0
ay® +3ay’m+3aym® + am® +by® + 2bym+bm* +cy+cm+d =0

ou:

ay® + y?(b+3am) + y(3am® + 2om+c) + (am® +bm* +cm+d) =0

Schuvaab (2013) explica que calcula-se entdo ma fim de anular o termo de
. : b

segundo grau, ou seja, b+3am=0 ou, equivalentemente,m =—3—. Toda essa
a

equacao deve ser entdo dividida por a =0, seguindo o seguinte caminho:

a 3+y2(b+3amj+y(3am2+2bm+cj+(am3+bm2+cm+dJ_o
a a

Obtemos:

s ,(b+3am 3am®+2bm+c) (am®+bm?+cm+d
y +y a +y 3 + . =0

Substituindo m pelo valor encontrado temos:

2 3 2
b+3a(—bj Ba(—bj +2b(—bj+c a(—b] +b(—bj +c(—bj+d
3. .2 3a 3a 3a N 3a 3a 3a

y +y Ty
a a a
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Ou segja,
2 3 2
y3+£(3a{—£} +2a{—£}+c}y+l([—£} +b[—£} +c{—£}+dJ:O
a 3a 3a a 3a 3a 3a

Sendo assim, discorre que qualquer equacdo ax’+bx*+cx+d =0 pode ser

escrita na forma y* + px+q=0 sendo que:

3] i)

Pontes (2013) coloca que a civilizagdo babilénica construira um método de
resolucdo de equacdes de terceiro grau com base em tabelas e quadrados, cubos e
raizes cubicas de nimeros naturais. Mostra entdo a forma de solu¢édo dos babildénios
que idealizaram, entre 1800 e 1600 a.C. as primeiras tentativas de solucionar esse
tipo de equacao.

O autor explica que esse povo fazia tabelas de cubos e raizes cubicas para
auxiliar na tabela de n®+n?, sendo que o né inteiro entre 1 e 30. Ao passo que a
solucdo dessas equaces tinha termos com x°, x° e termo independente, o que

fazia com que empregassem o método de substituicio. Em equacbes como

ax® +bx* = cpoderiam ser convertidas em equacdes utilizadas por esse povo, caso

2
. a ~
fossem multiplicadas por —-, alcancando a equacao:
b3

3 2 2
ax ax ac
— | 4| — | =—
(bj (bj b

Nessa, segundo Pontes (2013), se o Xfosse um numero natural entre 1 e 30,
encontrava-se a solucdo. Lages (2007) explica que para solucionar a equagao

py+q=0, pode-se considerar a forma candnica dessa solucdo, primeiramente

encarando y como soma de dois valores u e v. Sendo que:
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Y+ px+q=0s
(u+Vv)’+ py+q=u+30%v+3uv’ +V* + p(u+v)+q=0s
U +v¥+3uv(u+v)+ p(u+v)+q=0<

u*+v+(3uv+ p)(u+v)+q=0

A autora considera que o objetivo é encontrar todas as solu¢des da equacéo,
sejam elas reais ou imaginarias, contudo, & necessario determinar primeiro uma

solugdo para descobrir as demais. A autora descobre entdo que uev, tal como
uw+v+q=0 e 3uv+p=0, absolutamente para tais valores de uev é necessario

ter:

u?+v+(3uv+ p)(u+v)+q=0
Ora,

3uv+p:0<::>v:—£
3u

e substituindo em
uw+vi+q=0
vem

3

3
u3+(—£j +q=0<:>u3—2p

a P a-0e 21 saraler)- <o

usando a férmula vista para resolucéo de equacdes do 2° grau,

o L 21927 42700 g =27 iJ272q2 v421p° o, [o8, P
2.27 2.27 4.27? 2 4 27

q. [9q°, P’

Lages (2007) estabelece que basta obter uma solugcdo u=3 _§+ TJFE

para determinar v, podendo substituir u em qualquer equagdo em que uev estejam

relacionados, por meio do uso da forma: u®+Vv*+q =0, alcancando ento:



35

2 3 2 3 2 3
S CHR TR PRV B A I
2 4 27 2 4 27 2 4 27

Sendo possivel encontrar uma solugdo para a equacdo Y+ py+q=0, que

sera:

2 3 2 3
y:#_L ¢ P +#_9_ @ P
2 4 27 2 4 27

Como forma de elucidar equacgdes superiores a do terceiro grau, toma-se
como base os escritos de Lages (2007) sobre as equacfes de quarto grau, sendo

gue para soluciona-las, € indispenséavel fazer uso do método de Ferrari. Para isso,
deve-se supor que ha uma equacdo x'+bx’+cx+d+e=0, de forma que os

coeficientes reais de x*é 1, o que pode-se fazer sem perder a generalidade, uma

vez que «,, 0 que alcancara:

a o o«
a X+’ +a X +ax+a, =0 a,| X+ 23+ 20+ L x+-2 =0
a, Q, a, a,

Considerando-se que 0 objetivo é primeiro escrever uma equacgao equivalente
ax'+bx®+cx+d+e=0, mas com o aspecto de(Ax’+Bx+C)?=(Dx+E), é
necessario alcancar:

(AX* +Bx+C)? = (Dx+E)’ < A" +2Ax?,(Bx+C)+(Bx+C)’ = D°x* + 2DXE + E* =
A’x* +2ABX® + 2ACX* + B*x* + 2BCx+C* —D°x* —2DEx-E* =0 <
A’X" +2ABX° +(2AC +B* D)X’ +2(BC - DE)x+C’ —~E* =0

Ficam estabelecidas entéo, as seguintes igualdades:

A=1
A2=1 g_P

2AB =b 22
2AC+B’~D’ =¢=12C+- -~ D’ =c
2(BC-DE)=d bC _ 2DE — d
C*-E’=e C*-E?=e

Basta-nos entdo pensar no sistema, nas incognitasC,DeE:
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2
2C—D2:c—b—

4
bC -2DE =d
C’-E’=e

Esses argumentos podem ser ajustados a outros niveis de equacdes que se
deseja alcancar.

Porém existem algumas equacdes, também importantes, que nado sao
polinomiais as quais nem sempre € possivel encontramos suas raizes exatas, dai
faz-se necessario o desenvolvimento de alguma técnica para aproximar as raizes
nestes casos. Como exemplo de uma equacdo nao polinomial, temos 0 movimento

ondulatério de um péndulo, onde sua equacgéo é dada em funcao do tempo.
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3. METODOS NUMERICOS PARA RESOLUCAO DE EQUACOES

Ribeiro (2012) explica que os métodos numéricos consistem em processos
reciprocos que possuem como finalidade principal, determinar raizes de equacoes a
partir de uma aproximacao inicial. A partir da qual sao feitos aperfeicoamentos de tal
aproximacéo, diante do uso de metodologias que promovem as interagdes. O autor
comenta que esse método pode ser dividido em duas fases que sdo: isolamento da
raiz — que paira sobre a localizacéo do intervalo que contém a raiz; e, refinamento —
gue envolve a melhoria da aproximacao inicial até que se alcance a precisdo que se
deseja.

Sanches e Furlan (2007) indicam que o calculo numérico é realizado para
obter a solucdo de um problema por meio da aplicacdo de um método numérico, de
modo que a solucdo do problema se evidencia por um conjunto de nimeros — sejam
eles exatos ou aproximados. O método numérico, por seu turno, consiste em um
algoritmo formado por um numero finito de operacdes que envolvem somente
nameros — como operagoes aritméticas elementares, calculo de func¢des, consulta a
tabela de valores, a graficos, etc.

A modelagem sera a etapa de alcance do modelo matematico capaz de
descrever o comportamento do sistema fisico e, por fim, a resolucéo é a etapa em
que a solucao é obtida por meio da aplicacdo de métodos numéricos, alcancando,
assim, o objetivo do calculo numérico.

Conforme Sanches e Furlan (2007) o método numérico pode ser classificado
de duas formas, com a finalidade de encontrar as raizes em uma equacdo. A
primeira forma é o método direto, que se caracteriza quando a solugcdo é oferecida
por meio de um Udnico passo, com uma raiz exata a menos de erros de
arredondamento.

A segunda forma é o meétodo iterativo ou indireto, que consiste em um
processo de calculo finito, recursivo cujo valor alcancado a cada passo dependera
dos valores obtidos em passos anteriores. Esse tipo de método, na maioria dos
casos, ndo alcanca uma solugéo exata para as raizes, mas uma solu¢ao aproximada
dentro de uma faixa de erro que € considerada aceitavel.

Sanches e Furlan (2007, p. 15) destacam que: “[...] normalmente, os métodos

iterativos sdo mais precisos quando executados em um computador que permite
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agilizar os calculos matematicos, obtendo assim uma melhor precisdo”. Como
mencionado, os métodos iterativos sao divergentes entre as fases de isolamento de
raizes e de refinamento. Os autores esclarecem que na fase de isolamento de raizes

é feita uma andlise tedrica e também grafica da funcdo f(x)que, para ser

alcancada, com frequéncia, faz uso de um popular teorema algébrico:

Teorema 3.1: Se uma fungéo f(x) continua assume valores de sinais opostos nos

7

pontos extremos do intervalo [a,b], isto é, se f(a).f(b)<0, entdo o intervalo

conterd, no minimo, uma raiz da equacao f(x)=0; em outras palavras, havera, no

minimo, um nimero ¢ €(a,b) tal que f(£)=0.

Os autores definem entdo que a etapa de refinamento ocorre apos o

isolamento da raiz no intervalo [a,b], passando entdo a calcula-la por meio de
métodos numéricos que devem fornecer uma sequéncia{x} de aproximag&o, com

limite sendo a raiz exata &,. E em cada aproximagéo x,,da raiz exata &, faz-se uso

de um dos critérios e compara-se o resultado com a tolerdncia & que foi pré-

estabelecida.
3.1 Defini¢Bes, convergéncia, critério de parada

Castilho (2001) explica que o calculo numérico toma como axioma o estudo
dos esquemas numéricos — algoritmos — para resolver problemas que podem ser
representados por um modelo mateméatico. Um esquema pode ser considerado
eficiente quando apresenta solugdes no bojo de uma precisdo desejado de custo
computacional — de tempo de execucdo + memadria — baixo.

Desta forma, os esquemas numéricos oferecem aproximacdes para viabilizar
o alcance da solucao exata do problema. Sendo que erros que sdo cometidos nessa
aproximacao, transcorrem da discretizacdo do problema, isto €, passar do modelo
matematico para o sistema numérico e, da forma como as maquinas representam os

dados numéricos.
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Conforme Castilho (2001, p. 15) a convergéncia é intuitva e uma
demonstracao analitica que o autor possibilita oferecer sobre ela, se da por meio do
teorema 3.1. Sendo assim, o autor explica que o método gera trés sequéncias,
sendo elas:

{a,} : Sequéncia ndo decrescente e limitada superiormente por b;. Logo
a8, <a <..<b,=3IM el tal que Ml a, =M

{b.}: Sequéncia n&o crescente e limitada inferiormente por a,. Logo
b, 2b >...>a,=3Imell tal que l'fal b,=m

{X.}: Por construgéo temos que:

a, +b,
X, = 5

=a, <X <bVkel

Sendo assim, conforme Castilho (2001), a amplitude de cada intervalo gerado

consiste em metade da amplitude do intervalo anterior, o que gera:

X, = il erbk =a, <X <bVkel .Tem-se que
- b, — & b1 a1
— b _ bl & =0 % b -
Em geral, pode ser mostrado por inducdo matematica que
b. —
b, —a, = 02ka0

Calculando o limite quando k — cotemos:

: . by—a,

fim (b, —a,) =im =5 =0
Isto segue que

Ilmb—llmak 0O=>=M-m=0=>M=m

k—o0

Usando este fato e calculando o limite temos:

m=lim a, <I|m xk<I|mb =m=limx =m

k—o0 k—o0

Falta mostrar que m ¢é raiz de f, isto é f(m)=0.Em cada iteracdo

f(a,).f(b,)<0.Como f é continua, temos entdo que
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0>lim f(a,).f(b,)=lim f(a,).lim f (o) = f(lim a,).f(lim b) = f*(m)>0

Portanto, f(m)=0.

Sobre o critério da parada, Franco (2006) explica que para aplicarmos
qualquer método numérico devemos ter sempre a ideia sobre a localizacéo da raiz a
ser determinada.

Segundo a autora, a partir da localizacao da raiz, escolhemos entdo x,como
uma aproximacao inicial para a raiz xde f(x)=0. Com essa aproximacao inicial e
um meétodo numérico aprimoramos a solucdo até obté-la com uma determinada
precisao, ou seja, numero de casas decimais corretas.

Franco (2006) afirma que para obtermos uma raiz com uma determinada
precisdo prefixada ¢devemos, ao longo do processo iterativo, efetuar o seguinte
teste:

Se

| X1 — X |
| Xt |

Sex, ex,,sdo duas aproximacdes consecutivas para X, entdo x.,é a raiz

<& (errorelativo) ,

procurada, isto €, tomamos X =X, ;.

Segundo a autora, devemos observar alguns detalhes ao utilizar o critério da

parada em um determinado método utilizado:

7

a) Em relacdo a precisdo prefixada, normalmente tomamos £=10" onde m é o

namero de casas decimais que queremos no resultado;

b) Apesar de alguns autores considerarem como teste de parada o fato de

| f(x.,,)|< &.€é preciso tomar cuidado pois a menos que se tenha ideia muito clara do

comportamento da fungéo, podemos nos surpreender com a resposta do teste;

c) Alguns autores consideram como teste de parada o fato de |x.,,—X |<¢&,

chamado de erro absoluto. Entretanto, se estes numeros forem muito grandes e ¢
for muito pequeno, ndo pode ser possivel calcular a raiz com uma precisao téao

exigente.

3.2 Método da bisseccéao
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Considere o intervalo [a,b]para o qual f(a).f(b) <0. No método da bisseccéo

~ - a+b . A
obtemos o valor da funcdo f(x)no ponto médio Xl:T' Portanto existem trés
possibilidades :

1. Se o valor de f(x) em x, fosse nulo, isto é, se f(x)=0. Neste caso néo

teriamos que fazer mais nada, a raiz foi encontrada;

2. Se f(a).f(x)<0 entdo f tem uma raiz entre ae x,. Neste caso o processo pode
ser repetido sobre o novo intervalo [a, x|;

3. Se f(a).f(x)>0, segue que f(b).f(x)<0, desde que é conhecido que f(a)e
f(b)tem sinais opostos. Portanto f tem uma raiz entre x,e b. Neste caso o
processo pode ser repetido com [x,,b].

A repeticdo do método é chamado iteracdo e as aproximacdes sucessivas
sao os termos iterados. Logo, podemos escrever o método da bisseccdo da seguinte
maneira:

Para k=123,..., faca:

Se f(a).f (Xk){< 0, entzzlo a =a.eb.,=Xx
>0, entdo a, ., =X, e b, =b,

Para exemplificar o método em questdo, considere que desejamos calcular a

raiz positiva da equacéao:
f(x) = (x+1)%e* 2 =0

Podemos observar que néo é facil determinarmos a raiz exata desta equacao
usando os métodos convencionais. Para isso usaremos o método da bissecc¢éo para
determinarmos as raizes desta equacéo.

Observe que para essa equacdo temos que f(0)<0 e que f(1)>0. Portanto,
a equacdo ter4 uma raiz no intervalo [0,1]. Podemos verificar que o ponto médio
para esse intervalo € x, =0,5, com f(x)=-0,6090086 .

Os primeiros passos do meétodo da bissecgdo, para esta equacdo, estdo

mostrados na tabela abaixo:



Tabela 2: Exemplo de tabela utilizada no Método da Bissecc¢éo

k a, b, X, f(x,)
1 0 1 0,5 -0,609009
2 0,5 1 0,75 -0,272592
3 0,75 1 0,875 0,023105
4 0,75 0,875 0,8125 -0,139662
5 0,8125 0,875 0,84375 -0,062448
6 0,84375 | 0,875 0,859375 | -0,020775
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Fonte: Franco (2006, p. 59)

Aplicando o processo da parada, com seis iteracbes do método obtermos o
seguinte valor do erro:

|, —X; | |0,859375-0,84375]
| X, | |0,859375

=0,0181818...

N&o obtemos uma precisdo boa. Continuando o processo e exigindo uma
precisdo ¢ =10, obteremos: x, =0,866868¢ x,, = 0,866876 e assim:

| X, —Xg| [0,866876—0,866868|

=9,210°<¢=10"
| %, | |0,866876 |

3.3 Método da falsa posicéao

Medeiros e Medeiros (2004) explicam que o método da falsa posicéo, falsa
suposicao ou, falso pressuposto, € uma forma antiga de resolver problemas que, na
contemporaneidade podem ser interpretados como relacionados as equacdes e
sistemas lineares. Esses problemas que sao, geralmente resolvidos de forma
exclusivamente simbolica, seja por meio da adocdo imediata de letras na
representacdo de quantidades desconhecidas, ou entdo por meio de uma algebra
disfargada no uso de quadradinhos ou outras figuras que representam incognitas.

Tal método pode ser visto como uma variagdo de um outro método numerico,

0 método da secante. Ele compreende em tomar duas aproximagdes iniciais X,

ex tais que f(x,)e f(x)tenham sinais opostos, isto &, f(x,).f(x)<0.
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Suponha que | f(x)|<| f(x,)|-E coerente esperar que a raiz X esteja mais
proxima de x,do que de x,, dai o nome de Falsa Posicdo ou Falsa Suposi¢do. Ao
invés de calcular o iterado x, como sendo o ponto medio entre x,ex, iremos
calcular o iterado x, como sendo uma média ponderada com pesos |f(x,)|e

| f(x,)|, da seguinte forma:

X _ X% L PO [=x 1 (%) |
L) (X))

Extraindo os modulos, podemos reescrever a equacao acima da seguinte

forma:

< Xt () =% (%)
C) = (%)

Assim, o interado x, estara mais proximo de x, do que de x,.

Se,

Para um ¢ prefixado, entdo x,é a raiz procurada. Caso contrario, calculamos f(x,)
e escolhemos entre x,e x, aquele cuja f tenha sinal contrério ao de f(x,). Com x,
e esse ponto calculamos X, sobre este ponto como fizemos anteriormente, usando a

férmula acima.
Tal procedimento deve se repetir até que se alcance a raiz recomendada pela
precisdo pré-determinada. De modo que o método da falsa posicdo pode ser

exemplificado por meio do seguinte fluxograma:
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Figura 03 — Fluxograma do método da falsa posicao

[a,b]

f(a), f(b)

g

|
L L f@b- f(b).a}

f(b)—f(a)

a=x b=x
F v v
f(x)<ﬁg

v
Raiz aproximada
encontrada

De forma analoga podemos também exemplificar o método da falsa

posicéo através do grafico abaixo:
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Figura 04 — Interpretacdo grafica do método da falsa posicéo

flz)

Fonte: Ribeiro (2012, p. 31)

Medeiros e Medeiros (2004) explicam que o método da falsa posicao
consiste, em sintese, na tentativa de resolver um problema matematico por meio da
adocdao inicial de uma solucdo provisoria e conveniente. Que pode ser modificada
posteriormente por meio de um raciocinio que envolva propor¢cdes. Tal caracteristica
possibilita encontrar similaridades entre esse método e algumas solucdes
encontradas em problemas geométricos que envolvem relacdes de semelhanca.

Para uma melhor analise do método da falsa posi¢cdo, podemos resumi-lo em

um fluxograma:
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4. APLICACOES

Neste capitulo iremos apresentar algumas aplicagbes dos métodos
estudados neste trabalho. Para cada problema, aplicaremos os dois métodos e
compararemos as solucdes obtidas e a quantidade de iteracbes para se chegar a

raiz aproximada.

4.1 Um amplificador eletrénico, com acoplamento R-C, com trés estagios em
cascata tem uma resposta a um degrau unitario de tensdo dado pela
expressédo:(FRANCO, 2006, p.97)

g(l')zl—{l-kT +T—22jeT

onde T :Rt_C € uma unidade de tempo normalizada. O tempo de subida de um

amplificador é definido como o tempo necessario para sua resposta ir de 10% a 90%

de seu valor final. No caso, como g(w«)=1, € necessario calcular os valores de T

para os quais:
g=0,1eg=0,9

ou seja resolver a equacao:

T2
O,1=1—(1+T +?j.e‘T

TZ
0,9 :1—(1+T +?J.e‘T

Chamando de T;,0 valor obtido na 1% equacdo e T,,0 valor obtido de Tna 22

equacao, calcular o tempo de subida.

RESOLUCAO:
Devemos encontrar o valor do tempo de subida para 10% e 90%.

Para g = 0,1, temos:

T2
1—(1+T +?).eT =0,1

T2
(1+T +7j.eT -0,9=0



* |solamento das raizes:

T 0 1 2 1,5

f(m + + : :

3T €(11,5) talque f(T)=0

Usaremos como critério de parada & =10

Método da Bissecc¢do:

Tabela 3 - Amplificar eletrénico

K ak bk Xk f(x«)
0 1 1,5 1,25 -
1 1 1,25 1,125 -
2 1 1,125 1,0625 +
3 1,0625 1,125 1,09375 +
4 1,09375 1,125 1,109375 -
5 1,09375 1,109375 1,1015625 +
6 1,1015625 1,109375 1,10546875 -

Teste da raiz:

1% =% _ 0,007 <10

| % |

Logo a uma aproximacgdo para araiz € x = 1,1015.

Para g = 0,9, temos:

2
1—[1+T +T?j.e‘T =0,9

T2
(1+T +?j.e‘T -0,1=0

a7



* |solamento das raizes:
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T 0 1 15 2 3 4 5 5,5
f(T) + + + + + + + -
AT €(5;5,5) talque f(T)=0
Método da Bisseccao:
Tabela 4 - Amplificar eletronico
K ak bk Xk f(x«)
0 5 5,5 5,25 +
1 5,25 5,5 5,375 -
2 5,25 5,375 5,3125 +
3 5,3125 5,375 5,34375 -
4 5,3125 5,34375 5,328125 -
5 5,3125 5,328125 5,3203125 -
Teste da raiz:
X=X _ 6 001<10
| % |

Portanto uma aproximacéao para a raiz € x = 5,3203.

Logo o tempo de subida sera dado por:
5,3203-1,1015=4,2188

Método da Falsa Posicgao:



Tabela 5 - Amplificar eletronico
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K ak bk Xk f(ax) f(bk) f(bk)
0 1 1,5 1,0889 0,0197 -0,0911 +
1 1,0889 1,5 1,1003 0,0026 -0,0911 +
2 1,1003 1,5 1,1016 0,0003 -0,0911 +
Teste da raiz:
Pe=%1_4 0012<10°
%, |
Portanto uma aproximacéo para araiz € x =1,1016
Tabela 6 - Amplificar eletronico
K ak bk Xk f(ax) f(bk) f(bk)
0 5 55 5,3398 0,0246 -0,0116 -
1 5 5,3398 5,3240 0,0246 - 0,0012 -
2 5 5,3240 5,3227 0,0246 - 0,0001 -

Teste da raiz:

X =%1_ 4 0002 <107
[ X, |

Portanto uma aproximacédo para a raiz € x = 5,3227

.Logo o tempo de subida sera dado por:
5,3227-1,1016 =4,2211

4.2 A equacgédo (FRANCO, 2006, p. 100)

(gj _ sena.cosa
2) OR

== —cos’a
v

Permite calcular o angulo de inclinagcédo, « , em que o langcamento deve ser feito para

atingir um determinado alvo. Na equacéo acima,
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a - angulo de inclinagdo com a superficie da Terra com a qual é feita o

lancamento do missil;
e - aceleragéo da gravidadell 9,81m/s?;
e R-raio da Terra [] 6371000m
e v-velocidade de lancamento do missil, m/s;

e (- angulo (medido do centro da Terra) entre o ponto de langamento e o ponto
de impacto desejado

2
Resolva o problema considerando: =80°e v tal que ;/—R=1,25, ou seja,

aproximadamente 8.840m/s.

(0} sena.cos
tg| = |= o2

R
g—z—cos2 a
v

t (@] _ sena.cosa.
0! 8 - COS2 a
0,830 = N8
0,8—cos’ «
Temos que
sen(a + a) = sen(2a) = 2sena Cos o => sena.cosa = sen(2a)
Entéo,

sen(2a)
2.(0,8—cos® )

-0,8391=0

Multiplicando a equacao por 2 temos:

sen(2x)

2

-16782=0
0,8—cos” o

- Isolamento da raiz:

A 0,5 1 1,3

f(a) + + -

- Método da Bisseccao:



Tabela 7 — Angulo de inclinacéo do foguete

K ak bk Xk f(x«)
0 1 1,3 1,15 -
1 1 1,15 1,075 -
2 1 1,075 1,0375 -
3 1 1,0375 1,01875 +
4 1,01875 1,0375 1,02812 -
5 1,01875 1,028125 1,02344 +
Teste da raiz:
X% =%1_ 4 004<10°
1% |
Logo a uma aproximacgdo para araiz € x = 1,02344
Transformando a raiz em graus:
7 —180°
1,02344 — x
x =58,63879258
x =58°38'19,65"
Portanto o angulo de inclinacéo procurado é 58°38'19,65”
- Método da Falsa Posicao:
Tabela 8 — Angulo de inclinagéo do foguete
K ak bk Xk f(ak) f(bk) f(bk)
0 1 1,3 1,0351 0,1115 -0,9705 -
1 1 1,0351 1,0242 0,1115 -0,0509 -
2 1 1,0241 1,0238 0,1115 -0,0015 -

Teste da raiz:

X =%1_ 4 0003<10°
[ X, |

51
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Portanto uma aproximacéo para a raiz € x =1,0238

Transformando a raiz em graus:

7 —180°

1,0238 — x

X =58,65941907
X =58°35'34"

Portanto o angulo de inclinacéo procurado € 58°35°34”

4.3 Lee and Duffy (A.l.ch. E Journal, 1976) relacionaram o fator de atrito para
escoamento de particulas fibrosas em suspensdo com o numero de

Reynolds, pela seguinte equacao empirica (FRANCO, 2006, p. 104):

j? ( jln(RE\/_)+(14——j

Nesta relagdo f € o fator de atrito, RE é o nUmero de Reynolds e k € uma

constante determinada pela concentracdo de particulas em suspensdo. Para uma

suspensao de 0,08%de concentracao temos quek =0,28. Determine o valor de f
quando RE =3750.
1

7T (%) In(RE\/_)+(14——j
L ( j In(3750,/f )+(14—05—28]
( j In(3750,/) -6

In(3750\/?)—%—6:0

o

,28

- Isolamento da raiz:

F 0,5 0,1 0,01 0,001

F + + + -




- Método da Bissecc¢éo:

Tabela 9 — Fator de atrito para escoamento de particulas fibrosas

0,005078125

0,005148437 0,005113281

K ak bk Xk f(x«)
0 0,001 0,01 0,0055 +
1 0,001 0,0055 0,00325 -
2 0,00325 0,0055 0,004375 -
3 0,004375 0,0055 0,0049375 -
4 0,0049375 0,0055 0,00521875 +
5 0,0049375 0,00521875 0,005078125 -
6 0,005078125 0,00521875 0,005148437 +
7

Teste da raiz:

|X7_X6|
| % |

=0,006 <107

Logo auma aproximagéo para a raiz é x = 0,0051

- Método da Falsa Posicéo:

Tabela 10 — Fator de atrito para escoamento de particulas fibrosas

K ak bk Xk f(ak) f(bk) f(bk)
0 0,001 0,01 0,0082 -20,5669 5,1676 +
1 0,001 0,0082 0,0071 -20,5669 3,7636 +
2 0,001 0,0071 0,0064 -20,5669 2,6732 +
3 0,001 0,0064 0,0062 -20,5669 1,8706 +
4 0,001 0,0062 0,0058 -20,5669 1,6139 +
5 0,001 0,0058 0,0056 -20,5669 1,0642 +
6 0,001 0,0056 0,0054 -20,5669 0,7691 +
7 0,001 0,0054 0,0053 -20,5669 0,4589 +
8 0,001 0,0053 0,0052 -20,5669 0,2978 +
9 0,001 0,0052 0,0052 -20,5669 0,1323 +
10 0,001 0,0052 0,0051 -20,5669 0,1324
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Teste da raiz:

o =%1_0 002 <10°
| % |

Portanto uma aproximacao para a raiz a raiz aproximada € x = 0,0051

4.4Um método muito eficiente para integracdo numérica de uma funcédo é o
chamado método de quadratura de Gauss. No desenvolvimento das
formulas para este método é necessario calcular os zeros de uma familia
de polindmios ortogonais. Uma familia importante de polinébmios
ortogonais € a de Legendre. Encontre os zeros do polinédmio de Legendre
de grau 6 (FRANCO, 2006, p.106).

P.(X) = 4i8 (693x° —945x* +315x* —15)

Observacgao: Todos os zeros dos polindmios de Legendre sédo menores que 1 (um)

em maodulo e sdo simétricos em relacdo a origem.
P.(X) = %(693x6 —945x* +315x* —15)
Pe(x) =0

4—18 (693x° —945x* +315x2 —15) =0

- Isolamento da raiz:

X 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Pe(x) - - - + + + + - - - +

- Método da Bisseccao:

X (0,2;0,3) talque P(x)=0

Tabela 11 — Polindbmio de Legendre
K ak bk Xk f(xx)
0 0,2 0,3 0,25 +




1 0,2 0,25 0,225 -
2 0,225 0,25 0,2375 -
3 0,2375 0,25 0,24375 +
4 0,2375 0,24375 0,240625 +
5 0,3575 0,340625 0,2390625 +
6 0,2375 0,2390625 0,23828125 -
Teste da raiz:
X=X _ 4 006 <107
[ X |

Logo a uma aproximacao para araiz é x = 0,24

Ix €(0,6;0,7) talque P(x)=0

Tabela 12 — Polinbmio de Legendre

K ak bk Xk f(x«)
0 0,6 0,7 0,65 +
1 0,65 0,7 0,675 -
2 0,65 0,675 0,6625 -
3 0,65 0,6625 0,65625 +
4 0,65625 0,6625 0,659375 +
Teste da raiz:
% =%1_ 4 0095 <102

| % |

Logo a uma aproximacgéo para a raiz € x = 0,65.

X €(0,9;1) talque P(x)=0
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Tabela 13 — Polindbmio de Legendre

K ak bk Xk f(x«)

0 0,9 1 0,95 +

1 0,9 0,95 0,925 -

2 0,925 0,95 0,9375 +

3 0,925 0,9375 0,93125 -

4 0,93125 0,9375 0,934375 +
Teste da raiz:

X =% _ 4 0067 <10°
1%, |
Logo auma aproximagédo para a raiz é x = 0,93.
- Método da Falsa Posicéo:
Ix €(0,2;0,3) talque P(x)=0
Tabela 14 — Polindbmio de Legendre
K ak bk Xk f(ak) f(bk) f(bk)
0 0,2 0,3 0,2384 - 0,08058 0,12918 -
1 0,2384 0,3 0,2331 - 0,00047 0,12918 -
2 0,2331 0,3 0,2387 -0,01173 0,12918 +
3 0,2331 0,2387 0,2386 - 0,01173 0,00017 -
4 0,2386 0,2387 0,2390 - 0,00004 0,00017 -
Teste da raiz:
X =%1_4 0016 <10
1%, |

Logo a uma aproximacgao para araiz é x = 0,24

X €(0,6;0,7) talque P(x)=0
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Tabela 15 — Polindbmio de Legendre

K ak bk Xk f(ax) f(bk) f(bk)
0 0,6 0,7 0,6579 0,17209 - 0,12529 +
1 0,6579 0,7 0,6578 0,01034 -0,12529 +
2 0,6578 0,7 0,6611 0,01066 -0,12529 +

Teste da raiz:

X =% _ ¢ 0001<102
| % |

Logo auma aproximagéo para a raiz é x = 0,65.
Ix €(0,9;1) talque P(x)=0

Tabela 16 — Polinbmio de Legendre

K ak bk Xk f(ax) f(bk) f(bk)
0 0,9 1 0,9194 - 0,24116 1 -
1 0,9194 1 0,9275 -0,11242 1 -
2 0,9275 1 0,9306 - 0,0453 1 -

Teste da raiz:

[%=%1_4 003<10
| X, |

Logo a uma aproximagao para a raiz é x = 0,93.
Portanto os zeros do polinbmio de Legendre sao: 0,24; 0,65; 0,93 e seus

simétricos.
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5. Considerac0Oes Finais

Através das pesquisas realizadas a fim de escrever o presente trabalho, foi
possivel compreender que as equacdes algébricas — especialmente as polinomiais —
nao recebem tanta atencdo quanto recebiam épocas anteriores e, ainda que sejam
calculos importantes, tendem a ser superadas por outros tipos de equacfes, como
as diferenciais, por exemplo. Mesmo assim, as equacdes algébricas, de forma geral,
permanecem presentes de forma constante no cotidiano da vida. Isso porque muitas
situacbes cotidianas envolvem esse tipo de problematica, que demanda
conhecimento para resolver as equacdes a fim de soluciona-las.

Porém, € no ambiente escolar que a maior parte desse conhecimento é
transmitida, por meio de problemas elementares que sé&o formulados em linguagem
matematica, resultando em equacdes polinomiais a uma variavel, o0 que envolve a
importancia do ensino e aprendizagem desses conteudos, a fim de capacitar o
individuo a resolvé-las. O proposito desse estudo, em particular, nado foi
propriamente debater a forma como as equacfes algébricas sdo apresentadas em
situacdes de ensino, mas sim, compreender seu contexto, suas origens e como
essas equacdes podem ser resolvidas com diferentes métodos numéricos.

De forma que, por meio do conhecimento historico da resolucdo dessas
equacdes, foi possivel notar a natureza humana envolvida na matematica,
quebrando essa percepcdo de complexidade que sempre envolveu seu conteudo.
Através dessa construcdo historica foi possivel notar como a matematica € uma
forma puramente humana que o homem encontrou, ao longo do tempo, para
resolver seus problemas. O que significa que a matematica ndo € construida por
mentes excepcionais, muito menos consiste em uma ciéncia distante da experiéncia
humana. Ao passo que conhecer os processos gue envolveram a busca pela
solucéo dessas equacdes é um enriguecimento histérico importante.

Conclui-se o presente trabalho com a crenca de que objetivos, tanto geral
qguanto especificos, foram atendidos. Contudo, como nao era de intento, 0 assunto
estd longe de ser esgotado, fora dado um primeiro e importante passo para o
fomento de conhecimento e estimulo para o aprofundamento no tema, que pode ser
feito em estudos posteriores, que visem corroborar, refutar ou complementar as

constatacdes obtidas até o momento.



59

6. Referéncias Bibliograficas

ANDRADE, B. C. A evolucao histérica da resolucéo das equacgdes do 2° grau. Porto:
UPT, 2000. (Dissertacao de mestrado).

CASTILHO, J. E. Calculo numérico. Uberlandia. UFU, 2001.

FRANCO, N.M.B. Calculo Numérico. Editora: Pearson — Prentice Hall. Sdo Paulo,
2006.

LAGES, S. N. A resolucéo de equacOes algébricas: uma perspectiva histérica. Porto:
UPT, 2007. (Dissertacao de mestrado).

MEDEIROS, C. F.; MEDEIROS, A. O método da falsa posicdo na histéria e na
educacdo matematica. Ciéncia & Educacao, v. 10, n. 3, p. 545-557, 2004.

PONTES, R. S. Equacdes polinomiais: solu¢des algébricas, geométricas e com
auxilio de derivadas. Jodo Pessoa: UFPB, 2013. (Dissertacdo de Mestrado -
PROFMAT).

RIBEIRO, R. R. J. Revisdo bibliografica de alguns métodos numéricos para
obtencdo de zeros reais de funcbes transcendentes e polinomiais. Angicos:
UFERSA, 2012.

SANCHES, J. J.; FURLAN, D. C. Métodos numéricos. Curitiba: UFPR, 2007.

SCHUVAAB, J. L. Resolucdo de equacbGes algébricas até quarto grau: uma
abordagem historica. Maringa: UEM, 2013. (Dissertacao de mestrado - PROFMAT).



