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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo auxiliar estudantes, professores e apaixonados
pela matematica, a melhor compreender, interpretar e resolver problemas que possam
ser solucionados através das Equagoes Diofantinas. Desta forma, apresentamos alguns
conceitos basicos sobre Equacoes Diofantinas bem como algumas aplicagbes praticas.
Discutimos ainda, o Ultimo Teorema de Fermat para os casos de n=2, n=3 e n=4, visando

despertar o interesse no aluno pela teoria dos niimeros.

Palavras-chave Equagoes Diofantinas, Teorema de Pitdgoras, Equacoes Fermatianas.



Abstract

The present work aims to help students, teachers and lovers of mathematics, to
better understand, interpret and solve problems that can be solved through Diophantine
Equations. In this way, we present some basic concepts about Diophantine Equations as
well as some practical applications.We also discuss Fermat’s Last Theorem for the cases n

= 2, n = 3, and n = 4, aiming to arouse interest, on the students, in Number Theory.

Keywords Diophantine Equations, Pythagorean Theorem, Fermatian Equations.
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Introducao

Este trabalho propoe auxiliar estudantes, professores e apaixonados na matematica,
a melhor compreender, interpretar e resolver problemas que possam ser solucionados
através das Equacoes Diofantinas. Apresentamos ainda, alguns conceitos basicos sobre
Equacoes Diofantinas, lineares e nao lineares, bem como algumas aplica¢des praticas.
Passamos ainda para as Equagoes Diofantinas quadraticas, como o Teorema de Pitagoras
e as Equagoes Fermatianas, com n = 3 e biquadraticas.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), a resolugao de problemas
¢é o ponto de partida da atividade matematica, que deixa de ser uma simples reproducao
de procedimentos e acimulo de informagoes e ganha significado. Por isso, é conveniente a
relacdo da aplicacao das Equagoes Diofantinas como método para a resolugao de problemas.

Por fim, apresentamos um dos problemas mais intrigantes na matematica de Pierre de
Fermat (1601 — 1665), as margens do livro de Aritmética de Diofante, como segue abaixo
suas palavras, segundo Simon SINGH [5]:

“E impossivel resolver um cubo em (soma de) dois cubos, uma poténcia quarta em
duas de poténcias de quatro, ou em geral, qualquer poténcia de maior que segunda em
duas poténcias do mesmo tipo. Encontrei uma prova notavel deste fato, mas a margem é
muito pequena para conté-la”.

Em sintese, Fermat afirmou:

Nao existe qualquer solucao de trés ntimeros inteiros x,y, z satisfazendo a Equacao
Diofantina z™ + y" = 2", para n > 2.

Foram 350 anos de um mistério que desafiou as mentes mais brilhantes e determinadas
da matematica para se chegar a uma prova definitiva, conhecida como o "Monte Everest'da
Teoria dos Numeros e demonstrado por Andrew Wiles em 1995.

Importante ressaltar que a introducao a resolucao de problemas dessa natureza sao
abordados no Ensino Fundamental e Médio, mas serao melhor trabalhadas no Ensino

Superior.

Objetivos do Trabalho

Objetivos Gerais

e Compreender o uso das Equacoes Diofantinas na resolucao de problemas do dia a
dia;

e Despertar o interesse pelas Equagoes Diofantinas e Fermaticas.
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Objetivos Especificos

e Mostrar um pouco da histéria das Equacdes Diofantinas e do Ultimo Teorema de

Fermat;

e Ampliar os conhecimentos na resolugdo de problemas com o uso da algebra, ou seja,

Equacgoes Diofantinas;

e Resolver situacoes do dia a dia, tendo como alternativa o uso das Equagoes Diofanti-

nas.

Organizacao e Estrutura do Trabalho

Diofanto de Alexandria, em seu livro Arithmética, introduziu o uso de simbolos na
resolucao de equagoes. A mais famosa é a equagao 2" + y" = 2" e que desafiou por mais
de trezentos e cinquenta anos, matematicos renomados, depois que Fermat afirmou que
as equagoes desse tipo, nao possuem solugoes com valores inteiros e positivos de x,y e z,
quando n > 2. Nesse sentido, o presente trabalho estd delineado como segue:

No Capitulo 1, apresentamos o enunciado e a demonstracao de divisao nos inteiros,
maximo divisor comum, ndmeros primos e algoritmo de Euclides, que serviram para
compreensao das demonstragoes na resoluciao das Equacoes Diofantinas.

No Capipulo 2, discorremos sobre aplicagoes das Equagoes Diofantinas. Sao situagoes
do dia a dia que podem ser resolvidas através da andlise Diofantina, mas também com
estratégias de resolucao como tentativa e erro, método pictorico e conceitos da Teoria dos
Numeros.

No Capitulo 3, discorremos sobre as aplicagdes praticas das Equagoes Diofantinas que
possuem solucao no conjunto dos niimeros inteiros e no Capitulo 4, abordamos sobre
o Teorema de Pitagoras e apresentando duas de algumas de suas provas. E aqui que
discutimos os casos em que n = 3 e n = 4, que sao chamadas de equacoes Fermatianas.

Por fim, nossas consideragoes finais a respeito desta dissertacao.
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1 Topicos da Teoria dos Nimeros

Para o estudo das Equagoes Diofantinas, necessario se faz a utilizacao de alguns topicos
da Teoria dos Numeros e é neste capitulo que discorremos o contetdo, tendo como fonte de
pesquisa, os livros: Fundamentos da Aritmética, de Higino H. Domingues [2] e Aritmética
de Abramo Hefez [4]. A fundamentagao tedrica nos permite compreender os métodos
algébricos que nos fornecem todas as solugoes inteiras para as Equagoes Diofantinas.

Trataremos aqui dos topicos de divisibilidade, maximo divisor comum, ntimeros primos

e algoritmo de Euclides, pois é neles que todo esse trabalho relaciona-se.

1.1 Divisao nos Inteiros
O conjunto dos nimeros inteiros é representado pela letra Z e dado por:
Z=A..,-2,—1,0,1,2,3,...}.

e por se tratar de um conjunto que possui muitas propriedades, iremos aqui apenas

referenciar as que serao tuteis ao desenvolvimento deste trabalho.

Definigao 1. Dados a e b, inteiros, diremos que a divide b e denotaremos por, alb, quando

existir um k € Z tal que b = ka. A negagdao dessa sentenga € denotada por a fb.

Podemos concluir da definicdo que a é um divisor de b, consequentemente, b é divisivel

por a, ou ainda, que b é miltiplo de a. Serd a um divisor positivo de b, se alb e a > 0.
Exemplo 1. 4|20, pois existe um inteiro k = 5, tal que 20 = 4.5.

Exemplo 2. 5 /16, pois nao existe um inteiro k que satisfaca 16 = 5.k.

Proposicao 1. Dados a,b e c inteiros, tais que alb e blc, entdo alc.

Demonstra¢io. Sejam a,b e ¢ inteiros tais que alb e b|c, logo existem k; e ko tal que b = ak;

e ¢ = bky. Logo, ¢ = (aky)ks = a(k1ks) e, portanto, alc. O

Exemplo 3. Como 2|4 e 4|12, entao 2|12. De fato, 4 = 2.2 ¢ 4.3 = 12 = 2.2.3 = 12,
logo 2|12.

Proposicao 2. Dados a,b e c inteiros, tais que alb e alc, entao a|(mb+nc), para quaisquer

m,n € 7.
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Demonstragio. Sejam a, b e ¢ inteiros tais que alb e alc, entdo existem inteiros ki e ko
tais que b = ak; e ¢ = aky. Multiplicando ambas as equagoes respectivamente por m e n
obtemos

mb = mak; (1.1)

e
nc = naks. (1.2)

Somando as equagoes (1.1) e (1.2) lado a lado, temos que: mb + nc = mak; + naky =
a(mky + nks). Portanto, a|(mb + nc). O

Exemplo 4. Como 5|20 e 5|15, entéo 5|(5.20 4+ (—6).15) = 10.

Teorema 1. (Algoritmo da Divisao em Z) Dados a e b niimeros inteiros sendo um b inteiro

positivo, existe um tnico par de inteiros q e r que satisfazem a = ¢.b+r, com 0 < r < b.

Demonstracao. Dado b, um nimero inteiro positivo e nao nulo. Se a € Z, entdao ou a é
multiplo de b ou a esta situado entre dois multiplos consecutivos de b, isto é, gb < a <
(g +1)b.

Vamos adicionar —gb em todos os termos da desigualdade obtemos:

gb—gb<a—qgb<gb+b—qb,0<a—qb<d (1.3)

Assim, fazendo r = a — ¢b, podemos escrever também a = gb+r, em que 0 < r < b.
Vamos supor que existam inteiros ¢, qa, 71,72 , onde q; # g2 e 11 # ry e que satisfacam

as igualdades:

a=qb+r, com 0<r; <b (1.4)
e
a=qb+ry, com 0<ry<b (1.5)

Suponha, sem perda de generalidade que 7o > r1 se b > r; e b > ro, fazendo b > ry — 1y
e comparando (1.4) e (1.5) temos que: a = bg; + 11 = bgy + r2. Isolando, ry — 71, obtemos:
b(ga — q1) = ro — r1. Chamando de t = (g2 — ¢1), segue que 19 — r; = tb, com t € Z e dai
bl(ry —71).

Portanto, b < (ry —r1),86 se 1y > 11 0 que é um absurdo, pois contradiz o fato de
b > ry —ry. Logo, ry = ry.

Concluimos que (g2 —q1) b = 0. Sendo b # 0, temos que (g2 —¢1) =0 = ¢ = ¢1.

Na equacao a = q.b+r, com 0 < r < b, os inteiros, ¢ e r sao chamados, respectivamente,
de quociente e resto da divisao de a por b. Vale lembrar que b somente ¢ divisor de a se
r = 0. Neste caso, temos que a = bg e o quociente ¢ na divisao exata de a por b pode ser

indicado também por % ou a/b. []
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Exemplo 5. Numa divisdo de 396 por b > 0, o quociente é 13 e o resto é r. Determine os
possiveis valores para b e r.
Resolugao: Sabemos que na divisao de a por b tem que a = ¢g.b+r, 0 < r < b. Entao,
podemos escrever:
396 =13b+r, com 0<r<b. (1.6)

Ou seja,
r=239 —13b, com 0<r<hb. (1.7)

Da inequagao (1.7) obtemos:
0 <396 — 13b < b. (1.8)

Desmembrando a inequagao (1.8) temos:
0<396—13b e 396— 13b< b, (1.9)

De (1.9) temos:
13b <396 e 14b > 396.

Logo, isolando b concluimos que: 28,29 < b < 30, 46.
Portanto, como estamos procurando apenas valores inteiros para b e r, os possiveis

valores sao:
b=29er=19oub=30er =06.

Exemplo 6. Dados a = 53 e b = 7. Verifique se a é multiplo de b ou, caso nao seja,
determine os multiplos consecutivos em que a se situa entre eles.
Resolugao: Sabemos que na divisao de a por b, temos que a = gb + r, entao podemos

escrever:
53=T7q¢+r, com q¢€Z. (1.10)

Para que a seja multiplo de b, é necessario ter resto zero. Assim, vamos encontrar o

valor de ¢ em (1.10):
Tq = 53 (1.11)

q="1,5T. (1.12)

Como nao existe ¢ € Z que satisfaca (1.11), concluimos que 53 nao é miltiplo de 7.

No entanto, podemos perceber que ¢ se situa entre 7 e 8, desta forma, temos que
49 = 7.7 < q < 7.8 = 56. Portanto, os multiplos consecutivos de b = 7 procurados sao 49 e
56.

Proposicao 3. Dado a € Z temos que:
1)1|a,ala e al0
2)0la <= a=0.
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Demonstragio. 1)1]a pois a.1 = a; ala pois 1.a = a e a|0 pois 0 = 0.a
2)Vamos supor que 0|a; logo existe k € Z tal que pela propriedade distributiva da
multiplicagdo, a = k.0 ou seja, a.0 = a(0 + 0) = a.0 = a.0. Somando —(a.0) a ambos

membros da igualdade, temos que:

0=—(a.0) +a.0 = —(a.0) + (a.0 4+ a.0)
0= (—(a.0)+a.0)+a0=0+a.0
0=1a0

que restou provada a propriedade. O

1.2 Maximo Divisor Comum

O méaximo divisor comum de dois nimeros inteiros, é o maior niimero inteiro que divide
esses dois numeros. Exemplo disso, é o niimero inteiro 4 que divide o niimero 16 e também
divide 20, que é o maior inteiro positivo com essa propriedade. Logo, 4 é o méximo divisor
comum de 16 e de 20, podendo ser representado assim: mdc(16,20) = 4 ou (16,20) =4, o

que nos leva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2. O mdzximo divisor comum de dois inteiros a e b, com a e b diferentes de
zero, € o maior inteiro que divide a e b. Assim, temos que, o mdc(a,b) é o inteiro positivo
d que satisfaz as sequintes propriedades:

1)d é um divisor comum de a e b e,

2)d ¢é divisivel por todo divisor comum de a e b, que € o mesmo que dizer: se ¢ € um

divisor comum de a e b, entdo c|d.

Exemplo 7. Dados a = 18 e b = 56. Determine o mdc(18;56).
Denotamos o conjunto dos divisores de a = 18 por D15y € o conjunto dos divisores de

b = 56 por Dsg), sendo:
Dagy = {£1; £2; 43, +6; £9; £18} e D56y = {£1; £2; +4; £7; £8; £14; £28; £56}.

J& vimos que o mdc é o maior inteiro que divide 18 e 56, para encontrar o maximo divisor
comum entre estes nimeros, basta determinar D(;g) N D(56) € tomar o maior niimero em
modulo desse conjunto. Logo, Das;s4y = Disy N Dsey = {£1; £2}, que tem maximo igual
a 2, que é o mdc(18;56).

Definicao 3. Dados a e b dois inteiros nao nulos. Dizemos que a e b sdao primos entre si

se, e somente se, mdc(a;b) = 1.

Exemplo 8. Os inteiros 3,7,9 e 11 sdo primos entre si. Temos que: mdc(3;7) = 1 e

mdc(9;11) = 1. Logo, 3 e 7, 9 e 11 sdo primos entre si.
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Teorema 2. Dados a,b € Z, ambos nao nulos, e seja t = mdc(a,b). Entao, existem

x1,Y1 € Z tais que: azry + by; = t, ou seja, t € uma combinacao linear de a e b.
Demonstragdo. Seja o conjunto:
S={ax+by, /| x,y€Z,axr+by>0}.

Consideremos primeiro a nao nulo. Fazendo-se y =0exz =1,sea > 0,z = —1, se
a < 0, temos que ax + by = a(£1) + b.0 = |a| > 0 o que nos mostra que S nao é vazio.
Agora se a = 0 , entdo ax + by = 0.z + b(+1) = |b]. 0 que mostra que S é também nao
vazio.
Usando o principio da indugdo, existe um ¢ € S minimal. Se ¢t € S temos ¢t > 0 e
existem 1,y € Z tais que;
t = azxy + by;. (1.13)

Assim podemos afirmar que ¢ é o mdc(a,b). Vamos escrever a divisao de a por t com

resto: 3 q,r € Z tais que:
a=qt+re0<r<t—1.

Logo, r = a—gq.t, substituindo (1.13), temos r = a—q(ax; +by;) = a(l—qx1)+b(—qy1).
Se fosse r > 0 poderiamos concluir que » € S, o que é um absurdo pois r < tet éo
elemento minimal de S. Logo r = 0 e a = gt o que significa que ¢ divide a. Analogamente,
podemos mostrar que t|b. Portanto ¢ é o divisor comum de a e b. Concluimos entao que
t = mdc(a,b). O

Portanto, as combinagoes lineares de a e b, sdo exatamente os multiplos do mdc(a, b).
Chamemos L = {ax + by/z,y € Z} e S = {tz/z € Z}. Pelo teorema acima, sabemos que
existem xy,y; € Z tais que t = axy + by;. Para todo z € Z, segue tz = (az12) + (by,2) € L
Logo, S C L. Como t|(ax + by) para qualquer ax + by € L, temos que L C S. Entao

L =S, ou seja:

{az +by/x,y € L} = {tz/z € ZL}.

1.3 Ndmeros Primos

Nesta secgao, apresentar uma definigdo de que, quando encontrarmos o mde(a,b) = 1
esses dois numeros a,b € Z sao chamados de nimeros relativamente primos, ou primos

entre si.

Proposicao 4. Dados a,b € Z, nao nulos, sao relativamente primos entre si, se e somente

se existirem x1,y, € Z tais que: axy + by, = 1.
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Demonstragio. Se mdc(a,b) =t e se t = 1, entdo existem z1,y; € Z com axy + by; = 1
pelo teorema 2. Seja ax + by = 1 com z,y € Z. Se t|la e t|b, podemos concluir que ¢|1.

Portanto, ¢t = 1, ou seja, mde(a,b) = 1. ]

Desta caracterizagao dos nimeros primos entre si, surgem algumas consequéncias:

Proposicao 5. Dados a,b € Z, nao nulos, e t = mdc(a,b). Entao,
b b
mdc (a’ ) =1, sendo g, - € Z.
t't t 1

Demonstracao. Se ax + by = t para certos x,y € Z, dividindo-se todos os membros da
equagao por t, obtemos:

ax n by t a N b 1
_ — = - = —X -y = 1.
t t t t ty

Pela proposicao 4, concluimos a afirmacao. n
Proposi¢ao 6. Dados a,b,c € Z, tais que alc e blc. Se mdc(a,b) =1 entao ab|c.
Demonstragao. Suponhamos que alb e b|c, entao existem r e s inteiros, tais que
ar = ¢ = bs. (1.14)
Além disso, como mdc(a,b) = 1 existem z e y tais que:
ax + by = 1. (1.15)
Multiplicando a equagao (1.15) por ¢ obtemos:
c = c.(ax + by)
¢ = caz + cby. (1.16)
Substituindo os valores da equagao (1.14) no lado direito da equagao (1.16), temos que:

¢ = (bs)ax + (ar)by ou seja,
¢ = ab(sx + ry), com sz + ry € Z. Portanto ablc.

O

Proposicao 7. (Lema de Euclides) Dados a,b,c € Z tais que mdc(a,b) =1 e albe. Entdo

ale.
Demonstra¢io. Suponhamos que albc, entdo existe r € Z, tal que:
ar = be. (1.17)
Além disso, como mdc(a,b) = 1, existem z e y inteiros, tais que:
ar + by = 1. (1.18)

Multiplicando a equagao (1.18) por ¢, obtemos:
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c = clax + by)
¢ = cax + cby. (1.19)
Substituindo o valor da equagao (1.17) na equagao (1.19), temos que:

c = cax + ary, ou seja,

¢ = a(cx +ry) com cx + ry € Z. Portanto, alc.

1.4 Algoritmo de Euclides

A seguir, apresentamos um método efetivo para calcular o mde, maximo divisor comum,
entre dois nimeros, pois se estes forem muito altos, pode-se tornar muito cansativo e
pouco pratico o calculo através dos divisores e a verificacao da interseccao desses conjuntos.
O método é chamado de Algoritmo de Euclides, que constitui a aplicacao de sucessivas
divisoes. Esse algoritmo é uma importante ferramenta da Teoria dos Numeros.

Sejam a e b, ndo nulos, com a > 0. Aplicando a divisao Euclidiana de b por a, temos:
b=aq +7r,0<7r <a.

Procedendo a divisao euclidiana de a por rq, temos:
a="r1qs + 79,0 <19 <7171

Em seguida, faz a divisdo euclidiana sucessivamente:

1 =12q3 + 13,0 <13 < 1o

T = TG0 qG+2) G2, 0 S TG < TGt

Essa sucessao (r;) é estritamente decrescente de inteiros positivos ou nulos, apds P

etapas, rp = 0, tem se:

r(p-3) = r(p—2)q(p-1) T T(P-1),0 < r(p_1) < T(p_2)
rp—2) = rp—1qp + 0,0 < rp < rpoy

TpP-1) = TP-9(P+1)-

Esse é o procedimento de calculo do mdc, chamado de Algoritmo de Euclides: o tltimo
resto, nao nulo, encontrado no algoritmo de Euclides, ¢ o0 maximo divisor comum de a e
b, pois s6 podemos efetuar a divisao euclidiana enquanto r; # 0 e nesse caso, temos que
re>ry > > >0,

Pelo principio da Boa Ordenacao, ¢ impossivel termos uma sequéncia infinita:

re>Te > >1 > >0,
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logo, a um certo ponto teremos r; = 0.

Seja n, o maior indice para o qual r, # 0, portanto r(,41) = 0. Vamos provar o seguinte:
mdc(a,b) = rp,.
Entao:

mdec(a,b) = mde(a, b — aq) = mdc(a,ry)
mdc(a, 1) = mdc(ry, a — r1qe) = mdc(ry, )

mdc(ry,re) = mde(ry — 19q3, T2) = mdc(rs, m9) = mdc(re, r3)

mdce(rp—1y) = mdc(r -1y = TnQni1): Tn) = MAc(T(ny1), ™n) = mdc(0,7,) = 7y,

Dai segue o resultado. Na pratica, assim sintetizamos:
Vamos efetuar a divisao b = aq; + r; e colocamos os niimeros envolvidos no diagrama

abaixo:

q1

(&1

Transportamos o r; e continuamos efetuando a divisdo: a = r1qs + 1o, conforme

diagrama abaixo:

q1 | 42
b|al|mr
ry | e

Novamente, transportamos ry e prosseguindo, enquanto for possivel (até que para

algum n > 2,7, |7(n—1), ou seja, r(,11) = 0), teremos:

q1 | 92 1 43 | --- | 9(n—1) dn d(n+1)
bla|r|re|..|rua| rma) | rm=mdca,b)
(&} T9 T3 Ta T'n O

Portanto, r, = mdc(a,b).
Segundo exemplo de Abramo Hefez [4], vamos calcular o mde de 372 e 162, utilizando

o Algoritmo de Euclides:

3721162 | 48 |18 | 12 | 6
48 | 18 | 12| 6
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Observamos que o Algoritmo de Euclides nos fornece a seguinte informagao:

6 =18 —1.12
12 =48 — 2.18
18 =162 — 3.48

48 = 372 — 2.162

Donde se segue que:

6=18—-112=18—-1.(48—-2.18) =3.18 — 48 =
3.(162 — 3.48) — 48 = 3.162 — 10.48 =
3.162 — 10(372 — 2.162) = 23.162 — 10.372.

Temos, entao, que:
(372,162) = 6 = 23.162 + (—10).372.

Conseguimos entao, através do uso do Algoritmo de Euclides de tras para frente,
escrever 6 = (372,162) como multiplo de 162 mais um multiplo de 372.

Em geral, seguindo o procedimento detalhado no exemplo acima, vé-se que o Algoritmo
de Euclides também fornece um meio de escrever o mdc de dois nimeros como soma de
multiplos dos ntimeros em questdao. E sempre que utilizarmos o Algoritmo de Euclides

para expressar (a,b) na forma ma + nb, com m,n € Z, o denominaremos de Algoritmo de
Euclides Estendido.



25

2 Equacoes Diofantinas Lineares

Neste capitulo definimos e apresentamos as Equagoes Diofantinas com duas e trés
incégnitas, verificando sua solubilidade particular e de forma geral. Muitos sao os problemas
de aritmética, que em suas resolucées em nimeros inteiros, recaem em equacao deste
tipo, objeto deste trabalho. O presente capitulo fundamenta-se nas obras de Hefez [4],
Domingues [2], de Landau [1] e [8].

Em homenagem a Diofanto de Alexandria (aprox. 300 d.C), tais equagbes sdo chamadas
de Equacoes Diofantinas Lineares.

Uma relagao de n incognitas xq, xa, 3, ..., , da forma:

f(xl)x% "'axn) = Oa

onde f é uma funcao polinomial com coeficientes inteiros e x1, ..., x, assumem valores
inteiros é denominada uma Equagao Diofantina.

Uma Equacao Diofantina é linear se ela tiver a forma :

a1xr1 + asxo + ... + apx, = C.

2.1 Equacoes Diofantinas com Duas Incégnitas

Iniciamos estudando as Equagoes Diofantinas lineares, com duas incégnitas, da forma:

ar + by = ¢, (2.1)

onde a, b € Z e suponhamos a e b nao simultaneamente nulos. Uma solucao para a equagao

acima é um par (xg, o) € Z X Z para qual a igualdade :
axy + byo = c é verdadeira.

A seguir, mostramos as condigdes em que (2.1) admite solugoes.

Proposicao 8. Uma Equacao Diofantina ax + by = ¢, em que a,b,c € Z, com a e b

ndao-nulos, admite solugdo se, e somente se, d|c , onde d = mdc(a,b).
Demonstragio. Se (xo,y0) € Z X Z é solugao da equagao (2.1), entao vale a igualdade
axg + byg = c.

Se d = mdc(a,b) entao d|a e d|b, logo d| (axy + byy) ou seja, d|c. Reciprocamente, se
d|c entdo ¢ = sd para algum s € Z. Como d = mdc(a,b) entdao segue do teorema 2 que

existem xg, Yo € 7 tais que d = axqy + byo. Mas por hipétese, que d|c ou seja, ¢ = sd, para
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algum s € Z. Assim, ¢ = ds = (axg + byy)s = axps + byps o que mostra que (oS, Yos)

é

uma solucao da equagao dada. O

Se (zg,yo) é uma solugdo particular da equagdo az + by = ¢ e (2/,7’) uma solugao
qualquer desta equacao, entao temos que:

ax’' + by = ¢ = axy + byo (2.2)

podemos concluir que,

a(z' —xo) =0y —yo). (2.3)

Suponhamos que d = mdc(a, b), entdo existem inteiros ¢ e u tais que a = dt e b = du,

com mdc(t,u) = 1, assim substituindo em (2.3), temos:

t(x' —xz0)=u(y —yo) . (2.4)

Da equagao (2.4), temos que t|u (y' — yo). Como mdc(t,u) = s segue que (y' — yo) = ts,

para algum s € Z, onde:

Y =yo +1s. (2.5)

Portanto, obtemos: 3’ = yg + (Z) s.

Substituindo, agora o valor de 3’ dado pela equacao (2.5) na equagao (2.4), segue que:
t(z' — xo) = u(y — yo) = sut

ou seja:

enssmn ()
=Ty +Uus =x9+ P S.

Entao, estes cdlculos, nos permite enunciar a seguinte proposigao:

Proposicao 9. Seja (xo,y0) uma solugao particular da equagao diofantina ax + by = ¢

em que a # 0 e b# 0. Entdao qualquer solucio dessa equagdo € dada pelo par de inteiros:
b a
S = {(xo—i- <d> u, Yo — (d) u) Ju € Z}

Corolério 1. Sed = mdc(a,b) =1 e (zo,y0) € ZXZ é uma solugao particular da Equagao

onde d = mdc(a,b).

Diofantina linear ax + by = ¢ entdo todas as solugoes dessa equacao sao dadas por

S = {(zo + bu,yo — au)/u € Z}.
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Exemplo 9. Dada a equacao
54x + 21y = 906,

encontre sua solucao geral.
Solucao: Vamos encontrar o mdc(54,21), usando o algoritmo de Euclides para o calculo

de mdc, temos a Tabela 1:

2 (1113
04121112193
121913 1|0

Tabela 1: mdc(54,21).

A tabela acima foi construida da seguinte maneira, o que servirda para as demais

construgoes com as devidas adequagoes:

e Construimos uma tabela com trés linhas e cinco colunas. Na primeira linha, serao
dispostos os quocientes, na segunda linha dividendos e divisores e na terceira, os

restos;
e Inicialmente vamos dividir 54 por 21 e obtivemos 2 de quociente e 12 de resto;

e Dai transportamos o resto 12 para a linha do meio e efetuamos a divisao, de 21 por

12, obtendo 1 de quociente e 9 de resto;

e Transportamos 9 para a linha do meio e efetuamos a divisao de 12 por 9, obtendo 1

de quociente e resto 3;

e Transportando o 3 para a linha do meio, efetuamos a divisao de 9 por 3, obtendo 3

de quociente e 0 de resto, finalizando a divisao.

Portanto, o mdc(54,21) é 3. Como 3|906, a equagao tem solugao. Dividimos tudo por 3 dai
obtemos uma equagao simplificada: 18z + 7y = 302, com mdc(18,7) = 1. Se (xq,yo) for
solugdo da equagao 18z + Ty = 1, entdo o par (302xg, 302yo) é solugao de 18z + Ty = 302.

Usando o algoritmo de Euclides para o calculo de mdc, temos a Tabela 2:

211113
18171431
4 13110

Tabela 2: mdc(18,4).

Logo,
4=18-17.2,

3="7-41,
1=4-31.
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Daf, 1=4—31=4—(7T—4.1) =42 7= (18 = 7.2).2— 7 = 18.2 + 7.(—5). Portanto,
(x0,%) = (2,—5). Assim, (302x¢,302y,) = (604, —1510) é uma solucdo particular da

equagao. Consequentemente, sua solugao geral é expressa da seguinte forma:
r =604+ Tu,y = —1510 — 18u, com u € Z.

Exemplo 10. Dada a equagao 5z — 2y = 2, encontre sua solucao geral.

Solugdo: Vamos primeiro encontrar o mdc(5,2). Temos entdo que mde(5,2) = 1.
Notemos que se (zg,yy) é solugdo de bz — 2y = 1, entdo o par (2z,2yy) é solucdo de
o — 2y = 2.

Usando o algoritmo de Euclides para o calculo do mdc, obtemos a Tabela 3:

212
2|1
110

Tabela 3: mdc(5, 2).

Assim, temos que:
1=51-22.

Portanto, (zo,y0) = (1,2). Assim, (2x¢,2y0) = (2,4) é uma solugdao particular da

equagao. Consequentemente, sua solucao geral é:

{r=2-2t,y=4—->5t}, comt € Z.

2.2 Equacoes Diofantinas com Trés Incognitas

Consideremos uma equagao aix + asy + azz = b, onde os a;(¢ = 1,2, 3) sdo nao nulos.

Serve aqui a mesma argumentacao utilizada para provar a proposi¢ao 8, que garante
que essa equagao tem solucao se, e somente se, d = mdc(ay, as, az) divide b.

E possivel calcular o mde de uma quantidade finita de ndmeros, entdo, primeiro
analisaremos mdc(ay, az) = d; e, a partir deste, mdc(dy, az) = d.

Seja d; = mdc(ay, as) entao existem ki, ko € Z, para os quais a1k; + asks = di. E

como d = mdc(dy, as), entdo existem k, 2y € Z de maneira que d = dik + azz. Logo,
d = (a1ky + agka)k + azzo = a1 (k1k) + az(kok) + aszo. (2.6)
Fazendo kik = xq e kok = yo, substituindo em (2.6) obteremos:
a1xo + asyo + aszo = d. (2.7)

Portanto, se ai;x 4+ asy = b, admite solucao e como b = dq, para algum ¢q € Z,

multiplicando (2.7) por ¢, temos:
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ar(zoq) + az(yoq) + az(z0q) = dg = b.
que nos resta demonstrado que (zoq, yoq, 20q) é uma das suas solugdes particulares.

Exemplo 11. Encontre uma das solugoes particulares da equagao 120x + 84y + 144z = 60.
Verifiquemos a solubilidade, a partir do célculo do mde(120,84,144) : D(120) =
{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,20, 24, 30,40, 60, 120} ; D(84) = {1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84} ;

e D(144) = {1,2,3,4,6,8,12,18,24, 36,48, 72,144} .

Portanto, mde(120,84,144) = 12 e 12/60, entao a equacao possui solucao.

Dividindo toda equacao por 12, temos sua forma equivalente: 10x + 7y + 12z = 5 cujo
mdec(10,7,12) = 1 e 1]5. Assim, calculemos o mdc(10,7) usando o algoritmo de Euclides

temos a Tabela 4:

0[1]2
107131
31110

Tabela 4: mdc(10,7).

10=71+3=3=10+7.(-1)
7=324+1=1="7+3(-2)
3=13+0.

Dai:
1=743(-2)=74+(10—-"7).(-2) = 7.3+ 10.(—2). (2.8)

Passamos agora ao célculo do mde(1,12) usando o algoritmo de Euclides conforme

Tabela 5:

12 ] 1
12711
110

Tabela 5: mdc(12,1).

12=111+1=>1=1(—11) + 12.

E como 1 = 10.(—2) + 7.3, segue que

1= (10.(—2) + 7.3).(~11) + 12
1=10.22 +7.(—33) + 12.

Portanto, temos a solucao particular da Equagao Diofantina:

5 =10.(110) + 7.(—165) + 12.5.
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Logo, a terna, (110, —165,5) é a solugao procurada.

Exemplo 12. Encontre todas as solugoes inteiras da equacao 120z + 84y + 144z = 60.

Verificado a solubilidade da equagao no exemplo anterior, passemos a encontrar a

solucao geral.
Tomamos k = 10z + 7y, entao teremos k + 12z = 5, que também possui solu¢do pois

mdc(12,1) =1 e 1|5. Podemos escrever mdc(1,12) = 1 como combinacao linear de 1 e 12:
1=1.(-11+12).
Multiplicando ambos os lados por 5 teremos:
5=1.(—55)+ 12.5.

Assim, (—55,5) é uma solugdo particular de k + 12z = 5 e segue da proposigao 9 que a

solugao geral é dada por:
S1 = {(—55 + 12uy,5 — uy), com uy € Z}.

Verifiquemos agora, que 10x + 7y = k = —55 + 12u;. Importante verificar que

mdc(10,7) = 1 e 1|(=55 + 12uy), isto é, u pode assumir qualquer valor inteiro pois:

1| —55¢e
1/12.

No exemplo 10, obtivemos (2.8): 1 = 10(—2) + 7.3, entao vamos multiplicar ambos os

lados por (—55 + 12u4), que resulta em:

(=55 + 12u;).1 = 10(—2).(=55 4+ 12uy) 4+ 7.7.(—55 + 12u; ), ou seja,
(=55 + 12uy) = 10(110 — 24wy ) + 7.(—165 + 36u;).

Portanto, temos que a solugao geral procurada é:
So = {(110 — 24uy + Tug, —165 + 36u; — 10uy) com uy e uy € Z}.
Que resulta na solucao geral da equagao 10x + Ty + 12z = 5 é da forma:

Sy = {(110 — 24wy + Tug, —165 + 36u; — 10ug, 5 — uy) com uy € uy € Z}.
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3 Aplicacoes Praticas das Equacoes Diofanti-

nas

Neste capitulo, exibimos varias aplicacoes das Equagoes Diofantinas utilizadas no
dia a dia. Estas equagoes, nos levam a diversas solugoes inteiras que podem resolvé-las.
Verificamos que aplicando-se restricoes a uma solucao geral, de forma parametrizada,
podemos obter uma ou mais solucdes que atendam ao que se deseja.

Vejamos alguns exemplos, onde as estratégias de resolucao podem divergir da tentativa
e erro, método pictérico, abordagem utilizando conceitos da Teoria dos Numeros e da

Anilise Diofantina:

Exemplo 13. Priscila recebeu R$50,00 para comprar dois tipos de lanches para um
piquenique com suas amigas. Depois de pesquisar, conseguiu o preco de R$4,00 por misto
quente e R$6, 00 por cachorro quente. De quantas maneiras Priscila pode comprar a sua
parte do lanche para o piquenique?

Inicialmente precisamos entender que a solu¢do envolve ntimeros inteiros, pois Priscila
nao pode comprar fragdo do misto quente, nem do cachorro quente, o problema é, portanto,
caso tipico de uma Equacao Diofantina. Chamemos de x a quantidade de misto quente e

de y a quantidade de cachorro quente. Entao, temos que:

4x + 6y = 50 (3.1)
e dividindo (3.1) por 2, obtemos uma equagao equivalente dada por:

2z + 3y = 25. (3.2)

Utilizando o Algoritmo de Euclides podemos encontrar o mdc(2,3) e uma solucao

particular de (3.2), vejamos:

110
Tabela 6: mdc(3,2).
A Tabela 6, nos fornece que mde 1 =3 — 1.2.
mde(3,2)=1 e 1=13—1.2. (3.3)

Note que, se(xg, yo) for solugao da equacao 2x+3y = 1, entdo o par (25x¢, 25yq) é solugao

da equagao (3.2). Desta forma, observando a equacao (3.3), temos que que (g, yo) = (—1, 1)



Capitulo 3. Aplicagées Prdticas das Equagoes Diofantinas 32

é uma solugao da equagao 2x + 3y = 1, consequentemente (z,y) = (—25,25) é uma solucao
da equagao (3.1).

Segue agora do corolario 1 que a solugao geral é expressa da seguinte forma:

{x — 9543t (5.4)

y = 25-—2t.

Como x >0 ey > 0 temos que —25+ 3t > 0 e 25 — 2t > 0.

Resolvendo cada uma delas temos que:

25
—25+3t>0:>3t>25:>t>§.

2
25—2t>O:>—2t>—25:>t<25.

Portanto, os valores inteiros de ¢ que se encontram no intervalo sao: 9,10,11 e 12.

Logo, substituindo os valores inteiros de ¢ no sistema (3.4), as solugoes possiveis sao:

e Quando t =9, temos que z = 2 mistos quente e y = 7 cachorros quente;

e Quando t = 10, temos que x = 5 mistos quente e y = 5 cachorros quente;
e Quando ¢t = 11, temos que x = 8 mistos quente e y = 3 cachorros quente;
e Quando t = 12, temos que x = 11 mistos quente e y = lcachorros quente.

Concluindo, essas sao todas as possibilidades de adquirir mistos quente e cachorros
quente com R$50, 00, que Priscila teria.

Outra alternativa, provavelmente utilizada por alunos do Ensino Fundamental e Médio,
seria através de tentativa e erro, encontrando uma solucao particular x =2 e y = 7, pois
de (3.2), temos: 2(2) + 3(7) = 25 cujo par ordenado (2,7) torna verdadeira a igualdade.
Esse par seria a solugao particular. Parametrizando, podemos encontrar uma solugao geral.
Entao, seja um inteiro t. Observando os coeficientes de x e y (2 e 3, respectivamente), o

par ordenado (2,7) e o mde(2,3) = 1, podemos escrever:

{:c = 243t (3.5)

y = 7—2t.

Como x >0ey >0 temosque 243t >0e7—2t > 0.

Resolvendo cada uma delas temos que:

—2
2+3t>0:>3t>—2:>t>?.

7—2t>O:>—2t>—7:>t<;

Portanto, os valores inteiros de t que se encontram no intervalo sao: 0,1,2 e 3.

Logo, substituindo os valores inteiros de ¢ no sistema (3.5), as solugdes possiveis sao:
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Quando t =0, temos que x =2 ey = T;

Quando t =1, temos que r =5 e y = 5;

Quando t = 2, temos que r =8 e y = 3;

Quando t = 3, temos que x =11 ey = 1.

Entao, como x representa a quantidade de mistos quente e y a quantidade de cachorros

quente, Priscila poderia comprar com os R$50, 00:
e 2 mistos quente e 7 cachorros quente ou,
e 5 mistos quente e 5 cachorros quente ou,
e 8 mistos quente e 3 cachorros quente ou,
e 11 mistos quente e 1 cachorro quente.
Enfim, conclui-se que as duas maneiras de resolugao levaria ao acerto.

Exemplo 14. Julia e Mariana resolveram chupar picolés. Chegando na sorveteria, tinham
duas opgoes de compra: de frutas, que custava R$ 2,00 cada e ao leite, R$ 4,00 cada.
Varias eram as opgoes para os pedidos. Pergunta-se:

a) Se Julia e Mariana, juntas dispoe de R$ 12,00, qual o méximo de picolés que poderao
comprar?

b) E o minimo de picolés que poderdao comprar?

¢) Qual é o ntimero de opgoes que Jilia e Mariana dispoe para fazer a compra?

Trata-se de uma situacao do cotidiano. Logo, o aluno ao tentar resolver, ira realizar
tentativas, verificando possibilidade de acerto. No item (a), o aluno devera perceber que
comprando os picolés de frutas, conseguird comprar o nimero maximo, tendo em vista
que é o que tem menor prego. Assim, realizard a operagao % = 6 picolés de frutas. No
item (b), de modo similar, deverd o aluno realizar a operagao % = 3 picolés ao leite, pois
trata-se do mais caro, portanto, serd o nimero minimo. Por fim, no item (c), o aluno

devera organizar uma Tabela 7, conforme abaixo, com o auxilio de célculos:

x(de frutas) |0 |2 |4 |6
y (a0 leite) [ 3210

Tabela 7: Quantidades de picolés.

Outra maneira de resolucao seria através da construcao da Equacao Diofantina que
representa a situagao.
Chamemos = a quantidade de picolés de frutas e y a quantidade de picolés ao leite.

Entao temos que:
20+ 4y =12 (3.6)
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e dividindo (3.6) por 2, obtemos uma equagao equivalente dada por:
x + 2y = 6. (3.7)

Como o mdc(1,2) =1 e 1|6, logo é possivel termos solugoes inteiras.

Uma solugao possivel, através de uma abordagem de tentativa e erro, seria: z =2 e
y = 2, pois substituindo em (3.7), temos: 1(2) + 2(2) = 6, logo o par ordenado (2,2) torna
verdadeira a igualdade.Trata-se de uma solugao particular da equacao.

Parametrizando, podemos encontrar uma solucao geral. Entao, seja um inteiro t.
Observando os coeficientes de z e y (1 e 2, respectivamente), o par ordenado (2,2) e o

mdc(1,2) = 1, podemos escrever:

— 249
{ ‘ * (3.8)
y = 2-—1.

Comoxz >0,ey>0temosque2+2t>0e2—1t>0.

Resolvendo cada uma delas temos que:

24A>0=2t>-2=1>—1e,
2t >0=> —t>-2=¢<2.

Portanto, os valores inteiros de ¢ que se encontram no intervalo sao: —1,0,1 e 2.

Logo, as solugbes possiveis quando substituimos no sistema (3.8) sdo:
e Quando t = —1, temos que z =0 e y = 3;

e Quando t =0, temos que z =2 e y = 2;

e Quandot =1, temos que z =4 ey =1;

e Quando t =2, temos que z =6 e y = 0.

Entao Julia e Mariana poderiam comprar com os R$ 12, 00:

e () picolés de frutas e 3 picolés ao leite ou,

e 2 picolés de frutas e 2 picolés ao leite ou,

e 4 picolés de frutas e 1 picolé ao leite ou,

e 6 picolés de frutas e 0 picolés ao leite.

Exemplo 15. O cinema do centro de Sdo Paulo, cobra o ingresso no valor de R$ 24, 00
por adulto e R$ 12,00 por crianca, em todas as sessdes. O gerente do cinema (com lotacao
para 100 pessoas) sabe que ha prejuizo se a renda por cada sessdo for inferior a R$ 480, 00.

Pergunta-se:
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(a) Qual é o menor nimero de pessoas que podem assistir a uma sessdo de maneira
que a bilheteria nao tenha prejuizo?

Resposta: O aluno deverd perceber que, para nao ter prejuizo, o valor de R$ 480,00
devera ser dividido pelo valor do ingresso mais caro, ou seja, o= 20 adultos.

(b) Qual é o maior nimero de pessoas que podem assistir a uma sessao de maneira
que a bilheteria nao tenha prejuizo, nem lucro?

Resposta: O aluno deverd dividir o valor de R$ 480,00 pelo ingresso mais barato, ou
seja, 41820 = 40 criangas.

(c) Se uma determinada sessao tiver vendido 5 entradas para criangas e 28 para adultos,
havera lucro ou prejuizo? Explique.

Resposta: O aluno deverd realizar os calculos do ntiimero de ingressos de crianga
vezes seu preco, mais, numero de ingressos de pessoa adulta vezes seu precgo, ou seja:
5.12 4 28.24 = 732, concluindo que houve lucro nesta sessao.

(d) Ajude o gerente a organizar uma tabela de acordo com a quantidade de ingressos
adquiridos de adulto e crianga, para que seja feito um controle sobre o lucro ou prejuizo
de determinada sessao.

Resposta: Ao iniciar a construcao da tabela, o aluno deverd perceber que ja tem através
dos itens (a) e (b), o niimero méximo de adultos e criangas para que nao tenha valor

inferior a R$ 480, 00, como seguem as Tabelas 8:

x (20119 |18 (1716 |15 |14 |13 | 12| 11 | 10
y| 24168 1012|1416 | 18|20 | 22

z| 98| T7T]6 |54 (32|10
y|24]26(28 3032|3436 38|40 |42

Tabela 8: Quantidade de ingressos para que se tenha lucro.

Na tabela referéncia, x representa a quantidade de ingressos para adultos e y, quantidade
de ingressos para criancas.

Com certeza, a solugdo acima ird causar um desconforto no aluno, pois demandara de
uma interpretagao, organizacao de dados e célculos. Por isso da importancia de ajuda-lo
na construcao de uma equagao que torne possivel a construcao da tabela acima. Vejamos:

Chamemos = a quantidade de ingressos para adultos e y a quantidade de ingressos

para criancas. Entao temos que:
24x 4+ 12y = 480 (3.9)

e dividindo (3.9) por 12, temos:
21 + y = 40. (3.10)

Como o mdc(2,1) = 1 e 1]40, logo é possivel termos solugoes inteiras.
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Uma solugao possivel, através de uma abordagem de tentativa e erro, seria: x = 10 e
y = 20, pois substituindo em (3.10), temos: 2(10) 4+ 1(20) = 40 cujo par ordenado (10, 20)
torna verdadeira a igualdade.Trata-se de uma solucao particular da equacao.

Parametrizando, podemos encontrar uma solucao geral. Entao, seja um inteiro t.
Observando os coeficientes de = e y ( 2 e 1, respectivamente), o par ordenado (10,20) e o

mdc(2,1) = 1, podemos escrever:

— 104t
v 0+ (3.11)
y = 202t

Como x >0, e y > 0 temos que 10+ 1t > 0 e 20 — 2t > 0.

Resolvendo cada uma delas temos que:

W0+1t>0=1t>-10=1t>—-10
20-2t > 0= -2t > =20 =t < 10.

Logo, os valores inteiros de ¢ que se encontram no intervalo sao: , —10,—9,....,8,9 e

10. Substituindo ¢ no sistema (3.11) encontramos os valores de x e y que sao dados por:
e Quando t = —10, temos que z =0 e y = 40;
e Quando t = —9, temos que z =1 e y = 38;
e Quando t = —8, temos que z = 2 e y = 306;
e Quando t = —7, temos que x = 3 e y = 34;
e Quando t = —6, temos que r =4 e y = 32;
e Quando t = —5, temos que z =5 e y = 30;
e Quando t = —4, temos que x =6 e y = 28;
e Quando t = —3, temos que z =7 e y = 206;
e Quando t = —2, temos que z = 8 e y = 24;
e Quando t = —1, temos que x =9 e y = 22;
e Quando t = 0, temos que z = 10 e y = 20;
e Quando t =1, temos que x = 11 e y = 18;
e Quando t = 2, temos que z = 12 e y = 16;
e Quando t = 3, temos que z = 13 e y = 14;

e Quando t =4, temos que x = 14 e y = 12;
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e Quando t = 5, temos que z = 15 e y = 10;
e Quando t = 6, temos que x = 16 e y = §;
e Quando t =7, temos que z = 17 e y = 6;
e Quando t = 8, temos que x = 18 e y = 4;
e Quando t =9, temos que z =19 e y = 2;
e Quando t = 10, temos que x = 20 e y = 0.

Entao os alunos terao que perceber que os valores encontrados acima, garantem apenas

que nao havera prejuizo, necessitando para haver lucros, que o nimero de pessoas seja

maior, por isso a tabela foi construida com ntimero de pessoas superior ao minimo.

Exemplo 16. Fernando tem dois baldes: um com capacidade para comportar 5 litros, e

outro que comporta 3 litros. Ele nao possui outros recipientes e os baldes nao possuem

marcagoes de volume. Pergunta-se:

(a) Fernando precisa retirar exatamente sete litros de 4gua de uma caixa, com esses

baldes. Como fazer isto?

Aqui o aluno poderé ir por tentativa e erro, utilizando-se inclusive de um registro

pictorico, ilustrado pela Figura 1, proceder com a seguinte dinamica:

5L

5L

3L

oL OL 0L
5L 5L

3L 3L 3L
2L oL 0L 2L L 2L

OBES: O valor acima de calde "balde", refers-ze a capacidade de dgua, enquanto o valor abaixo representa a quantidade, em
litros, de dgua contida.

Figura 1: Balde com 7 litros [Fonte [12] - Adaptado]
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e Encher o balde de 5 litros e despejar a agua, até onde for possivel, no balde de

3 litros, enchendo-o. Agora, restaram 2 litros no balde de 5 litros.

e Retornar a agua do balde de 3 litros na caixa e colocar nele os 2 litros que

estavam no balde de 5 litros. Agora, encher o balde de 5 litros de novo.

e Pronto! No balde de 3 litros estao, agora, 2 litros de agua, enquanto o balde de

5 litros esté cheio, totalizando 7 litros!

Temos aqui uma equagao diofantina 3x + by = 7, que representa a situacao, ¢ uma
proposta de estratégia de Wielewki [6] onde contabiliza-se +1 toda vez que o balde é
preenchido completamente com agua e —1 para o operagao de esvaziar integralmente,
sendo zo nimero de vezes que o balde de 3/ foi preenchido completamente com agua
e y o numero de vezes que o balde de 5/ foi preenchido completamente com agua,

logo * = —1 e y = +2, uma solugao particular da equagao.
(b) Com os mesmos baldes, diga como fazer para retirar exatamente 1 litro de dgua da
mesma caixa.
O aluno devera, por tentativa e erro, com uso de um registro pictorico, ilustrado
pela Figura 2, seguir o procedimento:
e Encher o balde de 3 litros até o fim e despejar a 4gua no balde de 5 litros;

e Encher o balde de 3 litros de novo e despejar toda a agua que puder no balde
de 5 litros;

e Agora, temos 1 litro de dgua no balde de 3 litros.

JL L 5L

oL oL 3L oL

iL
| i BL
3L 3 1L

O0BS: O valor acima de cada "balde”, refere-se a capacidade de dgua, enquanto o valor abaixo representa a quantidade, em litros, de dgua contida.

oL 3L
L

— L

3L

5L 1L 0L

Figura 2: Balde com 1 litro. [Fonte [12] - Adaptado]
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A equacao diofantina 3x+5y = 1, que representa a situacao acima, é uma proposta de
estratégia de Wielewki [6] onde contabiliza-se +1 toda vez que o balde é preenchido
completamente com dgua e —1 para o operacao de esvaziar integralmente, sendo x o
numero de vezes que o balde de 3l foi preenchido completamente com dgua e y o
nimero de vezes que o balde de 5/ foi preenchido completamente com agua, logo

xr =42 e y = —1, uma solugao particular da equacao.

Exemplo 17. Uma aluna, Paola, fa de musica, reserva num certo més R$ 120, 00 para a
compra de CDs e DVDs. Um CD custa R$ 10,00 e um DVD custa R$ 15,00. Quais sao
as varias possibilidades de aquisi¢cao deste dois bens, gastando-se exatamente R$ 120, 007
( [7] Adaptado).

Chamemos de z e y, respectivamente as quantidades de CDs e DVDs possiveis que Paola
podera adquirir. Assim podemos escrever a Equacgao Diofantina linear 10x + 15y = 120,
que é necessaria a resolucao. Pois, se Paola optar por compra apenas CDs, o calculo
seré:11200 = 12 CDs. Se optar com comprar apenas DVDs, 5 = 8 DVDs. Vejamos,

resolvendo a equacao diofantina:
102 + 15y = 120 (3.12)
e dividindo (3.12) por 5, obtemos uma equagao equivalente dada por:
2x + 3y = 24. (3.13)

Utilizando o Algoritmo de Euclides podemos encontrar o mdc(2,3) e uma solugao

particular de (3.13), vejamos:

1]0
Tabela 9: mdc(3,2).

A Tabela 9, nos fornece que mde 1 =3 — 1.2.
mde(3,2) =1 e 1=13-12. (3.14)

Note que, se(xg,yo) for solu¢do da equacao 2z + 3y = 1, entdo o par (24xg, 24yy) é
solucdo da equagdo (3.13). Desta forma, observando a equagao (3.14), temos que que
(x0,%0) = (—1,1) é uma solugdo da equagao 2z + 3y = 1, consequentemente (z,y) =
(—24,24) é uma solucao da equagao (3.12).

Segue agora do corolario 1 que a solucao geral é expressa da seguinte forma:

{ T o= —24+43¢

L aio (3.15)
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Como x> 0ey >0 temos que —24 + 3t > 0e 24 — 2t > 0.
Resolvendo cada uma delas temos que:
24
—24+3t202>3t224:>t2?:>t28.
24
24—2t20:>—2t2—24:>t§?:>t§12.

Portanto, os valores inteiros de ¢ que se encontram no intervalo sao: 8,9,10,11 e 12.

Logo, substituindo os valores inteiros de ¢ no sistema (3.15), as solugoes possiveis sao:

e Quando t = 8, temos que x =0 CDs e y = 8 DVDs;
e Quando t =9, temos que x = 3 CDs e y = 6 DVDs;
e Quando t = 10, temos que x = 6 CDs e y = 4 DVDs;
e Quando t =11, temos que x =9 CDs e y = 2 DVDs;

e Quando t = 12, temos que x = 12 CDs e y = 0DVDs.

Concluindo, essas sao todas as possibilidades de adquirir CDs e DVDs com R$120, 00,
que Paola teria.

Outra alternativa, provavelmente utilizada por alunos do Ensino Fundamental e Médio,
seria através de tentativa e erro, encontrando uma solucao particular z = 6 e y = 4, pois
substituindo em(3.13), temos: 2(6) + 3(4) = 24 cujo par ordenado (6,4) torna verdadeira
a igualdade. Trata-se de uma solucao particular da equagao. Parametrizando, podemos
encontrar uma solugao geral. Entao, seja um inteiro . Observando os coeficientes de = e y

( 2 e 3, respectivamente), o par ordenado (6,4) e o mdec(2,3) = 1, podemos escrever:

(3.16)

r = 6+ 3t
y = 4-—-2t

Comoxz >0ey >0 temos que: 6 +3t>0ed—2t>0.

Resolvendo cada uma delas, obtemos:

64+3t>0=3t>-6=1>-2
4-2t>0= -2t > -4 =1t<2

Portanto, os valores inteiros de ¢ que se encontra no intervalo sao: —2,—1,0,1 e 2.
Logo, as solugoes possiveis para aquisicdo dos CDs e DVDs, substituindo ¢ no sistema
(3.16) sao:

e Quando t = —2, temos que x =0 e y = §;

e Quando t = —1, temos que x = 3 e y = 6;
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e Quando t =0, temos que z =6 e y = 4;

e Quando t =1, temos que z =9 e y = 2;

e Quando t = 2, temos que x =12 e y = 0.

Enfim, conclui-se que as duas maneiras de resolucao levaria ao acerto.

Exemplo 18. ( [3] - adaptado) Em um evento do famoso Braulio Bessa, que visava
arrecadar fundos em prol dos idosos do Recanto da Terceira Idade, que ocorreu no Centro
Cultural Benedito, em 2017 no municipio de Jatai-GO, foram vendidos R$ 720,00 em
ingressos. O valor do ingresso para homens custava R$ 15,00 e para mulheres custava R$
8,00. Quantos homens e quantas mulheres participaram do evento? Descreva todas as
possibilidades.

Solucao: Chamemos de h o nimero de homens e m, o nimero de mulheres que
participaram do evento. Como o ingresso do homem tem um custo de R$ 15, 00, da mulher
um custo de R$ 8,00 e o total arrecadado foi de R$ 720, 00, temos a Equacao Diofantina
15h + 8m = 720. Devemos verificar entao se tem solubilidade tal equacao. Calculando
o mde(15,8) = 1 e 1|720, entdo possui solu¢do. Vamos encontrar entdo uma solucao
particular para a equacao diofantina 15h + 8m = 720, utilizando o recurso do algoritmo
de Euclides obtemos a Tabela 10:

111
1518 |7 |1
71110

Tabela 10: mdc(15, 8).

15=814+7=T7=15+8(-1). (3.17)
8=T71+1=1=8+7(-1). (3.18)
7="T71+0. (3.19)

Assim, substituindo (3.17) em (3.18) temos que:
1 =8+ (15 +8(—1))(—=1) = 8 + 15(—1) + 8(1) = 15(—1) + 8(2).
1 =15(—1) + 8(2). (3.20)
Multiplicando por 720 (3.20), obtemos:

720 = 15(—720) + 8(1440).
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Portanto, encontramos uma solucao da equacao, mas nao do problema pois o niimero
de homens nao pode ser um valor negativo tal como encontramos,—720. Consequentemente
precisamos encontrar uma solugao geral para equacao e limitar o intervalo de valores que
sejam validos para o problema.

Assim, escrevemos as equacoes paramétricas, utilizando os coeficientes da Equacao
Diofantina e o par ordenado (—720, 1440):

h=-720+ 8u e m = 1440 — 15u.

Como x > 0 e y > 0 temos que: —720 + 8u > 0 e 1440 — 15u > 0.

Resolvendo cada uma delas, obtemos:

—7204+8u>0=8u>720=1t > 90, e
1440 — 15u > 0 = —15u > —1440 =t < 96.

Portanto, os valores inteiros de u que se encontram no intervalo sao: 90,91, 92,93, 94, 95
e 96.
Logo, as solugoes possiveis para quantidade de homens e mulheres que participaram

do evento, substituindo u nas equagoes paramétricas, seguem na Tabela 11:

u | h=-720 + 8u | m = 1440 -15u
90 0 90
91 8 75
92 16 60
93 24 45
94 32 30
95 40 15
96 48 0

Tabela 11: Solugoes das eq. paramétricas.

Para encontrar todas as solugoes da equagao dada, basta substituir os valores obtidos
na féormula a seguir:
b 8
h=hot (2 u:>h:—720+<1)u,
15
m = mg — (Z)u:>m:1440— (1>u,

sendo (hg, mg) o par ordenado resultante do calculo do Algoritmo de Euclides, (a,b), os
coeficientes da Equagao Diofantina e d mdc(15, 8).

Portanto, as solucoes para a equagao 15h 4+ 8m = 720 sao dadas por:

S = {(—720 + 8u, 1440 — 15u), /u € Z} .
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4 Sobre Equacoes Diofantinas n3o Lineares

Neste capitulo tratamos das equagdes Fermatianas, cujos expoentes sejam 2,3 ou 4.
Fermat jamais publicou seus trabalhos, a nao ser pelas cartas que enviava aos amigos da
época, porém atualmente o contetido produzido por ele esta incluido em todos os textos

da Teoria dos Numeros.

4.1 Equacoes Diofantinas Quadraticas

Toda equacao algébrica cujo expoente maior é igual a dois e as solugdes estao contidas no
conjunto dos nimeros inteiros, sao ditas quadraticas. Iremos assim tratar especificadamente
do Teorema de Pitagoras, partindo da observagao das ternas Pitagoricas e ternas Pitagoricas

primitivas.

Definicao 4. Uma terna Pitagdrica é uma terna de nimeros naturais (z,y, z) tais que:

22 +y? = 22,

Além disso, dizemos que a terna (z,y,z) € primitiva se mdc(x,y,z) =1

Proposicao 10. Seja (z,y, z) uma terna Pitagorica primitiva, entdo os termos T,y e z

sao dois a dois primos entre si.

Demonstragio. Se d = mde(x,y) > 1, entdo existe um ntmero primo tal que p|d, dai p|z
e ply. Logo pla® + y* = 2? e, portanto p|z. Mas é uma contradi¢io tendo em vista que
(z,y,2) é uma terna primitiva, o mde(z,y,z) = 1 entdao p < 1 mas p é primo logo p nao
pode ser um. Portanto, d = 1. O mesmo procedimento pode ser usado para demonstrar

com os pares (y, z) e (z, 2). O

Proposicao 11. Seja (z,y,z) uma terna Pitagdrica qualquer, com d = mde(x,y,z) e
x

Z
sejam: x1 = 3,y1 = % ez = 7 Entao, (z1,y1,21) forma uma terna Pitagorica primitiva.

Demonstra¢io. Dados mdc(zy,y1,21) = 1 e sendo valido (x,y, z) = (dz1, dy;, dz;) temos
que:
ri+yt =2
ou seja, substituindo os valores de x; e y;, obtemos:
2\ 2 2
B+ -
d d
z? + y? .
2

z 2
() =+
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Portanto (z1,y1,21) é uma terna Pitagérica primitiva. ]

Enfim, podemos concluir que é possivel determinar qualquer terna Pitagoérica nao
primitiva de uma terna primitiva. Basta que multipliquemos os seus elementos por um
inteiro positivo maior do que 1. Portanto, todas as solucdes da equacdo 2% + y? = 22,

resultam de (x1, 91, z1) onde mdc(xy,y1,21) = 1.

Exemplo 19. Dada a terna primitiva (3,4,5) e mdc(3,4,5) = 1. Como gerar outras
ternas?

Multiplicando por um inteiro positivo k, podemos gerar infinitas: (3k, 4k, 5k) fazendo
k =2, temos (6,8,10); k = 3, temos: (9,12,15); k = 4 obtemos: (12,15,20) e assim suces-
sivamente. As ternas listadas sdo ditas nado primitivas porque sao obtidas multiplicando
(3,4,5) por um nimero inteiro maior que 1, enquanto (3,4, 5) é chamado terna Pitagérica
primitiva, pois nao é obtida a partir de uma multiplicacdo por uma constante inteira maior

ou igual a dois.

Segundo Pitagoras, ainda temos as chamadas ternas Pitagéricas classicas de primeiro
tipo, em que um dos catetos e a hipotenusa sao inteiros consecutivos, isto é (a,b,b + 1),

senao vejamos:
A+ =0b+12=a*=b+12-0*=2b+1

logo, a é um ntimero fmpar, isto ¢, existe k € Z / a =2k+1 = 2b+1=0a*> = (2k+1)* =
4k? 4+ 4k + 1.

Dai, segue que 2b = 4(2k?) + 2(2k), portanto b = 2k + 2k. Por fim, c = b+ 1 =
(2k% + 2k) + 1 = 2k* + 2k + 1.

Platao observou as ternas Pitagéricas de segundo tipo, isto é, ternas da forma (a, b, b+2).

Conforme argumento anterior, temos:
a4+ =(b+2)?2=a’=(b+2)*—b*=2(20+2), (4.1)

logo a? é par e consequentemente a é par, entdo existe t € Z tal que a = 2t. Desta forma,

substituindo a = 2t em (4.1) temos:

(2t)2 = 2(2b + 2) = 4t* = 2(2b + 2)

o 22+2)
4
—t*=0b+1

Como nos interessa apenas as ternas Pitagoricas primitivas entdo b nao pode ser par,
pois a é par, assim da equacdo b = t?> — 1, concluimos que ¢ nao pode ser impar, logo existe

k € Z tal que:
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t=2k=b=t*—1=(2k)*—1=4k* -1
(§
c=(0b+2)=Ak2-1)+2=4k>+1

logo, obtemos a terna pitagérica dada por (4k,4k? — 1,4k? + 1), com k € N.

A tabela a seguir mostra algumas ternas de obtidas a partir das equacoes de Pitagoras

e Platao:

(k) | (2k + 1,2K* + 2k, 2k? + 2k + 1) | (4k,4k* — 1,4k* + 1)
1 (3,4,5) (4,3,5)

2 (5,12,13) (8,15,17)

3 (7,24,25) (12,35,37)

4 (9,40,41) (16,63,65)

5 (11,60,61) (20,99,101)

6 (13,84,85) (24,143,145)

Tabela 12: Ternas Pitagéricas

4.1.1 A Base do Teorema de Pitagoras

Pitagoras, figura envolvida na lenda e na mitologia, era muito influente. Desenvolveu a
ideia l6gica numérica, deixando ntimeros de serem apenas para contar e calcular, passando

a serem apreciados por suas proprias caracteristicas.

Figura 3: Pitagoras. [Fonte: [9]]

Pitdgoras, no século VI a.C., reuniu muitos discipulos, criando uma sociedade secreta
regida por rituais e procedimentos. Egipcios e babilonicos realizaram calculos segundo
uma receita, que sempre produziam resposta certa, sem preocuparem-se em questionar,
examinar, o por que davam certo. Isso intrigava Pitagoras, que acreditava, que se entendesse
a relacao entre os niimeros, poderia descobrir os segredos espirituais do universo, tornando-o

proximo aos deuses. Nesse sentido, uma Irmandade Pitagoérica caminhava.
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Afirmava Pitdgoras que a perfeicao numérica dependia do niimero de divisores positivos
distintos do préprio nimero. Assim 12 tem como divisores 1,2,3,4,5,6, é chamado de
"excessivo'pois a soma de seus divisores ¢ maior do que ele : 16. J4 o nimero 10 tem
divisores 1,2,5 e somam 8, por isso, é chamado de “ deficiente” e no caso do 6 que tem
como divisores 1,2, 3 é dito “perfeito” tendo em vista que somados os divisores produzem
ele mesmo.

Notou Pitagoras que os niimeros estavam ocultos em tudo, da harmonia musical até
as oOrbitas dos planetas, concluindo que tudo é niimero, inspirando muitas revoluc¢oes na
ciéncia e a mais importante é a que leva o seu nome : o Teorema de Pitagoras.

O Teorema leva o nome de Pitagoras, nao em razao de que ele fez a descoberta, pois
chineses e babilonicos mil anos antes, ja o utilizavam, no entanto foi ele quem realizou a
demonstragao universal.

Apresentamos adiante, o enunciado do Teorema de Pitagoras e em seguida duas

demonstragoes distintas do mesmo.

Teorema 3 (Pitdgoras). Seja um tridngulo retangulo ABC| o quadrado da hiponetusa é

igual & soma dos quadrados dos catetos, ou seja, a? = b? + ¢%. com a,b,c € Z

Demonstragio. 1)Dado um triangulo retdngulo ABC, traga-se uma reta que ira sair do
vértice A (o vértice que possui o &ngulo reto) de maneira perpendicular em dire¢ao ao lado
a e diremos que o ponto de encontro dessa reta com esse lado sera D, entao obteremos a

Figura 4:

Figura 4: Tridngulo Retangulo ABC.

Notemos que essa reta que acabamos de construir nada mais é do que a prépria altura
do nosso triangulo. Vamos dizer entao que essa altura mede h. Percebemos que, depois
que tragamos essa reta (altura), o lado a ficou dividido em dois pedagos. Diremos que
esses pedagos medem m e n, entao nossa figura ficara da seguinte maneira agora, veja

Figura 5:
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Figura 5: Triangulo com a = m + n.

Agora iremos dizer que os vértices B e C possuem os angulos medindo x e y respecti-

vamente , entao teremos a Figura 6, vejamos:

Figura 6: Tridngulo com angulos x e y.

Se observarmos bem, veremos que x + y = 90 olhando o triangulo ABC' pois o angulo
A mede 90, entao podemos, ainda preencher os dois tridngulos menores ABD e ADC

pelos angulos que faltam, que no caso serao = e y. Vejamos como ficara a nova Figura 7:

Figura 7: Tridngulo com A = z + y.

Essa é a figura que estavamos querendo encontrar desde o inicio, pois sera com ela que
iremos tirar as dedugoes necessarias para demonstrarmos o Teorema de Pitagoras. Essa
figura nos permite deduzir que os triangulos ABC, ABD e ADC sao semelhantes entre si

e isso nos permite fazer algumas relacoes matematicas com seus lados.
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Para melhor entendimento, separemos esses trés triangulos, veja Figura 8:

Figura 8: Triangulos ADC, ABD e ABC.

Agora faremos nossas observagoes, analisando apenas os triangulos ABC' e ABD temos:

AB  BC
BD AB
c_¢
m c
& =am. (4.2)
Analisando somente para os tridngulos ABC e ADC' temos:
AC  BC
CDh AC
b_a
n b
b’ = a.n. (4.3)
Vimos que b* = a.n e ¢* = a.m, entdao vamos somar (4.2) e (4.3), vejamos:
b +c? =an+am.
Logo,
b+ =a.(m+n). (4.4)
Sabemos que,
m+n=a (4.5)

Logo, substituindo (4.5) em (4.4) obtemos:

b2 +c* =a.(m+n)
¥+ ct=aa

b2 + ¢ = a? ou seja, a® = b? + 2,

que restou provado o Teorema de Pitagoras. O
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Vejamos a seguir mais uma demonstracao.

Demonstragio. 2) Considere um tridngulo retdngulo cujos lados medem, numa unidade u,

a e b, catetos e a hipotenusa mede ¢, conforme Figura 9:

1

b

Figura 9: Triangulo retangulo de lados a,b e c.

Primeiro constroem-se dois quadrados iguais de lados a + b, vejamos Figura 10:

a+h a+b

Figura 10: Quadrados de lados a + b.

Em sequéncia, num dos quadrados constroem-se 4 tridngulos e no outro, dois quadrados

e 4 triangulos, conforme Figuras 11.

a a
a a c
b
(¢ ¢ a
b
c c C b b
b

Figura 11: Quadrado com 4 triangulos.
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Ora, mas em cada figura, o quadrado inicial tem de lado a + b. Um dos quadrados foi
dividido em 4 triangulos e um quadrado com medida de lado igual a ¢ cuja medida é da
hipotenusa do triangulo considerado inicialmente. O outro quadrado foi também dividido
em 4 triangulos iguais aos do quadrado anterior.

Portanto, se temos dois quadrados iniciais geometricamente iguais e ambos contém 4
triangulos geometricamente iguais ao triangulo retangulo considerado inicialmente, entao o
que resta num quadrado tem que ser igual ao que resta no outro. Assim, vamos comparar

as areas dos quadrados que restam, conforme Figura 12:

d ﬂ_'_

Figura 12: Representacao geométrica do Triangulo de Pitagoras.

Disto concluimos que ¢ = a? + b? que se trata do Teorema de Pitdgoras.
O Teorema de Pitagoras permite a descoberta de combinagoes de trés niimeros inteiros
que satisfazem-no e sao ditos termos de Pitagoras. Vejamos se paraa =5,b=4ec=3 ¢

verdadeira a relacao de Pitagoras:

b’ +c*=a?

3 +4% =5
9+16 = 25
25 = 25.

e geometricamente temos a Figura 13:

+ —

Figura 13: Representacao geométrica do Teorema de Pitagoras.
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Mas os Pitagoricos ficavam intrigados com essa descoberta e queriam mais trios,
perceberam que os mesmos se tornam raros a medida, que os niimeros aumentavam e

encontra-los era cada vez mais dificil. O

4.2 Equacao Fermatiana Para n=3

Geragoes de matematicos tentavam encontrar niimeros nao nulos que satisfizessem a
mesma equagao, mas com a poténcia 3.

A légica estava em re-arrumar 2 cubos, feitos de tijolinhos sem furos, para formar um
terceiro cubo, maior! E o mais préximo de que alguém ja chegou de um arranjo perfeito

foi aquele em que falta um tijolo, conforme Figura 14:

Figura 14: Representagiao de cubos de lados 6,8,9. [Fonte: [13] |

Vejamos que a Figura 14, tem z = 6, y = 8 e z = 9, que numericamente calculando
temos:
6% + 8% = 93, (4.6)

onde faltard um tijolo para tornar verdadeira a igualdade (4.6).
E, se a poténcia for mudada de terceira (cubo), para qualquer nimero maior que 2,

nao iremos encontrar nimeros inteiros que satisfacam a equacao:
" 4+ y" = 2" paran > 2.

Fermat foi quem alterou ainda mais essa equacgao e afirmava o tempo todo que nao
podia existir trés nimeros inteiros, todos nao nulos, que satisfizessem a equagao que ficou
conhecida como Fermatiana. Mas acreditava que poderiam prova-la.

Fermat intrigou a muitos mateméaticos mas os motivou também a muitas descobertas.
Se correspondiam por cartas, nao se deixava aparecer, desafiava o mundo dos matematicos.
A fama do Teorema z™ + y™ = 2" para n > 2 se deve unicamente ao fato do grau de

dificuldade em demonstra-lo, apesar de nao ter deixado tais registros.
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Fermat, através de suas cartas a alguns matematicos, entre eles Mersenne (1588 —1648),
Digby (1603 — 1665) e Carcavi (1603 — 1684) propos para que demonstrassem que um
cubo nao pode ser igual a soma de dois cubos diferentes de zero.

Leonhard Euler (1707 — 1783) foi o primeiro a apresentar uma prova, tendo em vista
que utilizou o método da descida infinita, criado por Fermat, e esta apareceu em seu livro
de Algebra, publicado em Sdo Petersburgo em 1770. No entanto, um estudo critico dessa
prova constatou-se que nao foi apresentado um passo importante, sobre as propriedades
da divisibilidade de nimeros inteiros da forma a? + 3b%. Em 1760, em seu artigo Euler,
ja havia provado rigorosamente que se um primo impar p divide a? + 3b%, onde a e b sdo
inteiros ndo nulos e primos entre si, entdo existem inteiros u e v tais que p = u? + 3v2.
Euler nao estabeleceu plenamente os passos que sao exigidos da prova.

Legendre(1808 — 1830), em seu livro reproduziu a prova de Euler, sem completar
os detalhes. J4 em 1875, Pepin publicou um artigo sobre niimeros na forma a + by/—c,
apontando os argumentos que nao tinham sido suficientemente justificados por Euler,
referentes aos nimeros na forma a? 4 cb?, especialmente para ¢ = 1,2, 3,4, 7. Schumacher
(1894), Landau (1877 — 1938), Holden (1960 — 1925), Bergmann (1915 — 2002) deram
importantes contribuicoes a prova de Euler. Em 1972, Legendre considerou a prova de
Euler nao era perfeita e em 1977, Edwards também discutiu essa prova em seu livro.

Vejamos a demonstracao da Equacao Fermatiana Cubica.

Teorema 4. Nao existe uma solugdo de inteiros nao nulos para a equacao:
2?4+ P+ 2% =0, (4.7)

Demonstrag¢io. Assuma que z, y e z sdo nimeros inteiros nao nulos, primos entre si dois
a dois, tais que 2 + y* + 23 = 0. Entao eles devem ser distintos (porque 2 nio é cubo), e
exatamente um destes inteiros é par, digamos que = e y sao impares e z ¢ par.

Entre todas as solugoes com as propriedades acima escolhemos uma para que |z| seja a
menor escolha possivel.

Devemos encontrar inteiros p, m e n, primos entre si dois a dois, satisfazendo a equacao
p?+m?+n3 =0, onde n é par e |z| > |n|. Isto ird gerar uma contradigdao pois teremos
uma sequéncia infinita descendente de inteiros positivos.

Considerando que z e y sao impares, (x + y) e (x — y) sdo pares, entdao existem
inteiros a e b tais que (z +y) = 2a e (x —y) = 2b. Portanto, v = (a +b) e y = (a — b),
consequentemente a e b sdo nao nulos com mdc(a,b) = 1 e de paridades diferentes. Segue

da equacgao 3+ y3 +22=0 que:

—2* =2+ 9" = (a+b)’+ (a — b)® = 2a(a® + 3V°). (4.8)

Tendo em vista que (a® + 3b?) é impar, pois a e b tem paridades diferentes e z é par,

portanto 8 divide 2% e assim 8 divide 2a. Portanto, a é par e b é impar.
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Sendo a par e b impar, entdo mdc(2a, a® +3b*) = 1 ou 3. De fato, seja ¢ um primo e gk
um fator comum dos termos acima, isto é, 2a = gkc e (a® + 3b*) = gkd. Como (a® + 3b?) é
fmpar, logo ¢ F 2 e ¢k dividem a e assim gk divide 3b?. Como mdc(a,b) =1 e ¢ divide a
entdo ¢ nao divide b e como divide 3b%, concluimos que k =1 e ¢ = 3.

Vamos agora considerar dois casos: mdc(2a, a® + 3b%) = 3 e mdc(2a, a® + 3b?) = 1.

Caso 1: O mdc(2a,a® 4+ 3b*) =3

Vamos escrever a = 3¢. Como 8|2a segue que 4|a, ¢ é par e 3 nao divide b, visto que
mdc(a,b) = 1. Logo:

—2* =20 (a® + 30%) = 2(3c) [(3¢)? + 3b%| = 18¢ (3c* + 1?) (4.9)

Consideremos que mdc (18¢, 3c* + b*) = 1. De fato, como ¢ ¢é par e b é impar, teremos
que 3¢? + b? é fmpar, 3 nao divide b e mdec(b,¢) = 1. Pela fatoragdo tinica de inteiros,

temos que 18c e (3¢? + b*) sdo cubos, ou seja:
18c =13 e 3¢2 + b? = 3,
onde s é impar e divide r.

Se s é fmpar e s* = (b* + 3¢?) com mdc(b,c¢) = 1, entdo s também serd da forma

s = (u? + 3v?) com u,v € Z, assim:
b=u(u®—9?) e c=3v(u? —v?).

Assim teremos que u é impar e v é par (em razdo de que b é impar), v # 0, e
mdc(u,v) = 1. Portanto, 2v, (u 4+ v), (u — v) sdo relativamente primos dois a dois, segue a

equacao:

r3 = 18¢ = 18[3v(u? — v?)] = 54v(u + v)(u — v). (4.10)
Dai, partindo da equacao (4.10), podemos escrever:

r

(3)3 = 2v(u +v)(u —v). (4.11)

Concluimos, entao, que todos sdo cubos, ou seja:

20 = —n?,
u+v=p’

u—v=—m>

a terna (n,p, m) sao todos distintos de zero, relativamente primos entre si, dois a dois, e

satisfazem a (4.7):

P4y +23=0
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n®+p*+m? =0
(u+v) —(u—v)—2v=0,
onde n é par e |z| > |n|, o que contradiz a escolha inicial, solugdo da equagdo (4.7) para o
qual o |z] é a menor escolha possivel.
Caso 2: O mdc(2a,a® + 3b*) = 1
Da equacio (4.8), temos que (2a) e (a® + 3b%) sdao cubos:

2a = 1’ (4.12)
e
a® +3b* = s°, (4.13)

onde s é impar e nao é multiplo de 3. Sendo s impar, valida a equagao (4.13) com

mdc(a,b) = 1, entdao podemos escrever s = (u® + 3v?) com u,v € Z e,

a = u(u® — 9?) (4.14)
b= 3v(u® —v?). (4.15)

Temos entao que v é impar, u é par (porque b é impar), v é nao nulo, 3 nao divide u,
pois 3 nao divide a e mdc(u,v) = 1. Portanto, 2u, (u + 3v), (u — 3v) sdo relativamente

primos e da equagao (4.12), temos que:
r® = 2.u(u® — 9v*) = 2u(u — 3vy(u + 3v). (4.16)

Segue entao que todos os termos de 72, (4.16), sdao cubos:

2u = —n?, (4.17)

u—3v=p?, (4.18)
€

u+ 3v = m?, (4.19)

como 3 nao divide u, temos que a terna (p, m,n) todos sdo distintos de zero, relativamente

primos entre si dois a dois e satisfazem a equagao (4.7), pois:
PP+ m? 4+ 0’ = (u—3v) + (u+3v) — 2u =0, (4.20)

onde n é par e |z| > |n|, o que contradiz a escolha inicial da terna (z,y, z) como solugao

da equagao (4.7) para qual |z| é a menor escolha possivel. ]



Capitulo 4. Sobre Equagoes Diofantinas nao Lineares 55

4.3 Equacao Fermatiana Biquadratica

Apresentamos o caso para n = 4, onde Fermat estudou o seguinte problema: A area de

um tridngulo Pitagérico de lados (a, b, ¢) satisfazendo a equacao
a’ + b =c? (4.21)

pode ser o quadrado de um ntmero inteiro?
1
Sabemos que a drea de um tridngulo satisfazendo (4.21) é dada por: A = §a.b. Para

atender o que foi pedido, queremos escrever: a.b = 2d?, onde d € Z.

Exemplo 20. Vamos verificar se é védlido para o tridngulo pitagérico de lados (3,4,5) :

1
§:4WH¥:$A:§34:¢wb:mﬂ
25=16+9 = A =6 = 5.4 = 2d2.
25 =25= A=6=+10=d.

Portanto, concluimos que é falso para este caso.

Fermat foi levado a estudar a equacdo do tipo z* + y* = 2% e concluiu o seguinte

resultado:

2

Proposicao 12. As equagdes do tipo x* + y* = 2?2 ndo possuem solucdo no conjunto dos

numeros inteiros nao nulos.

Demonstragio. Visto que a afirmacao é falsa, entdo temos (z,y, z) uma terna de inteiros

positivos com x o menor possivel tais que:
oty =2 (4.22)

Entao, mdc(z,y) = 1, porque se um primo divide x e y simultaneamente, entao p* divide
2%, e portanto p? divide z. Desta forma, fazendo x = px1,y = py1 e 2 = pz; e substituindo
em (4.22), obtemos:

(px1)* — (py1)* = (p*21)? logo,
pay — plyt = p'at.
Dividindo tudo por p*, temos:
¥ -yl =4,
com 0 < 1 < x, o que contradiz a hipétese para escolha inicial de x. Assim temos que:

22 = gty

2= (2® +y).(2* — 1),
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podendo o mdc((x? + y?).(x? — y?)) igual a 1 ou 2, pois mdc(z,y) = 1

Assim devemos analisar os dois casos: 1) mdc (2% + 3?).(z2 — y?) = 1 e 2)mdc
(22 +92).(2% — y?) = 2.

Caso 1: Como o produto de (22 + y?).(z* — *) é um quadrado, entao (z* + y?) e

(22 — y?) sdo quadrados, ou seja, existem inteiros positivos s, t com mdc(s,t) = 1, tais

que:
Ve (4.23)

e
z? —y? =12 (4.24)

Dai segue que s e t devem ser ambos impares, visto que somando as equagoes (4.23) e
(4.24), obtemos: 22? = s + 1%, entdo s e t tem a mesma paridade e ndo podem ser ambos

pares pois o mde(s,t) = 1. Assim, existem inteiros positivos u, v tais que:

w=1/2(s +1) (4.25)
v=1/2(s —t), (4.26)

segue que mdc(u,v) = 1 porque s e t sao ambos impares. Multiplicando as equagoes
(4.25) e (4.26), logo temos que:

1 1
uv = —(s* —t?) = §y2 e
Ly
u.v = §y s

assim y? = 2uv e, como mdc(u,v) = 1 entao existem inteiros positivos [, m tais que:

u=2CPouu=10¢e

v=m?ouv=2m?

Faremos a primeira alternativa, pois a outra, de maneira analoga, também se resolve.

Deste modo, u é par e o mdc(u,v,z) = 1, logo:

1 1 (s> +t%)  (227)
2 2:7 t2 _ _t2: — fg 2,
u® 4 v 4(s—|— ) +4(s ) 5 5 T

Como z? = u? + v?, existem inteiros positivos a,b com 0 < b < a com mcd(a,b) = 1

onde u = 2% e v = m? tais que:
u = 2ab,
v=a’—-1e

T =a®+ b
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Assim, u = 2[? = 2ab = [?> = ab e com, mdc(a,b) = 1, existem inteiros positivos c e d

como mdc(c,d) = 1 tais que:

a=c%e

b=d,

logo, m* = v =a*>—-0* =c* —d" Como 0 < ¢ < a < z e sendo (c,d,m) uma

2

terna de niimeros inteiros positivos, ela seria uma solucao da equacao xz* + y* = 2% com

0 < ¢ < z, o que contradiz a hipdétese para escolha inicial de x, como sendo o menor possivel.

Caso 2: mdc(z? + y*, 2% — y?) = 2 e temos x e y, ambos impares e z par.
Sendo x* — y* = 22 temos que 2% + (y?)? = (2%)? que existem inteiros positivos a,b

com 0 < b < a, e mde(a,b) = 1, tais que:

z = 2ab,
y? = a2 — 2, e
2 = a® + b2
Agora, (zy)? = 2%y? = (a® + b*).(a®> — V*) = a* — b, 0 que contradiz novamente a

hipdtese para escolha inicial de z como sendo o menor possivel que satisfaz a equacao. [

Conhecido como Método da Descida Infinita, que fora inventado por Fermat, o argu-
mento acima pode ser formulado da seguinte maneira: Se tivermos (g, 4o, z0) cOmo uma

2 = 22 entdo obterfamos uma outra solucao

solucdo em inteiros positivos da equacao 2% —y
em inteiros positivos (x1,y,21) com a propriedade x; < xg, 2 < 7 e assim por diante,

por isso intitulada sequéncia decrescente infinita de inteiros positivos:
Tog > T1 > Tg > ...

0 que nao ¢ possivel.
A seguir, apresentaremos uma Equacao Diofantina, mais conhecida como Declaracao

de Fermat.

Proposicao 13. As equacdes do tipo z* + y* = z* ndo possuem solucdo no conjunto dos

numeros inteiros nao nulos.

Demonstracao. Primeiramente suponhamos que, se houver uma solucao x, y, z, existe uma
solucdo primitiva, ou seja, uma terna com mdc(z,y,z) = 1. Isso significa que os trés
numeros sao relativamente primos.

Em segundo lugar, substituimos z* + y* = 2* com z* 4 y* = 22, pois se o 1ltimo nio
tiver solugdes inteiras, o mesmo vale para o primeiro devido a z* + y* = (22)2.

Entao, temos é provar que % + y* = 22 ndo possui solucoes inteiras. Suponha, por
contradi¢do, que, para alguns x,y, z, com mdc(z,y,2) = 1,2* + y* = 22, Entao, é claro,

(2%)? + (y*)? = 2* de modo que z?% y? z é um triplo pitagérico que podemos assumir
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primitivo. Por isso (se necessério realizar a troca de x e y), existem p, ¢, de paridades

opostas , com ¢ # 0 # p:

2 = 2pq, (4.27)

vy =p"—q (4.28)
€

z=p*+ ¢ (4.29)

Segue-se que existem solucgoes positivas, mutuamente primos, b de paridade oposta, de

modo que b # 0 # a e

q = 2ab, (4.30)

y = a* — b (4.31)
e

p=a®+ b (4.32)

Substituindo p e g (equagoes (4.30) e (4.32)) em (4.27), obtemos:
22 = 2pq = 4ab(a® + b?).

Vamos mostrar que todos os trés a, b, a® + b? sao quadrados.

Sendo, ab(a? + b?) = (§>2 o quadrado de um inteiro. Se um primo s divide ab, uma
vez que sao mutuamente primos, s entao divide exatamente um deles: a ou b. Entao, é
claro, s nao pode dividir a® + b?, portanto, mdc(ab, a® + b*) =1 . Assim a, b e a® + b* sdo
quadrados desde que mdc(a,b) = 1.

Facamos a = 22, b = y?,a® + b? = 2. Entao 2% + y* = 22, o que contradiz a proposicao

12. Serve assim, como ponto de partida para a descida infinita. O
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Apéndice

Pierre de Fermat: o criador de enigmas e a evolucao da Teoria dos

Nimeros.

Em 20 de agosto de 1601, na cidade de Beaumont-de-Lomagne no sudoeste da Franca,
nasce Pierre de Fermat [5]. De familia rica pela exploracao de peles, Fermat recebeu uma
educacao privilegiada no Monastério Franciscano de Grandselve, frequentou a Universidade

de Toulouse e se formou em direito na Universidade de Orléans.

Nio existe nenhum registro de que o
jovem Fermat mostrasse qualquer talento
especial para matematica.

Estudou no monastério franciscano.
freqiientou a Umiversidade de Toulouse e se
formou em direito na Universidade de
Orléans. Devido as pressoes familiares, foi
para o servico publico, tornando-se Juiz
Supremo na Corte Soberana do Parlamento.

Figura 15: Fermat [Fonte: [10]]

Fermat teve uma ascensao rapida como funcionario piblico na cidade francesa Toulouse,
sendo nomeado Conselheiro do Parlamento e Conselheiro na Camara dos Requerimentos.
Os requerimentos dos cidadaos primeiro teriam que convencer Fermat da sua relevancia,
para depois ser apresentado ao Rei.

Aos 51 anos, Fermat é acometido de uma doencga que se alastrava por toda a Europa,
além do que ele precisava sobreviver aos riscos de entrega e tramas tendo em visto que o
Cardeal Richeliieu era ministro da Franca; necessario nao chamar as atengdes para si pois
o Cardeal era maquiavélico.

Fermat era eficiente, nao tinha ambic¢oes politicas, cumpria suas obrigacoes de modo
que nao chamasse a atencao. De temperamento pacato e evitando chamar as atengoes
para si, adotou a estratégia de ficar a maior parte do seu tempo recolhido em casa, focando
toda a sua energia que lhe sobrava a matematica e a literatura classica.

Era corriqueiro Fermat desafiar a outros mateméaticos com problemas intrigantes e

que por vezes deixou seus contemporaneos mergulhados na tentativa de dar as solugoes
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cabiveis aos problemas propostos.

Um grande amigo de Fermat, Maren Marsenne (1588 — 1648) era o contato com os
matematicos, servindo como centro de distribuicao de informagoes. Certa vez, Marsenne
escreveu-lhe indagando sobre o nimero muito grande 100.895.598.169 era primo ou nao e
sem hesitar respondeu que por se tratar do produto de 112.303 e 898.432, e que cada um
desses fatores era primo, entao o niimero 100.895.598.169 era primo também . Mersenne
encoraja Fermat a dar publicidade aos seus trabalhos e demonstragoes. Porém para ele
nada significativa o reconhecimento publico, o que gostava mesmo era de criar novos
teoremas sem ser perturbado.

A influéncia de Fermat na matematica foi limitada pelo desinteresse em publicar suas
descobertas, pois se comunicava com outros matematicos através de correspondéncias, sem
fornecer a demonstracao, desafiando os amigos que possuiam interesse pelo a matematica.
As cartas eram repletas de ideias e descobertas mas nao continham a solucao, com duplo
sentido de assim serem, desafiar seus amigos e prosseguir diretamente para a préxima
conquista.

Contribuiu Fermat, com Teoria da Probabilidade, em conjunto com Blaise Pascal,
enquanto trocavam cartas. Determinaram as regras essenciais da probabilidade, mas seu
interesse maior era na Teoria dos Ntmeros e em jogos com numeros, que ele criava e
desafiava matematicos. Também esteve envolvido na fundagdo de outra area matematica,
o calculo infinitesimal, que revolucionou a ciéncia , compreendendo melhor a conceito
de velocidade e sua relacdo com a aceleragao. Foi dele também o estudo dos eixos
perpendiculares e base das coordenadas cartesianas, cujo estudo é atribuido a René
Descartes.

Fermat era obcecado em entender as propriedades e as relagdes entre os niimeros, garan-
tido assim suas maiores realizagoes na Teoria dos Numeros, ampliando um conhecimento
deixado por Pitagoras.

Acreditava-se que a ideia de demonstragdo na matemaética se espalhou rapidamente pelo
mundo civilizado depois morte de Pitdgoras. Alexandre, o Grande, depois de conquistar a
Grécia, a Asia menor e o Egito em 332.a.C, resolveu construir uma capital que seria a
cidade mais importante do mundo: Alexandria. Porém somente depois de sua morte, com
ascensao de Ptolomeu I ao trono do Egito, é que a capital recebe a primeira universidade do
mundo. Muitos matematicos e outros intelectuais foram atraidos para l4 pois a Biblioteca
de Alexandria continha cerca de 600 mil livros, os melhores e os mais famosos professores.

Euclides foi o primeiro diretor do departamento matematico, ele acreditava na busca
da verdade matematica pura e nao buscava aplicagoes de seu trabalho, tal como Pitagoras.
Escreveu “Os elementos” em 13 volumes e explorava em sua obra uma arma logica,
conhecida como “redugao ao absurdo” ou “ prova da contradicao”. A ideia de provar
que um teorema ¢é verdadeiro, presumindo primeiro que a tese seja falsa. Explorando as

consequéncias logicas do teorema ser falso, obtém-se uma contradi¢ao de algum fato que
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sabemos ser verdade, e portanto concluimos que o teorema original nao pode ser falso, ou
seja, o teorema deve ser verdadeiro.

O livro Apologia do matematico, de G.H Hardy, assim descreve a redugdo ao absurdo:
“Reducao ao absurdo, que Euclides tanto amava, é uma das melhores armas do matemaético.
E um desafio muito maior que qualquer jogo de xadrez. O jogador de xadrez pode oferecer
um sacrificio de cem peodes ou de uma pec¢a mais importante, mas o matematico oferece o
jogo inteiro”.

Diofanto de Alexandria, o ultimo herdi da tradicdo matematica, apenas deve ter vivido
em torno de 250 antes de nossa era. Na obra intitulado “Aritmética”, dos treze volumes
formavam, somente seis sobreviveram e inspiraram outros matematicos da renascenca,
incluindo Fermat. Os demais, foram perdidos numa série de acontecimentos tragicos que

levaram a matematica de volta para a era Babilonica.

http:/fwww.educ.feul pt/docentes/opombo/seminario/fer
mat/images/Livro_fermatl,jpg

Figura 16: Livro Aritmética[Fonte: [11]]

Fermat nao adquiriu o interesse pela a matematica sob a influéncia de algum tutor,
mais o contato com uma copia de Aritmética. Encontrava ali a teoria dos ntimeros como
era no tempo de Diofante e todo o conhecimento dos niimeros obtidos por génios como
Euclides e Pitagoras, sobre a teoria dos niimeros, Fermat estava fascinado.

No livro IT da Aritmética, Fermat encontrou uma série de observacoes, problemas e
solugoes relacionados ao Teorema de Pitagoras e as ternos pitagoricos. Fermat estava
convencido que Euclides conhecia infinitas ternas Pitagoricas, denominadas de primeiro e
segundo tipo.

No decorrer do tempo, grandes matematicos aventuram-se a solucionar o UTF, percor-

rendo caminhos tortuosos com temor de que o mesmo os levasse a direcao errada. Leonhard



Apéndice 62

Euler (1707 — 1783), um dos mais importantes mateméticos do século XVIII foi quem fez
o primeiro avango em direcdo, para o caso n = 3.

A matematica na época de Fermat era como calculo que s6 tinha a desafiar e elucidar
enigmas. Porém no século XVIII os matematicos eram tratados como solucionares profissi-
onais de problemas. Isaac Newton mesmo, queira aplicar a matematica ao mundo fisico,
nas orbitas dos planetas as trajetorias das balas de canhao. E foi logo depois que Newton
morreu, que Euler publicou o seu trabalho que apresentava uma matematica elegante e
moderadora, um problema relacionado a rastreamento de navios.

Euler se tornou uma celebridade matematico capaz de resolver qualquer problema
que lhe fosse apresentado . No tocante ao Teorema de Fermat, recebeu um empurrao
quando descobriu uma pista oculta nas anotacoes de Fermat, que escreve disfarcadamente
uma prova para o caso n = 4, em outra parte do livro Aritmética de Diofante, usando

claramente uma prova contradi¢ao conhecida como “método de descida infinita”.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos uma abordagem dos métodos que nos possibilitam resolver
uma Equacao Diofantina, encontrando infinitas solugoes.

Inicialmente, apresentamos alguns estudos sobre algumas propriedades aritméticas
relativas aos niimeros inteiros, sendo: Divisibilidade, Nimeros Primos, Maximo Divisor
Comum e Algoritmo de Euclides, com a finalidade de garantir caminhos para a resolugao
de Equagoes Diofantinas com duas variaveis, trés variaveis, n variaveis, as quadraticas e o
Ultimo Teorema de Fermat para n =3 e n = 4.

Ao concluir este, esperamos que tenhamos contribuido para que os alunos da Segunda
Etapa do Ensino Fundamental, Ensino Médio e possiveis leitores interessados neste
conteudo, possam valer-se dos ensinamentos deste para entender situagoes do dia-a-dia e

que se relacionam com as Equagoes Diofantinas.
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