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RESUMO

A presente pesquisa tem como objetivo apresentar uma sequéncia de atividades
para 0 ensino da funcdo exponencial de forma intuitiva e, posteriormente,
apresentar sua definicdo na tentativa de formalizar as propriedades que seréo
descobertas pelos alunos. A pesquisa € iniciada trazendo uma analise de alguns
trechos de documentos curriculares que tratam da fungdo exponencial e,
corroborando com tais documentos, apresentamos a Modelagem Matematica
proposta por Bassanezi (2004) e os pressupostos da Modelacdo Matematica
defendida por Biembengut e Hein (2016). A sequéncia de atividades é composta
por oito atividades envolvendo situacdes cotidianas para que os alunos, em
duplas ou trios, discutam sobre elas para obter os modelos matematicos que
solucionam essas situacdes e, em seguida, construam os graficos das curvas
gue descrevem tais situagdes utilizando planilhas eletrénicas de célculo. Com
isso, esperamos também incentivar os professores a usar a Modelacao
Matematica como estratégia de ensino, vinculando a matematica com outras

areas do conhecimento.

Palavras-chave: Funcdo Exponencial. Modelagem Matematica. Sequéncia de
Atividades.



ABSTRACT

This academic research is intended to present a sequence of activities in order
to teach the exponential function in an instinctive way, and afterwards, present
its definition in an attempt to formalize the properties that will be discovered by
the students. The research starts with an analysis of some specific peaces of
academic documents that also presents the exponential function. Aligned with
such documents we present the Mathematic Modeling proposed by Bassanezi
(2004) and the assumption of the Mathematical Modeling defined by Biembengut
and Hein (2016). The sequence of activities is composed by eight activities
involving social daily situations, the students will then have the opportunity to
discuss around such scenarios in order to reach the mathematical models
required to solve the scenarios under discussion, after that, the stundents will
build the graphics of curves to describre the situations, with digital spreadsheets
as the tool to design the solution. In the end, we expect to also motivate the
professors to use the Mathematical Modeling with real examples as more tangible

teaching strategy, linking mathematic with usual daily situations for the students.

Keywords: Exponential Function. Mathematic Modeling. Sequence of Activities.
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INTRODUCAO

Ao iniciar um contetdo na sala de aula, a indagagao “onde vamos usar
isso?” por parte dos alunos € bastante frequente. Muitas vezes ndo consegui
mostrar uma aplicacdo imediata daquilo que estudavamos, 0 que acabava

desanimando parte dos alunos. Sobre isso, Caraca afirma

Sem duvida que a Matematica possui problemas préprios, que néo tém
ligacdo imediata com outros problemas da vida social. Mas ndo ha
diavida também de que os seus fundamentos mergulham tanto como
os de outro ramo qualquer da ciéncia, na vida real; uns e outros

entroncam na mesma madre (CARACA, 2010).

Pela experiéncia de 13 anos em sala de aula, tanto no Ensino
Fundamental quanto no Ensino Médio, tenho a certeza de que a aula é mais
atrativa e desperta um maior interesse dos alunos quando mostramos aplicacdes
das teorias e propriedades que estamos estudando. Por isso, 0 objetivo dessa
pesquisa é apresentar situacdes reais que podem ser modeladas por uma funcéo
exponencial ou do tipo exponencial usando como método a Modelagem
Matematica no ensino, ou seja, a Modelacdo Matematica e, dessa forma,

contribuir para o ensino de tal assunto.

No capitulo 1 deste trabalho discutimos sobre alguns documentos
curriculares e a Modelagem Matematica proposta por Bassanezi (2004) e a
Modelagdo Matematica defendida por Biembengut e Hein (2016).

No capitulo 2 apresentamos uma sequéncia de atividades para o ensino
da fungéo exponencial de forma intuitiva e sua resolucéo seguindo as etapas da
Modelacdo Matematica. Dividimos a sequéncia de atividades em duas partes: na
Parte | sdo propostas oito situacbes modeladas pela funcdo exponencial, na
Parte Il propomos a construcao dos graficos em planilhas eletronicas de calculo
referentes as oito situagces desenvolvidas na Parte | e alguns questionamentos
sobre as propriedades das curvas tracadas. Para finalizar, apresentamos a

definicdo de funcéo exponencial.
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Com isso, também pretendemos estimular alunos e professores a
desenvolverem suas habilidades como modeladores para dar sentido a atividade

matematica na sala de aula por meio das aplicacdes sociais da matematica.
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CAPITULO 1

Documentos Curriculares e a Modelagcdo Matemaética

No meu trabalho como professora do Ensino Médio tenho acompanhado
a dificuldade dos alunos em compreender o conceito de funcéo exponencial, bem
como identificar suas caracteristicas e sua representacdo grafica, fato que
motivou a reflexdo sobre o processo de ensino-aprendizagem desse conteudo.

Por acreditar que a aprendizagem s6 ocorre efetivamente no processo de
construcdo dos conceitos matematicos caso seja apresentada de forma
significativa ao aluno, recorremos a Modelagem Matematica e, esta, surge como
uma solugdo na significacdo e na contextualizagdo de conceitos matematicos,
uma vez que possibilita transformar situacdes reais em problemas matematicos.
Corroborando com essa afirmacdo, tem-se nos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM):

[...] A Matematica ciéncia, com seus processos de construgcdo e
validacdo de conceitos e argumentacfes e os procedimentos de
generalizar, relacionar e concluir que Ihe sédo caracteristicos, permite
estabelecer relagbes e interpretar fendbmenos e informacdes. As
formas de pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da descricdo da
realidade e da elaboracdo de modelos. O desenvolvimento dos
instrumentos matematicos de expressao e raciocinio, contudo, nao
deve ser preocupacéo exclusiva do professor de Matemética, mas das
quatro disciplinas cientifico-tecnolégicas, preferencialmente de forma
coordenada, permitindo-se que o aluno construa efetivamente as
abstracGes matematicas, evitando-se a memorizagdo indiscriminada
de algoritmos, de forma prejudicial ao aprendizado. (BRASIL, 2000,

p-9)

Quando o aluno tem a oportunidade de aplicar o conceito que foi
discutido, a retencéo da aprendizagem se torna parte do processo, valorizando
assim a matematica ensinada. Fato que comprova tal afirmacéo é apresentado
numa pesquisa realizada sobre Planejamento de Ensino e Avaliacao (Vacuum
Oil Co. Studies) e traz um comparativo entre aquilo que aprendemos e o que

retemos de acordo com a Figura 1.:
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Figura 1: Aprendemos e Retemos

Aprendemos Retemos

1% através do gosto 10% do que lemos

1.5% através do tato 20% do que escutamos

3.5% através do olfato 30% do que vemos

11% através do ouvido 50% do que vemos e escutamos

83% atraves da visdo 70% do que ouvimos e logo discutimos
90% do que ouvimos e logo realizamos

Fonte: BALZAN apud BASSANEZZI, 2002, p. 179.

Assim, é indiscutivel que a oportunidade de execucao daquilo que foi
discutido em aula proporciona ao aluno um processo de aprendizagem
significativo. Entretanto, ndo se deve forcar uma aplicacdo para tudo o que
estudamos, o uso da Modelagem Matematica numa situacdo de pesquisa é
benéfico se, de fato, contribui para o desenvolvimento e compreensao do que
esta sendo analisado.

Além dos Paradmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, outros
documentos curriculares da Secretaria da Educacdo do Estado de S&o Paulo
norteiam os planejamentos das escolas publicas do estado como PCN+ Ensino
Médio: Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais, Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio, a Proposta Curricular
do Estado de S&o Paulo e o Curriculo do Estado de Sao Paulo.

Como o objetivo desse trabalho € apresentar uma sequéncia de
atividades que trate de situacdes reais que possam ser modeladas pela funcéo
exponencial, uma analise de todos os documentos curriculares tornaria o
trabalho enfadonho, por isso, nos ateremos em trechos que tratam desse
conteudo em alguns dos documentos.

O Curriculo do Estado de Sao Paulo, tanto no Ensino Fundamental quanto
no Ensino Médio, traz os conteudos curriculares de Matematica, organizados em
trés blocos tematicos: Numeros, Geometria e Relacdes. Embora seja

praticamente impossivel abordar um dos trés blocos sem a participacdo quase
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automatica dos dois outros; as relacdes de interdependéncia, como as de
proporcionalidade ou as associadas a ideia de funcdo séo tratadas no bloco

Rela¢bes apresentado na Figura 2.

Figura 2: Interpretacdo dos blocos teméticos

N <
\/

equivaléncialordem
simbolizacdo/operacdes

NUMEROS

percepcio/concepgdo
construgdo/representacio

GEOMETRIA ‘[

medidas/aproximacdes
RELACOES proporcionalidade/
interdependéncia

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2010, p. 39).

O documento curricular ainda afirma que a ideia béasica de
proporcionalidade direta ou inversa, explorada inicialmente no Ensino
Fundamental, deve ser estendida no Ensino Médio a outros tipos de relacdes de
interdependéncia, como as que associam um numero com seu cubo, uma
poténcia com seu expoente, etc. A nocao de taxa de variacao, ou seja, a medida
da rapidez com que uma das grandezas interdependentes varia em relacédo a
outra, é destacada como um primeiro passo ao estudo do célculo.

O Curriculo do Estado de S&o Paulo também lista as habilidades a serem
demonstradas pelos alunos em cada tema apds trabalharem com os contetdos
curriculares. A funcédo exponencial aparece em dois momentos: no 3° bimestre
da 12 série (1° ano) do Ensino Médio (ver Tabela 1) e aprofundada no 3° bimestre
da 32 série (3° ano) do Ensino Médio (ver Tabela 2).
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Tabela 1: Quadro de contetddos de Matematica da 12 série do Ensino
Médio referente ao 3° bimestre

12 série do Ensino Médio

Contetdos

Habilidades

32 Bimestre

Relagoes

Funcdes exponencial e logaritmica
« Crescimento exponencial

» Funcao exponencial: equacdes e
inequacoes

* Logaritmos: definicao e propriedades

* Funcao logaritmica: equagées e
inequacoes

Conhecer a funcao exponencial e suas
propriedades relativas ao crescimento ou
decrescimento

Compreender o significado dos
logaritmos como expoentes convenientes
para a representacao de nlmeros

muito grandes ou muito pegquenos, em
diferentes contextos

Conhecer as principais propriedades dos
logaritmos, bem como a representacao
da funcao logaritmica, como inversa da
funcao exponencial

Saber resolver equacdes e inequacoes
simples, usando propriedades de
poténcias e logaritmos

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2010, p. 66).

Tabela 2: Quadro de conteldos de Matematica da 32 série do Ensino Médio
referente ao 3° bimestre

32 série do Ensino Médio

Conteudos

Habilidades

32 Bimestre

Relagoes

Estudo das fungoes

Qualidades das funcgoes

Graficos: fungdes trigonométricas,
exponencial, logaritmica e polinomiais

Graficos: anélise de sinal, crescimento e
taxa de variacao

Composicao: translagdes e reflexdes

Inversaoc

Saber usar de modo sistenatico as
fungdes para caracterizar relagcdes de
interdependéncia, reconhecendo as
funcdes de 1% e de 28 graus, seno,
cosseno, tangente, exponencial e
logaritmica, com suas propriedades
caracteristicas

Saber construir graficos de fungdes por
meio de transformacdes em fungoes
mais simples (translacbes harizantais,
verticais, simetrias, inversoes)

Cornpreender o significado da taxa de
variacao unitaria (variacdo de f(x) por
unidade a mais de x), utilizando-a para
caractenizar o crescimento, o decrescimento
e a concavidade de graficos

Conhecer o significado, em diferentes
contextos, do crescimento e do
decrescimento exponencial, incluindo-se
0s que se expressam por meio de
funcdes de base e

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2010, p. 70).
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Nossa proposta é trabalhar com a ideia intuitiva de funcdo exponencial e
discutir suas propriedades relativas ao crescimento e decrescimento, além de
sua representacao grafica, logo, se aplica na 12 série do Ensino Médio.

O PCN+ Ensino Médio,

educacionais complementares aos Parametros Curriculares Nacionais, discute

documento que consta de orientagcoes

as competéncias em matematica e temas estruturadores do ensino de
matematica. O documento defende que a mateméatica vai além de seu carater
instrumental, colocando-se como ciéncia com caracteristicas préprias de
investigacao e de linguagem e com papel integrador importante junto as demais
Ciéncias da Natureza.

No mesmo documento, tem-se que os temas de estudo da primeira série
deveriam tratar do entorno das informagdes que cercam o0s alunos, numa viséo
contextualizada, colocando-os em contato com as primeiras ideias e
procedimentos basicos para ler e interpretar situacdes simples e somente nas
séries seguintes amplia-los e aprofunda-los. Uma sugestao que contempla essa
visdo € apresentada nesse documento (ver Tabela 3).

Tabela 3: Quadro contendo propostas de organizacdo dos temas e suas
unidades

1% série

2% série

3? série

1. Nogdo de fungdo;
fungdes analiticas e
nao-analiticas; analise
grifica; segiéncias
numeéricas; funcao
exponencial ou
logaritmica.

1. Trigonometria do
tridngulo retdngulo.

1.

1.

Fungdes seno, cosseno
e tangente.
Trigonometria do
tridngulo gqualguer e da
primeira volta.

1. Taxas de variagdo de
grandezas.

2. Geometria plana:
semelhanca e
congruéncia;
representacoes de

2

. Geometria espacial:

poliedros; solidos
redondos, propriedades
relativas a posicao,

2. Geometria analftica:
representacdes no
plano cartesiano e
equacdes; intersecgdo

figuras. inscricao e & posicoes relativas de
circunscrigao de figuras.
stlidos.

. Métrica: dreas e

volumes; estimativas.

3. Estatistica: descrigio de

dados; representagies
gréficas.

3. Estatistica: andlise de

dados.

3. Contagem.

3. Probabilidade.

Fonte: PCN+ Ensino Médio: Orienta¢des Educacionais Complementares aos Parametros

Curriculares Nacionais, 2002, p. 128.
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Assim, a Modelagem Matematica aparece como uma estratégia de ensino
gue contempla os requisitos apresentados nos documentos curriculares, uma
vez que vai além das simples resolu¢cdes de questdes matematicas.

De acordo com Pires,

A Mateméatica e a realidade podem se conectar por meio da
modelagem, essa conexdo pode ser feita pelo uso de processos
matematicos, com o objetivo de analisar, estudar, explicar situacdes da
vida cotidiana que nos cercam. (2009, p. 44)

A seguir, discutimos sobre a Modelagem Matemética, bem como suas
etapas e subetapas.

De acordo com Bassanezi, a Modelagem Matematica
€ um processo dinamico utilizado para a obtencdo e validacdo de
modelos matematicos. E uma forma de abstragéo e generalizagdo com
a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste,
essencialmente, na arte de transformar situacdes da realidade em
problemas mateméticos cujas solu¢Bes devem ser interpretadas na
linguagem usual. Por sua vez, entende-se por modelo matematico um

conjunto de simbolos e relagbes matematicas que representam de
alguma forma o objeto estudado. (2004, p. 24)

Outras definicbes de modelo mateméatico sdo encontradas, mas vamos
nos ater a esta dada por Bassanezi.

Ao transpor a situacdo real para a matematica deve-se trata-la por meio
de teorias e técnicas da ciéncia envolvida, seja essa a Fisica, Quimica ou
Biologia, pela mesma via de interpretacdo e, no sentido contrario, tem-se o
resultado dos estudos na linguagem original do problema.

Bassanezi simplifica esse processo no diagrama da Figura 3:

Figura 3: Processo de Modelagem

TEORIA MATEMATICA
técnicas
] matematicas

+— MODELO [—

l

[ INTERPRETACAQ

TROBLEMA
ORIGINAL

RESULTADOS

Fonte: Bassanezi (2004, p. 25).
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Uma sequéncia de etapas deve ser seguida ao tratar de uma situacao real
por meio da Modelagem Matematica. Sao elas: experimentagcdo, abstracéo,
resolucéo, validacdo e modificacéo.

Na experimentacdo os dados obtidos serdo processados e os métodos
experimentais serdo dados na maioria das vezes pela propria natureza do
experimento. A abstracdo consiste no procedimento para se formular os modelos
matematicos e nesta fase procura-se estabelecer (i) a selecao das variaveis, (ii)
a problematizacdo ou formulacdo dos problemas teéricos numa linguagem
propria da area em que se esté trabalhando, (iii) a formulacdo de hipéteses e (iv)
a simplificacéo.

Na terceira etapa, resolucéo, tem-se que o modelo matematico € obtido
guando se substitui a linguagem natural das hipéteses por uma linguagem
matematica coerente. Ja na validacdo ocorre a aceitacdo ou ndo do modelo
proposto a partir de testes e do confronto das hipoteses com os dados empiricos.

Por fim, tem-se a ultima etapa desse processo: a modificacdo. Nessa
etapa alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a rejeicéo ou
aceitacdo dos modelos.

O esquema apresentado na Figura 4 sintetiza as atividades intelectuais

da Modelagem Matematica:

Figura 4: Esquema de uma Modelagem

| - Problema néo
Matematico

A H 4 T
:' v ] §
. 2 ‘1'
;

Y

2 - Abstragao —>|lll - Modelo Matematico

3 - Resolugao: Estudo

1 - Experimentagao
Analitico @ Numérico

A

: 5 - Modificagao L. W5

A l :
Il - Dados Experimentais :_f: 4 - Validacao e > IV - Solugao
6 - Aplicagao

Fonte: Bassanezi (2004, p. 27).
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Segundo Bassanezi,

[...] o uso da modelagem no processo ensino-aprendizagem
propicia a oportunidade de exercer a criatividade nao somente em
relacdo as aplicagdes das habilidades matematicas, mas,
principalmente, na formulacéo de problemas originais uma etapa tao
estimulante quanto a da resolucéo. (2015, p. 12)

Visto que a nossa intengdo é exatamente essa, mostrar uma matematica
atrativa que permita aos alunos resolver problemas do dia-a-dia por meio da
linguagem matematica para promover uma aprendizagem significativa, firmamos
mais uma vez que a Modelagem Matematica vem ao encontro com os objetivos
deste trabalho.

Sobre o termo “aprendizagem significativa”, nos apoiamos nas afirmacdes

do psicélogo norte-americano David Ausubel:

[...] a aprendizagem significativa ocorre quando a tarefa de
aprendizagem implica relacionar, de forma n&o arbitraria e substantiva
(ndo literal), uma nova informacédo a outras com as quais o aluno ja
esteja familiarizado, e quando o aluno adota uma nova estratégia
correspondente para assim proceder. A aprendizagem automatica, por
sua vez, ocorre se a tarefa consistir em associagBes puramente
arbitrarias, como na associagéo de pares, quebra-cabeca, labirinto, ou
aprendizagem em séries e quando falta ao aluno o conhecimento
prévio relevante necessario para tornar a tarefa potencialmente
significativa, e também (independente do potencial significativo contido
na tarefa) se o aluno adota uma estratégia apenas para internaliza-la
de uma forma arbitraria, literal (por exemplo, como uma série arbitraria
de palavras). (Ausubel et al., 1980: 23 apud Almeida, 2016, p. 36).

Como ja discutido anteriormente, a Modelagem Matematica consiste na
transformacéo de situacdes da realidade em problemas mateméticos, na qual as
solugcbes encontradas serdo analisadas e interpretadas na linguagem usual.
Nessa trajetoria, o professor esta suscetivel a se deparar com modelos em que
as ferramentas matematicas requeridas nao estejam ao alcance do aluno, sendo
necessarias algumas adaptacdes. Com relacdo a essa adaptacédo, Biembengut
e Hein (2000, p. 28) afirmam que:

[...] Existem também as dificuldades de adequacdo ao curriculo
estabelecido legalmente e a possibilidade do acompanhamento
simultaneo, por parte do professor, dos temas escolhidos a priori pelos
alunos.

Diante disso, devem ser feitas algumas adaptacdes que tornem
possivel a utilizacdo da modelagem mateméatica como metodologia de
ensino-aprendizagem sem, contudo, perder a linha mestra que é o
favorecimento a pesquisa e posterior criagdo de modelos pelos alunos,
e sem desrespeitar as regras educacionais vigentes. E o que
denominamos modelacdo matematica.
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Assim, temos que a Modelagem no ensino é intitulada Modelacéo
Matematica, a qual se difere da Modelagem por ter um curriculo a ser cumprido

em um determinado periodo de tempo. Sobre isso, Pires (2009, p. 50) afirma

[...] concluimos que na educacéo béasica em que se tem um curriculo
para ser cumprido, uma lista de contetdos a serem analisados em um
determinado periodo de tempo, a modelacdo é uma importante
ferramenta para o desenvolvimento do processo de ensino e
aprendizagem de maneira significativa, diferenciando-se da
modelagem que no momento em que o tema é escolhido, ndo se sabe
guais sao os conteldos matematicos que serdo explorados.

A Modelagdo Matematica desenvolve cada modelo seguindo as

etapas da Modelagem: interacdo, matematizacdo e modelo. Sobre isso, tem-se

Na modelagdo, o professor pode optar por escolher determinados
modelos, fazendo sua recriagdo em sala, juntamente com os alunos,
de acordo com o nivel em questdo, além de obedecer ao curriculo
inicialmente proposto. E imperativo que se tenham varios modelos a
disposicdo para que se possa optar “entre os modelos” e ndo “pelo
modelo”. O periodo do uso deste ou daquele modelo, em classe, o seu
aprimoramento ou adaptac&o cabem ao professor e ao seu bom senso.
(BIEMBENGUT; HEIN, 2000, p. 29).

Sintetizadas as etapas da Modelagem Matemética em: interacdo —
reconhecimento da situacao-problema e familiarizacdo; matematizacdo -
formulacdo e resolucédo do problema; e modelo matematico — interpretacéo e
validacdo; Biembengut e Hein (2016) destacam também que na etapa de
matematizacdo, deve-se acrescer ao processo o desenvolvimento do contetdo
matematico necessario para a formulacdo e resolucdo e a apresentacdo de
exemplos e exercicios analogos para aprimorar a apreensao dos conceitos pelo
aluno.

Biembengut e Hein (2016) afirmam que a condicdo necesséria para o
professor implementar Modelagem no ensino é ter audacia, vontade de modificar
sua pratica e disposicdo de conhecer e aprender, uma vez que essa proposta
abre caminho para descobertas significativas. Restringir-se ao livro didatico nas
aulas é toler os raciocinios, ideias e argumentos dos alunos. E preciso que
participem ativa e efetivamente do processo ensino-aprendizagem para a
construcdo concreta do conhecimento.

Ainda sobre esta metodologia, Pires (2009, p. 45) salienta que esta pode :

- estimular a criatividade do aluno ;

- desenvolver a habilidade na resolucdo de problemas ;



25

- melhorar a compreensao dos conceitos matematicos ;
- promover o interesse pela disciplina ;
- aproximar a Mateméatica de outras areas do conhecimento ;

- ressaltar a importancia da Matematica na formacgéo do aluno.

A funcdo exponencial € um objeto matematico explorado, muitas vezes,
por meio de contextualizagdes inadequadas nos livros didaticos, que trazem
problemas com dados ficticios que ndo traduzem situagcdes reais. Logo, ndo
devemos nos limitar ao uso unico e exclusivo do livro didatico nas aulas. Quanto
a essa afirmacdao, tem-se nos PCN+:

Aulas e livros, contudo, em nenhuma hipétese resumem a enorme
diversidade de recursos didaticos, meios e estratégias que podem ser

utilizados no ensino das Ciéncias e da Matematica (BRASIL, 2002, p.
53)

Assim, vemos na Modelacdo Matematica uma estratégia para incentivar
os professores, junto a seus alunos, a buscar em diferentes situacdes cotidianas
e levar essa realidade para sala de aula para que possam obter e validar os
modelos matematicos que solucionem os problemas originais promovendo uma

aprendizagem significativa.
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CAPITULO 2

Neste capitulo, apresentaremos uma sequéncia de atividades para o
ensino da funcdo exponencial de forma intuitiva, bem como sua resolugéo
seguindo as etapas da Modelagcdo Matemética.

A sequéncia de atividades é composta por duas partes: na Parte | sdo
propostas oito situac6es modeladas pela funcéo exponencial, as quais deverdo
ser desenvolvidas em duplas ou trios para confrontar diferentes pontos de vista
acerca de suas resolucdes; na Parte Il propomos a construcdo dos graficos em
planilhas eletronicas de célculo referentes as oito situacdes desenvolvidas na
Parte |, bem como questionamentos sobre as propriedades das curvas tracadas.
Por fim, concluidas as partes | e Il, formalizaremos a definicdo de funcao

exponencial.

2.1. A sequéncia de atividades

Funcao Exponencial

TURMA: 1° ano do Ensino Médio.

OBJETIVO: Identificar e analisar situagdes que possam ser modeladas por uma
funcdo exponencial, bem como identificar, construir e analisar o gréfico de
uma funcéo exponencial.

COMPETENCIAS/HABILIDADES: Utilizar a matematica na interpretacdo de
fendmenos. Aplicar os conhecimentos matematicos em situagdes reais.
TEMPO ESTIMADO: 12 horas-aula de 50 minutos.!

! A hora-aula é o padrido estabelecido pelo projeto pedagdgico da escola, a fim de distribuir o conjunto
dos componentes curriculares em um tempo didaticamente aproveitavel pelos estudantes, dentro do
respeito ao conjunto de horas determinado para a Educagdo Basica, para a Educacgdo Profissional e para
a Educacdo Superior (MINISTERIO DA EDUCACAO CONSELHO NACIONAL DE EDUCACAO, acesso em
13/01/2018, http://portal.mec.gov.br/cne/arquivos/pdf/CEBOS.pdf)
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PARTE |

ATIVIDADE 1: O acetilcisteina é um medicamento indicado nos

processos congestivos e/ou obstrutivos das cavidades nasais e
paranasais. Sua meia-vida é de 6,25 horas; ou seja, apos ingerida, leva
pouco mais de seis horas para que a quantidade ingerida inicialmente caia
pela metade.

Se uma pessoa tomou 8 ml de xarope de acetilcisteina, preencha a tabela
e responda: apds quanto tempo restara apenas 1 ml desse medicamento

em seu organismo?

_ Quantidade de medicamento presente no
Tempo decorrido (h) _
organismo (ml)

0 8

Supondo que essa pessoa tenha ingerido uma Unica dose, ap0s quanto

tempo essa pessoa tera 0,125 ml desse xarope no organismo??

ATIVIDADE 2: Em 1987, ocorreu o maior acidente radioativo do Brasil em

Goiania - GO, quando dois catadores de lixo levaram para casa um
aparelho de radioterapia que encontraram enquanto vasculhavam as
antigas instalacfes do Instituto Goiano de Radioterapia. O aparelho
continha césio-137, um material radioativo com meia-vida de 30 anos.

Sabendo que o local do acidente s6é podera ser habitado de novo quando

2 Atividade 1: Informag®es para elaboragdo da primeira atividade constam no buldrio eletrénico da
Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria —  ANVISA. Acesso em 08/10/2017,
http://www.anvisa.gov.br/datavisa/fila_bula/frmVisualizarBula.asp?pNuTransacao=5915082017&pldAn
ex0=5760942.
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a quantidade de ceésio-137 se reduzir, por desintegracdo, a 3—12 da

guantidade inicialmente presente, em que ano o local poderéa ser habitado

novamente?

Tempo decorrido (em anos) Fracéo da quantidade inicial restante

0 M,
1
30 EMO
11 1\2 1
60 —=M =(—) ‘My=-M
2 20972 07470
90 111M_(1)3M_1M
222 °97\2 07 gm0

Sabendo que a capsula de chumbo que estava no aparelho de
radioterapia abandonado continha por volta de 20 gramas de cloreto
de césio-137, qual a quantidade desse material radioativo no ano em que

o local podera ser habitado novamente?®

ATIVIDADE 3: Escherichia coli (mais conhecida como coliforme fecal) &

um tipo de bactéria presente no intestino e, na maioria dos casos,

3 Atividade 2: Baseada no texto “O maior acidente radioativo do mundo” (p. 254-255) da secdo “A
matematica e as praticas sociais” do livro didatico Matematica — Contexto e AplicagGes, Volume 1,
extraido e adaptado de www.brasilescola.com/quimica/acidente-cesio137.htm.
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responsavel por infeccées alimentares. Sabe-se também que a populacdo
de uma colbnia da bactéria E. coli dobra a cada 20 minutos.
a) Considere um processo iniciado com apenas uma bactéria e preencha a

tabela a seguir:

Tempo decorrido (em periodos de 20 ] - .
minutos) Numero de bacteérias E. coli
0 1
! 2
2
3
4
5

b) Quantas bactérias E. Coli existirdo depois de 2 horas? E depois de 3
horas?

c) Apos t periodos de 20 minutos, quantas bactérias E. Coli existirdo?

d) Quanto tempo leva para que a populacdo de bactérias E. Coli ultrapasse
15 mil bactérias? Sugestao: Construir uma tabela numa planilha eletrénica
de calculos, definindo a relacdo encontrada no item anterior para o calculo
do namero de bactérias E. Coli em funcdo do tempo em periodos de 20

minutos.4

ATIVIDADE 4: A poupanca é um dos investimentos mais populares do

Brasil, j& que é um tipo de investimento financeiro de baixo risco e,
consequentemente, rendimento baixo, mas garantido pelo governo até
um determinado valor. A poupanca € regulada pelo Banco Central e sua
remuneracao € de aproximadamente 0,5% ao més.

a) Supondo um investimento de R$ 1500,00 na poupanca, preencha a

tabela a sequir:

4 Atividade 3: Baseada na quest3o de vestibular da Universidade Federal de Minas Gerais — UFMG, 2004
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Tempo de aplicagcdo (em meses)

Capital acumulado (em R$)

0 1500

1 1500 + 0,005 - 1500
2

3

Use aproximag¢des com duas casas decimais.

b) Qual o valor do capital acumulado ao final de um ano? E em t meses?

c) Apo6s quanto tempo o capital acumulado tera superado R$ 2000,00?°

ATIVIDADE 5: O cheque especial é destinado a clientes bancarios com

limite de crédito aprovado. Ele é utilizado pelo correntista quando ndo ha

saldo suficiente para pagamento de contas, cheques ou saques em

dinheiro. Se houver utilizacdo desse limite de crédito sdo cobrados

encargos mensais que, segundo pesquisa da fundacéo Procon divulgada

em fevereiro de 2017, ficaram por volta de 13,5% ao més.

a) Supondo a utilizagcdo de um crédito do cheque especial de R$ 1500,00;

preencha a tabela a seguir:

Tempo de utilizacdo do cheque

especial (em meses)

Valor da divida a pagar (em R$)

0

1500

1500 + 0,135 - 1500

1
2
3

b) Qual o valor da divida a pagar ao final de um ano?

c) Que relacdo podemos estabelecer entre o tempo de utilizagcdo do

cheque especial (em meses) e o valor da divida a pagar (em reais)?

d) Ap6s quanto tempo a divida tera superado R$ 2000,00?°

> Atividade 4: Referéncia de dados obtidos em Banco Central do Brasil. Acesso em 08/10/2017,

www4.bcb.gov.br/pec/poupanca/poupoanca.asp.

6 Atividade 5: Baseada em dados divulgados pela fundagdo PROCON-SP. Acesso em 08/10/2017,

WWW.procon.sp.gov.br/noticia.asp?id=5205.


http://www.procon.sp.gov.br/noticia.asp?id=5205
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ATIVIDADE 6: O tabagismo € reconhecido pela Organizacdo Mundial da

Saude como doenca epidémica que causa dependéncia fisica,
psicolégica e comportamental. Trata-se de um problema de saude publica
global que mata milhares de pessoas em todo o mundo.

Ao fumar, a nicotina, presente nos cigarros, é rapidamente absorvida
pelos pulmdes, chegando em poucos segundos a circulagdo sanguinea e
ao cérebro. Em média, a meia-vida da nicotina € de duas horas, ou seja,
a quantidade de nicotina presente no corpo de uma pessoa reduz pela
metade a cada duas horas.

Quando os neurdnios sentem falta dessa substéncia, provocam agitacéo,
nervosismo e falta de concentracdo, o que leva a pessoa a fumar
novamente, repetindo assim o0 ciclo. Em cada cigarro ha
aproximadamente 2 mg de nicotina dos quais 20% séo de fato absorvidos
pelo organismo e lancados na corrente sanguinea.

Considerando o consumo de um cigarro:

a) Preencha a tabela:

Tempo (em horas) | Quantidade de nicotina no sangue (em mg)
0 0,4
2 0,4-0,5
4 04-0,5-0,5=0,4-(0,5)2
6 0,4-(0,5)%-0,5=0,4-(0,5)3
8
10

b) Que relacdo ha entre a quantidade y de nicotina (em mg) presente no
corpo de uma pessoa t horas ap6s o consumo, desconsiderando uma
guantidade inicial que porventura se tenha no organismo?

c) Qual é a quantidade de nicotina presente no organismo, proveniente
daguele cigarro, apés 24h? Dado: (0,5)2 = 0,00024.

t
d) Considere as expressdes y = 0,4-(0,5)z e y = 0,4 (0,7)%. Qual delas

representa a relacdo entre a quantidade y de nicotina (em mg)


http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/acoes_programas/site/home/nobrasil/programa-nacional-controle-tabagismo/tratamento-do-tabagismo
http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/acoes_programas/site/home/nobrasil/programa-nacional-controle-tabagismo/tratamento-do-tabagismo
http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/acoes_programas/site/home/nobrasil/programa-nacional-controle-tabagismo/tratamento-do-tabagismo
http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/acoes_programas/site/home/nobrasil/programa-nacional-controle-tabagismo/tratamento-do-tabagismo
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presente no corpo de uma pessoa e o tempo t apds o consumo (em

horas)?’

ATIVIDADE 7: Uma piscina tem capacidade para 100 m® de agua.

Quando a piscina estd completamente cheia, é colocado 1kg de cloro na

piscina. Agua pura (sem cloro) continua a ser colocada na piscina a uma

vazdo constante, sendo o excesso de agua eliminado através de um

ladrdo. Depois de 1hora, um teste revela que ainda restam 900g de cloro

na piscina.

a) Que quantidade de cloro restard na piscina 2 horas apds sua

colocacao? E apés 10 horas?

b) E apds meia hora de aplicacdo?

c) E apoés thoras?®

ATIVIDADE 8: De acordo com as informacbes do IBGE (Instituto

Brasileiro de Geografia e Estatistica), a populacéo brasileira nos anos de

2013 a 2017 foram dados pelos nimeros a seguir:

Ano Numero de habitantes (em milhdes)
2013 201,03
2014 202,77
2015 204,45
2016 206,08
2017 207,66

7 Atividade 6: Dados obtidos no site do Instituto Nacional do Cancer José Alencar Gomes da Silva - INCA
- a partir da leitura do texto “Cigarros eletrénicos: o que sabemos? Estudo sobre a composi¢ao do vapor e
danos a saude, o papel na redugédo de danos e no tratamento da dependéncia de nicotina”. Acesso em
08/10/2017, http://lwww1.inca.gov.br/inca/Arquivos/cigarros_eletronicos.pdf.
8 Atividade 7: Situagdo proposta no capitulo 3 — p. 43 do livio Temas e Problemas, SBM — Colecéo do
Professor de Matematica, resolvida e comentada pelo Professor Paulo Cezar Pinto Carvalho na video-aula
intitulada PAPMEM - Janeiro de 2016 - Fungdo Exponencial. Acesso em 09/10/2017,
https://www.youtube.com/watch?v=wo6SUM1gwAk&t=88s.


https://www.youtube.com/watch?v=wo6SUM1gwAk&t=88s
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Com base nos dados apresentados na tabela, calcule a razao entre
0 numero de habitantes brasileiros de dois anos consecutivos (faca
aproximagodes usando duas casas decimais). Em seguida, utilize a tabela

a seguir para organizar as razoes.

NUmero de Razao entre o nimero de
Ano (t) habitantes (em habitantes brasileiros de dois
milhdes) anos consecutivos
n=1 2013 201,03 | -eeeememe------
n=2 2014 202,77 20277 _ 1,00865542 = 1,01
- ’ 201,03 -
n=3 2015 204,45
n=4 2016 206,08
n=>5 2017 207,66

Agora responda:

a) A razdo entre o numero de habitantes de um determinado ano e do
ano imediatamente anterior € constante, ou seja, 0 numero de
habitantes de um determinado ano € proporcional ao nimero de
habitantes do ano imediatamente anterior?

b) Sendo H, o numero de habitantes num determinado ano, tem-se

H. 7 . .
-1 =k, naqualn € N e k é uma constante de proporcionalidade, ou

n

ainda, H,,; = k- H,. Atribua valores para n para generalizar uma

expressao que represente a situacdo estudada.
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Paran =0 H,=k-H,
Paran =1 Hy,=k-H, =k-k-Hy=k?-H,
Paran = 2
Paran =3
Paran =4
Paran

c) Determine os valores de k e H, . Qual sentenca matematica modela a
situacéo apresentada?

d) Usando a féormula encontrada no item c, encontre a estimativa para a
populacédo brasileira no ano de 2017 e compare seu resultado com
namero apresentado na tabela. S&o valores préximos?

e) Faca uma estimativa da populacéo brasileira para o préximo ano.®

Ao concluir a PARTE I, espera-se que os alunos tenham constatado que
em todas as situacdes propostas tem-se o produto de uma constante positiva
por uma base real fixa e a variavel no expoente, o0 que chamamos de “fungéo do
tipo exponencial”.

Sugere-se uma discussao com a turma sobre as conclusdes obtidas a
partir das andlises e resolu¢des das oito situacBes propostas nessa primeira

parte da sequéncia de atividades e, assim, prosseguir com a segunda parte.

PARTE Il

1. Numa planilha eletrbnica de calculos, construa e complete as

seguintes tabelas referentes as situacdes trabalhadas:

9 Atividade 8: Situagdo proposta no trabalho intitulado “Modelagem Matematica e o Efeito Estufa” e
apresentado na VI Conferéncia Nacional sobre Modelagem na Educagcdo Matematica (2009) de autores
Angela Maria L. Geroldémo e Rodolfo Eduardo Vertuan da Universidade de Londrina — UEL. Dados
atualizados com base nas informagfes trazidas no site do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica —
IBGE, www.ibge.gov.br/estatisticas-novoportal/sociais/populacao.html.



a) _ATIVIDADE 1: Acetilcisteina

Tempo decorrido (h)

Quantidade de medicamento no organismo (ml)

0

8

6,25

4

12,5

18,75

25

31,25

37,5

43,75

50

56,25

62,5

b) ATIVIDADE 2: Acidente Radioativo

Tempo decorrido (em anos) Quantidade restante de césio-
137 (9)
0 20
30 10
60
90
120
150
180
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c) ATIVIDADE 3: Bactérias E. Coli

Tempo decorrido (em periodos de 20 | Numero de bactérias E.
minutos) Coli
0 1
1 2
2 4
3
4
5
6
7
8
9
10

d) ATIVIDADE 4: Poupanca

Tempo de aplicacdo (em meses)

Capital acumulado (em R$)

0

1500*(1,005”0)=1500,00

100

1500%(1,005*100)=2470,00

200

300

400

500

600

700

800

900

1000
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e) ATIVIDADE 5: Cheque Especial

37

Tempo de utilizacdo do cheque especial (em | Valor da divida a pagar

meses)

(em R$)

0

1500,00

3

6

9

12

15

18

21

24

f) ATIVIDADE 6: Tabagismo

Tempo (em horas)

Quantidade de nicotina no sangue (em mg)

0 0,4
2 0,2
4 0,1
6
8




g) ATIVIDADE 7: Piscina

38

Tempo decorrido (em horas)

Quantidade de cloro presente na piscina (em g)

0 1000,0
1 900,0
2 810,0
3
4
5
6
7
8
9
10

h) ATIVIDADE 8: Populag&o Brasileira

n Ano Numero de habitantes (em milhdes)
1 n=1- 2013 201,33
50 n =50 - 2062 202,77
100 n =100 - 2112 204,45
150 n =150 —» 2162 206,08
200 n=200- 2212 207,66
250 n = 250 - 2262
300 n =300 - 2312
2. Selecione as duas colunas da primeira tabela e clique em “Inserir”, logo
apos, “Grafico” e “Dispersao”. Na sequéncia, escolham por “pontos e
linhas”, pois estamos tratando de valores continuos, apesar de
representarmo-los de forma discreta na tabela.
Nomeie 0s eixos, intitule o grafico e repita o procedimento para cada
uma das tabelas do item anterior.
3. Nos graficos anteriormente construidos, quais curvas sdo crescentes?

Existe alguma relacdo entre a base da poténcia em cada uma das

formulas que descrevem as situagfes anteriores e o crescimento ou
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decrescimento das curvas correspondentes? O que podemos concluir
sobre iss0?
4. Determinada a formula que descreve cada situacao, o que podemos

afirmar sobre o ponto de intersecc¢éo da curva com o eixo y no grafico?

Na confeccao dos graficos, optamos por unir os pontos — solicitamos que
os alunos escolham “pontos e linhas”. Ainda que ndo tenhamos uma suavidade
no traco dos graficos - 0s pontos que representam as variaveis discretas serao
unidos por segmentos de reta, fizemos essa escolha tendo em vista que a funcéo
exponencial seré definida para x € R.

ApoOs o término do desenvolvimento da PARTE IlI, acredita-se que o0s
alunos sejam capazes de identificar a curva que descreve uma funcao do tipo
exponencial, analisar o crescimento ou decrescimento dessa curva, bem como
notar quéao rapido cresce a funcdo exponencial (de base maior do que 1) quando
a variavel independente aumenta, ou ainda, quéo rapido decresce.

Na sequéncia, discutiremos a resolucdo das situacdes propostas na

sequéncia de atividades por meio da Modelacdo Matematica.

2.2. A Modelacdo Matematica na sequéncia de atividades

As atividades propostas ha secéo anterior, ou seja, a 12 parte, explora a
ideia intuitiva de funcédo exponencial por meio de oito situacdes elaboradas a
partir de dados reais. Neste momento, a definicdo formal ndo é tratada. Tais
situacfes devem ser apresentadas aos alunos, organizados em duplas, para que
possam discutir e chegar as solucgdes.

O uso de uma calculadora é sugerido para resolucdo de algumas
situacdes, como por exemplo, a situacdo 4 — Poupanca. O célculo manual é
desnecessario, pois iria despender muito tempo e assim, corre-se o risco de que
o foco da situacédo de ensino ndo seja compreendido pelos alunos. Portanto, os
alunos poderao usar a calculadora sempre que julgarem necessario.

A segunda parte traz a construcéo de graficos relacionados as situacdes
propostas na PARTE |. Para o desenvolvimento de todas as atividades dessa

secao, os alunos deverao utilizar o laboratoério de informatica.
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Além disso, na PARTE IlI, o objetivo é que, tendo um intervalo maior de
valores na tabela, os alunos analisem as curvas relacionadas as formulas que
descrevem cada situagdo para comparar e conhecer suas caracteristicas.
Levariamos muito tempo, caso nao utilizassemos as planilhas eletrénicas e os
alunos as construissem manualmente, mesmo usando uma calculadora.

Dessa forma, sugere-se o uso do “Calc”, a planilha eletronica de calculos
do BrOffice, software livre e gratuito.

Na sequéncia de atividades apresentada, hd mais de um tema que
permeia as situagOes propostas. Para iniciar a primeira etapa da Modelacao
Matematica, a Interacdo, deve-se fazer uma breve exposicdo sobre os temas
das situacdes e levantar questdes com o intuito de instigar os alunos a
participarem. Por exemplo: O que significa o termo “biparticdo”? Como as
bactérias se reproduzem? Ja analisaram a bula de um medicamento? O que
significa o termo meia-vida? Conhecem o material radioativo césio-137? Ja
ouviram falar no maior acidente radioativo do Brasil em Goiania? Sabem qual a
taxa atual de juros do cheque especial? E da poupanca? Que quantidade de
nicotina existe em um cigarro? Em quanto tempo a nicotina de um cigarro &
eliminada do organismo? E possivel elimina-la totalmente? Qual o nimero de
habitantes no Brasil? E possivel fazer uma projecéo para os proximos anos?.

Delineadas as situacOes que pretendemos estudar, os alunos deverao
pesquisar a respeito das questdes levantadas para o reconhecimento e
familiarizacdo com as situacfes. Estima-se que seja necessario duas aulas-hora
para o desenvolvimento dessa etapa.

Na aula seguinte, damos inicio a matematiza¢do, na qual os alunos
receberdo a “PARTE I” da sequéncia de atividades. Sugere-se o trabalho em
duplas — ou trios — objetivando incentivar a discussao entre os alunos para que
exponham suas intuicdes, criatividade e experiéncia.

A matematizacdo, subdividida em formulacdo e resolucdo, sera
desenvolvida em seis horas-aula (o tempo de desenvolvimento € uma estimativa,
uma vez que o perfil da cada sala € peculiar, podendo ser estendido ou
reduzido). O preenchimento das tabelas permite que os alunos analisem as
caracteristicas presentes nas situacfes propostas.

Na ATIVIDADE 1, uma vez discutido e compreendido o termo “meia-vida”,

acredita-se que os alunos concluam com facilidade que na situacdo 1 restara 1
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ml do medicamento no organismo apos 18,75 horas, ou ainda, apds 18 horas e

45 minutos e, 0,125 ml apds 1 dia 13 horas 30 minutos. Basta seguir a tabela

algumas linhas (ver Tabela 4).

Tabela 4: Preenchimento da tabela “Acetilcisteina” — PARTE |

Tempo decorrido Quantidade de medicamento presente no

(h) organismo (ml)
0 8

6,25 4

12,5 2

18,75 1
25 0,5

31,25 0,25

37,5 0,125

A mesma ideia se mantém na situacdo 2, os exemplos analogos daréo

uma visdo mais clara sobre o assunto, suprindo deficiéncias, preenchendo

possiveis lacunas quanto ao entendimento do contetdo (Biembengut e Hein,

2016). Além de tratar novamente da “meia-vida”, a situagao 2 mostra que nao é

necessario conhecer a quantidade inicial de césio-137 que foi disseminada para

responder a primeira questdo, ou seja, para saber que o local poderd ser

habitado novamente decorridos 150 anos do acidente em 1987 (ver Tabela 5).



Tabela 5: Preenchimento da tabela “Acidente Radioativo” — PARTE |

Tempo decorrido (em anos) Fracdo da quantidade inicial restante
0 M,
1
30 EMO
11 1\2
*0 2'2M0=(3) Mo=3Mo
90 111 _(1)3M_1M
222 ° 2 07 g0
120 1111 _<1>4M L
2222 °°\2 0716 °
150 11111 _(1)5M L
22222 °\2 073270
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Para responder a segunda questdo, ou seja, a quantidade de material

radioativo ainda existente no local do acidente em 2137 dado que a capsula de

chumbo que estava no aparelho de radioterapia abandonado continha por volta

de 20 gramas de cloreto de césio-137, basta que o aluno substitua M, por 20 na

expressao 312M0 , obtendo assim 0,625 g; ou ainda, 625 mg.

Na situacao 3, deve-se inicialmente preencher a tabela no item a (Tabela

6).

Tabela 6: Preenchimento da tabela “Bactérias E. Coli” — PARTE |

Tempo decorrido (em periodos de 20

NUmero de bactérias E. Coli

minutos)
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32
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No item b, constatado que a quantidade de bactérias é sempre o dobro da
guantidade anterior, o numero de bactérias E. Coli depois de 2 horas sera
dobrado de acordo com o numero de periodos de 20 minutos que compdem 2
horas, logo, 2 horas correspondem a 6 periodos de 20 minutos. Entdo, 2° = 64,
ou seja, existem 64 bactérias decorridas 2 horas. Para 3 horas, tem-se que 3
horas correspondem a 9 periodos de 20 minutos e 2° = 512, portanto, 512
bactérias decorridas 3 horas.

Com isso, nota-se que a relacao entre o tempo decorrido e o nimero de
bactérias é dado por 2¢, respondendo assim ao item c.

No ultimo item, uma vez deduzida a féormula que modela a situacéo,
2t para t periodos de 20 minutos, 0os alunos deverdo resolver a desigualdade
2t > 15000. Supondo valores arbitrarios para t, conclui-se que o nimero de
bactérias supera 15 mil apds 14 periodos de 20 minutos, ou seja, 4 horas e 40
minutos, ja que 23 = 8192 e 21* = 16384.

A resolucgéo da atividade 4 inicia-se também com o preenchimento de uma
tabela (Tabela 7).

Tabela 7: Preenchimento da tabela “Poupanc¢a” — PARTE |

Tempo de aplicacéo (em _
meses) Capital acumulado (em R$)
0 1500
1 1500 + 0,005 - 1500 = 1500 - 1,005 = 1507,50
) 1500 - 1,005 + 0,005 - (1500 - 1,005)
= 1500 - (1,005)% = 1515,04
3 1500 - 1,0052 + 0,005 - (1500 - 1,0052)
= 1500 - (1,005)3 = 1522,61

No item b, a express&o “1500 - (1,005)¢, para t meses” descreve a relagéo
entre o tempo de aplicacdo na poupanca de um capital de R$ 1500,00 e o tempo
decorrido da aplicacéo. Logo, ao final de um ano, tem-se 1500 - (1,005)'? como
montante, ou seja, R$ 1592,51.

Para responder o item c, busca-se a solu¢do da inequacdo 1500 -
(1,005)t > 2000. Como n&o tratamos dos logaritmos, supde-se valores
arbitrarios para t até que 1500 - (1,005)¢ supere 2000. Tem-se 1500 - (1,005)%7 =
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1993,22 e 1500 -(1,005)°® = 2003,19, portanto, 0 montante terda superado
R$ 2000,00 ap6s 58 meses, ou seja, 4 anos e 10 meses.

A atividade 5 foi proposta com o intuito de fazermos uma comparagao
entre 0s juros pagos pelo banco ao corrigir o valor depositado em poupanca
(atividade 4) e os juros pagos ao banco quando feito o uso do cheque especial.

Iniciamos a resolucdo com o preenchimento da tabela apresentada no

item a (Tabela 8).

Tabela 8: Preenchimento da tabela “Cheque Especial” — PARTE |

Tempo de utilizagdo do cheque .
_ Valor da divida a pagar (em R$)
especial (em meses)

0 1500

1500 + 0,135 - 1500 = 1500 - (1 + 0,135)

! = 1500 - 1,135 = 1702,50
, 1500 - 1,135 + 0,135 - (1500 - 1,135)

= 1500 - (1,135)% = 1932,33
; 1500 - 1,135% + 0,135 - (1500 - 1,1352)

= 1500 - (1,135)3 = 2193,20

No item seguinte, o valor da divida a pagar ao final de um ano é dado pela
expressdo 1500 - (1,135)2. Portanto, o valor a ser pago é de R$ 6855,53.

A férmula “1500 - (1,135)¢, para t meses” relaciona o valor a ser pago ao
banco por t meses da utilizacdo de um crédito de R$ 1500,00 no cheque
especial, o que responde o item ¢ da atividade 5.

O dltimo item é respondido s6 com a analise dos valores da tabela
preenchida no item a, pois em 3 meses a divida ja tera superado R$ 2000,00.

Concluidas as atividades 4 e 5, ressalta-se aos alunos a grande
discrepancia entre os valores produzidos num curto espaco de tempo entre as
duas correcdes; a intencdo com a proposta dessas situacdes também é alerta-
los sobre o risco da utilizacao de créditos bancarios.

Na atividade 6, retoma-se o conceito de meia-vida e também iniciamos o

item a com o preenchimento de uma tabela (Tabela 9).



45

Tabela 9: Preenchimento da tabela “Tabagismo” — PARTE |

Tempo (em horas) | Quantidade de nicotina no sangue (em mg)
0 0,4
2 04-05=0,2
4 0,4-0,5-0,5=0,4-(05)%=0,1
6 0,4-(0,5)%+0,5=0,4-(0,5)3 = 0,05
8 0,4-(0,5)3-0,5=0,4-(0,5)* = 0,025
10 0,4-(0,5)*-0,5=0,4-(0,5)° =0,0125

Como a meia-vida da nicotina é, em média, 2 horas, nota-se que o
expoente da base 0,5 é metade do tempo decorrido do consumo dessa
substancia. Espera-se que essa relagdo se torne evidente ao aluno apos ter a
tabela preenchida. Assim, no item b, a expressao que relaciona a quantidade y

de nicotina (em mg) presente no organismo de uma pessoa, t horas apos o
t
consumo, é dada por y = 0,4 - (0,5)z.

t
Apés 24 horas, tem-se t = 24 na expressao y = 0,4-(0,5)2, ou seja,
0,000096 mg de nicotina restam no organismo de uma pessoa apos 1 dia do seu

consumo, o que responde o item ¢ da atividade 6.
t
No item d, espera-se que o0s alunos notem que 0,4-(0,5)2=0,4-
17t t , ~ .
[(0,5)2] =0,4-,0,5 e, usando a aproximagao .0,5=0,7, cheguem a

conclusdo de que a manipulacdo da expressédo y = 0,4 - (0,5)5 resulta em y =
0,4-(0,7)%, ou seja, representam 0 mesmo comportamento.

Na situacdo 7, espera-se que os alunos, mesmo sem preencher uma
tabela, consigam perceber que a perda de cloro nos periodos consecutivos de 1
hora ndo € a mesma, ja que ao entrar agua pura na piscina, a quantidade de
cloro que sai da piscina é cada vez menor. E conveniente uma discussdo com a
turma acerca dessa conjectura — caso a turma nao a faca, questione-os sobre
tal fato, saliente que o que € constante, em cada um destes periodos, € a
variacao relativa: se 10% do cloro foi eliminado na primeira hora, 0 mesmo ocorre
em cada hora seguinte. Logo, ap0s 2 horas da colocagédo de cloro na piscina

havera uma perda de mais 90g, ou seja, restard 810g de cloro na piscina.
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Como os alunos ainda ndo tem a definicdo de funcdo exponencial
formalizada, para responder ao item 7c — quantidade de cloro na piscina apos t
horas da aplicacdo, os alunos podem relacionar a situagdo com a progressao
geomeétrica (1000g,900g,810g,...). Assim, sendo o primeiro termo dessa
sequéncia a, = 1000 e razdo q = 0,9, tem-se a, = 1000-(0,9)¢, na qual t
representa o numero de horas decorridas da aplicacao do cloro e, portanto, t €
Z... Uma vez que os alunos cheguem na férmula a, = 1000 - 0,9¢, retoma-se os
itens a e b, caso ainda ndo os tenham feito, para responder “apés 10 horas de
aplicacéo” e “apés meia hora de aplicagédo”. Apdés 10 horas, tem-se 1000 -
(0,9)1° = 348,68 e ap6s meia hora 1000 - (0,9)%> = 948,68, ou seja, 348,68 g e
948,68 g de cloro, respectivamente

A oitava e Ultima situacdo trata de uma estimativa para o niumero de
habitantes brasileiros nos proximos anos. Para isso, a situacdo € iniciada
propondo aos alunos que encontrem a razdo entre o numero de habitantes

brasileiros de dois anos consecutivos (Tabela 10).

Tabela 10: Preenchimento da tabela “Razao entre o nimero de habitantes
brasileiros de dois anos consecutivos” — PARTE |

_ Razé&o entre o numero de
Numero de habitantes ) o )
Ano (t) L habitantes brasileiros de dois
(em milhdes) _
anos consecutivos
n=1- 2013 201,03
n=2- 2014 202,77 202,77 1,00865542 = 1,01
= d = =
’ 201,03 ' ’
n=3- 2015 204,45 204,45 .
20277 1,00828525 = 1,01
n=4-2010 206,08 206,08 _ 1 00797261 = 1,01
204,45~ -
207,66 _ 1,00766693 = 1,01
n=5- 2017 207,66 206,08 -
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Constatado que a razdo k entre o numero de habitantes H,,; de um
determinado ano e H,, do ano imediatamente anterior é constante, uma nova
tabela é proposta a fim de reforcar aos alunos a relacdo da progressao
geométrica com as situacdes apresentadas (Tabela 11).

Tabela 11: Preenchimento da tabela “Generalizar expressao” referente ao
item b da atividade 8 — PARTE |

Paran = 0 H, = k- H,
Paran =1 Hy,=k-H; =k -k-Hy=k? H,
Paran = 2 Hy=k-H, =k -k?-Hy=k3-H,
Paran =3 H,=k-H; =k k3 -Hy=k*-H,
Paran = 4 He=k-H,=k-k*-Hy=k>-H,
Paran Hypy=k-H,=k-k"-Hy=k"*1-H,

Para responder ao item 8c — a sentenca matematica que modela a
situacdo, os alunos deverdo escolher pares ordenados do tipo
(n; nimero de habitantes), noqual n e Nen =t — 2012, sendo t o0 ano. Essa
atribuicdo de valores deve ser discutida com os alunos também. Qualquer que
sejam suas escolhas, o modelo obtido pelos alunos sera H, = (1,008)™-
199,435. Ao determinar o numero de habitantes em 2017, os alunos encontrarao
H, = (1,008)" - 199,435. Assim, Hs = (1,008)° - 199,435 = 207,54 (em milhdes
de habitantes), um namero bem préximo do real.

Em seguida, pretende-se estudar os graficos de uma fungéo exponencial,
mesmo sem defini-la. Para isso, os alunos deveréo preencher as tabelas acerca
das oito situacdes ja trabalhadas e construir os gréficos correspondentes a cada
uma delas. O uso das planilhas eletrénicas de calculo nesse momento €
essencial para obtermos um intervalo maior de valores nas tabelas preenchidas
anteriormente, sem que se torne um trabalho cansativo, ja que uma vez definida
numa célula da planilha a expressao que descreve a situacao, podemos estendé-
la para as demais células. Além disso, objetivamos analisar as caracteristicas e
propriedades que envolvem tais graficos. Nesse momento, iniciamos a ultima

etapa da modelagdo matematica: modelo matematico, na qual os alunos irdo
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interpretar e validar o modelo que solucionou cada uma das situacdes
apresentadas.

Para a construcdo do grafico referente a atividade 1, deve-se construir e
preencher a tabela apresentada. Como na PARTE | ndo generalizamos uma
expressao que descreve a situacdo 1, é provavel que os alunos preencham a
tabela simplesmente dividindo pela metade o valor da célula “quantidade de

medicamento no organismo (ml)” como na Figura 5.
Figura 5: Tabela referente a situacao 1 — “Acetilcisteina”.

i acetilcisteina.ods - BrOffice.org Calc

Arguive Editar Exibir  Inserir  Formatar Ferramentas Dades Janela Ajuda

B2l = 2 EERYE R D @ 24

© | Arial “/lo | N JT S |== == B %
c15 v K E = |
A B =
1 | Tempo decorrido (h) | Quantidade de medicamento no organismo (mil)
2 0 8,000000
3 6,25 4 000000
4 12,5 2000000
5 18,75 1,000000
6 29 0,500000
7 31,25 0.250000
8 375 0.125000
9 43,75 0,062500
10 a0 0.031250
11 06,25 0.015625
12 62,9 0,007813
13

Para construcao do gréfico, todos os passos estdo descritos na tarefa 2
da PARTE Il. Neste caso, tem-se uma curva exponencial decrescente, ja que a

guantidade do medicamento no organismo € cada vez menor (Figura 6).



Quantidade de medicamento no arganismo (mi)

Figura 6: Grafico referente a situacdo 1 — “Acetilcisteina”.
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Como a segunda situacédo também trata da meia-vida de uma substéancia,

a coluna “quantidade restante de césio-137” podera ser preenchida dividindo-se

pela metade a quantidade anterior, pois o tempo decorrido (em anos) aumenta

de 30 em 30 anos (Figura 7).

Figura 7: Tabela referente a situagcdo 2 — “Acidente Radioativo”.

i Acidente Radioativo.ods - BrOffice.org Calc

Arquive Editar Exibir Inserir  Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

BBl N BEAR VS KR D @
R Arial «w v NT S ===-= B %
B12 v K E = |
A :

1 | Tempo decorrido (em anos) | Quantidade restante de césio-137 (g)

2 0 20,0000

3 30 10,0000

4 60 5,0000

5 90 25000

6 120 1,2500

7 150 06250

8 180 03125

9
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O grafico que representa a situacdo 2 também é uma curva exponencial
gue decresce (Figura 8). Acreditamos que os alunos ja comecem a identificar o

traco de uma curva exponencial decrescente.

Figura 8: Grafico referente a situacdo 2 — “Acidente Radioativo”.
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Tempo decorrido (erm anaos)

Na PARTE | da sequéncia de atividades, generaliza-se a expressao que
descreve a reproducao de bactérias E. Coli no item ¢ da atividade 3. Assim, para
preencher a tabela apresentada na PARTE Il, os alunos tém a opcéo de digitar
na célula B2, a expressdo 2"A2; na célula B3, a expressdo 2"A3 (ver Figura 9)
e estender a formula para as demais células. Caso seja necessario, liste os

simbolos usados nas planilhas eletrénicas para as operacdes matematicas.
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Figura 9: Tabela referente a situacdo 3 — “Bactérias E. Coli”.

i Bactérias E. Coli.ods - BrOffice.org Calc

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados

Janela  Ajuda

BBl s || RERIVE KB D @ i

CEd | Al vl v NJ S =s=== % ¥
L21 vl K E = |
B

1 | Tempo decorrido {em periodos de 20 minutos) | Nimero de bactérias E. Coli
2 0 1

3 1 2

4 2 4

5 3 8

6 4 16

7 5 32

8 6 64

g 7 128

10 8 256

1 9 512

12 10 1024

13

Agora, a representacdao grafica correspondente a situacao trata-se de uma

curva exponencial crescente, pois 0 numero de bactérias aumenta com o

decorrer do tempo (ver Figura 10).

Figura 10: Grafico referente a situagéo
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A situacdio 4 traz o rendimento de um capital aplicado em poupanca. E

importante discutir com os alunos que o rendimento da poupanca é mensal e

nao diario como as demais aplicagcbes, ou seja, cada aplicacdo s6 rende uma

vez por més, sempre no dia em que o dinheiro foi aplicado, conhecido como

“aniversario” da aplicagao. Com isso, se o dinheiro for resgatado antes do

aniversario, o juro referente aquele més nao sera pago pelo banco.

Para completar a tabela apresentada nessa situagao, sugere-se mais uma

vez que os alunos definam a féormula que descreve essa situagcdo e estendam a

generalizacdo para as outras células (Figura 11), pois o foco agora é a andlise

da curva (Figura 12) e néo a realizacdo dos calculos.

Figura 11: Tabela referente a situacao 4 — “Poupanca’.

i Poupanga.ods - BrOffice.org Calc

Arquive  Editar  Exibir  Inserir  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajuda

T B-EH= | BER Y S e
'@ [Adan vz M NJT S| =s==-=s &
SOMA v| fx ® «# |=15007(1,005"A3)
& e
1 | Tempo de Aplicacdo (em meses) | Capital Acumulado (em R$)
2 0 1500
B 100 —1500%(1,005AA3)
4 200 4067 .28
5 300 6697 45
B 400 11028, 49
7 500 1816026
8 600 29903 93
9 700 49241 86
10 800 8108503
1 900 13352016
12 1000 219863 44

13
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Figura 12: Grafico referente a situacdo 4 — “Poupanca’.
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A situacdo 5 traz a cobranca de juros no cheque especial em funcéo do
tempo de utilizagdo do dinheiro. Tais juros sao cobrados mensalmente, embora
seu célculo seja diario. Para o preenchimento da tabela “Cheque Especial”’ tem-
se a expressdo =1500*%(1,135"A2) definida na célula B2; =1500%(1,135"A3)
definida na célula B3 e analogamente nas demais (Figura 13). Tal expressao ja
fora determinada na atividade 5, item c da PARTE I.

Figura 13: Tabela referente a situacdo 5 — “Cheque Especial’.

i@ Cheque Especial.ods - BrOffice.org Calc

Arquive Editar  Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

BB & EERVE KBRS D @ N il @

Pl [l [z F|NT S| =s==-=s By % 5% Tr 9% | &= o=
B2 v| & E = |=1500"1,1354A2
A :

1 |Tempo de ufilizacdo do cheque especial (em meses) |Valor da divida a pagar (em R$)
e | 0 1500

3 3 21932

4 6 320676

5 9 468872

] 12 685554

7 15 1002373

8 18 14656,04

9 21 2142912

10 24 3133228

11
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O grafico que corresponde a essa situacdo também € uma curva

exponencial crescente (ver Figura 14).

Figura 14: Grafico referente a situacédo 5 — “Cheque Especial”.
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A situacao seguinte, sobre o tabagismo e a a¢ao da nicotina no sangue,
se assemelha a situacdo 1. A agdo da nicotina € constante no organismo da
pessoa que a consumiu, ou seja, em qualquer fracdo do tempo tem-se a nicotina
agindo no organismo, cada vez em quantidade menor, mas sempre presente.
N&o falaremos sobre limite nesse trabalho, mas podemos deixar a questao para
uma reflexdo: a nicotina vai desaparecer no organismo da pessoa que a
consumiu?

Ao preencher a sexta tabela (Figura 15), é provavel que os alunos dividam
o valor da quantidade de nicotina (em mg) pela metade para encontrar a
guantidade seguinte, o que nao é problema. Sugere-se definir a férmula numa

célula para estendé-la para as demais quando for facilitar o trabalho do aluno.
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Figura 15: Tabela referente a situacdo 6 — “Tabagismo”.

a Tabagismo.ods - BrOffice.org Calc

Arquive  Editar  Exibir Inserir  Formatar Ferramentas Dados  Janela  Ajuda

‘8 (2 & BERVE KB D

©@d | Arial vl |« N T §S|==== .
E17 vl & = = |
A B

1 | Tempo (em horas) | Quantidade de nicotina no sangue (em mg)
2 0 0.4000

3 2 0.2000

4 4 0,1000

5 6 0,0500

6 8 0,0250

7 10 00125

R

A representacdo grafica da situacdo 6 é uma curva exponencial
decrescente como as anteriores que tratavam da meia-vida de uma substancia
(Figura 16).

Figura 16: Grafico referente a situacdo 6 — “Tabagismo”.
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Para a tabela referente a situacdo 7 (Figura 17), acreditamos que a
definicdo da formula facilite o preenchimento da tabela. Tal situacdo fora

generalizada no item c da atividade 7 — PARTE I.

Figura 17: Tabela referente a situacédo 7 — “Piscina”.

i Piscina.ods - BrOffice.org Calc

Arquive Editar Exibir |nserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
BB RER Y KEE-F D @
C@d | Aral [0 v N T S = B % %8 9

D21 v| A E = |

A B
Tempo decorrido (em horas) | Quantidade de cloro presente na piscina (em g)

0 1000,00
900,00
810,00
729,00
656,10
590,49
531,44
478,30
430 47
387 42
348 .68

wWlen || |[w| k| w|r| =

—_
L=

O 0O (= | T [N b | a2 (PO [ —

11
12
13

—
=

A quantidade de cloro na piscina diminui 10% da quantidade restante com
o decorrer do tempo, pois agua pura continua sendo colocada na piscina e 0

excesso eliminado. Assim, a curva exponencial é decrescente (Figura 18).
Figura 18: Grafico referente a situacao 7 — “Piscina”.
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Para a ultima tabela, “populagao brasileira”, deve-se inserir uma coluna “n
=1, 2, 3, ...” para representar os anos 2013, 2014, 2015, ... (ver Figura 19) para
gue possamos construir sua representacado gréafica (ver Figura 20). Assim como
na situacado da “poupanca”, deve-se aumentar 0 tempo no eixo X para que se

evidencie a curva exponencial.

Figura 19: Tabela referente a situacao 8 — “Populacao Brasileira”.

a Populagdco Brasileira.ods - BrOffice.org Calc

Arquive  Editar  Exibir Inserir  Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

BBl [ BER I VE KB D (

C@d | Adal “lm v NJT S| ==== B
G15 v A E = |
A B C

1 n Ano Nimero de habitantes (em milhdes)

2 1 n=1— 2013 201,03

3 50 n=50— 2062 297,05

4 100 n=100—2112 442 44

5 150 n=150 — 2162 658,99

b 200 n=200—2212 981,54

7 250 n=250— 2262 1461.,96

8 300 n=300—2312 2177 51

Figura 20: Grafico referente a situacdo 8 — “Populacao Brasileira”.

Populacdo Brasileira

2500

2000

g

1000

Numero de habitantes (em milhdes)

Ana



58

Construidos todos os graficos solicitados, ainda restam duas questdes a
serem respondidas: sobre o crescimento e decrescimento de cada grafico e a
relacdo entre a base da poténcia em cada uma das formulas que descrevem as
situacdes, bem como o ponto de intersec¢do da curva com o eixo y no grafico.

Sugere-se uma retomada sobre curvas crescentes e decrescentes, caso
seja necessario. E importante que os alunos saibam analisar e diferenciar as
curvas crescentes nas situagbes “Bactérias E. Coli”, “Poupanga”, “Cheque
Especial”’, “Populagao Brasileira” das decrescentes: “Acetilcisteina”, “Acidente
Radioativo”, “Tabagismo”®, “Piscina”. Além disso, acreditamos que com a
retomada das férmulas 2t — Bactérias; 1500 - (1,005)! — Poupanca; 1500 -
(1,135)t — Cheque Especial e 0,4 - (0,7)t — Tabagismo; 1000 - (0,9)¢ — Piscina —
(ndo solicitamos férmula para as situagbes “Acetilcisteina” e “Acidente
Radioativo”), os alunos possam identificar que o crescimento ou decrescimento
esta relacionado com as bases das poténcias das formulas encontradas, mais
especificamente, se a base real da poténcia estiver entre 0 e 1, entdo teremos
uma curva decrescente, ao passo que se a base for maior do que 1, a curva sera
crescente. Caso essa relacdo ndo seja estabelecida pelos alunos, sugere-se
guestionamentos até que evidenciem tal propriedade.

Na ultima questéo, basta que o aluno perceba que ao atribuir o valor 0
(zero) para a variavel t (representado no eixo das abscissas) - ja que estamos
discutindo a interseccdo com o eixo y - a variavel dependente serd sempre a
constante que multiplica a poténcia, uma vez que qualquer poténcia diferente de
zero elevada a zero é 1 e 1 € o elemento neutro da multiplicacao.

Concluida a PARTE Il da sequéncia de atividades, além das propriedades
descritas nos paragrafos anteriores — crescimento e decrescimento e sua relacao
com a base a, interseccdo da curva com o eixo das ordenadas; espera-se
também que os alunos saibam identificar a imagem de uma fungéao exponencial.

Como o dominio é o conjunto dos nimeros reais, a imagem é dada por |0, + .
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2.3. Apresentacéo da funcdo exponencial

Desenvolvidas as partes | e Il da sequéncia de atividades proposta, é
esperado que os alunos conhecam as principais caracteristicas da funcao
exponencial e seu comportamento. Nesse momento, daremos nome ao
conteudo trabalhado.

Na verdade, fizemos um trabalho numa ordem inversa aos apresentados
pelos livros didaticos que costumam definir a funcéo e depois propor exercicios
de aplicacao, trazendo muitas vezes dados ficticios ndo condizem com os dados
reais.

Apresentar a definicdo de um conteudo que os alunos ja conhecem se
torna muito mais facil e significativo, pois ao definir a funcdo exponencial, por
exemplo, os alunos ja associardo cada variavel com o papel que cada uma
assume numa situacdo. A familiarizacdo com as expressdes da sentido a
definicao.

Segue a definicdo de funcao exponencial dada por lezzi e Dolce (2010):

Chama-se funcdo exponencial qualquer funcdo f de R em R} dada por
uma lei da forma f(x) = a*, em que a € um nimero real dado, a >0ea # 1.

Da definicdo acima, ha restricbes em relagdo a base a. De fato:

1
- Se a < 0, nem sempre 0 numero a* é real, como, por exemplo, (—3)z ¢

-Se a =0, tem-se

quando x > 0,y = 0 = 0 (funcdo constante)
quando x < 0,ndo se define 0* (por exemplo,0~3)
quando x = 0,ndo se define 0°

-Se a = 1, para todo x € R, a funcdo dada por y = 1* = 1 é constante.

Com isso, da definicao de funcdo exponencial decorrem as propriedades:

- Na func&o exponencial cuja lei é y = a*, tem-se que parax = 0,y = a° =
1, ou seja, o par ordenado (0,1) satisfaz aleiy = a* paratodoa (a >0ea # 1).
Isso que dizer que o grafico da fungcédo y = a* intersecta o eixo dos y no ponto
de ordenada 1.

- Se a > 1, a fungao definida por f(x) = a* é crescente.

-Se 0 < a < 1, afuncao definida por f(x) = a* é decrescente.
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- Paratodoa > 0ea # 1, tem-se

a*t = a*2 & x; = x,, quaisquer que sejam 0s nUmeros reais x; € x.

- Como ja visto, para todo a > 0 e todo x real, tem-se a* > 0; portanto o
gréafico da funcéo definida por y = a* estd sempre acima do eixo das abscissas.

Se a > 1, entdo a* aproxima-se de zero quando x assume valores
negativos cada vez menores.

Se 0 <a< 1, entdo a*aproxima-se de zero quando x assume valores
positivos cada vez maiores.

Logo, pode-se afirmar que o conjunto imagem da funcdo exponencial
dada pory =a* é Im = {y € R|]y > 0} = R}.

Convém nesse momento destacar que as fungdes exponenciais
multiplicadas por uma constante positiva, f(x) = b-a*, sao chamadas de
“fungao do tipo exponencial’.

Reservamos mais 4 horas-aula para discussdo com os alunos sobre as
restricbes a > 0 e a # 1 e 0 comportamento das curvas para valores a esquerda
do zero no eixo X.

Note que a definicho e as propriedades agora apresentadas,
provavelmente ja haviam sido identificadas pelos alunos, por meio do
desenvolvimento da sequéncia de atividades proposta. Além disso, esse estudo
pode ser util para o estudo de equacdo e inequacdo envolvendo funcgdes
exponenciais.

A confeccdo e andlise dos gréficos realizadas na segunda parte da
sequéncia de atividades proposta permite um estudo mais detalhado da equacéo
e inequacao exponencial, assuntos que sao tratados logo em seguida ao ensino
da funcéo exponencial, segundo o Curriculo do Estado de S&o Paulo (ver Tabela
1).

Por muitas vezes, na resolucdo de inequac¢des, acabamos decorando
regras como “sentido da desigualdade se mantém para a > 1 e se inverte para
0 < a < 1”. Mas o importante é esclarecermos a veracidade dessa afirmacao,

podemos adotéa-la, desde que seja compreendida (Figura 21).
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Figura 21: Propriedade para resolucdo de inequacdes exponenciais

= Se a > 1 (funcdo crescente) = Se 0 < a < 1 (funcdo decrescente)
g sk ¥
y=a y=a*
| ax’
E a2
X x" 0 )'<2 X
x, < x, & a1 < av X, < X, yafi> a2
0 sentido da desigualdade se mantém. 0 sentido da desigualdade se inverte.

Assim, por exemplo, para resolver em R a inequacdo 2* > 64, reduzimos os dois membros a mesma base:
2% >: 28
e, como a base é maior que 1, temos:
X>6
= {x € R|x > 6}

Ja para resolver, em R, a inequagdo 0,3** 3 > 1, fazemos: 0,3%*3 > 0,3° e, como a base estd entre

0 e 1, temos:

2x+3<0=>x<—-%—

S={x€[R€|x<—%}

Fonte: lezzi (2010, p. 148).

Acreditamos que apdés o desenvolvimento da sequéncia de atividades
proposta neste trabalho, fique evidente que a inverséo do sinal da desigualdade
na resolugcéo de inequagdes exponenciais, com 0 < a < 1, ocorre por envolver
uma expressao que trata de uma funcéo exponencial decrescente, ou seja, para
x; < x,, tem-se a*t > a*z. Tal fato ndo ocorre quando tratamos de uma funcéo

exponencial crescente, na qual, para x; < x,, tem-se a*t < a*z.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho abordamos situagdes reais que podem ser modeladas pela
funcdo exponencial para compor uma sequéncia de atividades.

Propusemos situacbes que trazem dados e informacBes atuais e
utilizamos a Modelagédo Matemética como metodologia de ensino-aprendizagem,
mostrando que elas atendem as etapas dessa estratégia de ensino - interacgéao,
matematizacdo e modelo.

Ao discutir as solucdes das situacdes relacionando-as com as trés etapas
acima citadas, exemplificamos o desenvolvimento da Modelacdo Matemética e,
dessa forma, incentivamos o professor a identificar as oportunidades e as
possibilidades de adotar a Modelacdo em suas préticas pedagdgicas.

Destacamos a importancia de selecionar outras fontes de consulta para a
preparacdo das aulas para que o professor ndo se atenha somente aos livros
didaticos que muitas vezes trazem dados desatualizados ou até ficticios, sem
nenhuma conexao com a realidade, o que pode causar desinteresse por parte
dos alunos.

A apresentacdo de um conceito, tratado inicialmente de forma intuitiva, se
torna mais clara e compreensivel. Ao apresentar o conceito, os alunos poderao
estabelecer a relacdo entre as variaveis envolvidas identificando o modelo
matematico que descreve tal relagcéo.

Por fim, esperamos que este trabalho possa contribuir com a prética do
professor em sala de aula, promovendo ao aluno o estimulo a discussao,
argumentacéo, reflexdo, compreensdo e ao desenvolvimento de sua

criatividade.
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ANEXO

Funcao Exponencial para professores

Este anexo trata de alguns conhecimentos importantes que o professor
necessita para aplicacdo dessa proposta.

Tratamos do Principio da Inducdo Finita e, em seguida, da definicdo e
caracterizacao da funcao exponencial.

Como garantir que as expressdes encontradas em cada atividade
proposta realmente modelam a situacao para infinitos valores, visto que nos
baseamos nos valores limitados aqueles contidos nas tabelas para encontra-las?
Por exemplo, na atividade 3 — Bactérias E. Coli, a expressdo 2¢ descreve o
namero de bactérias para quaisquer periodos de 20 minutos? Como provar isso?
Usando o Principio da Inducé&o Finita!

Tomemos a definicdo dada por Morgado e Carvalho (2014, p. 3-4):

Suponhamos que desejemos provar uma propriedade P(n) relativa ao
namero natural n seja valida para todos os valores naturais de N. Ou seja,
desejamos provar que o conjunto X = {n|P(n)}, que é um subconjunto de N &,
na verdade, igual ao proprio N. Pelo axioma da Inducé@o'® basta mostrar que 1 €
X e gue o sucessor de cada elemento de X também esta em X. Em termos da

propriedade P(n), isto equivale a mostrar que:

i. P(1) évalida;
ii. Para todo n € N, a validez de P(n) implica na validez de P(n+1).
Verificados estes dois fatos, conclui-se a validez de P(n) para todos os

valores de n.

O axioma da Inducdo pode ser reescrito como abaixo, usando a
linguagem de propriedades (nesta forma, ele costuma ser chamado de Principio

da Inducdo Finita ou da Inducdo Matematica):

10 Axioma da Inducdo: Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X ¢ N). Se 1 € X e se,
alémdisso, n+ 1 ¢ X, paracadan € X, entdo X = N.
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Seja P(n) uma propriedade relativa ao numero natural n. Suponhamos

que

i.  P(1) é valida.

i. Paratodon € N, avalidez de P(n) implica na validez de P(n + 1).

Entédo, P(n) é valida paratodon € N.

Morgado e Carvalho (2014, p. 4-5) ainda trazem que:

A verificacdo de que P(1) é valida costuma ser chamada de caso base de
uma demonstracgéo por indugéao, enquanto a demonstracéo de que a validez de
P(n) implica na validez de P(n + 1) & chamada de passo de indugdo. O passo
de inducdo costuma gerar confusdo no primeiro contato com a demonstracdes
por inducdo. Pode parecer, a primeira vista, que estamos usando, na
demonstracdo, exatamente aquilo que desejamos provar (ou seja, P(n)). Na
verdade, o segundo passo requer a prova da implicagédo P(n) - P(n+ 1). Como
ocorre na prova de qualquer implicacao, isto é feito admitindo a validez do
antecedente, ou hipotese (neste caso chamada de hipotese de inducéo) P(n) e
mostrando que, dai, decorre a validez do consequente, ou tese P(n + 1).

No caso da bactérias E. Coli, tem-se:

i. P(1) significa que apés um periodo de 20 minutos existem duas
bactérias, 21 = 2. O que pode ser confirmado pelo gréfico.

ii. Suponhaque paraalgumt €N, P(t) € verdadeira, isto €, parat —
ésimos periodos de 20 minutos, tem-se 2! bactérias formadas.
Como, por hipotese, cada bactéria se biparte a cada 20 minutos,
entdo o numero de bactérias formadas sera sempre o dobro das
bactérias ha 20 minutos. Logo, apo0s (t+ 1) periodos de 20

minutos, teremos 2 - 2t = 2t*1 ou seja, 2t*! bactérias formadas.

Conclui-se, portanto, que P(t + 1) é verdadeira e assim, por indugéo, a
proposicao vale para qualquer t € N, o que significa que apos t periodos de 20
minutos, tem-se 2¢ bactérias formadas.

Para apresentacdo da definicdo, tomemos o conceito dado por Lima
(2012, p. 201-202):

Seja a um numero real positivo, que suporemos sempre diferente de 1. A

funcdo exponencial de base a, f:R — R*, indicada pela notacdo f(x) = a*,
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deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y €
R:

1) a*-a”¥ = a**7;

2) a' = a;

3) x<y-a*<a’quandoa>lex <y - a’ <a*quando0<a<1;

4) A funcédo f:R — R*, definida por f(x)=a* ¢€ ilimitada
superiormente;

5) A funcado exponencial é continua;

6) A funcao exponencial f: R — R*, f(x) = a*,a # 1, é sobrejetiva.

E como ter certeza que o modelo adequado para um determinado
problema é uma funcdo exponencial? Para isso devemos analisar se o
crescimento (ou decrescimento) da funcéo se da de modo geométrico, é preciso
saber quais séo as propriedades caracteristicas dessa funcéo. Vejamos entédo a
caracterizacao da funcéo exponencial mais uma vez dada por Lima (2012, p.207-
208):

Teorema: Seja f:R — R*, uma fungcdo mondtona injetiva (isto €,

crescente ou decrescente). As seguintes afirmacgdes sao equivalentes:

(1) f(hx) = f(x)" paratodon € Z e todo x € R;
(2) f(x) = a* paratodo x € R, onde a = f(1);
3) f(x+y) = f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragdo: Provaremos as implicagdes (1) = (2) = (3) = (1). Afim
de mostrar que (1) — (2) observamos inicialmente que a hipdtese (1) acarreta

gue, para todo numero racional r = % (com m € Zen €N) tem-se f(rx) =

f(x)". Com efeito, como nr = m, podemos escrever

f@ra)™ = f(nrx) = f(mx) = F (™, 10go f(rx) = f(x)n = f(x)".

Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a" para
todo r € Q. Para completar a demonstracao de que (1) = (2) suponhamos, a fim
de fixar ideias, que f seja crescente, logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por
absurdo, que existaum x € R tal que f(x) # a*. Digamos, por exemplo, que seja

f(x) < a*. (O caso f(x) > a* seria tratado analogamente). Entdo, pelo Lema I,
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existe um namero racional r tal que f(x) < a” < a*, ou seja, f(x) < f(r) < a*.
Como f é crescente, tendo f(x) < f(r) concluimos que r < x. Por outro lado,
temos também a" < a*, logo r < x. Esta contradicdo completa a prova de que

(1) = (2). As implicacdes restantes, (2) = (3) e (3) = (1) s&o Obvias.

Dessa forma, temos que f(x) = 2%, g(x) = G)x e h(x) = (1,5)*, comx €
R sédo exemplos de funcdo exponencial. Mas e as fungbes f(x) = 2-3%, g(x) =
3- (%)x com x € R; é uma funcdo exponencial? Na verdade ndo ha um nome

especifico para uma funcdo exponencial multiplicada por uma constante positiva,
mas o termo “fungao do tipo exponencial” para referir-se a funcéo g(x) = b - a* -
definida logo a seguir - € adotado pelo IMPA (Instituto Nacional de Matematica
Pura e Aplicada) e, por isso, também adotaremo-lo nessa pesquisa.

Vejamos a definicdo e a caracterizacao de uma fungéo do tipo exponencial
dada por Lima (2012, p. 208-209):

Dizemos que uma funcdo g: R — R € do tipo exponencial quando se tem
g(x) =b-a* paratodo x € R, onde a e b sdo constantes positivas. Sea > 1, g
e crescenteese 0 <a <1, g é decrescente.

Se a funcédo g: R — R é do tipo exponencial entdo, para quaisquer x,h €
R, 0s quocientes

969 _ b _ 1 o 9EHR) _ n
g(x) g(x)

dependem apenas de h, mas ndo de x. Mostraremos agora que vale a reciproca.

Lema I: Fixado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R* existe
alguma poténcia a”, comr € Q.
Teorema (Caracterizacdo das funcdes do tipo exponencial): Seja g: R —

R* uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que, para

g(x+h)—g(x)

x,h € R quaisquer, 0 acréscimo relativo e

dependa apenas de h, mas

g()
g(0)’

Demonstragéo: Como vimos acima, a hipétese feita equivale a supor que

p(h) =

ndo de x. Entdo, se b = g(0) e a = tem-se g(x) = ba* paratodo x € R.

( ) mdepende de x. Substituindo, se necessario, g(x) por f(x) = g(x),

f(x+h)

onde b = g(0), obtemos f:R - R* monétona injetiva, com o

independente
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de x e, agora, com f(0) = 1. Entdo, pondo x = 0 na relacdo ¢(h) =f—;x(;;1),

obtemos ¢(h) = f(h) para todo h € R. Vemos assim que a funcdo monétona
injetiva f cumpre f(x+ h) = f(x)- f(h), ou seja, f(x +h) = f(x) - f(h) para
quaisquer x,y € R. Segue-se entdo do teorema anterior que f(x) = a*, logo

g(x) = bf(x) = ba*, como queriamos demonstrar.



