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RESUMO

Eduardo Estevio Machado !

Mariana Garabini Cornelissen Hoyos2

Os conjuntos de Julia receberam esse nome em homenagem ao matemaético frances Gaston
Maurice Julia, quem estudou tais conjuntos e suas propriedades em 1915. Esses conjuntos sao
formados por pontos z no plano complexo cuja érbita por uma funcao complexa é limitada.
Nesse trabalho, apresentamos um estudo sobre os conjuntos de Julia gerados pela funcgao
fo(2) = 22 + ¢, onde ¢ uma constante complexa, chamados Conjuntos de Julia Quadréticos.
Mostramos que, para cada ¢ € C temos um conjunto de Julia associado, que pode ser uma
figura simples como um circulo ou como um intervalo na reta real, como pode ser também
um fractal, dependendo da constante ¢ escolhida. Além disso, apresentamos também um
algoritmo para gerar tais conjuntos de Julia com o uso do software Geogebra.
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ABSTRACT

The sets of Julia were named after the French mathematician Gaston Maurice Julia, who
studied such sets and their properties in 1915. These sets are formed by points z in the
complex plane whose orbit by a complex function is limited. In this work, we present a study
about the Julia sets generated by the function f.(z) = 2% + ¢, where ¢ a complex constant,
called Quadratic Julia Sets. We show that for every ¢ € C we have a set of associated Julia,
which can be a simple figure as a circle or as a range in the real line, as can be also a fractal,
depending on the constant ¢ chosen. In addition, we also present an algorithm to generate
such sets of Julia using Geogebra software.

Key words: Julia Set. Fractal. Iteration.
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1 Introducao

Os conjuntos de Julia sao conjuntos no plano complexo que surgem do estudo da dinamica
polinomial complexa. Os conjuntos de Julia receberam esse nome em homenagem a Gaston
Julia. Gaston Maurice Julia foi um matematico frances que viveu entre 1893 a 1978 e foi quem
descobriu essa familia de conjuntos e primeiro explorou suas propriedades. O interesse de
Julia nestes conjuntos originou-se de um artigo de Arthur Cayley intitulado de “The Newton-
Fourier imaginary problem”([1]) no qual Cayley estudou as raizes da fungao f(z) = 2° + ¢,
onde z € C e ¢ é uma constante complexa. Julia estudou nao apenas funcoes de grau 3 e
sim fungoes polinomiais de vérios graus e até fungoes racionais, como por exemplo a funcao
f(z) = 24 + % + s + ¢ Seus estudos se basearam nas iteragoes destas fungoes e
Julia percebeu varios comportamentos interessantes. Sua obra prima sobre esses conjuntos
foi publicada em 1918 [2].

Nesta dissertacao estudamos a familia dos conjuntos de Julia gerados pela funcao quadratica
fo(2) = 22+ c onde z é uma varidvel complexa e ¢ é um parametro (constante fixa) complexo.
O conjunto de Julia, denotado por J., gerado pela fungao f.(z) é definido como sendo a fron-
teira do que chamamos de conjunto de Julia preenchido, denotado por K.. Ja o conjunto de
Julia preenchido, K., é por definicao o conjunto de pontos do plano complexo que possuem
6rbita limitada pela funcao f.(z). Tais conjuntos possuem comportamento bastante interes-
sante e para cada ¢ € C temos um conjunto de Julia K. associado, como pode ser visto na
figura abaixo.

i ¥ R

Figura 1: Conjunto de Julia preenchido:(a) ¢ = —0.74 + 0.12¢ (b) ¢ = 0.37 — 0.28i (c)
c=0.2740.01i (d) c=0.15 (¢) c =i (f) ¢ = —1.312

Na préxima secao, apresentamos as principais defini¢oes e resultados necesséarios para o
entendimento deste trabalho. Na secao 3 definimos e exemplificamos os conjuntos de Julia
originados do caso f.(z) = 22 +c¢. Na segao 4 descrevemos um algoritmo para construgao dos
Conjuntos de Julia e geramos imagens desses conjuntos com o auxilio dos softwares Geogebra
e ChaosPro.



2 Conceitos Preliminares

Nesta secao introduzimos alguns conceitos e resultados que sao utilizados no desenvolvi-
mento desse trabalho. Iniciamos definindo o conjunto dos nimeros complexos, que sera o
ambiente no qual trabalhamos.

2.1 Numeros Complexos

Definigao 2.1 (Conjunto dos nimeros complexos) O conjunto dos nimeros comple-
zos, denotado por C, € o conjunto

C={(z,y)/z,y € R}

munido das sequintes operagoes:
21+ 22 = (21, 91) + (02, 42) = (21 + 22, Y1 + 1)

2129 = (5317 yl)-@z, yz) = (%372 — Y1Y2, T1Y2 + $2y1)

Note que a operagao de multiplicacao é comutativa, isto €, z1.29 = 29.27.

Exemplo 2.1 Se z; = (1,2) e 2o = (2,0) entdo

a4 m=(1,2)+(2,0) = (1+2,240) = (3,2)

2oz =(1,2)-(2,0)=(1-2-2-0,1-042-2) = (2,4)

Dizemos que dois nimeros complexos z; = (71,¥1) € 22 = (T2, y2) sa0 iguais se, e somente
se, suas coordenadas sdo iguais, ou seja: 21 = 2o <= (21,11) = (T2,Y2) <= x1 = T3 €
y1 = yo. Portanto, o nimero complexo z = (z,y) serd nulo se, e somente se, z =y = 0.

Dado z = (z,y) € C, temos a seguinte notagao:

xr = Re(z) = parte real de z.
y = Im(z) = parte imaginaria de z.

Fazendo a identificacao dos pares ordenados da forma (z,0) com o nimero real z, vemos
que R C C. O par ordenado (0,y) é chamado de nimero imaginério puro.

Observacgao 2.1 Observe que, de acordo com a defini¢ao de multiplicacao de dois nimeros
complezos,temos:

(0,1).(0,1) = (~1,0)

ou seja, (0,1)* = —1 (sequndo nossa identificagao (—1,0) = —1). O par ordenado (0,1) serd
denotado por i e chamado de unidade imagindria. Observe ainda que

(0,y) = (y,0).(0,1) = (0,1)(y, 0)

donde
(@,y) = (2,0) + (0,y) = (z,0) + (0,1).(y,0) = = + iy



Essa outra maneira de representar o nimero complexo z = (x,y) vista acima, dada por
x+1y, ¢ mais utilizada ao realizar operagoes basicas com os niimeros complexos, como a mul-
tiplicagao. Com essa representacao, podemos multiplicar dois nimeros complexos utilizando
a distribuitividade, lembrando que 2 = —1.

Exemplo 2.2 Considere os nimeros complexos zy = (3,2) =3+ 2i e 25 = (5,6) = 5 + 6i.
Assim,
2120 = (3,2).(5,6) = (34 21).(5 4 61) =

= (3.542.6.i%) + (3.6 + 2.5)i = (15 — 12) + (18 + 10)i = 3 + 28i

Os ntimeros complexos também podem ser representados geometricamente como pontos
do plano cartesiano (figura abaixo).
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Figura 2: Representacao Geométrica

Dessa forma, usando a mudanca de coordenadas polares, temos:
z = (z,y) = (Rcost, Rsenf)

onde R = /2% 4+ y? é chamado de médulo de z e denotado por |z| e § é o angulo orien-
tado positivamente (sentido antihordrio) entre o semieixo positivo do eixo z e o vetor (z,y),
chamado de argumento de z, denotado por arg(z). Assim,

z =2 + iy = Rcosh + iRsenf = R(cosb + isend)

que é conhecida como forma polar de z. Usando a férmula de Euler
e = cosb + isend
segue que
z = (1,y) = 2 + iy = R(cosd + isend) = Re"
Essa representacao polar é muito 1til ao realizarmos operagoes com niimeros complexos, como
poténcias.

O conjugado de um nimero complexo z = a + bi é definido por Z =a — bn

Proposicao 2.1 No conjunto dos nimeros complexos sao vailidas as sequintes propriedades:



(i) i+ =2+
(i) 21 % =71 72
(iii) 77 = =
(iv) |a]* =271
(v) |z1] = [z]
(vi) |21 + 22| < |z1| + |22] (desigualdade triangular)
(vii) |21+ 22| 2> [21| = |22

Demonstracao: A demonstragao dos itens (i), (i) e (iii) seguem trivialmente da definigao
de conjugado de um nimero complexo. Os itens (iv) e (v) seguem do fato que |a+bi| = |a—bi|
e (a + bi)(a — bi) = a®> + b* = |z|>. Para demonstrar a desigualdade triangular, item (vi),
observe que:

|21 + 22’2 = (21 + 22)(Z1 + Z2) = 2171 + 2223 + (2172 + Z122)

= |21 + |2’ + 2172 + 2122 = |21]? + |22]? + 2Re(2122)

< |z + |22l + 2|21 2]

= (Ja1| + |2])?

Logo, |21 + 22| < |z1] + |22|. J4 a demonstragao do item (vii) segue da desigualdade
triangular:

|21] = |21 + 22 — 22| < |21+ 22| + | — 22] = |21 + 22| + |22

|21] = J22| < |21 + 22

Abaixo, lembramos a definicao de uma regiao circular no plano complexo.
Definigao 2.2 (Disco) O disco de centro no ponto zy e raio p > 0 € o conjunto de pontos
D ={z€eC| |z— 2| < p}.

A seguir, apresentamos a funcao quadratica complexa fundamental desse trabalho.
Uma fungao complexa nada mais é do que uma funcao definida no conjunto dos ntimeros
complexos com imagens complexas, isto é:

fiACC—C

que associa a cada nimero complexo z € A um tnico nimero complexo w = f(z) € C.



Exemplo 2.3 (Funcdo Quadrdtica f.(z) = 2>+ c,c€C)
fe:C—C

222+
¢ uma funcao complezxa.

Note que se z = Re? entdao 2% = R?e'?. Portanto, a funcao f(z) = 2% transforma o vetor
z em um vetor f(z) cujo comprimento (médulo) é igual ao quadrado do comprimento de z e
cujo argumento é o dobro de arg(z). Geometricamente, temos uma dilatagao (se R > 1) ou
contragao (se R < 1) seguida de uma rotagao de 6, em sentido anti horério.

ya

20

0 R ) \ _

2com R>1

Figura 3: Transformacdo de z = Re' por f(z) = z
J& a fungio f.(2) = 2? + ¢, que usamos neste trabalho, onde ¢ é uma constante complexa,
nada mais é do que a funcao acima seguida de uma translagao do vetor c.
Para entender os conjuntos de Julia, objeto de estudo desse trabalho, precisamos de mais
alguns conceitos e definigoes que apresentamos abaixo.

2.2 Orbita de um ponto

Chamamos de orbita de um ponto zy por uma funcao complexa f definida para todo C a
sequéncia de pontos dada por

20 f(Z()), f(f(zo))> f(f(f(ZO)))7 B

Denotamos por f™(z) = f(f(f(..., f(20)))), onde n € N, e por Of(z) a drbita do ponto

g
n vezes

2o pela funcao f.

Definigcao 2.3 (Orbita limitada) Dada uma fun¢ao complexa f e um ponto zy, dizemos
que Of(z) € limitada se existe M € R, M > 0 tal que

’fn(ZO)’ < M> Vn €N

Dizemos que a orbita escapa para infinito se |f"(z)| — +o00 se n — +oo.



Se f(xg) = zo entao xy é dito um ponto firo de f. Note que se xy é um ponto fixo entao
f"(xg) = xo para todo n € N e Oy(z) ¢ limitada.

A seguir, temos dois exemplos de funcoes e as analises de algumas de suas érbitas. Inici-
almente, exemplificamos a andlise das orbitas de fungoes reais. Na proxima se¢ao, faremos a
andlise das 6rbitas da fungao quadrética complexa f.(z) = 2% + c.

Exemplo 2.4 Considere a fun¢do real f(z)
ponto fizxo de f, Of(1) € a sequéncia 1,1,1,1,
vamos calcular a orbita de xo = 0.9:

3x —2. Como f(1) = 1 temos que 1 € um
1,.

1,1,... que € uma sequéncia limitada. Agora,

£1(0.9) = £(0.9) = 0.7
£2(0.9) = £(0.7) = 0.1
£3(0.9) = £(0.1) = —1.7
£40.9) = f(—1.7) = 7.1
£5(0.9) = f(=7.1) = —23.3

Note que Of(0.9) sempre diminui e, portanto, ¢ uma érbita ilimitada. Podemos visualizar
as iteragoes acima graficamente da seguinte forma:

1. Inicialmente tragamos os graficos das retas f(x) = 3x—2 e g(z) = x (fungao identidade).
O grafico da funcao identidade permite uma melhor visualizacao das iteragoes.

2. Como nosso valor inicial é zy = 0.9, calculamos f1(0.9) = 0.7, obtendo A = (0.9,0.7).
Partindo deste ponto A, tracamos uma linha paralela ao eixo x e marcamos o ponto de
intersecao com a funcao identidade. A partir deste ponto, seguimos a linha vertical e
marcamos no eixo das abcissas z; = 0.7.

3. Em seguida, calculamos f%(0.9) = f(0.7) = 0.1, obtendo B = (0.7,0.1). Partindo deste
ponto B, tragcamos uma reta paralela ao eixo x e marcamos o ponto de intersecao com
a funcao identidade. A partir deste ponto, seguimos a linha vertical e marcamos no
eixo das abscissas z9 = 0.1.

4. O procedimento acima, repetido sucessivamente, representa graficamente as iteragoes
do ponto zy = 0.9.

No grafico abaixo, foram representadas as iteragoes z; = f(xg), 1o = f2(zo) = f(x1) e

x5 = f3(x0) = f(x2).



~

Figura 4: Iteracoes do ponto xy = 0.9

Exemplo 2.5 Considere agora a fun¢io quadrdtica u(z) = x* —2 e g = 2,2 (valor ar-
bitrdrio). Entdo:

2)=wu(2.2) =284

2) = u(2.84) = 6.06

.2) = u(6.06) = 34.72

2) = u(34.72) = 1203.47

Neste caso, a drbita do ponto xy = 2.2 cresce indefinidamente donde O,(2.2) € ilimitada.

Na figura abaizo, foram sequidos os passos do exemplo 4.1 e foi representada a sequéncia
das trés primeiras iteracoes do ponto xg = 2.2.



u(x)

-2

-4

Figura 5: Iteracao do ponto xy = 2.2

Consideramos agora a orbita do ponto xo = 1.6 (valor arbitrdrio):

u(1.6) = u(1.6) = 0.56
u?(1.6) = u(0.56) = —1.68
u?(1.6) = u(—1.68) = 0.82
ut(1.6) = u(0.82) = —1.32
u’(1.6) = u(—1.32) = —0.25

Apds sucessivas iteracoes o leitor percebe a dificuldade de elaborar uma conclusao. Tracando
o grifico da funcao u e da fungdo g(x) = x, percebemos que as iteragoes sucessivas formam
uma espiral retangular, onde pode-se mostrar que as iteracoes do ponto xo = 1.6 produzem
uma drbita limitada [3].

Yy &
3
u(x)
2 ¥yV=Xx
L
Y 4
4
1
Cd
P
2 il ¥
Al
~
3 1 1 2 3
= 4 J
) 7 €
b 4
<~ k4
-1
Y.
/ \ )
Vi PN
L
-3

Figura 6: Iteragao do ponto z¢o = 1.6



Neste exemplo, verificamos que as iteragoes de distintos pontos através da func¢ao u(x) =
22 — 2 podem produzir érbitas limitadas ou ilimitadas.

Na segao seguinte estudamos as érbitas de ntiimeros complexos pela fungao f.(z) = 22 + ¢
e definimos os Conjuntos de Julia Quadraticos.



3 Conjuntos de Julia

Gaston Maurice Julia (1893-1978) foi um matemadtico francés, interessado no estudo de
sistemas dinamicos complexos. Julia pesquisou o comportamento de iteragoes de funcoes
complexas racionais e polinomiais como fizemos nos exemplos da secao 2. Nesse trabalho,
conforme ja dito anteriormente, limitamos nossos estudos as iteracoes de funcoes quadraticas
do tipo f.(z) = 2* + ¢, onde ¢ é uma constante complexa.

Vimos no exemplo 2.5 que a érbita de um ponto por uma determinada funcao pode ficar
limitada ou escapar para o infinito. Isso nos leva ao seguinte questionamento: para quais
pontos iniciais zy a 6rbita pela funcao f.(z) serd limitada e para quais pontos essa 6rbita ird
escapar para o infinito?

Defini¢ao 3.1 (Conjunto de Julia preenchido) O Conjunto de Julia preenchido da
funcdo complexa polinomial f.(z) = z* + ¢, denotado por K., é o conjunto de pontos do
plano complexo cuja orbita € limitada, isto €,

K. = {2 € C|Oy¢.(20) € limitada}.

Ja o Conjunto de Julia, denotado por J., é a fronteira ou o bordo de K..

Abaixo apresentamos alguns exemplos de conjuntos de Julia quadraticos. Pode-se mostrar
que se |c| > 2 entao J. é um conjunto de Cantor [3]. Por isso, neste trabalho, estudamos
apenas os casos |c| < 2. Iniciamos mostrando os casos ¢ =0 ¢ ¢ = —2.

Exemplo 3.1 Considere a funcio fo(z) = 22, isto é, ¢ = 0. Vamos mostrar agora que o
congunto de Julia preenchido, neste caso, nada mais é do que o disco de centro na origem e
raio 1. Dai o conjunto de Julia J. é a fronteira desse disco, que € a circunferéncia de centro
na origem e raio 1.

Observe que a drbita de qualquer ponto z = Re pela funcao fo(2) = 2% é dada por:

R6107R2€Z29,R46140, N .R2 €Z2 6

Portanto, temos trés casos para analisar:

1. Se R <1 temos que R*" — 0 quando n — +oo. Entdo |f(2)| — 0, quando n — +oo0.
Logo, pontos no interior do disco de centro na origem e raio 1 posuem orbitas limitadas
e, portanto, pertencem a K..

2. Se R > 1 temos que R*" — 400 quando n — +oo. Entdo |f(z)] — +o0, quando
n — +oo. F dai, pontos no exterior do disco de centro na origem e raio 1 geram orbitas
que escapam para o infinito e, portanto, nao pertencem a K..

3. Se R =1 temos que |f}'(z)] = 1 para todo n € N. Neste caso, Oy,(z) permanece sobre
a circunferéncia de raio 1, donde podemos concluir que tais pontos também pertencem
a J,.



Figura 7: Conjunto de Julia preenchido (¢ = 0)

Passaremos agora para o caso f.(z) = 2% — 2, isto é, ¢ = —2. Para exibir o conjunto de
Julia neste caso precisamos de mais algumas defini¢oes que apresentamos abaixo.

Definigao 3.2 (Homeomorfismo) Um homeomorfismo entre dois conjuntos X eY é uma
bijecao continua h : X — Y cuja inversa h™: Y — X também é continua.

Definigao 3.3 (Conjugacdo) Duas funcoes f: X — X eg:Y — Y sao ditas conjuga-
das se existe um homeomorfismo h: X — Y tal que ho f = goh.

xt.ox

h h
g
Y —Y
Quando isso acontece X e Y sao basicamente os mesmos espacos e possuem as mesmas

propriedades.

Exemplo 3.2 Considere agora a fungio f_o(2) = 2>—2, caso c = —2. Vamos mostrar abaizo
que a fungdo f_5(z) = 22 —2 em C —[—2,2] € conjugada da funcio quadrdtica fo(z) = 2* em
R = {z,|z| > 1}, isto €, existe um homeomorfismo h : R = {z,|z| > 1} — C — [-2,2], tal
que f ooh=ho fy.

R=1{z|2| > 1} LR ={z,]2] > 1}
i i
C-[-22 —= ~C-[-27
Considere h: R = {z,|z| > 1} — C — [~2,2] dada por h(z) = z + 1.

(i) h € injetora em R = {z,|z| > 1}
Se h(z) = h(w) entao
1 1 241 w41

- =wt — = = = (2 +Dw=zw*+1) =
z w z w

w4 w =z’ 4z = Pw— 2w’ +w—2=0<
z—w)(zw—1)=0<=z=wou zw=1
Observe que, se |z] > 1 e zw = 1, entao temos que |w| = ﬁ <1, ou seja, w ¢ R.



Logo, z = w, donde h € injetora em R.

(i1) h € bijetora em C — [—2,2]
Dado w € C seja z tal que h(z) = w.

2
1
Zt —we= 2wzt 1=0< z =

P ; — 5

Sejam

w+ Vw? —4 w—Vw? —4
= — € _—_—

9 —

2 2

Como z1 -z = 1, seque que ou z; ou zo estd em R, ou ambos estao em |z| = 1.

Se ambos, z1 € z3, estao em |z| = 1 entdo vamos mostrar que w = h(z1) = h(z) € [—2,2],
donde concluimos que h é bijetora em C — [—2,2].

Como h(z) = z+ 1 =w, se |z| =1 entdo

21

1
|h(2)| = |w| = |z + —=| e utilizando a desigualdade triangular temos :
z

1 1
wl =]z + [ <[z +[-]=14+1=2
z z

Logo, |w| < 2.

Agora, observe que Im(w) = Im(z + 1) = I'm(2) + Im(
|z| =1 entao Im(w) = 0. Assim, concluimos que w € [—2,2

(791) h € continua e sua inversa também € continua

). Como Im(L) = —Im(z), se

1
T
A fungao h(z) = z + % € continua, pois a mesma somente nao seria continua em z = 0,
mas sabemos que |z| > 1. Analogamente a sua inversa também serd continua.

Portanto, h € homeomorfismo de R = {z,|z| > 1} em C — [-2,2].

Agora, vamos mostrar que f_o0h = ho fy.

1 1 1 1
f_QOh(Z):f_Q(Z—F;):(Z+;)2—2:Z2+2+;—2222+;

ho fulz) = h(z") = +

Portanto f_o(z) = 2> —2 em C — [=2,2] € conjugada da fungdo quadrdtica fo(z) = z* em
R ={z,|z| > 1}. Como todas as drbitas de fo em R tendem ao infinito, seque que todas as
orbitas de f_o em C — [—=2,2] também tendem ao infinito. Logo, Ky C [—2,2].

Na verdade, mostra-se em [3] que K_o = [—2,2], ou seja, o conjunto de Julia preenchido
¢ o intervalo [—2,2] na reta real. Como a fronteira deste conjunto em C € ele mesmo, temos
que K o = J_ o =[-2,2].



Figura 8: Conjunto de Julia (¢ = —2)

Nos préximos exemplos, os conjuntos de Julia foram gerados usando o software ChaosPro.
Na préxima segao, € explicado como obter essas imagens através dessa ferramenta.

Exemplo 3.3 Considere a funcio f_1(z) = 2% — 1, isto é, c = —1. Observe que,

15
2

Pol=z2—2-1=0s2

sao pontos firos dessa funcao e, portanto, esses dois pontos pertencem a K.. Jd a orbita de
zZo = 2t, dada por:

Z0 — 21

2 = f1(2i) = f(i) = =5

5 = 12(20) = f(—5) = 24

2 = f3(2i) = f(24) = 575

24 = f4(2i) = f(575) = 330624, ... tende ao infinito e, portanto, nio pertence a K..

Este conjunto de Julia gerado pela funcdo f_1(z) = 22— 1 € conhecido como Basilica, por
motivo de sua semelhan¢a com a Basilica de Sao Pedro situada no Vaticano.

Figura 9: Conjunto de Julia (¢ = —1)



Destacamos os proximos exemplos como curiosidades visto que o matemaético frances
Adrien Douady [4], nomeou as imagens como coelho e aviao.

Exemplo 3.4 Conjunto de Julia associado d funcao f.(z) = z* 4+ ¢ onde ¢ = —1.755.

4_+_F

Figura 10: Conjunto de Julia (avido)

Exemplo 3.5 Conjunto de Julia associado a funcao f.(z) = 2°+c onde ¢ = —0.123+0.7454.

Figura 11: Conjunto de Julia (coelho)

Exemplo 3.6 Conjuntos de Julia associados a funcio f.(z) = 2* + ¢, com distintos valores
de c.

Figura 12: Conjunto de Julia preenchido:(a) ¢ = —0.687 4+ 0.312¢ (b) ¢ = 0.3 4+ 0.6¢ (c)
c=—-075+0.1i (d) ¢c=0275(¢) c=—-12(f) c = —14



Observe que se ¢ € R entao J. ou K. sao simétricos em relacao ao eixo ?, como pode
ser visto nos exemplos 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Pode-se mostrar também que se ¢ possui parte
imaginaria diferente de zero entao .J. possui o que chamamos de simetria rotacional, isto
é, o conjunto é dividido em partes por um eixo que passa pela origem do plano e, estas
partes quando giradas em 180 graus irao se coincidir. O leitor interessado pode consultar
tais demonstracoes em [5].

O teorema abaixo nos fornece um algoritmo para computar o conjunto de Julia preenchido
K. para qualquer valor do parametro c.

Teorema 3.1 Se para algum p € N temos | fP(z)| > maz{|c|,2} entao |f!(z)| — oo quando
n — oo.

Demonstracao: Seja z, = fP(z) e suponha |z,| > |c¢| e |z,] > 2. Pelo item (vii) da
Proposicao 2.1 segue que:
[fe(z)l = |2y + el 2 |z = lel = |2* = lel > |5 * — |25] = |5 /(12| = 1)

Como |z,| > 2, existe t € R, t > 0, tal que |2,| —1 =1-+1¢. Assim,

|[fe(zp)] > (14 1)|2p] > |2,

Se iterarmos novamente a funcao, obtemos:

1o (zp)l = [fe(felz)) | > (L4 D) fel2p)] > (14 1)]z)]

Se repetirmos sucessivas iteracoes chegaremos em:

& ()| > (14 1)" 2

Como liIE (1+1¢)" = 400, podemos concluir que Oy,(%,) escapa para o infinito, o que
n—-+0oo

completa a demonstracao. U

Note que, como visto anteriormente nos exemplos, alguns conjuntos de Julia associados
a fungao f.(z), sao figuras fractais. Com o avango da tecnologia, hoje ja existem diversos
softwares capazes de gerar tais conjuntos de Julia. Na préxima secao, fazemos uso do algo-
ritmo acima para gerar conjuntos de Julia no Geogebra e apresentamos o software Chaospro.



4 Desenhando conjuntos de Julia

O método utilizado para desenhar conjuntos de Julia consiste em colorir com uma deter-
minada cor os pontos de K., isto é, os pontos que possuem orbitas limitadas e colorir de uma
outra cor distinta os pontos cujas érbitas escapam para o infinito. Observe que nos exemplos
da segao anterior, colorimos de preto os pontos de K. e de branco os pontos que nao estavam
em K..

Note que o teorema 3.1 nos fornece um algoritmo para gerar os conjuntos de Julia que
queremos. Vimos nesse resultado que se z é tal que | fP(z)| é maior que 2 e maior que |c| para
algum p € N entao a érbita desse z escapa para infinito e, portanto, esse ponto nao pertencerd
ao conjunto de Julia K.. Desta maneira, podemos escolher um valor de p suficientemente
grande e testarmos a condigao |fP(z)| > méx{|c|,2}. Se isso nado acontecer, dizemos que
z e K.

Com rigor terfamos que verificar isso para todo p € N, ou seja, para todos os pontos da
orbita, o que é impossivel em tempo finito. Desta forma, esse algoritmo nao é infalivel e sim
um dispositivo tutil para gerar uma figura aproximada do conjunto de Julia preenchido.

Algoritmo para gerar o conjunto de Julia K.

1. Inicialmente escolhemos um numero N de iteracoes e para cada ponto zy escrevemos
os N primeiros pontos de sua oOrbita.

2. Se |fi(2)] > max{|c|,2} para algum i < N, pare de iterar e atribua cor vermelha a zp.
3. Se | fi(2)|] < maz{|c|,2} para todo i < N, atribua cor preta a 2.

4. As oOrbitas dos pontos de cor vermelha escapam e as orbitas dos pontos de cor preta

ficam prisioneiras. Os pontos de cor preta sao uma aproximagao do conjunto de Julia
K..

Existem diversos softwares capazes de gerar figuras fractais. Estes programas devem ser
escolhidos de acordo com nossas necessidades e no sistema operacional disponivel em nossos
computadores. Neste trabalho optamos pelos softwares Geogebra e ChaosPro por serem
ambos gratuitos e de facil acesso.

O software Geogebra possui recursos de alto nivel para o ensino de geometria e algebra.
O sistema de ajuda é simples e objetivo, o que facilita a utilizacao mesmo do leitor que
nao possui destreza com midias e tecnologias. O arquivo executavel estd disponivel para
download no seguinte enderego: https : //download.geogebra.org.

No exemplo abaixo, apresentamos como gerar o conjunto de Julia usando o software
Geogebra. O programa recorre ao algoritmo citado acima para gerar a imagem do conjunto
de Julia desejado.

Exemplo 4.1 Considere a fungio f_g75(2) = 22 —0,75. Sequem os passos para construgdo
do conjunto de Julia associado a essa funcao utilizando o Geogebra:

1. Primeiramente devemos clicar em Exibir e selecionar Planilha. Em sequida, na célula
A1 digitamos 0 e pressionamos Enter. Na célula A2 digitamos = Al + 1 e apertamos
Enter. Agora, selecionamos a célula A2 e clicamos no quadradinho do canto direito



inferior e arrastamos a célula até a linha A101. Desta maneira, cada célula terd o
valor da anterior somado com 1. Assim, as células serao preenchidas com os nimeros
0 até 100. Estes valores serao utilizados para gerar o pincel de cores.

2. Da esquerda para direita, na barra de ferramentas, escolhemos Controle Deslizante e
clicamos na drea de trabalho. Em incremento, digitamos 0.01 e selecionamos Aplicar.

GeolGebra

Arguivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

A I* A . a=2
B BN olslra N = B
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio —
2 & & =2 Controle Deslizante
ABC Texo

Insernr imagem
Botdo
o ] Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Figura 13: Controle Deslizante

3. Na célula B1, digitamos = (a, A1/100). Devemos selecionar a célula B1 e copiar a
mesma até a linha B101, para isto, basta clicarmos no quadradinho do canto inferior
direito da célula e arrastar até a célula B101. Para desabilitar Rotulo selecionamos a
coluna B clicando sobre a mesma e com o botao direito do mouse selecionamos Pro-
priedades, Bdsico e desmarcamos Exibir Rotulo. Ainda em Propriedades clicamos em
Algebm e escolhemos Numero Complexo. Com este comando, estamos representando
0s elementos das células como niumeros complexos. Podemos também escolher o tama-
nho do ponto, para isto, ainda em Propriedades clicamos em FEstilo, tamanho 3 para o
ponto.

4. Digitamos na célula C'1 = B1N2—0.75. Note que estamos entrando com a func¢ao f. e o
parametro € ¢ = —0.75. Selecionamos a célula C1 e clicamos no quadradrinho do canto
direito inferior e arrastamos para direita até a célula Z1. Desta maneira o programa ird
preencher as células D1 até Z1. Ainda com as células C1 até Z1 selecionadas clicamos
duas vezes no quadradinho do canto inferior direito de Z1. Assim, o comando anterior
preencherd todas as colunas de C até Z com niumeros compleros. Neste momento o
computador pode demorar alguns sequndos para responder pois estard gerando muitos
numeros complexos. Note que pode aparecer na planilha ?—7i. FEsta € a maneira do
programa representar um complexo que possui parte real e parte imagindria com valores
grandes.

5. Se os comandos Exibir Rotulo e FExibir Objeto estiverem ativados pode aparecer um
numero muito grande de pontos na tela do programa. Caso isto ocorra, devemos desa-
bilitar os pontos das colunas C até Z. Para desabilitar selecionamos as colunas de C
até 7 e, clicamos com o botao direito do mouse, em sequida selecionamos Propriedades,



Basico e desmarcamos Exibir Objeto e Exibir Rotulo. Devemos aguardar alguns instan-
tes pois o programa pode ficar lento devido ao grande niumero de informagoes presentes
na tela.

Ferramentas Janela Ajuda Enlral
=
X | » Janela de Visualizaio (|~ Pianiha
o AN T EEE|S~ (@~
[~ T e[ e[ o[ e [ e w1
. L 0 1+0(| 025+0i -069+07| -0.28-0i| -067+0i -03-0i -086+0i -0.31-0i
2 1) 140047 02540, | 069+0. |-028-0. [067+0. | -03-001 -086+0.. -031-0..
B 2| 1+002 025+0.. 069+0.. | -028-0.. 067¢0.. 029-0.. 066+0. 031-0.
¥ §=1 T 3 1+0030 025+0.. 068+0.. | 0.27-0.. -068+0.. -0.29-0.. -067+0.. -031-0..
—_—— 4 1+004 025+0.. 089+0.. | -027-0.. 08850, D28-0. 067+0. 0.3-003
8 T 6| 1+0.08/| 0.25+011 0.7+00.. |-026-0... -068+0... -0.28-0..[-067+0... -0.3-0.04
7 6 1+006( 025+0  07+00 |-026-0_|069+0_ -025-0_ -068+0  -029-0
2 [l 7| 1+007 025+0.. 071+0.. |-0.25-0.1[-07+00.. | -027-0.. -068+0... -028-0..
|9 | 8 140080 024+0.. 072+0.. | -024-0.. 0T +00. 026-0.. 069+0. -028-0.
! T 9 1+0.001 024%0.. 072+0.. | 023-0.. | 0OT1#0., 025-0.. 0T+00. D27-0.
1 10 14047 0.24+020 073+0... [ -022-0...|-072+0... -0.24-0..[-07+00. -0.26-0..
12 | 11 1+0417] 02440 | 074+0. | -021-0 07350 | 022-04 | -0T1+0.. 0250
R 2 o 1 3 3 T ¥ rend REY 12 140121 | 024+0.. 075+0... | 0.2-0.171|-074+0.. 021-04( -0.72+0... 0.24-0
14 | 13 14043 023+0.. 076+0.. | 018-0.. 0750 019-04i 072+0. 023-0..
-1 E 14| 1+0.44(| 0.23+0.. -078+0..|-0.17-0.2( | 076 +0... -0.17-0.141|-0.73+0.. -0.22-0.,

Figura 14: Imagem da tela do Geogebra

6. Para atribuirmos cores a sequéncia de pontos clicamos com o botao direito do mouse
em B1, Propriedades, Avancado, Cores Dinamicas e digitamos nas caixas os sequintes
comandos:Red: Selabs(Z1) <= 2,0,1], Green: 0 e Blue: 0. Desta maneira, se o médulo
do complexo Z1 for menor ou igual a 2 o ponto terd cor preta, caso contrdrio o ponto
terd cor vermelha. Em seguida, selecionamos B1 novamente e clicamos duas vezes no
quadradinho inferior direito da célula B1. Assim, o programa estard copiando a formula
para toda a coluna B.

7. Vamos refletir os pontos da coluna B pelo eixo x. Para isto, clicamos na célula AA1
(localizada imediatamente apds a célula Z1) e digitamos = Reflexio[B1, EizoX] e pres-
sionamos Enter.(Caso o parametro ¢ possua parte imagindria diferente de zero teremos
uma simetria rotacional, neste caso, na célula AA1, digitamos = (—a,—A1/100)).
Agora, clicamos duas vezes sobre o quadradinho inferior no canto direito da célula AA1
e todos os pontos serao refletidos sobre o eixo X. Selecionamos novamente a coluna AA
e clicamos em Propriedades, Bdsico e desmarcamos Ezxibir Rotulo. Na tela do programa
ird aparecer um segmento, que serd o nosso pincel de cores.

8. Apos refletir os pontos precisamos atribuir cores. Para isto, clicamos na célula AAI e
sequimos 0s passos descritos no item 6. Para habilitar o rastro dos pontos selecionamos
a coluna AA e clicamos com o botao direito do mouse, escolhemos Propriedades, Bdsico
e marcamos FExibir Rastro. Devemos realizar o mesmo procedimento com a coluna B.
Utilizando a ferramenta mover, movimentamos o cursor do Controle Deslizante. Note
que o conjunto de Julia serd gerado na tela. O cursor do Controle Deslizante pode ser
programado para se mover sozinho. Para isto, clicamos com o botao direito do mouse
sobre o Controle Deslizante, Propriedades, Bdsico e selecionamos Animar. Desta forma
o cursor ird se mover automaticamente.



Figura 15: Conjunto de Julia (¢ = —0.75) gerado pelo software Geogebra

O software ChaosPro nos permite criar conjuntos de Julia de forma rapida e eficaz. Possui
suporte nao apenas para gerar conjuntos de Julia e sim diversos tipos de fractais. O arquivo
executavel estd disponivel para download no seguinte endereco: http : //www.chaospro.de/download.php.

Exemplo 4.2 Voltamos d funcao f_oq5(z) = 22 —0,75. Agora, apresentamos 0s passos para
construcao do conjunto de Julia gerado por essa funcao utilizando o ChaosPro:

1. Inicialmente fechamos a imagem que aparece na drea de trabalho. Em sequida, clicamos
em Fractal, New Defaulttype e Escape Time. O programa ird exibir na drea de trabalho
a imagem de um fractal.

'ChaosPro ——

File Fractal Fractalwindows YWindows Settings Window Help
Undo Cri+Z | = = B g Chaospro.Par™ -~ B
Redo Crl+7Y

Rewvert all Changes

Commands >

Copy >

Paste >

Select —

Select all +

Deselect Ctri+- D

New Defaulttype » Escape Time Ctrl+4

Reset > Quaternion Ctri+8

Zoom » Attractor Ceri+1

Sl i Layer Fractal Ctrl+9

L Sli=E o - Dynamic sy stem tri+Shift+5

BD-Transforrr\ Ctrl+T - Ctri+6
’E s cenez
3 | LSystern Ctri+ Shift+7

Figura 16: Tela inicial do ChaosPro

2. No canto superior direito serd disponibilizado a coluna Parameters. Selecionamos
Formula e serd exibido o nome do fractal gerado na drea de trabalho (Mandelbrot).
Clicamos na seta localizada do lado direito desta caiza e selecionamos Select Julia.



3. Agora, arrastamos a barra de rolagem situada a direita para bairo e alteramos os
parametros. Digite ¢ = —0.75 e 0. Assim, estamos considerando ¢ = —0.75 + 0i.
Em sequida, arrastamos a barra até o final e marcamos Cycle. A figura serd gerada na
drea de trabalho. As cores da imagem podem ser modificadas, para isto, clique no icone
de cores da barra de ferramentas ou clique em Fractal, Palette Mode.

Figura 17: Conjunto de Julia (¢ = —0.75) gerado pelo software ChaosPro

Todas as imagens geradas neste trabalho foram produzidas com o auxilio dos softwares
Geogebra e ChaosPro.



5 Consideracoes Finais

Os ntmeros complexos sao vistos no Ensino Médio, muitas vezes, apenas como o con-
junto de nimeros que permite o calculo de raizes quadradas negativas. Isso possibilita uma
boa compreensao da resolucao de algumas equacoes polinomiais, mas, nao mostra a beleza e
outras propriedades desse conjunto. Procuramos neste texto apresentar ao leitor uma cons-
trucao geométrica dos nimeros complexos bem parecida com R? para que tanto professores
quanto alunos do Ensino Médio possam aprofundar e melhorar seus conhecimentos bésicos
e introdutorios sobre esse conjunto de nimeros. Além disso, ao definir e trabalhar com os
Conjuntos de Julia, possibilitamos aos professores do Ensino Médio, apds a leitura desse
trabalho, apresentarem aos seus alunos aplicagoes de um caso particular de composicao de
funcoes, a composicao de uma fungao com ela mesma diversas vezes, tais como a érbita de um
ponto e os interessantes conjuntos que porventura podem surgir apenas desenhando érbitas
de pontos, que podem ser até mesmo conjuntos fractais.
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