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RESUMO

O objetivo deste trabalho é compreender e levar para a sala de aula 0 movimento
realizado pelo conceito de poliedro na histéria do conhecimento humano buscando responder a
seguinte questdo: Como seria uma sequéncia didatica que aborde os conteudos relacionados a
poliedros que compdem o curriculo de Matematica escolar atual de maneira critica,
contextualizando o conhecimento com 0 momento histérico no qual esse foi desenvolvido e
articulando os contetidos com pesquisas atuais da Matematica cientifica? Com base na Teoria
Socio-interacionista de Vygotsky e do Materialismo Dialético de Marx, exploramos neste
trabalho a participacao da Historia da Matematica no Ensino em uma perspectiva Sociocultural,
a partir de situacGes de ensino-aprendizagem que proporcionam um didlogo entre duas culturas
distintas: a) a cultura do ambiente escolar e b) a cultura na qual o conceito trabalhado foi
concebido. Utilizando como metodologia a Engenharia Didatica, foi elaborada e desenvolvida
em uma turma de alunos do nono ano do Ensino Fundamental uma sequéncia didatica,
composta de trés situacdes de ensino-aprendizagem, que aborda alguns conteudos sobre
poliedros que compdem o curriculo da escola basica. A partir dos estudos acerca dos poliedros
desenvolvidos pelos gregos Platdo e Euclides e pelo matematico suico Leonhard Euler, a
sequéncia explora as principais caracteristicas destas figuras geométricas e encerra-se nas
origens da Topologia, explorando de maneira introdutéria a concepcdo de objetos
tridimensionais nesta area da Matematica.

Palavras-chave: Geometria; Poliedro; Histéria da Matematica.






ABSTRACT

The purpose of this work is comprehend and bring to the classroom environment
a trajectory of the polyhedron as a concept through the history of human knowledge
seeking to answer the following question: How would a didactic sequence that addressed the
contents related to polyhedra that make up the curriculum of current Mathematics classes in a
critical way, contextualizing the knowledge with the historical moment in which it was
developed and articulating the contents with current researches of Scientific Mathematics? With
Vygotsky's socio interactionist theory and Marx's dialectical materialism as a background, this
work explores the presence of History of Mathematics on education in a sociocultural
perspective, considering teaching-learning situations that can provide means of dialogue
between the school culture and the one which the concept being taught initially appeared. Using
as methodology the Didactic Engineering, a didactic sequence divided into three teaching-
learning situations about polyhedrons was elaborated according to the curriculum and applied
to middle school students. Based on the works of Greek philosophers Plato and Euclid and the
Swiss mathematician Leonhard Euler, the sequence explores from main aspects of geometrical
figures to the origins of Topology as an introduction to the conception of tridimensional objects
on that field of Mathematics

Keywords: Geometry, Polyhedron, History of Mathematics
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INTRODUCAO

A Matematica € uma ciéncia que utiliza uma linguagem prépria para descrever
os fenbmenos da natureza e encontrar caracteristicas que possam ser generalizados em teorias
abstratas. Essas teorias, por sua vez, muitas vezes revelam-se aplicaveis em diversas situacdes
reais e estas aplicagdes concebem dinamismo as pesquisas em Matematica, impulsionando-a
com novas interrogacdes e possibilidades.

Os resultados das pesquisas em Matematica na area de Topologia séo utilizados
em situacOes reais. Durante o curso de Licenciatura em Matematica, na Universidade de S&o
Paulo, desenvolvi um projeto de iniciagdo cientifica no qual realizava uma aplicacdo do teorema
do ponto fixo, conhecido como Teorema de Borsuk-Ulam, para demonstrar que na superficie
terrestre sempre existem dois pontos antipodas com a mesma temperatura. Além disso, estudei
diversas aplicacdes da Topologia em outras areas da Matematica, como Anélise e Algebra.

Ainda durante o curso de Licenciatura, notei que a Topologia se relaciona com
um contetdo que faz parte do curriculo da escola béasica, a Relacdo de Euler para poliedros.
Porém nos cinco anos posteriores, atuando como professor de Matematica para os anos finais
do Ensino Fundamental, notei que a abordagem desses conteudos por livros didaticos em geral
é superficial e ndo se articula com os conhecimentos da area de Topologia. Além disso, a
abordagem de poliedros pelos livros didaticos muitas vezes ndo é articulada com seu contexto
histérico, 0 que pode gerar certa mistificacdo da matematica, ou seja, impressdo de que
conteldos matematicos ndo sao resultados de pesquisas desenvolvidas por seres humanos.

Durante o primeiro ano do curso de mestrado, na Universidade Federal de Sdo
Carlos, tomei conhecimento do Projeto Klein. O objetivo do projeto é “relacionar uma visao
ampla da area da Matematica com conteudos e suas abordagens no ensino médio e na graduacgéo
universitaria” (PROJETO KLEIN, 2017). Ao assistir uma palestra de divulgacdo do projeto,
percebi que aproximar a Matematica académica da Matemaética escolar € um desafio para
muitos professores do mundo.

Surgiu entdo a pergunta: Como seria uma sequéncia didatica que aborde o0s
contetidos relacionados a poliedros que compdem o curriculo de Matematica escolar atual
de maneira critica, contextualizando o conhecimento com o0 momento historico no qual
esse foi desenvolvido e articulando os conteddos com pesquisas atuais da Matematica
cientifica?

O objetivo deste trabalho é desenvolver esta sequéncia didatica buscando

compreender e levar para a sala de aula da educacéo basica o movimento realizado pelo conceito



16

de poliedro na historia do conhecimento humano. Ao desenvolver tal sequéncia buscamos
também estabelecer conexdes entre os contetdos relacionados a poliedros e pesquisas atuais da
Matematica cientifica, visando diminuir a distancia entre a Matematica das pesquisas
académicas e a Matematica do curriculo escolar.

Em consonéancia com atuais pesquisas da Educacao Matemaética, o conhecimento
humano é concebido nesta pesquisa como resultado de interacBes sociais entre individuos
inseridos em um contexto cultural e, assim como o conhecimento matematico, esse
conhecimento humano é definido pela cultura em que se desenvolve e em que é subsumido
(RADFORD, 1997). Dessa forma, este trabalho resgata a histdria do conhecimento matematico
com o objetivo de compreender seu desenvolvimento e estabelecer um didlogo entre duas
diferentes culturas: a) a cultura na qual surgiu o conhecimento matematico em questdo e b) a
cultura dos alunos do grupo escolar no qual este trabalho é realizado.

Partindo da Teoria Sdcio-interacionista de Vygotsky e do Materialismo
Dialético de Marx, foi explorada neste trabalho a participacdo da Histéria da Matematica no
ensino utilizando a Perspectiva Sociocultural (RADFORD, 1997), a partir de situacdes de
ensino-aprendizagem que proporcionam dialogos relacionados ao Movimento Logico-
historico, conforme teorizado por Kopnin (1972), do conceito de Poliedro. Essas situacoes
foram elaboradas com base na Teoria dos Registros Semidticos no desenvolvimento de
conceitos geométricos, conforme Almouloud (2010)

Utilizando a metodologia da Engenharia Didatica, desenvolvemos e aplicamos
em uma turma de alunos do nono ano do Ensino Fundamental uma sequéncia didatica,
composta por trés situacdes de ensino-aprendizagem, que aborda contetdos sobre poliedro
indicados no curriculo da escola bésica. A partir dos estudos acerca dos poliedros desenvolvidos
pelos gregos Platdo e Euclides e pelo matematico suico Leonhard Euler, a sequéncia explora as
principais caracteristicas destas figuras geométricas e encerra-se nas origens da Topologia,
explorando de maneira introdutdria a concepcdo de objetos tridimensionais nesta area da
Matematica.
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1 O PERCURSO DA PESQUISA

Nosso objetivo nessa pesquisa € investigar acerca de situacfes de ensino-
aprendizagem que podem ser utilizadas para a exploracdo do conceito de poliedro no Ensino
Fundamental, anos finais. Desenvolvemos a priori amplo estudo teérico om dimensdes
didaticas, epistemoldgicas e cognitivas relacionadas ao ensino de Geometria, seguido pela
elaboracdo e aplicacdo de uma sequéncia didatica para alunos do 9° ano (antiga 82 serie) de uma
escola publica estadual localizada na cidade de Séo Carlos, interior de SP.

Neste primeiro capitulo apresentamos a metodologia utilizada, chamada
Engenharia Didatica, que emergiu na Franga ao final dos anos 80. Entre seus desenvolvedores
destaca-se a pesquisadora de Didatica da Matematica Michele Artigue. Em seguida, relatamos
o0 desenvolvimento desta pesquisa e seus referenciais teoricos. Para finalizar, descrevemos os

contextos nos quais esta pesquisa se desenvolveu.

1.1 A Metodologia

A metodologia empregada na pesquisa € inspirada nos moldes propostos pela
Engenharia Didatica, termo utilizado por pesquisadores franceses da Didatica da Matematica
para descrever um método de trabalho didatico que visa desenvolver, além de um material
didatico para determinado conteldo, uma analise acerca deste desenvolvimento. Assim, a
Engenharia Didética é instrumento para a concepc¢do de uma sequéncia didatica e também uma
metodologia de pesquisa qualitativa (ALMOULOUD E COUTINHO, 2008).

Enquanto instrumento de produgdo o termo faz uma analogia entre o trabalho de
um engenheiro e o trabalho de um professor. O primeiro, ao realizar determinada obra, é
impossibilitado de utilizar-se apenas dos seus conhecimentos cientificos, pois depara-se com
situacGes complexas que ndo sdo amparadas pela ciéncia. Da mesma maneira, ao desenvolver
um trabalho didatico, o professor se depara com diversos fatores do mundo real e estes fatores
interferem no processo de ensino/aprendizagem, tornando a elaboracdo do trabalho mais
complexa e a teoria existente insuficiente para atingir seus objetivos. Assim, a Engenharia
Didatica prop6e que o professor trabalhe como um engenheiro, construindo, experimentando,
observando e analisando constantemente sua obra (ALMOULOUD E COUTINHO, 2008).

Utilizada como instrumento de pesquisa qualitativa, a Engenharia Didatica
possui como base a elaboracdo de uma situacdo de aprendizagem ou de uma sequéncia de

situagdes de ensino-aprendizagem, também chamada de sequéncia didatica, sobre determinado
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conteudo, sua experimentagdo em sala de aula ¢ a analise dos resultados obtidos. “Nessa linha,
pratica de ensino é articulada com prética de investigacdo. A teoria da Engenharia Didéatica
pode ser vista como referencial para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na
jungdo do conhecimento pratico com o conhecimento tedrico” (CARNEIRO, 2005, p.90).

Esta metodologia propde que a pesquisa que resulta na elaboragédo de uma
sequéncia didatica seja realizada em quatro etapas: 1?2 etapa, das anélises prévias, 22 etapa, da
concepcdo e das analises a priori, 3% etapa, da experimentacdo, e 4? etapa, das analises
posteriores e da validacdo. Essas etapas, em geral, ndo ocorrem de maneira linear, como salienta
Pommer (2013, p.22). Em alguns momentos a elaboragéo do trabalho necessita de articulagéo,
da antecipacdo e de superposi¢do dos elementos caracterizadores das quatro etapas.

Na etapa das analises prévias, é realizada uma andlise bibliografica de elementos
didaticos gerais relacionados ao conteldo em questdo, assim como um levantamento de
conhecimentos especificos relacionados ao tema da pesquisa. Os estudos realizados nessa etapa
distinguem trés dimensdes: dimensdo epistemoldgica, associada as caracteristicas do saber;
dimensdo didatica, associada as caracteristicas do funcionamento do sistema de ensino e
dimenséo cognitiva, associada as caracteristicas do publico ao qual se dirige o ensino. Essas
andlises podem ser retomadas em outros momentos da pesquisa, conforme a necessidade, e
possibilitam a realizacdo da préxima etapa, da concepc¢éo e das andlises a priori da sequéncia
didatica desenvolvida(ALMOULOUD E COUTINHO, 2008, p.66).

Na segunda etapa, da concep¢do e andlises a priori, 0 pesquisador deve
selecionar alguns topicos relacionados ao contedo em questdo e ao seu ensino, que serdo
consideradas no desenho da proposta didatica. Estes tdpicos podem ser de dois tipos:
macrodidaticos ou globais, relativos a organizacdo global da engenharia, e microdidaticos ou
locais, relativos a organizacdo local da engenharia, isto €, a organizacdo de uma situacdo de
ensino-aprendizagem ou de uma fase. Elabora-se nessa fase a sequéncia didatica (lbid., p.67)

A andlise a priori assume um carater descritivo e de previsdo. Nesta fase,
descreve-se as situacdes de aprendizagem e justifica-se as escolhas que levaram a elaboracao
de tais situac@es, relacionando o contetdo estudado com as respostas que os alunos podem
desenvolver, além dos desafios que podem ser encontrados no decorrer da experimentagdo. Em
outras palavras, é feita uma previsao, diante das atividades, dos possiveis comportamentos dos
alunos (Ibid., p.67).

Na terceira etapa é feita a experimentacdo empirica da sequéncia didatica
desenvolvida. Nessa etapa, através de um contato direto entre o pesquisador e alunos, 0s

objetivos da pesquisa sdo explicitados. A partir da experimentacdo o pesquisador pode ampliar
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seus olhares sobre o objeto de pesquisa e obter registros que podem servir como instrumentos
de andlise na etapa posterior (Ibid., p.67).

Ap0ls a concepcdo e experimentacdo da sequéncia didatica é elaborada uma
analise dos resultados, que constitui a quarta etapa da pesquisa com moldes na engenharia
didatica. Chamada de analise a posteriori, essa etapa consiste na avaliacdo e validacdo da
experiéncia, e tem como base dados recolhidos durante a aplicagdo da sequéncia de situagoes
de ensino-aprendizagem, em geral observacdes feitas durante o desenvolvimento do trabalho
em sala de aula e as producgdes realizadas pelos alunos durante as aulas ministradas pelo
pesquisador (Ibid, p.68). A figura 1 mostra um mapa conceitual com as etapas da metodologia
Engenharia Didética.

Figura 1: Mapa conceitual da Engenharia Didatica

ENGENHARIA DIDATICA

_ I |
ANALISES CONCEPCAOE ANALISES

PREVIAS ANALISES A EXPERIMENTACAO| | crERIORES
PRIORI
ESTUDOS DEI ANALISE DOS MATERIAIS
H DIMENSAO — H PRODUZIDOS DURANTE
DIDATICA EL@Egﬁ%CN/E?ADA A APLICACAO
— b
ESTUDOS DE DIDATICA
1  DIMENSAO OBSERVACOES
EPISTEMOLOGICA - REALIZADAS NA
| EXPERIMENTACAO
ESTUDOS DE
| DpIMENSAO H  PREVISOES
COGNITIVA

VALIDACAO

Fonte: o autor

1.2 O desenvolvimento da pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida com base na Engenharia Didatica e em sua primeira
etapa, das analises prévias, envolveu estudos em trés dimens@es: didatica, epistemoldgica e
cognitiva.

Como objetos de estudos de dimensdo didatica analisamos os Parametros
Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) e a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (SAO
PAULO, 2014), com o objetivo de analisar quais sdo as expectativas de tais documentos no que
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diz respeito as competéncias e habilidades relacionadas ao conceito de poliedro que devem ser
desenvolvidas por um estudante do Ensino Fundamental.

Também como estudos desta dimensdo estdo presentes nesta pesquisa 0S
relacionados as principais participaces da Historia da Matematica no Ensino, cuja principal
obra de referéncia utilizada foi Historia na Educacdo Matemaética: Propostas e Desafios, de
Miguel e Miorim (2005), a participacdo da Historia da Matemaética no Ensino sob a perspectiva
sociocultural, com Radford (1997) e as abordagens de assuntos matematicos em situacdes de
ensino-aprendizagem explorando Movimento Logico-Histérico do conceito, cuja
fundamentacdo estad no materialismo dialético de Kopnin (1972, 1978).

Como objetos de estudo de dimensdo epistemolégica utilizamos as obras
“Introducdo & Histéria da Matematica” (EVES, 2004), “Timeu”(PLATAO,2011), “Os
Elementos” (EUCLIDES, 2009), “Euler’s Gem. The Polyhedron Formula and the Birth of
Topology” (RICHESON, 2008) e artigos publicados por Euler (1758), Poincaré (2010),
Sandifer (2004), Atiyah (2002), Lloyd (2012) e Reimann (2014) com o objetivo de analisar o
Movimento Légico-Histdrico do conceito de poliedro na historia da Matematica.

Na dimensdo cognitiva utilizamos os artigos “Registros de Representacdes
Semidticas e Funcionamento Cognitivo da Compreensdo em Matematica” (DUVAL, 2010) e
“Registros de Representagdo Semiodtica e Compreensdo de Conceitos Geométricos”
(ALMOULOUD, 2013) que teorizam sobre o0s processos cognitivos envolvidos na
compreensdo de conceitos geométricos por um individuo.

Os resultados dos estudos realizados na primeira etapa estdo distribuidos neste
trabalho da seguinte forma: os estudos que envolvem participacdes da Histéria da Matematica
no Ensino compdem o capitulo 2, a andlise do Movimento Logico-Histérico do conceito de
poliedro compde o capitulo 3.

As analises dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998), da
Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2011) e dos artigos relacionados &
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica sd@o expostos conforme fundamentam a
concepcdo da sequéncia didatica descrita no capitulo 4. Neste capitulo também se encontram
as analises a priori das situacdes de ensino-aprendizagem elaboradas, elementos da segunda
etapa da pesquisa conforme os moldes da Engenharia Didatica.

Apos realizar a experimentagdo, terceira etapa da pesquisa, foi elaborado o
capitulo 5, no qual estdo presentes as analises posteriores da sequéncia didatica elaborada neste
trabalho. Fatos observados pelo pesquisador e imagens capturadas com uma cadmera durante a

experimentacdo da sequéncia serviram como instrumentos de analise. Os registros realizados
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pelos alunos nos materiais impressos distribuidos e recolhidos pelo pesquisador também foram

analisados posteriormente.

1.3 O contexto da pesquisa

Esta pesquisa foi desenvolvida como requisito para o Programa de Mestrado
Profissionalizante em Rede Nacional PROFMAT. A origem desta pesquisa esta diretamente
relacionada com pesquisas que desenvolvi no periodo da graduacao no Instituto de Matematicas
e da Computacdo, ICMC -USP. Estas pesquisas, na area de Topologia, constituiam basicamente
em investigar uma aplicacdo do “Teorema de Borsuk-Ulam” (MUNKRES, 2000, p.256)
resultado da area de Topologia, em meteorologia. Nessa época tive conhecimento de alguns
conteidos de Topologia Algébrica, entre eles 0 Teorema de Classificacdo de Superficies
Compactas (MUNKRES, 2000, p. 462) e a Caracteristica de Euler de uma superficie
(POINCARE, 2010, p. 2).

Na época foi possivel perceber que a Geometria ensinada na Escola Basica ndo
contempla um periodo de imensas descobertas em relacdo aos solidos geométricos, gerando a
impressdo de que os estudos em Geometria Espacial estagnam ao final do século XVIIl. Com
os estudos em Topologia foi possivel perceber que esta impressdo € falsa, pois estes estudos
continuam e assumem outra visao sobre a forma dos objetos tridimensionais.

Apbs concluir essas pesquisas e a graduacdo, as reflexes acerca do ensino de
Geometria continuaram acompanhando a préatica docente, iniciada em 2012 como professor de
Matemética para o Ensino Fundamental, anos finais. A Histéria da Matematica tornou-se
parceira inseparavel desta pratica. No Programa de Mestrado PROFMAT da UFSCar, cursando
a disciplina optativa Historia da Matematica, as ideias que baseiam esta pesquisa foram
tornando-se cada vez mais claras, até que, no fim de 2016, sob orientacdo do entdo professor
da disciplina Prof. Dr. Jodo Carlos Vieira Sampaio, este trabalho teve inicio.

A parte da pesquisa anterior a aplicacdo da sequéncia didatica durou cerca de
oito meses. Em maio de 2017 a sequéncia didatica estava elaborada. Como eu ndo trabalhava
com turmas de nono ano, foi necessario encontrar uma turma na qual fosse possivel realizar a
experimentacao. Ao falar sobre a pesquisa para a prof. Nadia Stevanato, amiga e companheira
de graduacéo, ela gentilmente me convidou para aplicar em uma de suas turmas, 0 nono ano B
de uma escola estadual situada na cidade de S&o Carlos, interior de SP. Na turma estavam
matriculados 25 alunos, que frequentavam a escola no periodo da manha e possuiam, em sua

maioria, 15 anos de idade. A experimentacéo foi realizada em junho deste mesmo ano.
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Ap0s a aplicacdo, as anélises posteriores ocuparam o0s meses de julho e agosto
de 2017, no qual a pesquisa foi finalizada e enviada ao Programa de Mestrado Profissionalizante
em Rede Nacional da UFSCar.
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2 AHISTORIA NO ENSINO-APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

Pesquisas no campo da participacdo da Historia no processo de ensino-
aprendizagem de Matematica fomentaram no Brasil recentemente. Os primeiros grupos
interessados em estudar as relag@es existentes entre Pedagogia, Historia e Matematica surgiram
no pais no inicio da década de oitenta, periodo no qual houve grande interesse por mudancga nos
métodos e pedagogias utilizados para conceber o processo de educacdo matematica. Entretanto,
a participacao da historia de conceitos matematicos nesse processo € mais antiga. Nesta secdo
relataremos alguns momentos da trajetdria desta participacdo e faremos uma breve analise das
formas nas quais esta participacdo ocorre e da motivacéao didatica que resulta nesta participacéo.
Em seguida, caracterizaremos o uso da Historia na Educacdo Matematica sob a perspectiva
sociocultural e uma de suas vertentes: o estudo do Movimento Logico-Historico do conceito
(KOPNIN, 1972) no processo de construgdo do conhecimento matematico e suas possiveis

utilizagOes em situagdes de aprendizagem.

2.1 Histéria na Matematica Escolar do Brasil

Datam do inicio do século XX as primeiras apari¢des da histéria da Matematica
nos processos de ensino-aprendizagem do Brasil das quais tem-se registro. De acordo com
Miguel e Miorim (2013, p.20), a Historia da Matematica aparece de forma explicita em um
documento oficial, talvez pela primeira vez, na Reforma do Ensino Secundario apresentada pelo
Primeiro Ministro da Educacéo e Saude Francisco Campos no Decreto n® 19890 de 18 de abril
de 1931, consolidado no Decreto n° 21241 de 4 de abril de 1932. Este documento, que
contemplou o ideario do que ficou conhecido como Movimento da Escola Nova, propde a
inclusdo de ligeiras alusdes a fatos da histéria da Matematica, bem como a biografia de
matematicos considerados importantes, com o intuito de aumentar o interesse do aluno: “[...] 0
curso sera incidentalmente entremeado de ligeiras alusdes a problemas classicos e curiosos e
aos fatos da histéria da matematica bem como a biografia dos grandes vultos desta ciéncia”
(Portaria Ministerial de 30-06-1931 apud BICUDO, 1942, p.8).

Os autores de livros didaticos lancados no Brasil a partir das décadas de 20 e 30,
por influéncia das ideias propostas pelo Movimento da Escola Nova, incluiram elementos da
Histdéria da Matematica em suas obras. A pesquisa de Miguel e Miorim (2013) mostra que,
apresentadas de maneira geral em notas de rodapé e textos informativos, essas apari¢ces da

historia buscavam expor curiosidades e fatos historicos, podendo ou néo ter relacdo direta com
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0s conteudos abordados. Ha ainda apresentacGes de métodos historicos no desenvolvimento
tedrico ou em exercicios, aparentemente com a finalidade de destacar a importancia destes
métodos na Matematica.

A historia da Matematica foi utilizada também, desde os primordios do século
XX, por autores de livros didaticos de maneira implicita como elemento orientador da selecéo
e sequenciamento dos contetdos que sdo apresentados. Sobre essa ultima forma de utilizagéo
da histdria da Matematica, Miguel e Miorim (2013) apontam que a escolha dos tdpicos e da
sequéncia em gue sdo apresentados muitas vezes esta relacionada com a interpretacao historica
que o autor possui a respeito da producdo dos conhecimentos tratados, tanto em livros didaticos
quanto nas propostas para o ensino de Matematica em programas oficiais de ensino. “De uma
forma geral, podemos dizer que a histdria tem sido para muitos autores também uma fonte de
selecdo e constituicdo de sequéncias de topicos de ensino por eles julgadas adequadas”
(MIGUEL; MIORIM, 2013, p.47).

Pode ser citada a influéncia das ideias positivistas no pais como uma das
responsaveis por essas participacdes da histéria como fonte de ordenacdo das sequéncias dos
topicos em obras e propostas oficiais de ensino do século XX. A orientacdo positivista das
relacbes entre a histdria e a educacdo orientou grande parte dos autores de livros didaticos da
primeira metade do século XX, assim como o trabalho de educadores da época.

Autores de livros didaticos que articularam os conteudos da maneira em que
foram concebidos cronologicamente argumentaram que esse procedimento seria uma atitude
sensata e natural, pois assim todo individuo, em sua construcdo particular de conhecimento,
passaria pelos mesmos estagios que a humanidade teria passado na construcdo desse
conhecimento. Esse argumento ¢ baseado em uma versao pedagogica formulada para a “lei
biogenética” de Haeckel (1834-1919) conhecida como “principio genético” (ibid, p.43).

Na metade do século o ensino de Matematica do pais passou por grandes
mudancas em sua abordagem através do processo que ficou conhecido como Movimento da
Matematica Moderna. Com as modificagdes, buscou-se um ensino axiomatico da Matematica,
utilizando uma linguagem rigorosamente formal e simbolos, baseando-se na Teoria de
Conjuntos e em ideias cartesianas, conforme relata Soares (2009).

Nas decadas de 1980 e 1990, com o enfraquecimento das ideias do Movimento
da Matematica Moderna e a propagacdo da Teoria da Aprendizagem Significativa de David
Ausubel (1918-2008) no pais, a Historia da Matematica passa a exercer a fungdo pedagogica
de auxiliar em um processo de ensino-aprendizagem baseado na compreenséo e significacao
(VIANA NUNES; ALMOULOUD; GUERRA, 2010).
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A teoria de Ausubel estabelece distingbes entre formas de aprendizagem
mecanica e de aprendizagem significativa. A primeira, nessa teoria, consiste em aprendizagens
baseadas em associa¢des arbitrarias e solicita ao aluno a reproducao fiel do que Ihe foi ensinado.
A segunda consiste em relacionar, de forma nao-arbitraria, uma nova informacéo a outra com
a qual o aluno ja est& familiarizado (Ibid, 2010).

Embora possa participar como orientadora na selecédo e sequenciamento dos
conteddos, a historia, nesse contexto, € responsavel por conduzir um processo de ensino-
aprendizagem que substitui a repeticdo mecanica dos conteddos por um desenvolvimento
baseado na aprendizagem significativa, agindo como organizador prévio dos contedos, ou
seja, como fonte de significados para os assuntos abordados (Ibid, 2010).

Nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) do fnal do século XX,
vigentes atualmente, a participacdo da Historia da Matematica é entrelagada com o a resolugédo
de problemas. O Documento Oficial orienta que a utilizacdo de problemas historicos como
forma de aproximar a metodologia da matematica escolar da metodologia da matematica
cientifica, argumentando que ao resolver um problema o aluno constroi conceitos e “[...] num
outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros, o que exige transferéncias,
retificacGes, rupturas, segundo um processo analogo ao que se pode observar na histéria da
Matematica” (BRASIL, 1998, p.33).

Além dos problemas historicos, a Historia da Matematica é indicada pelos
elaboradores dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) como um recurso
didatico que pode oferecer diversas contribui¢cfes ao processo de ensino-aprendizagem. O
documento propGe que a utilizacdo de Historia da Matematica evidencia a Mateméatica como
criacdo humana, desenvolvendo no aluno posturas favoraveis diante do conhecimento
matematico e contribuindo para o desenvolvimento de um olhar mais critico sobre estes
conhecimentos. Assim, a utilizacdo da Historia da Matematica seria um contraponto a
impressao, causada pela maneira como em geral os cursos de Matematica sdo organizados, de
que a Matematica € uma ciéncia sem contradi¢Ges, que esta pronta, acabada e tem fim em si
mesmo (BRASIL, 1998).

A utilizacdo da Histéria da Mateméatica como elemento que favorece a
desmistificagdo dessa ciéncia e a ndo-alienagdo do seu ensino é defendida por Miguel e Miorim
(2013). Para os pesquisadores, é possivel buscar na Histdria da Matematica objetivos

pedagdgicos que levem os alunos a perceber, por exemplo:

(1) A matemética como uma criacdo humana; (2) as razfes pelas quais as pessoas
fazem matematica; (3) as necessidades praticas, sociais, econdmicas e fisicas que
servem de estimulo ao desenvolvimento das ideias matematicas; (4) as conexdes
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existentes entre matematica e filosofia, matematica e religido, matematica e logica,
etc.; (5) a curiosidade estritamente intelectual que pode levar a generalizagdo e
extensao de ideias e teorias; (6) as percepgdes que os matematicos tém do proprio
objeto da matematica, as quais mudam e se desenvolvem ao longo do tempo; (7) a
natureza de uma estrutura, de uma axiomatizagdo e de uma prova (MIGUEL;
MIORIM, 2011, p. 53).

Outro beneficio da utilizacdo da Histdria da Matematica como recurso didatico,
segundo os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998), é a relagdo que esta constrdi entre
os contetidos e os valores culturais, sociais e antropolégicos. Essas relagdes sdo de grande valor
formativo e servem de instrumento de resgate da identidade cultural dos envolvidos no processo
de ensino-aprendizagem. Este beneficio colocado pelo documento esta diretamente ligado a
Etnomatematica, subarea da Historia da Matemaética e da Educacdo Matematica que estuda a
Matematica praticada por grupos culturais como: classes trabalhadoras, sociedades indigenas,
comunidades rurais, entre outros.

A partir desta breve retrospectiva observamos que a participacao da Historia da
Matematica no ensino de Matematica ocorreu sob diversas formas e com objetivos distintos de
acordo com o momento, transformando-se em consondncia com pesquisas em outras &reas,
como historiografia, psicologia e antropologia. De acordo com Miguel e Miorim (2013) com o
crescente desenvolvimento das pesquisas relacionadas a participacdo da Historia da Matematica
na Educacdo Matematica, é possivel identificar algumas perspectivas tedricas educacionais
nesse campo, denominado pelos pesquisadores como Histéria na Educacdo Matematica:
perspectiva Evolucionista Linear, perspectiva Estrutural-Construtivista Operatoria, perspectiva
Evolutiva Descontinua, perspectiva dos Jogos de Vozes e Ecos e perspectiva Sociocultural. Os
autores atribuem a dois principais fatores condicionantes a existéncia dessa pluralidade de
perspectivas: “ (1) a concep¢do que se adota em relacdo a natureza do conhecimento

matematico; (2) a concepgao que se adota em relagdo a natureza da aprendizagem matematica”

(MIGUEL; MIORIM, 2013, p.83).

2.2 A historia na educacdo matematica sob a perspectiva sociocultural

Radford concebe o conhecimento matematico como “manifestacdo simbolica de
certas sensibilidades desenvolvidas pelos membros de uma cultura através de experiéncias
compartilhadas e a partir das quais o significado dos produtos é produzido” (RADFORD, 1997,
p.30).

A concepcdo do conhecimento como resultado de interacGes sociais entre

individuos inseridos em um contexto cultural é pautada na teoria Leontiev S. Vygotsky (1896
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- 1934). Conforme explica Oliveira (1993), o psic6logo russo estabeleceu que 0s processos
pelos quais o individuo adquire informacfes, habilidades, atitudes, valores e outros
componentes do seu desenvolvimento, ou seja, seus processos de aprendizagem, estdo
fortemente ligados as relacdes desse individuo com seu ambiente sociocultural e a sua situacdo
de organismo que n&o se desenvolve plenamente sem o suporte de outros individuos.

Diferenciando processos psicoldgicos elementares, como a¢Ges mecanicas e
associacfes simples entre objetos, dos superiores, como pensar objetos ausentes, imaginar
situacbes nunca vivenciadas e planejar acdes a serem realizadas em momentos posteriores,
Vygostky propds que, através de sua consciéncia individual, o individuo reconstroi e reelabora
os significados que lhe sdo transmitidos pelo seu grupo cultural para atingir 0s processos
psicolégicos superiores (OLIVEIRA, 1993).

A transmissdo e recepcao de significados entre os individuos de determinado
grupo cultural é mediada por signos, representacbes mentais da realidade exterior
compartilhadas por esse grupo, conforme explica Oliveira (1993). Esses signos possibilitam a
comunicacdo entre os membros do grupo, mediando e aprimorando suas relagdes interpessoais,
ou ainda, suas interacdes sociais, seja com outros individuos ou com diversos elementos do
ambiente culturalmente estruturado. A partir dessas interagdes sociais o individuo é capaz de
interiorizar as formas culturalmente estabelecidas de funcionamento psicolégico (OLIVEIRA,
1993).

Assim, conforme aponta Radford (1997), para a perspectiva sociocultural, o
conhecimento matematico ¢ definido pela cultura em que se desenvolve e em que € subsumido
e esta intimamente relacionado ao desenvolvimento desta cultura, que determina a organizagéo
da investigacéo cientifica, o tipo de argumentos que sdo socialmente aceitos, o tipo de evidéncia
e o tipo de explicacBes que serdo consideradas validas. Sobre a relagcdo entre conhecimento e
cultura, Miguel e Miorim (2013, p.133) colocam que ao processar-se dentro de uma cultura,
com lugar e tempo determinado, a manifestacdo de significados gera conhecimentos revestidos
ou emoldurados pela racionalidade da cultura na qual teve origem.

Para Radford (1997), olhar para a histéria do conhecimento matematico
buscando compreender seu desenvolvimento, nessa perspectiva, € um processo dialdgico no
qual dois pontos de vista se fundem: o ponto de vista da cultura na qual o conhecimento em
questdo foi desenvolvido e o ponto de vista do pesquisador atual, anacrénico a essa cultura e
inserido em seu préprio contexto cultural. A partir desse choque de pontos de vista, este

processo dialdgico permite que o olhar va além do conhecimento matematico, estabelecendo-
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se como dialogo entre distintas culturas, ja que o conhecimento visto como manifestacao
cultural gerado e compartilhado por um grupo traz consigo muito mais que conceitos isolados.

A perspectiva sociocultural da Histdéria na Educacdo Matematica tenta evitar, ao
conceber as relacGes entre cognicdo e cultura, reduzir a cognicdo a um mero reflexo da cultura,
assim como reduzir a cultura a um mero gerador de estimulos para as mudancas e 0S
desenvolvimentos conceituais. Conforme indicam Miguel e Miorim (2013) o estudo do
desenvolvimento histérico do conhecimento matematico ndo deve ser reduzido a sociologia do
conhecimento, e ndo pode ser realizado exclusivamente a partir da leitura de textos
informativos, pois estes carregam consigo sedimentos da rede das significativas atividades
humanas sociais e econdmicas. Para compreender a racionalidade no interior da qual um
conhecimento matematico foi desenvolvido, é necessario coloca-lo em seu proprio contexto e
episteme.

Dessa maneira, a perspectiva sociocultural sugere a participacao da Historia na
Educacdo Matematica através de andlises historico-epistemolégicas do desenvolvimento do
conhecimento matematico como significados resultantes de negociacdes em determinada
cultura e atraves de diferentes culturas. De acordo com Radford (1997) essas anélises fornecem
informacdes relacionadas ao surgimento destes significados e as suas transformagdes,
possibilitando o entendimento das negociacfes e concepcOes culturais que sustentam tais
significados.

Para Miguel e Miorim (2013) a Histdéria da Matematica é o campo que possibilita
constituir as situaces, contextos e circunstancias culturais geradoras de conhecimentos
matematicos, assim como constituir as significacbes semidticas culturais produzidas e
compartilhadas nos processos de circulagédo e transformagéo desses conhecimentos em outros
contextos e épocas.

Para concluir, ressalta-se, com base nos argumentos de Miguel e Miorim (2013,
p.135), que diferente de outras perspectivas, baseadas no evolucionismo ja citado neste texto,
para a perspectiva sociocultural de participacdo da Historia na Educacdo Matematica ndo € a
realizacdo de um mero movimento na direcdo do passado para o presente buscando transpor
mecanicamente elementos da Historia da Matematica para o contexto social no qual ocorre o
processo de ensino-aprendizagem. A participacdo da Historia na Educacdo Matematica na
perspectiva sociocultural carrega consigo o pressuposto da busca por um didlogo entre passado
e presente. Nesse didlogo, o passado ndo se subordina ao presente nem o presente se subordina

ao passado, visto que as fontes que constituem os conhecimentos do passado e do presente
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encontram-se inseridas em diferentes culturas e devem ser lidas e interpretadas levando-se em
consideracdo seu respectivo contexto cultural (MIGUEL; MIORIM, 2013. P.135).

2.3 O movimento logico-historico de conceitos

Entre as dificuldades de se utilizar a Histéria na Educacdo Matematica, na
perspectiva sociocultural e em outras perspectivas, sdo citadas por Miguel e Miorim (2011,
p.66) a auséncia de literatura adequada e a natureza imprépria da literatura disponivel. De
acordo com os autores, a literatura existente nessa area trata majoritariamente dos
conhecimentos matematicos concebidos nos dois ultimos séculos e os conhecimentos
matematicos que usualmente compdem o curriculo escolar é anterior a este periodo. Em sua
maioria, as obras escritas nessa area, por historiadores e matematicos, constitui-se de apanhados
de descobertas matematicas organizados de maneira linear de acordo com a data em que foram
realizadas, desconsiderando completamente sua forma de produgdo. Assim, as partes histéricas
que poderiam contribuir mais intensamente para a composicdo de propostas didatico-
pedagdgicas perderam-se e sua recomposicao seria tarefa extremamente complexa, mesmo para
um historiador profissional.

Além disso, para Saito e Dias (2013), a participacdo da Historia na Educacéao
Matemaética pode tornar-se um fator complicador do processo de ensino-aprendizagem, pois
ndo basta apenas juntar histéria e matematica que surge a Historia da Matematica. A soma
destas duas coisas resulta em uma terceira, muito distinta das que lhe deram origem e diferente
da Histéria de Matematica concebida por historiadores profissionais. A articulacao da historia
no processo de ensino-aprendizagem pelo educador visando uma compreensao contextualizada
dos objetos necessita de uma metodologia que viabilize uma proposta didatico-pedagdgica
(SAITO; DIAS, 2013).

Uma abordagem tedrico-metodolégica que inclui a participacao da Hist6ria no
processo de ensino-aprendizagem e busca superar os conflitos mencionados acima propde
estudar o Movimento Logico-Historico dos conceitos, conforme teorizado por Kopnin (1972).
Através do materialismo dialético, que parte do pressuposto de que o0 universo e tudo o que ha
nele possui existéncia material, portanto, € passivel de um estudo racional, essa abordagem
busca estudar os conhecimentos matematicos como objetos diretamente relacionados a época e
ao contexto social no qual foram gerados.

Opondo-se a logica classica defendida por Hegel (1770 — 1831), as ideias do
materialismo dialético tém origem com Marx (1818 - 1883) e Engels (1820 - 1895). Os fil6sofos
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propuseram que a producéo das ideias e da consciéncia humana estéa diretamente entrelacada a
realidade material e o intercdmbio cultural do individuo. Ademais, as ideias, que s&o
determinadas pelas condi¢des do mundo material, constituem um objeto que pode ser material
de estudo passivel de racionalidade. Dessa forma, o conhecimento cientifico é visto como
producdo humana que reflete em determinado nivel a posicéo social do ser, assim como suas
percepcdes de realidade, sendo possivel a utilizacdo destes conhecimentos pelo individuo que
busca determinadas respostas acerca do ser humano que as deu origem, seu contexto social e
suas maneiras de conceber a realidade (LEANDRO; SOUZA, 2015). Segundo Kopnin:

“Nos conceitos e categorias do materialismo dialético, a realidade objetiva esta
refletida segundo os objetivos da atividade pratica do homem numa etapa do seu
desenvolvimento. E quando se baseiam nas leis objetivas assimiladas, esses objetivos
ndo perturbam o conhecimento do ser e suas formas tais quais existem na realidade,
mas servem de premissa para esse conhecimento” (Kopnin, 1972, p.171).

A filosofia do materialismo dialético pontua que o conhecimento cientifico passa
por transformacdes em diferentes contextos e épocas, visto que qualquer conhecimento é
influenciado pelo que Kopnin (1972) denomina “fundo intelectual”. Esse fundo é composto,
em sua maioria, pela ideologia dominante, ou seja, o sistema de conhecimento acerca da posicao
do individuo frente ao meio natural e social que o cerca, do seu lugar no mundo, assim como
dos objetivos e sentidos de sua realidade. Assim, como colocam Leandro e Souza (2015), por
estar diretamente relacionado a situacdo social da sociedade que o produz, o conhecimento
cientifico se modifica constantemente, pois esta € a situacdo da sociedade, que se transforma
atraves de seu processo histérico.

Saito e Dias (2013) esclarecem que, nesse contexto, o histérico do objeto é
constituido pelo seu processo de mudanca, ou seja, pelas etapas pelas quais passa em seu
surgimento e desenvolvimento. O l6gico é o meio pelo qual o pensamento realiza a reproducéo
do processo historico desse objeto.

Leandro e Souza (2015) consideram que o materialismo dialético concebe o
conhecimento cientifico inserido em um processo histérico que engendra diferencas,
polaridades, problemas tedricos e praticos. Esses problemas podem ou ndo ser passiveis de
resolucdo logica. Ao estudar o movimento légico-histérico dos conceitos matematicos, através
de elementos da Historia, é possivel compreender as contradi¢fes, os embates, os conflitos, as
tensdes e rupturas pelas quais esses conceitos passaram durante seu desenvolvimento.

Para Saito e Dias (2013), a logica referida no paragrafo anterior é a ldgica
dialética, mais ampla que a I6gica formal. Cabe diferencié-las aqui pois a relacdo da légica

formal com o conhecimento matematico tem se estreitado consideravelmente nas pesquisas
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recentes, e muitos matematicos a concebem como a Unica existente, as vezes tomando
Matematica por logica formal ou vice-versa. Enquanto a légica formal interessa-se por sua
prépria forma linguistica para expressar uma ideia, como uma definicdo matematica, por
exemplo, a logica dialética estuda o contetido mental que se expressa por meio da linguagem,
atentando-se para as rela¢fes que esse contetdo possui com a realidade objetiva no processo de
construcdo do conhecimento (SAITO; DIAS, 2013).

De acordo com Saito e Dias (2013), partindo da lIégica dialética e do historico
como forma de pensamento, surge como possibilidade didatica construir relacbes entre o
historico de conceitos e sua esséncia, 0 16gico, com o objetivo de formacéo do conceito pelo
aluno. A reproducéo do processo de criacdo e desenvolvimento dos conceitos proporciona ao
individuo, além de compreensdo das necessidades e das aptiddes humanas nele sintetizadas, a
capacidade de elaborar novos aspectos e novas relagdes de movimento para esses conceitos. A
reproducdo, porém, ndo se limita a reproducdo mecanica dos fatos, pois neste processo de
reproducéo, o aluno cocria, recria e transforma os conceitos envolvidos, internalizando-os de
maneira individual (SAITO; DIAS, 2013).

A reproducdo do processo de desenvolvimento dos conceitos a que se referem
Saito e Dias (2013) ndo necessita dar-se seguindo etapas cronoldgicas, baseada em uma vertente
historiografica tradicional, pois isso “tende a reforgar a linearidade do desenvolvimento do
conceito” (SAITO; DIAS, 2013, p.95). Ao utilizar-se de historiografias pautadas no
evolucionismo pode-se causar a impressao de que 0s conhecimentos matematicos s6 poderiam
ter seguido esse caminho e que todo conhecimento existente converge para 0 momento presente,
que seria a etapa mais aprimorada de seu desenvolvimento.

Em contrapartida, os pesquisadores argumentam que ao enfocar aspectos
externos ao conceito matematico, as historiografias com base em fatores socioculturais
contribuem para a aproximacao da Matematica aos aspectos ligados as necessidades humanas,
evidenciando o papel da ciéncia na sociedade.

Contextualizar historicamente, para Saito e Dias (2013), ndo se limita a
descrever e explicitar o desenvolvimento dos conteddos matematicos, mas relaciona-los a
natureza da Matematica no passado. As analises historicas dos conceitos e problemas
matematicos estudados em determinada época possibilitam a compreensdo de como o
conhecimento matematico se desenvolveu e institucionalizou em diferentes épocas. Ao analisar
0 passado no passado, é possivel evidenciar no objeto de estudo diversas conexdes que dédo
sentido a sua existéncia naquele momento historico e abre um campo de possibilidades a ser

explorados pelos educadores.
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Para os autores, é necessario, para explorar estas conexdes, ter em mente que a
Matematica que se esta ensinando foi escrita no século XXI, ja que esta difere das matematicas
do passado em linguagem, métodos e outros componentes. Uma transposicdo de conceitos
concebidos atualmente para o passado geraria diversas confusdes do ponto de vista formal,
devido a essas diferencas. Ao transpor a Matemaética do passado para a atualidade, € impossivel
descartar o anacronismo que diminui o sentido da existéncia do objeto de estudo.

Através de uma abordagem que proponha estudar os conceitos em seus contextos
histéricos e os movimentos pelos quais passaram durante seu desenvolvimento historico, 0s
conflitos se dissipam, pois ndo ha sentido em falar em historia fragmentada de um conceito,
visto que seu desenvolvimento esta em um contexto maior, seja esse contexto econdmico,
social, politico ou cultural, e este transforma-se de acordo com as necessidades dos individuos
(SAITO; DIAS, 2013). Para Leandro e Souza (2015), essa abordagem contribui para o sentido
da totalidade dos conhecimentos histéricos, pois o refletir dialeticamente auxilia na
compreensédo de um fendmeno social ou o desenvolvimento de um conceito em um sentido de

totalidade, ou seja, inserido em um contexto amplo que ndo deve ser desconsiderado.
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3 MOVIMENTO LOGICO-HISTORICO DO CONCEITO DE POLIEDRO

Os registros mais antigos relacionados aos solidos geométricos foram realizados
por habitantes da Grécia antiga, cerca de dois mil e quatrocentos anos atras. Desde entdo, o
conceito de poliedro ocupou lugar entre os estudos de diversos matematicos. Atualmente é
componente do curriculo da Matematica escolar e compde o arsenal de conhecimentos basicos
de um estudante de Matematica da escola basica.

Neste capitulo tragcamos alguns momentos que marcaram o estudo destes
objetos, acompanhados de seus respectivos contextos historico-culturais. Dessa forma sera
possivel compreendé-los como cria¢des processadas dentro de uma cultura, com lugar e tempo
determinado, ou seja, como conhecimentos revestidos ou emoldurados pela racionalidade da

cultura na qual tiveram origem.

3.1 As ideias e as defini¢des na matematica grega

Os gregos foram os primeiros seres humanos que se dedicaram aos
conhecimentos matematicos dos sélidos, especificamente os Pitagdricos. De acordo com Eves
(2004), apds o declinio do poder do Egito e da Babil6nia, os hebreus, os assirios, os fenicios e
0S gregos passaram ao primeiro plano. Anunciava-se a ldade do Ferro, que abrange mudancas
na maneira de organizacdo da sociedade. Inventou-se o alfabeto, passou-se a utilizar moedas,
incentivou-se o comércio e foram realizadas diversas descobertas geogréaficas.

O grande centro cultural e comercial do mundo grego era a cidade-Estado de
Atenas. Apds passar por guerras civis entre ricos e pobres, a cidade inaugura uma nova
Constituicdo em 510 a.C., uma das mais democraticas no mundo antigo. Nessa época, a
prosperidade e a democracia andaram juntas em Atenas. A vida intelectual girava em torno da
Agora. “Ali, agricultores do interior, mercadores e artesdos das lojas da cidade e mercadores e
marinheiros recém-chegados do cais misturavam-se e conversavam” (EVES, 2004, p.92).
Nesse momento da histdria surgiu o pensamento dedutivo nos conhecimentos humanos. “Os
processos empiricos do Oriente antigo, suficientes para responder questdes na forma de como,
ndo mais bastavam para as indagac6es mais cientificas na forma de por qué” (EVES, 2004,
p.94).

A primeira apari¢do dos entdo chamados solidos geométricos da qual se tem

registro estd na obra Timeu, um didlogo entre SAcrates, Hermaocrates, Timeu e Critias, escrita
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por um dos filésofos que marcaram presenca na Agora, Platdo (428 - 348 a.C.), por volta de
360 a.C. Em uma fala de Timeu, Platdo propde que antes do processo de criagdo do universo,
0s elementos “estavam privados de propor¢do e de medida. [...] A partir deste modo e desta
condi¢do, comecaram a ser configurados através de formas e de niimeros” (PLATAO, 2011,
p.140). Apods essa fala, Timeu anuncia que ird “esclarecer para vos a ordenacdo ¢ a génese
destes elementos por meio de um discurso insolito; mas como, gracas a educacao, partilhais dos
métodos pelos quais se demonstra o que é necessario ser explicado, vés ireis acompanhar-me”
(PLATAO, 2011, p.140).

No trecho citado, Platdo refere-se a educacéo e a partilha de métodos pelos quais
se demonstra e enfatiza os conhecimentos matematicos, em particular a Geometria,
desenvolvida atraves das relacdes de proporcdo entre medidas. Estes conhecimentos foram
amplamente difundidos em Atenas pela escola fundada por ele, a Academia. Richeson (2008)
considera a Academia uma das mais importantes contribui¢des de Platdo para o conhecimento.
O objetivo dessa instituicdo era preparar jovens para o estudo das ciéncias, em especial a
Matematica, para serem capazes de separar o intelecto das sensacGes e opinides pessoais. A
Academia de Platdo durou cerca de novecentos anos e ja foi considerada o mais memoravel
evento da Histdria da Ciéncia do leste europeu.

Platdo prossegue sua explica¢do dizendo “tudo o que é da espécie do corpo tem
profundidade. Mas a profundidade envolve, necessariamente e por natureza, a superficie; e uma
superficie plana é composta a partir de triangulos” (PLATAO, 2011, p.140). Ao continuar,
Timeu diz que “E necessario que se diga entio como sdo esses quatro corpos mais belos,
dissemelhantes uns em relacéo aos outros, e que tém a capacidade de se gerarem uns aos outros,
se porventura forem dissolvidos™ (ibid, p.140).

Discursando sobre estas formas, Timeu seleciona dois triangulos que utiliza para
mostrar como se constroem as formas dos elementos: “um é isdsceles, e, quanto ao outro, 0 seu
lado maior sera sempre o quadrado do triplo do mais pequeno” (ibid p.142). Timeu ndo justifica
a escolha destes tridngulos, mas argumenta que “os quatro géneros Sd80 gerados a partir dos
tridangulos que elegéramos, trés dos quais a partir do Unico que tem os lados desiguais, e 0 quarto
foi o unico harmonicamente constituido a partir do triangulo isosceles” (ibid, p.142). Assim,
seria possivel decompor trés deles um no outro, pois sdo gerados pelos mesmos triangulos.

Ele utiliza seis triangulos retangulos escalenos iguais ao que mencionou, 0S
tridngulos elementares, para construir um triangulo equilatero. A seguir, ele inicia uma
descrigdo das quatro figuras sélidas mais belas, finalizando com a mencéo da existéncia, ainda,

de uma quinta forma harmoniosa:
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Quatro desses triangulos constituidos por quatro lados iguais, unidos a trés angulos
planos, formam um Gnico angulo sélido que é gerado imediatamente a seguir ao mais
obtuso dos angulos planos. Uma vez formados quatro angulos desse tipo, esta
composta a primeira figura sélida, que divide um todo esférico em partes iguais e
semelhantes. A segunda figura é formada a partir dos mesmos triangulos,
combinando-se oito triangulos equilateros que produzem um sé angulo sélido a partir
de quatro angulos planos; e quando se geram seis angulos deste tipo, o segundo corpo
esta deste modo terminado. A terceira figura é constituida pela conjuncdo de cento e
vinte triangulos elementares e de doze angulos sélidos, cada um dos quais envolvido
por cinco tridngulos planos equilateros, e é gerada com vinte bases que séo triangulos
equilateros. Engendrados estes s6lidos, o outro triangulo elementar foi deixado de
parte, e o triangulo isdsceles engendrou a natureza do quarto, constituindo quatro
tridngulos que coincidiram no centro os seus angulos rectos, formando um Unico
quadrilatero equilateral. Quando foram conjugados seis deste tipo, produziu oito
angulos sélidos, sendo cada um deles constituido pela harmonia de trés &ngulos planos
rectos; a figura do corpo constituido foi a do cubo, que tem seis faces planas,
quadrangulares e equilaterais. Visto que havia ainda uma quinta combinag&o o deus
utilizou-a para pintar animais no universo (ibid p.142).

Ap0s esta descri¢do, Timeu conclui sua teoria acerca da composicao do universo
e das coisas materiais associando ao elemento terra a forma cubica, pela estabilidade do
elemento e do sélido, “e, das que restam, a forma mais dificil de movimentar a 4gua, a que se
movimenta melhor ao fogo e a intermédia ao ar; o corpo mais pequeno ao fogo ,0 maior a agua,
e o médio ao ar; o que ¢ mais agudo ao fogo, o segundo mais agudo ao ar e o terceiro a agua”
(ibid, p. 145), referindo-se a figura sélida da piramide e relacionando ao fogo, e, na ordem de
criacdo, a segunda é associada ao ar e a terceira a agua.

O trecho que trata dos s6lidos geométricos, aqui abordado, é pequeno em
comparagdo com a obra completa. No livro, Platdo discute diversos outros assuntos, como as
Orbitas dos planetas conhecidos na época, politica, teologia, a alma e o corpo, as sensibilidades
do ser humano para o0s cheiros, para 0s sabores, para 0S SOns e para as cores, entre outros
assuntos. Platdo, que ficou famoso por suas obras filos6ficas acerca do sensivel e do abstrato,
“era um amante da matematica, e tinha alta consideragdo por matematicos” (RICHESON, 2008,
p.41). Assim, em sua Academia, a Matematica gozava de alto prestigio. Embora ndo houvesse
divisdo especializada de carreiras na época, Platao ficou conhecido ’ndo como matematico, mas
como “criador de matematicos™” (BOYER, 1974, p.63). Os solidos que sao tratados no livro
Timeu (PLATAO, 2011) ficaram conhecidos, desde a publicagéo deste livro, como sélidos de
Plat&o, de acordo com Richeson (2008).

Na época da publicacdo de Timeu as cidades-Estado gregas encontravam-se
exauridas em virtude de quase cem anos de guerras. Conforme relata Eves (2004, p.162), dois
anos depois de Alexandre, o Grande (356 - 336 a.C), assumir o império da Macedonia, que
havia invadido e unificado a Grecia a seu territorio pouco tempo antes, e conduzir suas tropas

em diversas invasdes que resultariam na conquista do Império Persa, o imperador fundou
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Alexandria, em 331 a.C., como sua capital ocidental. Essa época foi o inicio do que
historiadores chamam de Era Helenistica (338-31 a.C), que vai até a conquista de Alexandria
pelos romanos.

Nessa Era, a ciéncia grega deixa de ser uma parte da filosofia e passa a ser um
campo de conhecimento independente, alcangando seu apogeu entre 300 e 150a.C. “Embora os
intelectuais atenienses continuassem a se concentrar em filosofia, historia e literatura, os
pensadores de Alexandria enfatizavam a ciéncia e a Matematica” (EVES, 2004, p. 163). Para
Eves (2004), a astronomia, a biologia e a geografia desenvolveram-se ambiciosamente até o
atingirem o apogeu possivel para as tecnologias da época. Apds culminar, sucede-se um longo
e lento declinio até o encerramento das atividades cientificas na Grécia com o fechamento da
Academia de Atenas em 529 d.C.

O estudo dos sélidos é retomado pelo matematico grego Euclides de Alexandria,
que, de acordo com Eves (2004), foi aluno da Academia de Platdo e mudou-se para a capital
quando a famosa biblioteca estava sendo construida, fundando a escola de Matemaética de
Alexandria. Ele escreveu diversos livros, dos quais o conjunto mais famoso se chama “Os
Elementos” (EUCLIDES, 2009). Para os gregos, “clementos” de um estudo dedutivo eram os
teoremas-chave. Deste livro foram realizadas diversas copias manuscritas até a primeira copia
impressa em 1942, segundo Richeson (2008). Nessa obra, Euclides (2009) dispde alguns
resultados conhecidos na época envolvendo geometria, nimeros e medidas. Iniciando com os
postulados e demonstrando com implicacGes l6gicas os teoremas e corolarios, os solidos
aparecem na parte final da obra.

No inicio do Livro XI, o autor grego define que:

1. Soélido é o que tem comprimento e largura e profundidade. 2. E uma extremidade
de um sélido é uma superficie. [...] 9. Figuras solidas semelhantes séo as contidas por
planos semelhantes iguais em quantidade. 10. E figuras sélidas iguais e semelhantes
sdo as contidas por planos semelhantes, iguais em quantidade e em magnitude. 11.
Angulo sélido ¢ a inclinacdo por mais de duas retas que se tocam e que nio estdo na
mesma superficie, relativamente a todas as retas. De outro modo: o &ngulo sélido é o
contido por mais de dois angulos planos, que nao estdo no mesmo plano, construidos
em um plano. [...] 25. Cubo é uma figura s6lida contida por seis quadrados iguais. 26.
Octaedro é uma figura sélida contida por oito tridngulos iguais e equilateros 27.
Icosaedro é uma figura sdlida contida por vinte tridngulos iguais e equilateros. 28.
Dodecaedro é uma figura so6lida contida por doze pentagonos iguais e eqilateros e
equiangulos (EUCLIDES, 2009, p.481-483).

Embora desenvolva seu trabalho a partir de defini¢es, método que foi adotado
da matematica grega e é utilizado nos dias atuais, é possivel notar que as defini¢des de Euclides

ddo margem para diversas interpretagdes em algumas partes. Como escreve Richeson (2008),
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por muitos anos as definicdes dos solidos careceram de precisdo, o que dificultou o
desenvolvimento dos conhecimentos matematicos acerca destes objetos.

No Livro X1 Euclides (2009) mostra como construir os cinco sélidos de Platéo,
elaborando o que Richeson (2008) afirma ser a mais importante contribuicdo deste livro. Apds

as construcdes, que demonstram a existéncia destes cinco solidos, 0 matematico escreve:

Digo, entdo, que exceto as cinco ditas figuras ndo sera construida outra figura, contida
por eqlilateras e também equiadngulas entre si. Pois, um angulo sélido ndo é
construido, certamente, por dois triangulos ou, em geral, planos. Mas por trés
tridngulos, o da pirdmide, e por quatro, o do octaedro, e por cinco, o do icosaedro;
mas por seis triangulos tanto equilateros quanto equiangulos, construidos junto a um
ponto, ndo existira um angulo sélido; pois, sendo o angulo de um triangulo eqilatero
dois ter¢os de um reto, os seis serdo iguais a quatro retos; o que é impossivel; pois
todo angulo s6lido é contido por um menor do que quatro retos. Pelas mesmas coisas,
entdo, nem um angulo sélido é construido por mais do que seis angulos planos. Mas
o0 angulo do cubo é contido por trés quadrados; e por quatro, é impossivel; pois, de
novo, sera quatro retos. Mas por pentagonos eqilateros e eqliangulos, certamente
por trés, o do dodecaedro; e por quatro, € impossivel; pois sendo o angulo do
pentadgono equilatero um reto e um quinto, os quatro angulos serdo maiores do que
quatro retos; o que é impossivel. Nem, por certo, por outras figuras poligonais sera
contido um angulo sélido, pelo mesmo absurdo (EUCLIDES, 2009, p.592).

No livro XI Euclides enunciou e demonstrou que todo angulo sélido é contido
por angulos planos menores que quatro retos, teorema que utiliza na demonstracdo acima. Em
algumas passagens da demonstracdo, assim como nas definicdes, hd margem para
ambiguidades. O grego descarta a possibilidade de existirem dois diferentes poliedros com o
mesmao poligono nas superficies e 0 mesmo nimero de superficies em cada angulo sélido, como
por exemplo, a existéncia de outro sé6lido, além do icosaedro, formado por tridngulos equilateros
e com cinco superficies em cada angulo sélido. Euclides assume isso como verdade, pois 0s
gregos assumiram que os solidos eram convexos. O conceito de convexidade foi elaborado
muito tempo depois, na Europa medieval, onde os poliedros voltaram a ocupar espaco nos

estudos dos matematicos dos quais existem registros atualmente (RICHESON, 2008, p.47).

3.2 As esferas de pedra esculpida da Escécia

As esferas de pedra esculpida da Escécia séo um conjunto de aproximadamente
425 esculturas de pedra encontradas em sua maioria no norte da Escécia, que datam do periodo
Neolitico e comp&em o acervo de museus do Reino Unido. Estimativas indicam que as esferas
foram esculpidas entre 3200 a.C. e 2500 a.C. (figura 2). Muitas destas esferas possuem cerca
de sete centimetros de didmetro e protuberancias esculpidas em suas superficies. Embora a
quantidade de protuberéncias varie entre trés e cento e sessenta protuberancias,

aproximadamente metade das esferas possui seis protuberancias (Reimann, 2014).
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Figura 2 - Esferas de pedra esculpida. O cientista D. R. LLoyd em seu artigo
“How old are the Platonic Solids? (2012), contesta
as propostas do artista Keith Critchlow chamado
“Time stands still: new light on megalithic science”,
originalmente publicado em 1979. Neste livro, em

um capitulo chamado ‘“Platonic Spheres - a

Fonte: Ashmolean Museum website. millennium before Plato” (Critchlow, 1979 apud

Reimann, 2014, o autor sugere que esses objetos remetem as ideias de poliedro, propondo que
os habitantes da Escocia do periodo Neolitico desenvolveram pensamento matematico acerca
dos objetos que posteriormente ficariam conhecidos como poliedros de Platdo. O autor propde
que o topo das protuberancias seriam os vértices dos poliedros, e utiliza fitas para exemplificar
sua teoria (REIMANN, 2014). A fotografia da figura 3 é utilizada pelo autor para ilustrar suas
ideias em seu livro. Apos essa publicacdo, diversos outros matematicos utilizaram esta imagem
para atribuir conhecimentos matematicos aos povos que esculpiram as esferas, alguns

afirmando que estas seriam ‘modelos’ dos poliedros de Platdo da época Neolitica (Lloyd, 2012).

Figura 3 - Foto utilizada por Critchlow e reproduzida por diversos livros de Historia da Matematica.

Fonte Lloyd (2012)

Lloyd investiga a proveniéncia das esferas utilizadas para compor a imagem
elaborada por Critchlow e descobre que estes ndo foram encontrados no mesmo local e ndo
possuem nenhuma ligacdo especifica entre si que 0s remete aos cinco poliedros de Platdo, pois
fazem parte de uma colecdo de mais de 400 esferas com quantidade de protuberancias variavel.
Além disso, a utilizacéo de fitas distorce a real percepcao do objeto para proximo dos poliedros
e sdo utilizadas de maneira inconsistente, visto que no segundo, quarto e quinto objetos, estas
aparecem conectando o topo das protuberancias, enquanto no terceiro as fitas aparecem entre
as protuberancias.

Apesar de ndo existir evidéncia de que as esferas encontradas na Escoécia
possuem relagfes com as ideias de poliedro que conhecemos atualmente, as simetrias

encontradas em alguns objetos coincidem com as simetrias encontradas nestes objetos. Para
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LLoyd (2012) essas simetrias sugerem a existéncia de algum tipo de competéncia matematica
nessa época, mas ndo ha evidéncias que comprovem a existéncia desta competéncia. Pode, da
mesma maneira, haver raz6es nao-matematicas que justificam a criacdo desses objetos de forma
simétrica. Assim, a visao histérica convencional de que a descoberta do conceito de conjunto
de cinco solidos regulares é contemporanea com Platdo ndo é contestada pela existéncia desses
objetos (LLOYD, 2012).

3.3 Euler e os vértices, as arestas e as faces

Com a ascensdo da burguesia no século XVIII, que derrubou a antiga ordem
aristocratica na Inglaterra, Franca e Estados Unidos, as ideias politicas, sociais e econémicas
do feudalismo foram substituidas pela filosofia do liberalismo classico. De acordo com Eves
(2004, p. 456), o liberalismo classico propugnava uma democracia, embora limitada a
determinados membros da sociedade, a igualdade de oportunidades e a santidade da
propriedade privada. Essa filosofia englobava anseios da classe social constituida de
comerciantes, banqueiros, advogados, médicos, servidores civis, entre outros, que crescera em
importancia na Europa nos séculos anteriores, marcados por grande desenvolvimento comercial
e éxodo dos camponeses para as cidades em busca de trabalho.

Conforme os trabalhadores migraram para as capitais europeias
como Londres, Paris, Mildo, Frankfurt, entre outras, muitos comerciantes e artesaos ampliaram
seus negocios, tornando-se, conforme Eves (2004), ricos o suficiente para ndo mais precisar
trabalhar. Esses comerciantes “desfrutavam de boa educagdo, conheciam a maquina estatal,
dominavam profundamente todas as ramificacGes dos negdcios mundiais e eram peritos em
financas publicas” (EVES, 2004, p. 457). Porém os cargos de governo eram todos exclusivos
da aristocracia, que também era isenta de impostos, diferente da burguesia. Esta recém surgida
classe social, amparada pelos ideais do liberalismo do filésofo inglés John Locke (1632-1704),
apoderou-se do poder entre 1688 e 1825, com apoio das classes menos favorecidas, que
mantinham sentimento de indignacdo com a aristocracia desde a Idade Média (EVES, 2004).

Neste contexto, no século XVIII os governos passam a atuar sistematicamente
fomentando o desenvolvimento da ciéncia, ocupando o lugar dos mecenas. A comunidade
cientifica passa a se organizar em academias criadas e mantidas pelo estado. De acordo com
Mol (2013), ainda no século XVII ja haviam sido criadas a Royal Society (1662), em Londres,
e a Académie des Sciences (1666), em Paris. No século seguinte, a Academia de Berlim foi

criada por Leibniz (1700) e na Russia, o czar Pedro, o Grande (1672-1725), fundou a Academia
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de S&o Petersburgo (1724), como parte de seus esfor¢os de modernizacgéo e ocidentalizagéo do
pais.

Porém, conforme Richeson (2008, p.14), a Rassia ndo possuia cientistas devido
a grande forca da Igreja Ortodoxa, 0s russos acreditavam mais em explicacfes divinas que em
explicacOes cientificas. Pedro, o Grande, faleceu em 1725 deixando para sua segunda esposa,
Catarina I, a tarefa de dar continuidade a recém-criada Academia, que inicialmente buscou nos
paises vizinhos cientistas e contratou treze alemées, um francés e dois suicos, estes da famosa
familia Bernoulli: Nicolaus (1695 - 1726) e Daniel (1700 - 1782). Estes suicos, naturais de
Basel, tinham um amigo, Leonhard Euler (1707 - 1783), e assim que contratados conseguiram
um lugar para este amigo na secéo de fisiologia. Porém, ele nunca chegou a ocupar o posto por
conta da morte de Daniel e da necessidade de um suplente para assumir seu lugar. Dessa
maneira, Euler assume uma cadeira como professor de Matematica da Academia de Sao
Petersburgo em 1726, com 20 anos de idade.

Quatorze anos depois, Euler aceitou o convite de Frederico, o Grande (1712 -
1786), e mudou-se para a Alemanha, assumindo uma cadeira na Academia de Berlim. Ali Euler
permaneceu por 25 anos, e, de acordo com Richeson (2008), escreveu dois artigos que
revolucionaram o0s estudos de poliedros: Elementa Doutrinae Solidorum, em 1750, e
Demonstratio nunnullarum insignium proprietatum quibus solida hedris planis inclusa sun
praedita, em 1751. Estes foram os Unicos artigos publicados melo matematico que abordam os
poliedros, e sdo importantes na histdria deste conceito.

No primeiro, “Elementa Doutrinae Solidorum” (EULER, 1758a), ou Elementos
da Doutrina dos Solidos, Euler inicia seus estudos sobre o que ele denomina Stereometria. Para
Sandifer (2004a), tem-se a impressao de que Euler escrevera diversos artigos sobre esse novo
assunto, mas, de fato, ele escreve apenas dois. Com uma analogia aos poligonos, que consistem
em pontos e segmentos de reta, o artigo de Euler propde o estudo dos sélidos vistos como
pontos, segmentos e planos. Ele denomina os pontos de anguli solidi, e os representa pela letra
S, e os planos de hedra, utilizando a letra H para representa-los. Os segmentos sao por ele
chamados de acies, representados pela letra A. Esses elementos, em geral, séo traduzidos para
0 portugués, respectivamente, como Vértices, faces e arestas.

Para Richeson (2008, p. 64), perceber que a superficie de um poliedro é
composta por estes elementos foi brilhante. Antes disso, os estudos de poliedros, que existiam
ha quase dois mil anos, estavam focados exclusivamente nas propriedades métricas dos objetos,
propriedades que podem ser medidas, como determinar comprimentos de lados e diagonais,

areas de superficies e volumes dos solidos. Euler, em contrapartida, buscou classificar estes
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objetos de acordo suas aparéncias. Porém apenas o nimero de faces ndo era suficiente, como
nos poligonos, visto que dois poliedros com 0o mesmo numero de faces podem ser bastante
diferentes, sendo necessario, conforme escreve Euler em seu artigo, conhecer as quantidades
dos trés elementos citados acima para determinar completamente o sélido.

Uma parte do artigo € destinada a nomear solidos que ainda ndo possuiam nome.
Segundo Sandifer (2004a), Euler investe tempo desenvolvendo nomenclatura baseado no
numero de Vértices, arestas e faces. Por exemplo, um prisma triangular, com cinco lados e seis
veértices, € chamado por ele de pentaedrum hexagonum.

Sete paginas do artigo sdo destinadas a proposi¢des relacionados aos sélidos.
A grande proposicdo enunciada pelo suico é:

“Propositio 1V: In omni solido hedris planis incluso aggretatum ex numero
angulorum solidorum et ex numero hedrarum binario excedit numerum acierum” (EULER,
1758a, p. 119)

“Proposi¢do IV: Em todo solido fechado por planos, a soma do numero de
angulos solidos [vértices] e do nimero de faces excede o nimero de arestas por 2” (SANDIFER,
2004, p.3, traducéo nossa)

No entanto, o matematico ndo demonstra esta formula. Como escreve Sandifer
(2004a), apos afirmar que ainda ndo encontrou uma prova da afirmacdo, Euler trabalha
demonstrando que a afirmacgdo € valida para uma série de sélidos com nivel crescente de
complexidade e generalizacdo, e encerra comprovando que a afirmacao € valida para os sélidos
platdnicos.

Ao todo o artigo compreende nove proposicoes, entre as quais Sandifer (2004a)
destaca a V|1, cujo resultado ¢ essencial aos estudos do Teorema das Quatro Cores:

“Propositio VII. Nullum existere potest solidum, cuius omnes hedrae sint
hexagonae, vel plurium laterum; neque vllum existere potest solidum, cuius omnes anguli solidi
ex sex, pluribusue angulis planis sint formati.” (EULER, 1758a, p. 131).

“Proposigdo VII. N&o pode existir um solido cujas faces tenham seis ou mais
lados; nem pode existir um sélido cujos angulos solidos sao formados por seis ou mais planos”
(SANDIFER, 2004, p. 3, traducdo nossa).

No segundo artigo, “Demonstratio nonnullarum insignium proprietatum, quibus

solida hedris planis inclusa sunt praedita” (EULER, 1758b) ou Demonstracdo de algumas

! Teorema que diz que qualquer mapa pode ser colorido utilizando-se apenas quatro cores de forma a que regides
vizinhas ndo partilnem a mesma cor.
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propriedades de solidos fechados por planos, Euler propde uma demonstracao para a proposi¢céo
IV do artigo “Elementa Doutrinae Solidorum” (EULER, 1758a). Conforme relata Sandifer
(2004b), o matematico utiliza como base para sua demonstracdo a proposicao:

“Propositio I. Proposito solidu quocunque hedris planis incluso inde datum
angulum solidum ita resecare, vt in solido residuo numerus angulorum solidorum unitate sit
minor” (EULER, 1758b, p.145).

“Proposi¢do I: Dado qualquer solido fechado por planos, entdo se um angulo
solido é retirado, no solido que sobra o numero de angulos solidos sera um a menos
(SANDIFER, 2004b, p. 3, tradugdo minha).

A partir da proposicao I, Euler investiga quantas faces e arestas restam no solido
apos a retirada deste vértice. Richeson (2008, p. 68) descreve o raciocinio utilizado por ele, que
consiste em retirar sistematicamente os vértices dos solidos, através do corte de pirdmides de
bases triangulares. Conforme Richeson (2008) enfatiza, a demonstracdo de Euler ndo satisfaz
0s rigores atuais de uma demonstracdo matematica. Ap6s uma analise dos casos que ocorrem
ao retirar um vértice de um solido com F faces e A arestas e obter com F’ faces e A’ arestas,
através do corte de pirdmides triangulares, o0 matematico afirma que estes nimeros satisfazem
arelacioA’ — FF = A — F — 1.

Richeson (2008) exemplifica este fato utilizando um cubo (figura 4). Apos 0s
cortes, € possivel observar o comportamento das quantidades de vértices, arestas e faces no
solido resultante na tabela 1.

Dessa maneira, supondo que de um solido com V vértices, A arestas e F faces
foram removidos, um de cada vez, n vértices, até restar uma piramide triangular, cuja diferenca
entre 0 nimero de arestas e faces é igual a dois, tem-se que, utilizando o mesmo raciocinio
acima,que A — F — n = 2. Além disso, V. — n = 4, ou seja, n = V — 4. Substituindo
este valor de n na primeira equacéo, Euler obtém sua famosa relagdo, V. — A + F = 2.

Nota-se que Euler afirma que o resultado € valido para todo sélido, sem
mencionar convexidade. Richeson (2008) observa que, se 0 sélido em questdo ndo for convexo
surgiram diversos problemas ao aplicar a técnica de corte em piramides triangulares proposta
pelo suico. Mesmo considerando que o poliedro seja, de fato, convexo, este método resultou
em problemas, pois Euler assumiu que qualquer decomposi¢do funcionaria, o que Henri
Lebesgue (1875 - 1941) demonstrou ndo ser verdade. Ap6s a demonstracdo de Euler, diversas

outras demonstracOes foram elaboradas para esta proposicao (Ibid., 2008).
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Figura 4 - Cortes de piramides triangulares em um cubo

Fonte: RICHESON (2008) p. 67

Tabela 1 — Numero de vértices, arestas, faces e arestas — faces no cubo ap6s cada corte

Vértices Arestas Faces Arestas - Faces
Cubo 8 12 6 6
7 12 7 5
6 11 7 4
) 9 6 3
Tetraedro 4 6 4 2

Fonte: RICHESON (2008) p.68

3.4 O século XX e o desenvolvimento da Topologia

O século XX é marcado pelas inumeras transformacdes politicas e sociais que
ocorreram de maneira vertiginosa. Primeira Guerra Mundial, Grande Depressdo, Revolucéo
Russa, Segunda Guerra Mundial e Guerra Fria sdo alguns dos principais conflitos que
ocorreram neste século. Estes eventos transformaram globalmente a sociedade, desintegrando
gradualmente os velhos impérios coloniais e econdmicos do século XIX. Porém as ex-coldnias
iniciaram suas caminhadas em desvantagem e até hoje caminham a passos lentos, marcadas
pela pobreza e pelo analfabetismo.

Para a ciéncia, o século XX foi marcado pelo crescimento vertiginoso de
publicacbes e ramificacfes. Assim como escreve Durkheim “o jurista, o psicologo, o

antropologo, o economista, 0 estatistico, o linguista, o historiador, procedem em suas



44

investigacdes como se as diversas ordens de fatos que eles estudam formassem outros tantos
mundos independentes” (DURKHEIM, 2011, p.40). Essas ramificagcOes sdo observadas na
Matematica, cujos pesquisadores possuem conhecimentos cada vez mais especificos,
aprofundando-se em determinado tema que, embora relacionado com outras areas da
Matematica, constitui isoladamente um amplo campo de estudo.

Além disso, conforme escreve Atiyah (2002), no periodo classico as pessoas
estudaram assuntos em pequena escala, enquanto no final do século XI1X e no século XX existe
a necessidade de uma compreensdo global dos assuntos. Nota-se esta necessidade de
compreensdo global refletindo-se na Matematica ao observar as recentes pesquisas nas diversas
areas desta ciéncia. Atiyah (2002) cita como exemplo dessa globalizacdo dos assuntos na
Matematica no século XX os estudos relacionados as fungdes. A Analise Complexa, ou Teoria
de Funcdes, no século XIX, estudava o comportamento de funcgdes descritas por formulas ou
suas expansdes em séries explicitas. No século XX tem-se estudos de propriedades globais de
fungdes, como na Teoria de Singularidades, por exemplo.

Neste contexto surge a Topologia, area da Matematica que inicialmente era uma
ramificacdo da Geometria, mas, de acordo com Eves (2004), devido ao seu grande
desenvolvimento, pode ser considerada hoje uma das partes fundamentais da Matematica, ao
lado da Geometria, da Anélise e da Algebra. Esta area da Matematica estuda as propriedades
de um conjunto de pontos ndo-vazio de um espaco tridimensional, ou de dimensao superior,
gue permanecem invariantes sob aplica¢es continuas com inversas continuas, chamadas de
transformacdes topoldgicas. Essas propriedades invariantes recebem o nome de propriedades
topoldgicas, ou invariantes topoldgicos, do conjunto.

Para Richeson (2008), enquanto na Geometria é crucial que os objetos de estudo
sejam rigidos, pois s6 assim é possivel medir angulos, comprimentos, deduzir congruéncias e
calcular areas e volumes, a Topologia descarta esta rigidez, pois esta obscurece outras
propriedades matematicas subjacentes ao objeto estudado. Para um gedmetra dois triangulos
sdo considerados iguais se sdo congruentes, ou, no minimo, semelhantes. J& para um

pesquisador da area de Topologia, dois objetos sdo considerados iguais se um pode ser

Figura 5 - Transformacéo entre espagcos homeomorfos.

WIS

Fonte: https://julianpark.me
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transformado no outro através de transformacgdes continuas, como flexdo, tor¢do e
alongamento, por exemplo. Estes espacos, nestas condigfes, sdo ditos homeomorfos. Por
exemplo, uma Xicara e uma rosquinha, se estudados como um conjunto de pontos no espaco,
sdo homeomorfos, como pode ser observado na figura 5.

Um dos primeiros trabalhos publicados na &rea de Topologia chama-se “Analisis
Situs” (POINCARE, 2010) do matematico francés Henri Poincaré em 1895. Neste trabalho,
Poincaré esquematiza sistematicamente os conhecimentos ja desenvolvidos na éarea e
desenvolve novos conceitos. Inicialmente, Poincaré define uma variedade de dimensdo p da
seguinte forma:

Sejam x4, x,, ..., x, nvariaveis, que podem ser consideradas como coordenadas de
um ponto no espago n — dimensional. Por ora assumo que estas n variaveis sdo reais.
Toda sequéncia de n varidveis serd chamada ponto. Consideremos o seguinte sistema
de p equagdes e q inequacdes:

Fl(xl,xZ, ...,Xn) =0
Fz(xl,xZ, ---,xn) =0

Ey(x1, X2, 00, %) = 0
@1(x1, %5, 0, x) >0
@2(X1, X5, 0, X)) >0

)

©q(x1, X2, 00, %) >0

Assumo que as fungdes F e ¢ sdo uniformes e continuas e que possuem derivadas
continuas; além disso eu assumo que se tomarmos a matriz

oF,  OF, oF,
0x; 0x, 0xy,
0x, 0x, 0x,
9F,  9F, dF,
0x, 0x, 0x,

e calcular os determinantes obtidos tomando quaisquer p colunas, entdo estes
determinantes ndo sdo todos nulos simultaneamente. Devo dizer que o conjunto de
pontos que satisfazem a condicéo (1) constituem uma variedade de dimensdo n — p.
(POINCARE, 2010, p.7, tradugio nossa).

Dessa maneira, os poliedros sdo estudados como variedades de duas dimensdes,
também chamadas de superficies. No capitulo 16 de Analysis Situs, chamado O Teorema de

Euler, Poincaré generaliza a famosa relacdo de Euler para qualquer variedade de dimenséo p:

Suponha entdo que V é uma variedade p —dimensional. N6s subdividimos V em um
certo numero de variedades p —dimensionais v,; as variedades v, sdo ndo-fechadas,
e suas fronteiras consistem em um certo nimero de variedades v,,_; de dimenséo p —
1. As fronteiras de v,_;, por sua vez, consistem em um certo nimero v,_, de
variedades de dimensdo p — 2, e assim por diante; eu finalmente chego em um certo
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ntmero de variedades v, de uma dimensao, limitadas por um certo nimero de pontos
isolados ou variedades de dimens&o zero que chamo v,. [...] Utilizo a,, a,_4, ..., ag
para denotar os numeros de v,, v,_4, . . ., v; & de v,. A figura formada por todas estas
variedades serd chamada poliedro, pois a analogia com poliedros comuns é evidente.
Um poliedro comum é de fato uma variedade fechada V de dimenséo 2, subdividida
em um certo ndmero de variedades v,, que sao as faces. As faces sdo limitadas por
um certo nimero de variedades v;, que sao arestas e que sdo limitadas por um certo
ntmero de variedades v, chamadas vértices. Eu proponho calcular o nimero
N=a,—a1+a_,— " t+a £a

(POINCARE, 2010, p.61, traducdo minha)

Poincaré exibe uma maneira de calcular este nimero, e demonstra ainda que se

dois poliedros sdo congruentes, ou seja, sdo obtidos a partir da subdivisdo de uma mesma
variedade. Para as superficies, tem-se que estas sdo congruentes se uma pode ser transformada
na outra atraves de transformac6es topoldgicas como as citadas anteriormente. Assim, pode-se
concluir que para poliedros convexos este nimero, chamado de Caracteristica de Euler da
superficie, sempre seré igual a 2, independente da forma do poliedro. Na verdade, “o fato que
das faces serem planas é evidentemente sem importancia [...] [o teorema] também é aplicavel
em subdivisdes de qualquer superficie fechada em regides conexas. Estas regides correspondem
as faces dos poliedros, suas fronteiras correspondem as arestas e as extremidades das linhas
correspondem aos vértices” (POINCARE, 2010, p.61).

Os estudos com o objetivo de classificar superficies, segundo Richeson (2008),
foram iniciados por Bernhard Riemann (1826-1866) na década de 1850. Foi continuado por
August Ferdinand Mdobius (1790 - 1868) que demonstrou que qualquer superficie orientavel
compacta, ou seja, fechada e sem bordo, é homeomorfa a uma das formas que ele chama de
formas normais e que est&o ilustradas na figura 6. A demonstracéo do Teorema de Classificagdo
das Superficies Compactas, em sua versdo completa, que inclui superficies ndo orientaveis, foi
concluida com rigor por Max Dehn (1878-1952) e Poul Heegaard (1871-1948) em 1907.

A partir deste Teorema, € possivel determinar a Caracteristica de Euler de

poliedros ndo-convexos que possuem ‘tineis’ observando-se o nimero de ‘tuneis’ que este

Figura 6 - As formas normais para superficies compactas orientaveis: a esfera e os toros de género 1,2 e g.

OE=
==

Fonte: RICHESON, 2008, p.184.
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poliedro contém. Sabendo que 2 — 2g € a Caracteristica de Euler de um toro de género g, se 0
poliedro em questdo possui g ‘tuneis’, pelo Teorema tem-se que este € homeomorfo a um toro
de género g, portanto V.— A + F = 2 — 2g. Se o poliedro & ndo-convexo, porém nao

possui ‘tineis’, este ¢ homeomorfo a esfera e, portanto, V — A + F = 2.
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4 CONCEPCAO E ANALISES A PRIORI DE UMA SEQUENCIA DIDATICA COM O
TEMA POLIEDROS

Neste capitulo descrevemos o processo de concepgdo de uma sequéncia didatica
para o ensino de alguns topicos relacionados a poliedros que comp&em o curriculo da escola
basica.

A Teoria Sociocultural concebe o conhecimento matematico como manifestacao
simbolica desenvolvida pelos membros de uma cultura, ou seja, manifestacdo cultural gerado e
compartilhado por um grupo. Ao analisarmos o Movimento Ldgico-Historico do conceito de
poliedro, notamos que diversos grupos de diversas épocas histéricas manifestaram compartilhar
as ideias que envolvem este conceito.

Os gregos registraram suas ideias acerca dos solidos em diversas obras nos
periodos historicos Classico e Helenistico. A visdo dos gregos sobre estes objetos predomina
no curriculo da escola basica atual. Entre os conteudos relacionados a poliedros desenvolvidos
pelos gregos estdo os poliedros regulares, a construcdo de poliedros com figuras planas,
calculos de areas, volumes e razdes entre medidas de componentes destes sélidos.

Existem, também, registros de estudos relacionados a poliedros por cientistas da
Europa Medieval e Moderna, entre os quais destacamos Leonhard Euler, que na Idade Moderna
mudou substantivamente a visdo destes solidos, definindo-os pela primeira vez como um
conjunto de faces, vértices e arestas. O matematico suico desenvolveu ainda alguns teoremas
sobre os poliedros, entre os quais 0 mais famoso, chamado de Relacéo de Euler para poliedros
convexos, compde o curriculo da escola basica do Brasil.

Os registros mais recentes do conceito sao os relacionados a Topologia, area da
Matematica que estuda as Variedades e, entre elas, as de duas dimensbes, chamadas de
Superficies. Compartilhados por grupos académicos e pesquisadores, 0s conhecimentos desta
area desenvolveram-se historicamente a partir dos registros feitos por Euler. Estes
conhecimentos foram publicados em artigos cientificos em linguagem matematica formal, o
gue os torna inacessiveis a uma grande parcela da sociedade.

Porém, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998), ao listar os
principios que regem o ensino de Matematica no Ensino Fundamental, enuncia “A Matematica
precisa estar ao alcance de todos e a democratizacéo do seu ensino deve ser meta prioritaria do
trabalho docente” (BRASIL, 1998, p.19). Este documento coloca ainda que “¢ fundamental ndo
subestimar a capacidade dos alunos, reconhecendo que resolvem problemas, mesmo que

razoavelmente complexos, lancando méo de seus conhecimentos sobre o assunto e buscando
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estabelecer relagdes entre o ja conhecido € o novo” (BRASIL, 1998, p.29).

Assim, a andlise do Movimento Ldgico-Historico do conceito de poliedro
evidencia trés momentos histéricos e trés construces logicas deste conceito: na Grécia
Helenistica eram estudados os poliedros a partir de suas formas, suas construces e suas
medidas. Na Europa do século XVI1I Leonhard Euler estudou poliedros como um conjunto de
vertices, arestas e faces, buscando relacionar estes componentes. Nos final do século XIX os
poliedros foram estudados como variedades bidimensionais com o objetivo de estabelecer as
caracteristicas que permanecem no sélido apds deformagdes continuas, como inflar, esticar e
encolher, chamadas de transformacdes topoldgicas.

A partir da analise do Movimento L6gico-Histérico do conceito de poliedro,
selecionamos como ponto de partida para as atividades da sequéncia didatica as obras Timeu,
(Platdo, 2011) e Os Elementos (EUCLIDES, 1999), ambas escritas por matematicos gregos em
torno de 1500 a.C. Selecionamos também dois artigos publicados pelo matematico suico
Leonhard Euler: Elementa Doutrinae Solidorum (EULER, 1758a) e Demonstratio nunnullarum
insignium proprietatum quibus solida hedris planis inclusa sun praedita (EULER, 1758b). Para
explorar o conceito com visdo topoldgica, partimos da generalizacdo da Relacdo de Euler para
qualquer superficie feita por Henri Poincaré em seu artigo Analysis Situs (POINCARE, 2007)
e 0 Teorema de Classificacdo de Superficies Compactas desenvolvida por Riemann, Mdebius,
Max Dehn e Poul Heegaard nos séculos XIX e XX, cuja demonstracao esta em Munkres (2000).

Ao dispor sobre a selecdo de contetdos que compdem o bloco curricular Espaco
e Forma, os Parametros Curriculares Nacionais ressaltam que “conceitos geomeétricos
constituem parte importante do curriculo de Matematica no ensino fundamental, porque, por
meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender,
descrever e representar, de forma organizada, 0 mundo em que vive” (BRASIL, 1998, p.40).

De acordo com a Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo “ a Geometria deve
ser tratada, ao longo de todos os anos, em abordagem espiralada [...] sendo a diferenca a escala
do tratamento dada ao tema” (SAO PAULO, 2011). No entanto, neste mesmo documento, a
abordagem de poliedros aparece no Ensino Fundamental apenas no primeiro ciclo. No sexto
ano, o documento propde que sejam trabalhadas a habilidade de distin¢do entre figuras planas
e figuras espaciais, a habilidade de planificar uma figura espacial e a de identificar uma figura
espacial a partir de sua planificagdo. No sétimo ano, além de retomar a habilidade de
planificagdo, o documento propde que os alunos sejam capacitados a “saber identificar
elementos de poliedros e classificar os poliedros segundo diversos pontos de vista” (SAO
PAULO, 2011, p. 59).
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Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, p. 55) observam que no

segundo ciclo os alunos

comecam a estabelecer relacbes de causalidade, o que os estimula a buscar a
explicacdo das coisas (porqués) e as finalidades (para que servem). O pensamento
ganha maior flexibilidade, o que Ihes possibilita perceber transformagdes. A
reversibilidade do pensamento permite a observacdo de que alguns elementos dos
objetos e das situacdes permanecem e outros se transformam. Desse modo, passam a
descobrir regularidades e propriedades numéricas, geométricas e métricas (BRASIL,
1998, p. 56)

Partindo deste pressuposto, em conjunto com a ideia de abordagem espiralada
sugerida pela Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2011), optamos por
selecionar como publico alvo de uma sequéncia de situacbes de aprendizagem com o tema
Poliedros, na qual trabalha-se as transformacBes destes conceitos nos diferentes periodos
historicos, alunos do nono ano do ensino fundamental.

Os Parametros Curriculares Nacionais sugerem que, nos anos finais do Ensino
Fundamental, seja estimulada “a observacdo de caracteristicas das figuras tridimensionais e
bidimensionais, o que lhes permite identificar propriedades e, desse modo, estabelecer algumas
classificagdes” (BRASIL, 1998, p. 58). O documento oficial enfatiza ainda que “o segundo
ciclo tem como caracteristica geral o trabalho com atividades que permitem ao aluno progredir
na construgéo de conceitos e procedimentos matematicos” (ibid, p 58). Ao optar pelo nono ano,
buscamos consolidar os conhecimentos e habilidades trabalhados no primeiro ciclo, trabalhar
os conceitos de poliedro ainda no Ensino Fundamental de uma maneira relativamente mais
aprofundada e introduzir alguns elementos que serdo necessarios para que o aluno seja capaz
de assimilar e desenvolver estes conceitos de maneira formal no Ensino Médio. Como sugere a
Proposta, neste ciclo a tonica é a “énfase na construg¢do de raciocinios 16gicos, de deducdes
simples de resultados a partir de outros anteriormente conhecidos” (SAO PAULO, 2011, p.41).

Ao elaborar as situacdes de aprendizagem consideramos as ideias acerca dos
registros de representacdes semidticas e compreensdo de conceitos geométricos. Saddo Ag
Almouloud, partindo do artigo de Raymond Duval: Sémiosis et pensée humaine: Registres
sémiotiques et apprentissages intellectuals?, propde que o pensamento geométrico envolve trés

processos cognitivos que preenchem especificas fungdes epistemoldgicas:

a) visualizacao para a exploragdo heuristica de uma situagao complexa;

b) construcéo de configuracées, que pode ser trabalhada como um modelo, em que as
acOes realizadas representadas e os resultados observados sdo ligados aos objetos
matematicos representados;

2 DUVAL, R. Sémiosis et pensée humaine: Registres sémiotiques et apprentissages intellectuals. Berna: Peter
Lang, 1995.
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¢) raciocinio, que é processo que conduz para a prova e a explicacdo (ALMOULOUD,
1998, p. 126).

Ainda segundo Almouloud, esses processos cognitivos sdo entrelacados e

necessarios para a proficiéncia da Geometria. Em contrapartida, a heuristica dos problemas de

Geometria da lugar a formas de interpretacGes autbnomas, das quais o autor distingue quatro:

1. sequencial: é solicitada nas tarefas de construcgao ou nas tarefas de descri¢do com o
objetivo de reproduzir uma figura;

2. perceptiva: € a interpretacdo das formas da figura em uma situacdo geométrica;

3. discursiva: é a interpretacdo dos elementos da figura geométrica, privilegiando a
articulagdo dos enunciados, levando em consideracdo a rede semantica de
propriedades do objeto;

4. operatéria; esta centrada nas modificacdes possiveis de uma figura de partida e na
reorganizacdo perceptiva que estas modificacBes sugerem (ALMOULOUD, 1998,
p.127).

Ao elaborar as situacdes de aprendizagem levamos em consideracdo o que

Almoouloud (1998) propde como uma maneira de minimizar os problemas encontrados no

ensino de Geometria atual. Para ele, as situagdes de aprendizagem que exploram conceitos

geométricos devem evidenciar:

o Figuras geométricas que tenham um papel heuristico, levando em conta suas
diferentes apreensdes: perceptiva, discursiva, operatdria e sequencial,

. Demonstracdo como parte integrante do processo de ensino e aprendizagem
dos conceitos/habilidades geométricos e do raciocinio l6gico-dedutivo;

. A importancia dos registros de representacdo (desenho/figura geométrica,
linguagem natural, linguagem matematica) (ALMOULOUD, 1998, p.131).

4.1 Situacdo de Aprendizagem 1: Poliedros em registros gregos

Duragéo Prevista: 4 aulas

Habilidade e competéncias envolvidas:

Construir sélidos geométricos a partir da planificacao;

Reconhecer semelhancas e diferencas entre poliedros (como os prismas, as piramides e

outros);

Comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e apresentar resultados

com preciséo;

identificar caracteristicas das formas geométricas tridimensionais e bidimensionais,

percebendo semelhancas e diferencas entre elas (superficies planas e arredondadas,

formas das faces, simetrias);

Conteudos: Poliedros, Poliedros Regulares.

Recursos didaticos utilizados: Lousa, material concreto: solidos geométricos, material

impresso: planificacdo de um dodecaedro.
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4.1.1 Atividade 1: O dodecaedro do zodiaco

A primeira atividade da situacdo de aprendizagem 1, que recebeu o nome de
Dodecaedro do Zodiaco, foi elaborada a partir da obra Timeu, de Platdo (PLATAO, 2011). No
livro, o filésofo grego associa os poliedros regulares de quatro, seis, oito e vinte faces,
respectivamente, aos elementos fogo, terra, ar e agua. O sélido regular que resta, segundo o
autor, foi utilizada por deus para pintar animais no universo. E interessante notar no trecho de
Platdo uma evidéncia de que a nomenclatura destes solidos ndo era difundida em seu contexto
historico, pois 0 autor ndo a utiliza em nenhum momento. A auséncia de nomenclatura, porém,
ndo torna a obra de Platdo menos inovadora, pois é o registro mais antigo da percepc¢ao humana
relacionada aos solidos regulares. A partir da publicacdo desta obra estes solidos ficaram
conhecidos como Poliedros de Platdo e assim s&o conhecidos atualmente.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, p.60) dispdem como
contetido do segundo ciclo do ensino fundamental a exploracdo das planificacfes de algumas
figuras tridimensionais. Um dos objetivos dessa atividade é explorar a planificacdo do
dodecaedro, solido formado por doze pentagonos regulares, de maneira descontraida e lddica.
Esta atividade articula no pensamento geométrico, conforme os termos utilizados por Duval
(1995 apud ALMOULOUD, 1998), os processos cognitivos de visualizacdo e construcdo. Sera
distribuido um modelo de planificacdo impresso de um dodecaedro (APENDICE 1) e exibido
0 objeto ja construido. Os alunos devem recortar e construir o objeto a partir da planificacédo
que receberam.

Conforme sugestéo dos Parametros Curriculares Nacionais, esta atividade busca
“estabelecer ligacdes entre a Matematica, as situagdes cotidianas dos alunos e as outras areas
do conhecimento” (BRASIL, 1988, p.40). O dodecaedro construido nessa atividade possui 0s
simbolos e nomes dos doze signos do zodiaco ocidental, um em cada uma de suas faces. As
origens destes simbolos para representar as casas do zodiaco residem nas doze constelagdes que
se situam entre dois paralelos de latitude terrestre. Assim, a atividade, aléem de estabelecer
ligaghes entre a Matematica e o hordscopo, elemento do cotidiano dos alunos, pois este €
disponibilizado em diversos meios de comunicacdo atuais como internet, radio, jornais
impressos e televisdo, possibilita a articulacdo entre os conhecimentos matematicos e
astronomia.

Os gregos estabeleceram um dos primeiros modelos de democracia que incluiam
setores da sociedade menos favorecidos socialmente, como agricultores, artesaos e pequenos

comerciantes. Estes se juntavam na Agora para discutir diversos assuntos, entre eles,
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astronomia. Sabe-se que os gregos possuiam amplo conhecimento em astronomia. De acordo
com Clavia (2010), das 88 constelacbes reconhecidas pela Unido Astronémica Internacional
hoje, mais da metade era conhecida e foi catalogada pelo grego Hiparco (século Il a.C.). Entre
estas encontram-se as doze constelacdes do zodiaco.

A Ecliptica € o circulo maximo da Esfera Celeste e descreve a trajetoria anual
do Sol em seu movimento aparente ao redor da Terra. Este movimento aparente é uma
consequéncia do movimento de translacdo da Terra, que neste periodo anual realiza uma orbita
em torno da estrela. Neste movimento aparente, o Sol se desloca pela Ecliptica atravessando 13
constelagbes chamadas de constelagdes zodiacais, que sdo: Peixes, Aries, Touro, Gémeos,
Cancer, Ledo, Virgem, Libra, Escorpido, Ofilco, Sagitéario, Capricdrnio e Aquéario. No entanto,
uma destas constela¢des, Ofitco, ndo ocupa lugar no zodiaco astrologico. A figura 7 mostra um
modelo deste movimento atraves destas constelagdes. Os alunos receberdo informaces sobre

estas constelacdes e esta imagem sera exibida para facilitar a compreensdo dos conceitos.

Figura 7 - Movimento aparente do sol pela ecliptica.
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Fonte: http://www.uranometrianova.pro.br

Feita a construcdo do dodecaedro, cada grupo de alunos receberda uma folha
impressa com as principais caracteristicas de cada signo, suas combinacdes e descombinacdes
astrologicas. Com estas informacdes, 0 aluno pode socializar e identificar algumas semelhancas
que possui com outros colegas de sala e colaborando para um sentimento de pertencimento a
um grupo social.

Para os alunos que gostam mais de filosofia, o assunto das conversas girara em
torno do livro Timeu (PLATAO, 2011) e as associacdes dos poliedros regulares com elementos
da natureza. De acordo com Richeson (2008), Plat&o foi o primeiro pedagogo de quem se tem
registros. Ele acreditava que através da educacdo seria possivel ao homem controlar seus

instintos, sua ganancia e a violéncia. Fundador da Academia em Atenas, o filésofo defendia a


http://www.uranometrianova.pro.br/
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educacdo publica, atribuindo ao estado a responsabilidade de educar a sociedade. O fil6sofo
também foi o autor de diversos didlogos nos quais retrata temas de filosofia que ainda séo

deveras atuais, como politica, epistemologia, teoria das ideias, entre outros.
4.1.2 Atividade 2: A busca de uma definicéo

A segunda atividade tem como pano de fundo os primeiros registros de
definicbes de sélidos geomeétricos. Estas definicdes foram elaboradas por Euclides de
Alexandria, que foi aluno de Platdo e fundador da Escola de Matematica de Alexandria, e estdo
presentes em seu livro Os Elementos (EUCLIDES, 2009). O matematico atribuiu nomes aos
poliedros regulares cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Aparentemente ele considerava o
tetraedro uma piramide de base triangular, chamando-o de pirdmide em sua obra, assim como
fazia Platéo.

Um dos objetivos desta atividade é familiarizar o aluno com a linguagem
matematica explorando o que é uma definigdo dentro desta ciéncia. Considerando a definig¢do
matematica como elemento basico de demonstracbes dos resultados da Matematica, é
importante que esta seja explorada no ensino fundamental, pois conforme pontua Almouloud
(1998, p.132), a iniciacdo a demonstracao tem um papel importante e pode levar os alunos dos
anos finais do Ensino Fundamental a uma melhor aquisicdo dos conceitos geométricos e de
habilidades geométricas.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais, o aluno do ensino
fundamental deve ser capaz de “comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar
e apresentar resultados com precisao” (BRASIL, 1998, p.37). O documento diz ainda que, no
segundo ciclo do ensino fundamental, deve ser trabalhada a habilidade de “recolher dados e
informagdes, elaborar formas para organiza-los e expressa-los” (ibid, p.56) e, no caso especifico
das formas geométricas, a observacgao de suas caracteristicas “permite identificar propriedades
e, desse modo, estabelecer algumas classificagdes” (ibid, p. 58).

Em um primeiro momento, os alunos serdo orientados a formar duplas. Cada
dupla deve escolher um poliedro entre diversos tipos de poliedros diferentes dispostos pelo
professor (FIGURA 8). As planificacbes destes objetos encontram-se disponiveis no
APENDICE 2. Cada dupla recebera uma folha (APENDICE 4) na qual esta impresso:

Definir um objeto matematico é descrevé-lo com exatiddo a partir das caracteristicas
distintivas. Por exemplo:
e Umtridngulo: uma figura plana que tem trés lados fechados por retas.

e Um quadrilatero: uma figura plana que tem quatro lados fechados por retas.
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Defina o objeto que vocé recebeu a partir das caracteristicas que vocé observa. Desenhe o
objeto.

Figura 8 - Poliedros utilizados na atividade 2.

Foto do autor

A partir da observacdo do sélido, este deve discutir com seu colega quais sdo as
caracteristicas que o definem. O primeiro objetivo desta atividade é explorar os conhecimentos
prévios relacionados a poliedros que os alunos possuem. Os Parametros Curriculares Nacionais
destacam a importancia da articulacdo do conhecimento prévio do aluno, além de outros fatores

que sdo trabalhados nesta atividade:

destaca-se a importancia do conhecimento prévio do aluno como ponto de partida para
a aprendizagem, do trabalho com diferentes hip6teses e representagdes que as criangas
produzem, da relagdo a ser estabelecida entre a linguagem matematica e a lingua
materna e do uso de recursos didaticos como suporte a agdo reflexiva do aluno
(BRASIL, 1998, p.55).

Dessa maneira, para definir os objetos os alunos serdo estimulados a acessar em
sua memoria 0s conhecimentos que ja possuem sobre solidos, ou na linguagem de Ausubel,
seus organizadores prévios para a assimilagcdo do conhecimento que seré articulado. A atividade
utiliza um material introdutério que articula as novas ideias a serem assimiladas com alto nivel
de generalidade e poder de inclusdo, o que proporciona uma aprendizagem significativa
segundo Viana Nunes, Almouloud e Guerra (2010).

Espera-se nesta etapa que o aluno recorde ou elabore questbes sobre as
caracteristicas e elementos de poliedros, como faces, arestas e vértices, entre outros, que em
geral sdo trabalhados no primeiro ciclo. O “reconhecimento de semelhangas e diferengas entre
poliedros (como os prismas, as pirdmides e outros) e identificacdo de elementos como faces,
vértices e arestas” (BRASIL, 1998, p. 60) ¢ também contetido do segundo ciclo do Ensino
Fundamental, conforme disposto pelos Parametros Curriculares Nacionais.
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Outro objetivo desta etapa, ao solicitar ao aluno que desenhe o poliedro na folha,
é trabalhar a habilidade de representar figuras geométricas. Esperamos que, ao realizar esta
representacdo, o aluno seja estimulado a identificar as faces do poliedro com poligonos, os quais
ele tera que representar de maneira indireta em seu desenho. Conforme propdem os Parametros

Curriculares Nacionais, neste ciclo

espera-se que o aluno identifique caracteristicas das formas geométricas
tridimensionais e bidimensionais, percebendo semelhancas e diferencas entre
elas (superficies planas e arredondadas, formas das faces, simetrias) e
reconhecendo elementos que as compdem (faces, arestas, vértices, lados,
angulos) (BRASIL, 1998, p. 64).

Nesta atividade sdo articulados os processos cognitivos de visualizacdo e
raciocinio, conforme os termos utilizados por Duval (1995 apud ALMOULOUD, 1998). O
aluno parte da simples observacdo de um objeto para elaborar um texto, ou seja, elaborar
registros semioticos que traduzem as ideias que possui em um discurso explicativo.

Apbs concluirem as representactes e definicdes dos poliedros, as defini¢es
serdo compartilhadas oralmente. Sera realizado um bate-papo sobre a atividade, no qual todos
devem se sentir a vontade para expor suas linhas de raciocinio que levaram a construir as
defini¢bes. Em seguida, serdo lidas as seguintes defini¢cGes de Euclides presentes no livro Os
Elementos:

1. Solido é o que tem comprimento e largura e profundidade.

2. Uma extremidade do s6lido é uma superficie.

3: Piramide é uma figura sélida contida por planos, construida a partir de um
ponto até um plano.

4: Prisma é uma figura solida contida por planos, dos quais os dois opostos
sdo tanto iguais quanto também semelhantes e paralelos, e os restantes sao
paralelogramos.

5: Cubo é uma figura sélida contida por seis quadrados iguais.

6: Octaedro é uma figura sélida contida por oito tridngulos iguais e
equilateros.

7: Icosaedro é¢ uma figura sélida contida por vinte triangulos iguais e
equilateros.

8: Dodecaedro é uma figura sélida contida por doze pentadgonos iguais e
equilateros e equiangulos (EUCLIDES, 2009, p.481-483).

Conforme a leitura das defini¢des ocorre, serd localizado o sélido definido e feita
uma comparacdo entre a definicdo de Euclides com a do aluno, apontando as concordéncias e
disparidades. E importante que neste momento o professor enfatize que ndo existe uma Gnica
definicdo certa e a escolha das palavras é tarefa de quem define, e que uma boa definicao deve
ser escolhida de maneira a ndo gerar ambiguidades. Sera ressaltado que na obra de Euclides
existem defini¢des que atualmente sdo consideradas vagas e que o conhecimento matematico

esta em constante transformagé&o e reconstrugéo.
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E possivel construir uma definicio que englobe todos os objetos estudados nesta
aula, chamados na matematica de poliedros (palavra de origem grega que pode ser traduzida
como varias faces). Em conjunto com a sala e partindo das ideias dos alunos, sera escrita no
quadro uma definicdo para estes objetos. A definicdo de poliedros em geral utilizada na

atualidade é a seguinte, disposta no livro A Matemaética do Ensino Médio, de Elon Lages Lima:

Poliedro é uma reunido de um ndmero finito de poligonos planos chamados faces
onde:

a) cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um outro
poligono.

b) a intersecdo de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou é um vértice, ou é
vazia. Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado uma
aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro

c) é sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem
passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas). Todo poliedro (no
sentido da definicdo acima), limita uma regido do espaco chamada de interior desse
poliedro. Aqui, poligono plano esta significando o poligono e a regido poligonal
(regido interna do poligono) (LIMA, et al., 2006, p. 232-233).

4.2: Situacao de aprendizagem 2: Os poliedros a partir das definicdes de Leonhard Euler

Duragéo Prevista: 5 aulas
Habilidade e competéncias envolvidas:
e identificar elementos de um poliedro como faces, vértices e arestas;
e coletar, organizar e descrever dados, estabelecer relaces entre acontecimentos e fazer
previsoes;
e identificar diferentes possibilidades na composicdo e decomposicdo de figuras
tridimensionais;
e representar e resolver problemas por meio de equacgdes de 1° grau;
Conteudos: Poliedros, Relagéo de Euler.

Recursos didaticos utilizados: Lousa, material concreto, material impresso.

4.2.1 Atividade 1: Vértices, Arestas e Faces

Essa atividade buscard ancoragem nas anteriores para desenvolver o resultado
da Relacdo de Euler de maneira significativa. Os alunos devem formar duplas e receber um
poliedro entre os ilustrados na figura 7. Serdo revisados os conceitos explorados na Gltima aula
relacionados aos elementos de um poliedro na visdo do matematico suico Leonhard Euler, ou
seja, um conjunto de vertices, arestas e faces, e explorar as diferencas entre os estudos de Euler

com os estudos desenvolvidos pelos gregos cerca de dois mil anos antes.
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Devem ser tecidos comentarios sobre o matematico que revolucionou os estudos
sobre os solidos geométricos, assim como sobre o contexto politico, histdrico e social no qual
ele vivia. Sera exibida uma foto de Euler com o objetivo de ressaltar a importancia de suas
contribuicdes para a Matematica, na area de Geometria e em outras areas. De acordo com 0s
Parametros Curriculares Nacionais, “a Historia da Matemadtica, mediante um processo de
transposicdo didatica e juntamente com outros recursos didaticos e metodoldgicos, pode
oferecer uma importante contribuicao ao processo de ensino e aprendizagem em Matematica”
(BRASIL, 1998, p. 35).

Os alunos serdo orientados a contar o nimero de Vértices, faces e arestas do
poliedro e devem anotar os dados dos objetos. Os Parametros Curriculares Nacionais ressaltam
a “importancia do desempenho de um papel ativo do aluno na construgao do seu conhecimento”
(BRASIL, 1998, p. 21). Comentarios posteriores e correcdo de eventuais equivocos que podem
ocorrer nessa etapa serdo mais eficientes para uma aprendizagem significativa, pois ao
desenvolver papel ativo nesta etapa da atividade desenvolvida o aluno sentir-se-4 mais
envolvido pela situacdo e, consequentemente, assumird uma postura mais participativa.

Conforme proposto nos Parametros Curriculares Nacionais, nessa atividade,
assim como nas outras, “além de organizador, o professor também ¢ consultor nesse processo.
Né&o mais aquele que expbe todo o contetdo aos alunos, mas aquele que fornece as informacdes
necessarias, que o aluno ndo tem condigdes de obter sozinho” (BRASIL, 1998, p. 31).

Apds a coleta de dados, estes serdo organizados em uma tabela. Sera utilizado o
software Microsoft Excel e projetor multimidia. Os alunos podem acompanhar a constru¢édo da
tabela e familiarizar-se com o software. A utilizacdo da tecnologia para realizar a construgéo
da tabela tem por objetivo “levar o aluno a perceber a importancia do uso dos meios
tecnologicos disponiveis na sociedade contemporanea” (BRASIL, 1998, p. 35), conforme a

proposta dos Parametros Curriculares Nacionais. O documento propde que

0 computador pode ser usado como elemento de apoio para o ensino (banco
de dados, elementos visuais), mas também como fonte de aprendizagem e
como ferramenta para o desenvolvimento de habilidades. O trabalho com o
computador pode ensinar o aluno a aprender com seus erros e a aprender junto
com seus colegas, trocando suas produgdes e comparando-as (BRASIL, 1998,
p. 36).

Nessa etapa da atividade sdo trabalhadas habilidades relativas ao bloco

Tratamento da Informag&o. De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais:

o trabalho a ser desenvolvido a partir da coleta, organizacdo e descricdo de
dados possibilita aos alunos compreenderem as funcgdes de tabelas e gréaficos,
usados para comunicar esses dados: a apresentacdo global da informacdo, a
leitura rapida e o destaque dos aspectos relevantes. Lendo e interpretando
dados apresentados em tabelas e gréficos, os alunos percebem que eles
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permitem estabelecer relagGes entre acontecimentos e, em alguns casos, fazer
previsdes (BRASIL, 1998, p. 58).

Almejamos estas previsdes ao propor esta atividade. O objetivo de se organizar
os dados dos poliedros em uma tabela é evidenciar que nos poliedros convexos € valida a
relacdo de Euler. Construida a tabela, esperamos que ela evidencie que nos poliedros existe uma
relacdo entre o nUmero de vertices, arestas. Retornando ao viés histérico da aula, sera retomado
que Euler foi o primeiro matematico que percebeu que os elementos dos poliedros convexos
seguem esta regularidade. Essa percep¢do de Euler transformou os estudos na area de
Geometria.

Para demonstrar que isso sempre ocorre Euler propés que fossem retirados 0s
vértices de um poliedro genérico, um a um, através do corte de piramides triangulares. Apos
uma andlise dos casos que ocorrem ao retirar um vértice de um sélido com F faces e A arestas
e obter com F’ faces e A’ arestas, 0 matematico constata que estes nimeros satisfazem a
relacio A’ — F* = A — F — 1. Dessa maneira, supondo que de um sélido com V vértices,
A arestas e F faces foram removidos, um de cada vez, n vértices, até restar uma piramide
triangular, cuja diferenca entre o nimero de arestas e faces € igual a dois, tem-se que, utilizando
0 mesmo raciocinio acima, que A — F — n = 2. Além disso, V — n = 4, ou seja, n =
V — 4. Substituindo este valor de n na primeira equacdo, Euler obtém sua famosa relacéo,
V—A+F =2

Para explorar a demonstracdo realizada por Euler sera utilizado um cubo
disponivel em material concreto (FIGURA 9) para exibir como funcionavam os cortes que
Euler utiliza na demonstracdo e a obtencdo de um tetraedro ap6s certo nimero de cortes. Essa
etapa da atividade auxilia a compreensdo do que € uma demonstracdo matematica, pois
conforme escreve Duval, a “tomada de consciéncia [do que ¢ uma demonstra¢do] surge da
interagd0 entre a representagdo nao discursiva produzida e a do discurso expresso”
(ALMOULOUD, 1998, p.128). A planificagdo utilizada para construir o objeto encontra-se no
APENDICE 3.

Subjetivamente, o material concreto utilizado trabalha a reconfiguragéo de um
solido, visto que o cubo € decomposto em quatro pirdmides e um tetraedro. De acordo com o0s
Parametros Curriculares Nacionais, a “composi¢do e decomposicdo de figuras tridimensionais,
identificando diferentes possibilidades” (BRASIL, 1998, p. 60) constitui o contetido do

segundo ciclo do Ensino Fundamental.
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Figura 9 - Obtendo um tetraedro a partir de um cubo cortando seus
vértices da maneira proposta por Euler na demonstracdo de sua Relacéo.
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Foto do autor.

4.2.2 Atividade 2: Convertendo diferentes representacGes matematicas

Essa atividade propbe a resolucdo de trés questbes retiradas do SARESP -
Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Sdo Paulo. De acordo com a pagina
da Secretaria da Educagao do Estado de Sdo Paulo, “o Sistema de Avaliagdo de Rendimento
Escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP) [...] é aplicado com a finalidade de produzir um
diagndstico da  situacdo da  escolaridade basica  paulista”  (disponivel em

http://www.educacao.sp.gov.br/saresp Acesso em Junho/2017). O sistema de avaliacdo possui

foco nas habilidades e competéncias que o aluno deve desenvolver no ambiente escolar.

As trés questdes propostas serdo distribuidas aos alunos em material impresso
(APENDICE 4). Eles devem juntar-se em duplas para discutir as questdes e assinalar a as
alternativas corretas. Todas tratam o conceito de poliedro a partir das ideias desenvolvidas por
Leonhard Euler, e aprofundam o tratamento dado aos objetos pela atividade anterior.

Nessa atividade os alunos articulam as funcGes epistemoldgicas de visualizacdo
e construcao, conforme os termos definidos por Almouloud (1998). De acordo com o autor, 0
processo cognitivo de construcdo se da no momento que o aluno liga as acdes e 0s objetos
concretos aos objetos matematicos representados. Nesse caso, 0s alunos receberdo questdes que
possuem poliedros representados para que observem caracteristicas dos objetos em sua
representacdo matematica.

Na primeira questdo proporemos ao aluno observar a representacdo matematica
de uma piramide de base hexagonal e responda quantos vértices este objeto possui. Na segunda
questdo, o aluno deve observar a representacdo matematica de um prisma pentagonal e

responder qual é o nimero de arestas deste objeto.
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Forneceremos também os modelos dos solidos envolvidos em material concreto.
Assim, duas formas de representacdo das figuras geométricas estdo envolvidas nas questdes, 0s
modelos matematicos e as representacdes que ilustram as questdes. Conforme escreve
Almouloud (1998), mesmo em um curso que mobilize distintas formas de representacéo, a
coordenacdo destes diferentes registros ndo se da espontaneamente pelo aluno. O professor deve
auxiliar os alunos a perceber que sdo diferentes maneiras de se representar o0 mesmo objeto.

O processo de transicdo entre as diferentes formas de representacdo envolvidas
no processo de ensino-aprendizagem das formas geométricas deve acontecer no ensino
fundamental, pois no Ensino Médio e em estudos posteriores estas representacbes matematicas
séo muito utilizadas e o aluno deve estar familiarizado com tais representa¢des. De acordo com
os Parametros Curriculares Nacionais “o segundo ciclo tem como caracteristica geral o trabalho
com atividades que permitem ao aluno progredir na construcdo de conceitos e procedimentos
matematicos” (BRASIL, 1998, p. 85).

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) propdem como
contetido do segundo ciclo do Ensino Fundamental, no bloco Espago e Forma, a “representagao
de figuras geométricas” (BRASIL, 1998, p.60). As questdes que compdem atividade incluem-
se no desenvolvimento deste conteldo e envolvem a representacdo da piramide de base
hexagonal, do prisma pentagonal e dos poliedros regulares.

Na terceira questdo o aluno deve descobrir qual o poliedro de Platdo que possui
20 vertices e 30 arestas. O enunciado sugere a utilizacdo da Relacdo de Euler para poliedros,
que pode ser utilizada para se obter uma equacao de primeiro grau cujo resultado é o nimero
de faces do poliedro em questéo. A questdo foi modificada com a adi¢do de uma representagédo
grafica dos cinco poliedros regulares que podem servir como objetos de verificacdo de
hipbteses. Assim como na atividade anterior, os alunos receberdo os modelos dos poliedros de
Platdo para auxiliar na visualizacdo e compreensdo dos modelos matematicos ilustrados e
articular diferentes formas de representacdo dos objetos.

A possibilidade de resolver a questdo utilizando-se de uma equacgéo de primeiro
grau gera uma relacio entre Geometria e Algebra. De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais:

nas séries finais do ensino fundamental que os trabalhos algébricos serdo ampliados;
trabalhando com situacdes-problema, o aluno reconhecerd diferentes funcbes da
dlgebra (como modelizar, resolver problemas aritmeticamente insoluveis,
demonstrar), representando problemas por meio de equacbes (identificando
pardmetros, variaveis e relagbes e tomando contato com férmulas, equacdes, variaveis
e incognitas) e conhecendo a “sintaxe” (regras para resolucdo) de uma equagdo
(BRASIL, 1998, p. 39).
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Apos a realizacdo da atividade, serdo exibidos os principais métodos utilizados
pelos alunos na resolucdo das questdes propostas. Esperamos que na terceira questdo o método
de resolucdo através da utilizacdo da Relacdo de Euler para obter-se uma equacédo de primeiro
grau seja utilizado, explorando assim o contetdo de equacfes de primeiro grau e as regras de

resolucgéo para este tipo de equacéo.

4.2.3: Atividade 3: Reconfigurando poliedros

As formas de apreensdo sequencial, perceptiva e discursiva de conceitos
geométricos foram articuladas nas atividades anteriores. Nesta atividade pretende-se trabalhar
a forma de apreensdo operatoria, nos termos de Duval (1995, apud ALMOULOUD, 1998).
Essa forma de apreensdo depende das modificaces que a figura pode sofrer, as quais o autor
classifica como:

. Modificacdo mereoldgica: a figura pode separar-se em partes que s&o
subfiguras da figura dada, fracionando-se e reagrupando-se, isto €, uma relagcdo da
parte e do todo;

. Modificacdo 6Gtica: € a transformagdo de uma figura em outra considerando sua
imagem;
. Modificacdo posicional: € o deslocamento em relacdo a um referencial

(DUVAL, 1995, apud ALMOULOUD, 1998, p.127).

De acordo com Almouloud (1998), a reconfiguracdo é a operacdo que permite
obter figuras diferentes a partir de uma figura dada. As partes obtidas por fracionamento podem
ser reagrupadas em diversas outras subfiguras, todas dentro da figura de partida. Dessa maneira,
essa operacdo permite engrenar diversos tipos de tratamento, como medidas de areas e volumes
por soma de partes elementares, por exemplo, ou a equivaléncia de reagrupamentos
intermediarios. Embora ja tenha sido trabalhada subjetivamente na atividade 1 desta situacdo
de aprendizagem, nesta atividade a possibilidade de reconfiguracdo é evidenciada e possibilita
tomada de consciéncia da modificacdo mereoldgica de uma figura geométrica espacial.

A atividade consiste em resolver uma questdo retirada do Banco de Questdes da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (ASSIS et al, 2015, p.46). Os alunos
devem juntar-se em grupos e receberdo material impresso (APENDICE 5) a questdo a ser
resolvida. Chamada de Cubo Cortado, a questdo enuncia uma situacdo hipotética na qual
Francisco acaba de aprender em sua aula de geometria espacial a Relacdo de Euler para
poliedros convexosV + F = A + 2, e é verificado que a Relacdo de Euler é valida no cubo.
A questdo entdo exibe a representacdo matematica do cubo e, em seguida, propde uma situagdo

na qual Jo&o decide verificar a Relacdo de Euler para outro poliedro, obtido a partir de um cubo.
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Jodo marcou os pontos médios de cada aresta, e em cada face os uniu, formando quadrados. Ao
cortar as oito piramides formadas em torno de cada vértice Jodo obteve o novo solido, ilustrado
na questdo com uma representacdo dos cortes realizados por Jodo. E solicitado ao aluno que
determine o numero de arestas, vértices e faces do novo sélido. Um novo item foi adicionado a
questdo da OBMEP na elaboragédo da atividade, questionando se a Relagdo de Euler é valida
para 0 novo poliedro.

Inicialmente os alunos terdo acesso apenas a esta representacdo matematica e
devem resolver a questdo em equipe. Cada membro do grupo deve opinar, expor Sseus
argumentos de maneira clara para que os outros possam concordar ou discordar. Como dispdem
apenas da representacdo matematica do poliedro em questdo, ilustrada na questao, € esperado
que estes recorram a imaginacdo a fim de criar uma representacdo tridimensional imaginaria
deste sélido.

Prevemos que nessa etapa alguns alunos podem apresentar dificuldades para
visualizar o novo soélido. A estes alunos forneceremos o modelo em material concreto que
permite visualizar os cortes realizados em um cubo e o novo sélido obtido (figura 10). Com a
manipulacdo do material, os grupos terdo a duas maneiras distintas de representacdo de um
mesmo registro semiotico, que no caso € a reconfiguracdo de um poliedro em outro a partir da

decomposicéo deste.

Figura 10 - Material concreto auxiliar da atividade.

Foto do autor

Com a manipulacdo do objeto, esperamos que 0S grupos sejam capazes de
resolver a questdo proposta. A planificacéo utilizada para construir este material encontra-se no
APENDICE 6.

Os Parametros Curriculares Nacionais dispem que:

0 ensino de Matematica prestara sua contribuicdo a medida que forem
exploradas metodologias que priorizem a criacdo de estratégias, a
comprovagdo, a justificativa, a argumentacdo, o espirito critico, e favorecam
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a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda
do desenvolvimento da confianca na prépria capacidade de conhecer e
enfrentar desafios (BRASIL, 1998, p. 26).

Assim, o trabalho em equipe, a abertura para argumentacdo e discussdo de
possibilidades e a etapa na qual os alunos ndo acessam nenhuma outra representagdo do sélido
além da disposta na questdo, elementos que compdem esta atividade, baseiam-se no que é

proposto pelo documento oficial.

4.3 Situacdo de Aprendizagem 3: O nascimento da Topologia

Duracéo Prevista: 1 aulas
Habilidade e competéncias envolvidas:
e coletar, organizar e descrever dados, estabelecer relaces entre acontecimentos e fazer
previsoes;
e identificar diferentes possibilidades na composi¢cdo e decomposicdo de figuras
tridimensionais;
Contetdos: Poliedros, Relacéo de Euler generalizada para qualquer poliedro

Recursos didaticos utilizados: Lousa, material concreto, material impresso.

4.3.1 Atividade 1: GeneralizacGes de Euler e introducdo a Topologia das formas

Avancando no estudo do movimento légico-historico do conceito de poliedro,
essa atividade visa desenvolver uma equacao similar a Relacdo de Euler valida em poliedros
ndo-convexos que possuem um tanel que atravessa seu interior, como alguns poliedros da figura
7. Em um poliedro desse tipo, com V vértices, F faces e A arestas, a equacdo que relaciona estes
elementos é V + F = A. A atividade também visa explorar de maneira introdutéria a
generalizacdo desta Relacdo para qualquer poliedro e o surgimento de uma nova area da
Matematica, que assim como a Geometria, tem como objeto de estudo formas de objetos que
compdem 0 espaco, porém como uma abordagem diferente.

Ao expor algumas ideias da area de Topologia, estudada usualmente apenas em
cursos de Matematica de nivel superior, deivulgamos uma area da Matematica na qual sdo
realizadas inumeras pesquisas atualmente e abrimos diversos caminhos ao aluno que deseja
continuar seus estudos em Matematica.

Na primeira etapa da atividade sera construida a equacdo que relaciona 0s

numeros de vertices, arestas e faces em poliedros com um tunel. No desenvolvimento das
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atividades 2 da primeira situacdo de aprendizagem e 1 desta situagdo, os alunos foram
orientados a escolher um entre diversos tipos de poliedros, entre os quais haviam poliedros com
um tanel (figura 7). Nessa atividade estes solidos serdo retomados e uma nova tabela sera
elaborada, na qual constardo os nimeros de arestas, vértices e faces destes poliedros.

Sera entdo adicionada a esta tabela uma coluna com os valores da soma do
namero de vértices e faces destes poliedros, e comparada com a coluna na qual estdo os nimeros
de arestas. Novamente desejamos que o aluno note a relagéo entre estes nimeros.

Feito isso, com o auxilio dos alunos e em linguagem acessivel a eles, o professor
deve construir a equagdo, similar & Relag&o de Euler, que relaciona os nimeros de faces, arestas
e vertices de poliedros com um tunel. Acreditamos que essa atividade torna-se interessante ao
retomar os poliedros com tuneis, ja utilizados no inicio desta sequéncia e inclui-los no estudo
de poliedros. Em geral o estudo de poliedros em livros didaticos limita-se apenas ao estudo de
poliedros convexos. Ao explorar outros tipos de poliedros, essa atividade “comporta um amplo
campo de relagOes, regularidades e coeréncias que despertam a curiosidade e instigam a
capacidade de generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacao do pensamento
¢ o desenvolvimento do raciocinio l6gico” (BRASIL, 1998, p. 24).

Na segunda etapa desta atividade visamos explorar introdutoriamente algumas
ideias da Topologia. Ap6s falar do contexto histérico do século XX, no qual os estudos de
Matematica se transformaram vertiginosamente, diversos resultados foram generalizados e
novas areas surgiram, o professor deve falar da Topologia, uma dessas areas que foram criadas
nessa época. Enquanto na Geometria € crucial que os objetos de estudo sejam rigidos, pois so
assim é possivel medir angulos, comprimentos, deduzir congruéncias, calcular areas, volumes,
contabilizar vértices, arestas, faces e estudar outras configuracbes dos objetos, na Topologia
esta rigidez ¢é deixada de lado a fim de estudar outras caracteristicas, intrinsecas ao objeto e
independentes da forma.

Serdo entdo expostas em material concreto dois exemplos das principais formas
estudadas em Topologia: a esfera e o toro (figura 11). Os alunos devem manipular os objetos,
explorando a visualizagdo, conforme os termos de Almouloud (1998). Apoés a visualizacéo, o
professor abordard introdutoriamente o Teorema de Classificacdo das Superficies, explorando
0s materiais utilizados nessa sequéncia de situacdes de aprendizagem e a ideia de inflar estes
objetos. Ao serem inflados, poliedros sem tuneis transformam-se em esferas, enquanto 0s

poliedros com um tanel transformam-se em toros.
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Para encerrar, serd constatado que as equacles que relacionam os vértices,
arestas e faces dos poliedros podem ser generalizadas para os objetos estudados em Topologia.
Deve-se desenhar uma particdo qualquer na esfera, e comprovar empiricamente que ao
considerar o numero de linhas desta particdo como arestas, 0 nimero de regides como faces e
0 numero de interseccOes das linhas como vértices, estes elementos obedecem a Relagéo de
Euler. Analogamente, no toro qualquer particdo obedece a relagdo estudada na outra etapa desta

atividade.
Figura 11 - Objetos utilizados para exemplificar as formas da esfera e do toro.

Foto do autor.

Serdo citados os matematicos Henri Poincaré e Bernhard Riemann, que
desenvolveram grande parte dos estudos que serviram de base para estes resultados nessa
importante e atual area da Matematica. Estudar os objetos descartando a ideia de rigidez gerou
diversos resultados que sdo muito utilizados no desenvolvimento de tecnologias, na
meteorologia, entre outras. Os alunos poderdo fazer perguntas sobre o0 assunto e encerra-se a
sequéncia didatica com um momento de conversa sobre 0s principais conhecimentos
abordados, esclarecimento de davidas e compartilhamento de sensagdes que foram percebidas

no desenvolvimento das aulas sobre poliedros.
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5 ANALISES POSTERIORES DA SEQUENCIA DIDATICA

Apds a elaboracdo da sequéncia de situacdes de aprendizagem descrita no capitulo
4, esta sequéncia foi desevolvida em uma turma de alunos do nono ano do Ensino Fundamental.
Neste capitulo faremos uma andlise qualitativa dos materiais produzidos, dos momentos
considerados relevantes e dos resultados obtidos durante a aplicagdo da sequéncia.

A turma escolhida tem como professora de Matematica a prof. Nadia Stevanato.
Esta professora me cedeu dez aulas, no final do semestre letivo, para a aplicacdo da sequéncia
didatica. O nimero de alunos presentes variou muito e apenas uma parcela da turma participou
de todas as situacGes de aprendizagem que compdem a sequéncia didatica proposta neste
trabalho. Todavia, essa participacdo discreta ndo gerou grandes conflitos no desenvolvimento
da sequéncia, pois as situa¢des ndo sdo completamente conexas e nenhuma delas constitui pré-
requisito para as posteriores.

Todas as situacgdes de aprendizagem propostas deveriam ser realizadas em duplas
ou grupos. De acordo com a Teoria Socio-interacionista de Vygotsky, os processos pelos quais
o individuo adquire informacdes, habilidades, atitudes, valores e outros componentes do seu
desenvolvimento, estdo fortemente ligados as relagcdes desse individuo com seu ambiente
sociocultural e a sua situacdo de organismo que ndo se desenvolve plenamente sem o suporte
de outros individuos (OLIVEIRA, 1993). Durante a aplicacdo, este método de trabalho
mostrou-se muito eficiente, pois facilitou a socializacdo dos conhecimentos prévios dos alunos,
gue juntos puderam recordar diversos topicos de Geometria. Além disso, notamos que a
realizacéo das atividades de maneira coletiva auxiliou o compartilhamento dos conhecimentos
gerados durante o desenvolvimento das situagfes. Alguns alunos, ao compreenderem 0s
assuntos abordados, passaram a dialogar sobre estes assuntos, auxiliando os outros alunos a
compreenderem e fortalecendo a propria assimilacdo dos novos conhecimentos.

A aplicacdo da sequéncia de situa¢Ges durou duas semanas e ocupou as dez horas-
aula cedidas pela professora da turma. Essa duragdo mostrou-se eficiente ao proporcionar aos
alunos tempo necessario para assimilacdo e compreensdo das transformacdes pelas quais o
conceito de poliedro passou na historia do conhecimento humano e na historia da Matematica.

A utilizagdo de materiais concretos mostrou-se de extrema importancia no
desenvolvimento das situacfes de aprendizagem propostas, pois sem a possibilidade de
manipulagcdo e visualizagdo dos objetos tridimensionais, 0s objetivos das situagOes de
aprendizagem certamente ndo seriam atingidos. Conforme Almouloud (1998) uma boa

sequéncia didatica para o ensino de conceitos geométricos deve conter “figuras geométricas
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que tenham um papel heuristico, levando em conta suas diferentes apreensdes: perceptiva,
discursiva, operatoria e sequencial”. (ALMOULOUD, 1998, p.131). Concordamos com o autor
e consideramos que neste trabalho tais materiais sdo indispensaveis. Os objetos elaborados para
a sequéncia de situacdes de aprendizagem que elaboramos contribuiram notavelmente para a
construgdo dos conhecimentos acerca da forma, da composicao e da reconfiguracao dos sélidos
estudados.

5.1 Andlise da situacao de aprendizagem 1: Poliedros em registros gregos

5.1.1 Atividade 1: O dodecaedro do zodiaco

Os alunos demonstraram interesse na realiza¢do desta atividade. ApGs ouvirem com
atencdo a introducéo ao assunto, propus que formassem grupos para a construcao do dodecaedro
do zodiaco. Eles moveram suas carteiras e formaram cinco grupos. Cada aluno recebeu uma
planificacio impressa do objeto (APENDICE 1), tesoura e cola.

A primeira orientagdo foi que recortassem a planificagdo. Em seguida, iniciei a
construcdo de um objeto junto com os alunos, visando exemplificar as etapas de construcgéo.
Coloquei-me a disposicdo dizendo que poderia ser solicitado por qualquer aluno que
necessitasse de alguma informacdo. Durante a construcdo do solido notei que muitos alunos
falavam sobre seu signo no zodiaco ocidental e perguntavam aos colegas se eles sabiam seus
signos. A ligacédo entre a atividade e a Astrologia mostrou-se bastante eficiente para despertar
0 interesse dos alunos e também para integra-los no grupo, evidenciando suas semelhancas e
diferencas. Consideramos, com perspectiva sociocultural do processo de ensino-aprendizagem,
que as interacOes sociais possibilitam ao individio assimilar as formas culturalmente aceitas de
funcionamento psicoldgico, conforme Oliveira (1993). A figura 12 mostra alguns grupos de
alunos realizando o recorte da planificacdo do dodecaedro do zodiaco durante a aplicagdo desta
atividade.

Ao lado da planificacdo do dodecaedro estava disponivel uma tabela com os
elementos associados a cada signo do zodiaco (APENDICE 1). Um grupo de alunas, muito
proximas e amigas, perceberam que todas eram de signos regidos pelo elemento fogo e ficaram
animadas com a informac&o, que aparentemente as aproximou ainda mais. Em varios grupos 0s
alunos teceram comentarios acerca dessas informagdes, aproveitei 0 ensejo para comentar sobre

a obra de Platéo e as associagdes que ele fazia entre solidos geometricos e 0s quatro elementos
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Figura 12 - Grupos de alunos realizam a construcdo do dodecaedro do zodiaco e socializam
seus conhecimentos sobre Astrologia.

- 73

Foto do autor

da natureza, assim como comentar que a fala de Platéo é vista por muitos como a primeira visdo
de um modelo atdmico da matéria. Os alunos, todavia, ndo estudaram os conteudos relacionados
ao atomo e esse comentario figurou como uma curiosidade sobre um assunto que estudardo
posteriormente.

Alguns alunos ndo sabiam seu signo e demonstraram grande interesse em saber. Foi
entdo distribuida a folha na qual constam os periodos do ano associados a cada signo
(APENDICE 2), e esses alunos puderam descobrir seus signos a partir de suas datas de
nascimento. Enquanto alguns alunos continuaram a construcéo do solido, alguns pararam para
ler as informac@es que constavam na folha. Os alunos estavam bastante descontraidos enquanto

construiam os sélidos, o que auxiliou no caréater ladico proposto pela atividade.
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Apesar do conteudo de planificacdo e construgdo de poliedros ser conteddo dos
anos finais do Ensino Fundamental, conforme os Parametros Curriculares (BRASIL, 1998),
muitos alunos declararam nunca ter realizado alguma atividade similar a esta. Questionei sobre
a construcdo do cubo, pois essa em geral é realizada no primeiro ciclo do Ensino Fundamental,
e a turma ficou dividida entre os que conheciam tal construcdo e 0s que declararam nunca ter
tido contato com planificaces de figuras sélidas. Acreditamos que o ensino de Geometria
Espacial pautado apenas em conteldos teoricos, sem objetos manipulaveis ou situacfes que
envolvem a construcdo de solidos, dificultam a assimilacdo dos conceitos envolvidos. Sem a
possibilidade de visualizar tais formas o aluno ser& impossibilitado de criar registros mentais
que possibilitam operar estas formas, habilidade esta que deve ser desenvolvida na escola
bésica.

Construidos os solidos, os alunos passaram a inventar situacdes lidicas com os
objetos. Muitos alunos langavam o dodecaedro como se lan¢a um dado e verificavam qual face
ficava voltada para cima. Um aluno disse que o signo associado a tal face era o signo do amor
da vida de quem arremessou e logo varios alunos estavam utilizando o objeto como um oraculo
amoroso. Aproveitei para comentar sobre a astronomia grega, 0s conhecimentos que possuiam
e as relacdes entre o desenvolvimento desta ciéncia e a astrologia atual. Foi exibida a imagem
(FIGURA 7) que ilustra 0 movimento aparente do sol atraves da ecliptica e seu deslocamento
pelas doze constelagdes do zodiaco em determinadas épocas do ano.

A conexdo de &reas de conhecimento cientifico com um elemento da cultura

popular, a astrologia, provocou muito interesse nos alunos, que demonstraram atengédo e

Figura 13 - Objetos construidos por dois alunos durante a atividade.

Foto do autor

participacdo ativa nas conversas realizadas durante esta atividade. Uma aluna demonstrou
enorme satisfacdo em saber por que cada época do ano é associada & um signo, e um grupo
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ficou muito curioso acerca da astronomia desenvolvida pelos gregos, questionando se estes
possuiam tecnologia que permitiam tais conhecimentos, como telescopios e lunetas. Ao
saberem que os gregos desenvolveram muito destes conhecimentos com base em observacoes
a olho nu e em experimentos empiricos, demonstraram grande admiracgéo e certo espanto. No
final da atividade foi disposto um tempo para que os alunos continuassem a interacdo lddica
com o objeto construido. Fiquei disponivel para eventuais ddvidas, mas nenhum aluno
manifestou nenhuma incerteza. A figura 13 mostra os objetos construidos por dois alunos

durante a realizacdo da atividade.

5.1.2 Atividade 2: A busca de uma defini¢éo

A segunda atividade da situacdo de aprendizagem 1 da sequéncia didatica elaborada
neste trabalho envolve a concepcao do que é uma definicdo na Matematica. Essa atividade deve
ser realizada em dupla. Adotando a perspectiva sociocultural do processo de ensino-
aprendizagem, visamos potencializar a eficicia da atividade possibilitando dialogos entre os
alunos. Apds escolherem seus parceiros, cada dupla foi orientada a selecionar um objeto entre
os solidos geométricos dispostos, ilustrados na figura 8. Foi interessante observar os critérios
que cada dupla utilizou para selecionar o objeto. Alguns escolheram aleatoriamente, outros
analisaram todos os objetos minuciosamente e escolheram o que mais atraiu a ambos. Uma
dupla escolheu o cubo e alegou que este sélido era o Unico que conheciam pelo nome.

Feita a escolha dos objetos, a dupla recebeu uma folha que propunha definir o objeto
escolhido e representa-lo com um desenho (APENDICE 4). Li em voz alta a proposta do
material impresso e conversei com a turma visando esclarecer a proposta da situacdo de
aprendizagem. Os alunos afirmaram ter compreendido a tarefa a ser realizada e puseram-se a
trabalhar, analisando o objeto e discutindo as ideias que surgiam com o0s companheiros de
trabalho. A figura 14 mostra duas duplas trocando informacdes e desenvolvendo a atividade em
conjunto.

Apbs algum tempo fui solicitado para esclarecer algumas questdes. Os alunos
resgataram em suas memorias 0s nomes dos componentes dos solidos conforme a definicéo de
Euler e questionaram se poderiam definir o objeto a partir do nimero de vértices, arestas e
faces. Foi a primeira vez que esses elementos surgiram na sequéncia didatica, e esse fato era

esperado pelo professor, pois conforme descrito no capitulo anterior um dos objetivos desta
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atividade € reconhecer os conhecimentos prévios dos alunos e estabelecer elos entre estes

conhecimentos e 0s que serdo trabalhados em momentos posteriores.

Figura 14 - Duas duplas de alunos realizam a atividade em conjunto.

Foto do autor.

As estratégias criadas pelos alunos para definir os objetos foram basicamente partir
do nimero de vértices, arestas e faces e das formas geométricas de cada face. Todos os alunos
da turma demonstraram estar familiarizados com figuras geométricas planas, e conseguiram
identificar nos solidos faces triangulares, quadradas, hexagonais, entre outras. A figura 15 estdo
0 objeto selecionado, a definicdo e a ilustracdo elaboradas por uma dupla de alunos. Nota-se
indicios de familiaridade com a nomenclatura de figuras planas e com alguns componentes dos
poliedros, como faces e vértices. A dupla reconhece o vértice como um ponto, mas enuncia de
maneira confusa a definicdo, sem mencionar as arestas e reconhecendo apenas o vértice como

intersecdo das faces.
Figura 15 - llustracéo e defini¢do do objeto do canto superior esquerdo feitos por uma dupla de alunos.
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Alguns alunos confundiram figuras bidimensionais e tridimensionais, revelando
auséncia da habilidade de reconhecer as diferencas entre os dois tipos de figuras geométricas,
como nota-se, por exemplo, na figura 16, na qual constam o solido geométrico escolhido, a
definicdo e a ilustracdo elaboradas por uma das duplas. O sélido é chamado de figura plana com
cinco lados fechados por retas e um lado aberto. O professor ndo interferiu nas definicdes que
os alunos elaboraram durante a atividade, e solicitou apenas que todos redigissem a definicédo
do objeto de maneira concisa. Dessa forma, foi possivel identificar as principais confuses

conceituais feitas pelos alunos e tecer comentarios na proxima etapa da atividade.

Figura 16 - llustracdo e defini¢do do objeto do canto superior esquerdo feitos por uma dupla de alunos.

Foto do autor

Um aluno definiu o icosaedro como vinte triangulos idénticos, demonstrando
certa falta de familiaridade com os componentes do poliedro e com sua forma tridimensional.
Uma outra dupla demonstrou grande habilidade para representar solidos geométricos,
desenhando a vista superior e lateral da piramide pentagonal. A dupla também mostra
familiaridade com os sélidos piramidais, pois aponta de maneira correta a base do sélido. Porém
ndo demonstram conhecer o nome do sélido, e chamam suas faces de éareas, possivelmente por
conta de certa confuséo entre as figuras planas em si e a area de uma figura plana, conceitos ja
trabalhados em anos anteriores do ensino fundamental. Essa definicdo pode ser observada na
figura 17.

Os alunos ocuparam uma aula de cinquenta minutos para concluirem as definicoes.
Analisei os trabalhos fora da sala e no dia seguinte dei continuidade a atividade, iniciando com
um discurso sobre Euclides de Alexandria e seu livro Os Elementos (EUCLIDES, 2009),
considerado o registro mais antigo de defini¢cGes de figuras geomeétricas existente no mundo.

Foram lidas as definicdes elaboradas pelo matematico grego conforme disposto na elaboracéo
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da situacdo de aprendizagem 2, e em seguida registrei no quadro os nomes dos sélidos de Platdo
e a quantidade de faces que cada um possuli.

Conversei com os alunos sobre o conceito de definicdo na Matematica, que deve
ser concisa e ndo deixar espaco para ambiguidades. Redigi no quadro a definicdo dada por
Euclides para um sélido geométrico, que para o grego € um objeto com altura, largura e
profundidade, e em seguida realizou-se um pequeno debate sobre a concisdo das defini¢des de

Euclides. Os alunos puderam consultar o livro Os Elementos e observar suas caracteristicas
ludicamente.

Figura 17 - Definicdo e ilustracdo da piramide com base
pentagonal feita por uma dupla de alunos.
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Foto do autor

Comentei que muitos alunos da turma demonstraram, em seus registros escritos na
aula passada, confusdo conceitual em relacdo aos sélidos geométricos e as figuras planas, sendo
apontada como diferenca primordial entre esses dois tipos de figuras geométricas a existéncia
de profundidade nos sélidos, enquanto nas figuras planas existem apenas largura e altura. Os
alunos afirmaram ter compreendido a diferenca. Os registros do quadro podem ser observados
na figura 18.

Aproveitou-se 0 momento de esclarecer as diferencas entre sélidos geométricos e
figuras planas para comentar sobre as diferencas de nomenclaturas entre seus componentes.

Enquanto a figura plana possui lados, o sélido possui faces. Essa confuséo foi notada na analise
das defini¢bes produzidas pelos alunos na aula anterior.
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Figura 18 - Registros feitos durante a atividade

Foto do autor

Para finalizar, elaboramos uma definicéo para os so6lidos estudados na situacao de
aprendizagem. Ao questionar se os alunos notaram alguma semelhanga entre todos eles,
nenhum aluno respondeu que a semelhanca entre os solidos estudados na presente situacéo é
que todos sdo formados por faces poligonais, diferentes do cilindro e da esfera, por exemplo.
Apdbs mostrar essa semelhanca, falei que os sélidos que possuem tal caracteristica sdo chamados
de poliedros, nome dado por matematicos gregos da época de Euclides, e em conjunto com a
turma elaboramos a seguinte defini¢do: Poliedros (muitas faces): sélidos com faces poligonais,
formados por vértices, arestas e faces. As faces séo poligonos, os lados dos poligonos das faces
sdo as arestas que se encontram nos vértices.

N&o aprofundei a concisdo desta definicdo por receio de possivel confusdo
conceitual devido a informacdo em excesso, visto que os alunos estavam diferenciando pela

primeira vez poliedros de outros solidos geométricos.

5.2 Anadlise da situacdo de aprendizagem 2: Os poliedros a partir das definicbes de

Leonhard Euler

5.2.1 Atividade 1: Vértices, Arestas e Faces.

Antes de iniciar a situacdo de aprendizagem 2 foi realizada uma conversa com 0
objetivo de melhor situar em qual periodo histérico se desenvolveram os estudos de Platdo,
Euclides e Euler. Os alunos declararam ja ter estudado a cultura grega em Histéria, porém nédo
se lembravam muito bem. Foram entdo tecidos comentarios gerais sobre esta cultura com foco

na relacdo que os gregos possuiam com o conhecimento e como estes foram 0s primeiros seres
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humanos a investirem em locais de criacdo, propagacdo e transformacdo de conhecimentos
cientificos.

Em relacdo aos solidos geomeétricos, os estudos dos gregos ocupam-se basicamente
em medir distancias entre dois pontos do sélido, medir determinados angulos, calcular areas e
volumes e estabelecer relagcbes métricas entre diferentes solidos. Muitos declararam ter
dificuldades no assunto, mas se recordam de ter estudado areas e volumes nos prismas no final
do ano anterior. Foi entdo contextualizado que todos as abordagens de solidos geométricos que
envolvem medidas, calculo de areas, volumes e angulos tem como base os conhecimentos
geométricos desenvolvidos pelos gregos.

Para destacar qudo importantes e avangcados eram os estudos dos gregos, o professor
falou sobre os poliedros que aparecem na obra de Platdo, que foram estudados nas aulas
anteriores. Definiu oralmente que poliedros que possuem como faces um unico tipo de poligono
regular, ou seja, um poligono cujos lados possuem o mesmo tamanho, sdo chamados de
poliedros regulares, e relembrou que Platdo conhecia cinco destes poliedros. Feito isso,
perguntou aos alunos quantos poliedros regulares eles acreditavam existir. A resposta mais
aproximada foi em torno de cem, e todos ficaram surpresos ao ouvir gue existiam apenas estes
cinco que Platdo cita em sua obra. Euclides demonstrou que existem apenas estes cinco em seu
livro Os Elementos (EUCLIDES, 2009) e outras demonstracfes vieram posteriormente.

Em outro periodo histdrico, em outro contexto cultural, os estudos que abordam os
solidos como um conjunto de Vvértices, arestas e faces foram desenvolvidos pelo matematico
Leonhard Euler, que nasceu na Suica em 1707. Comentou-se, neste momento, sobre alguns
aspectos da vida deste matematico, a mudanca para a Russia, sua importancia na matematica, a
perda da visdo, sua relagdo com os Grandes Imperadores e, com maior foco, seus dois artigos
sobre poliedros que transformaram completamente os estudos destes objetos na Matematica.
Foi exibida uma foto do matematico que nomeou os componentes dos poliedros conforme os
alunos declararam conhecé-los: vértices, arestas e faces.

Um dos resultados demonstrados por Euler sobre os poliedros é a equacdo que
relaciona a quantidade de vértices, arestas e faces do sélido, abordada nesta situacdo de
aprendizagem. Para inicid-la, solicitei aos alunos que formassem duplas e novamente
selecionassem um poliedro entre os disponiveis, 0s quais podem ser vistos na figura 7.

Feita a selecdo, cada dupla deve contar a quantidade de vértices, arestas e faces que
0 poliedro possui e anotar no caderno. Foi interessante observar que durante a contagem, alguns
alunos tiveram a possibilidade de solidificar os conhecimentos acerca destes componentes, pois

ao inicia-la faziam certa confuséo conceitual, confundindo arestas com faces, por exemplo, e
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ao final declararam ter entendido melhor estas nomenclaturas e foram capazes de relaciona-las
com os componentes de maneira correta. Esse momento da atividade pode ser observado na

figura 19.

Figura 19 - Aluno investiga o nimero de vértices, arestas e faces de um poliedro.

Foto do autor
A falta de equipamento me obrigou a fazer uma mudanca na forma de realizar a

atividade. A tabela que seria construida com a utilizacdo do software Microsoft Excel teve que
ser construida no quadro, pois a escola ndo dispunha de um projetor multimidia funcionando
no dia da realizacdo da aula. Desenhei a tabela no quadro e, em seguida, fui anotando nas
respectivas colunas o nimero de vértices, arestas e faces dos poliedros analisados pelos alunos.
Identifiquei pelo nome apenas os poliedros de Platdo, cujos nomes foram estudados na aula
anterior. Ap0s tabelar todos os valores encontrados pelos alunos, comentei que Leonhard Euler
notou que 0s numeros de vértices e faces, quando somados, possuem uma relagdo com o nimero
de arestas do solido. Para auxiliar na percep¢éo de tal relacdo, acrescentei a tabela uma coluna
na qual listou os valores desta soma, como pode ser visto na figura 20. Note que alguns valores
encontrados pelos alunos ndo estdo corretos. Interferi conforme necessitava do valor da soma
do namero de vértices e faces destes poliedros, solicitando aos alunos que conferissem o0s
resultados.

Construida a coluna, os alunos foram orientados a observar os valores obtidos e 0s

comparar os valores da coluna Vértices + Faces com os valores da coluna Arestas. Apos
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Figura 20 - Tabela com as informacdes dos solidos obtidas pelos
alunos

Foto do autor
algum tempo, uma aluna afirmou que o valor da soma era sempre dois nimeros a mais que 0

de arestas, conforme o esperado.

Foi entdo registrado no quadro:

Relagdo de Euler: Em um poliedro com V vértices, A arestas e F faces, que ndo possui
tuneis,vale a equacaoV + F = A + 2.

Retornando ao debate sobre 0 matematico autor da relacdo, comentei que o artigo
no qual ele demonstrou a relacdo foi de grande impacto na Geometria, pois, conforme dito no
inicio da aula, Euler inovou ao conceber os poliedros de maneira distinta da concepg¢do grega
destes objetos.

Os estudos posteriores acerca destes objetos basearam-se nas ideias de Euler e
culminaram no surgimento de uma maneira completamente nova de conceber as formas em
uma nova area da Matematica, a Topologia. Algumas ideias da Topologia serdo abordadas ao
final desta sequéncia didatica.

Também foram tecidos comentarios sobre 0 que é uma demonstracdo matematica,
que foi interpretada por mim como uma prova de que tal fato sempre ocorre, utilizando a légica.
Foi exibido o material que exemplifica as ideias utilizadas por Euler para demonstrar que sua
relacdo sempre é valida e os alunos puderam manipular este objeto, conforme pode ser
observado na figura 21.

Ao dispor o material para observacao e manipulagdo, comentei que a demonstragao
de Euler possuia falhas e que a relacéo estudada na aula foi demonstrada muitos anos depois
pelo matematico Henry Poincaré, com a utilizacao de outra linguagem e raciocinio. Em seguida,

abri espago para eventuais comentarios e davidas, porém nenhum aluno expés divida.
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Figura 21 - Aluno manipula material concreto que exemplifica o raciocinio utilizado por Euler para
demonstrar a relagdo entre os vértices, arestas e faces de um poliedro.

Foto do autor

5.2.2 Atividade 2: Convertendo diferentes representacdes matematicas

Nesta atividade os alunos tiveram contato com a representacdo matematica dos
solidos geométricos com o0 objetivo de transitar da representacdo concreta para estas
representacdes, que em geral sdo utilizadas ao se fazer um tratamento formal da geometria
espacial.

Os alunos foram orientados a formarem duplas e cada dupla recebeu em material
impresso (APENDICE 4) trés questdes retiradas das avaliagdes SARESP, aplicadas pela
Secretaria de Educacdo do Estado de Sdo Paulo para diagnosticar a aquisi¢do de determinadas
habilidades pelos alunos da escola basica.

As questBes possuem as representacdes matematicas dos solidos envolvidos. Na
primeira questdo os alunos devem responder quantos vértices possui uma piramide de base
hexagonal a partir da observacao desta representacdo. Na segunda, os alunos devem responder
guantas arestas possui o prisma pentagonal que esta representado matematicamente na questdo.
Os alunos devem discutir com o colega de dupla e tentar resolver as questdes utilizando as
representacdes dispostas pelas questdes.

Apbs certo tempo, observei que alguns alunos conseguiram resolvé-las, porém
grande parte da turma estava com dificuldades para contar as arestas do prisma pentagonal,
demonstrando falta de familiaridade com a representacdo pontilhada das arestas que se

encontram ocultas pela posi¢do do solido na imagem.
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Com meu auxilio e recorrendo aos modelos em material concreto dos solidos,
toda a turma pode concluir as resolugdes das duas primeiras questdes. Conforme Almouloud
(1998), em um curso que mobilize distintas formas de representacdo, a coordenacdo destes
diferentes registros ndo se da espontaneamente pelo aluno. O professor deve auxiliar os alunos
a perceber que séo diferentes maneiras de se representar o mesmo objeto.

Os alunos foram orientados a comparar as representagdes em material concreto com
as representacdes matematicas ilustradas nas questdes com o objetivo de assimilar as
caracteristicas de cada tipo de representacdo. Na figura 22 pode-se observar uma dupla de
alunos comparando 0s materiais concretos e suas representacfes matematicas no material

impresso.

Figura 22 - Dupla de alunos comparam as representac6es dos sélidos em material
concreto com as representaces ilustradas nas questdes.

Foto do autor

A terceira questdo consiste em descobrir qual poliedro regular possui 20 vértices e
30 arestas. A questdo sugere que seja utilizada a Relacdo de Euler e a resposta pode ser obtida
a partir da substituicao dos valores dados pela questao na Relagdo. Porém nenhum aluno cogitou
resolver a questdo dessa forma, pois na resolugéo das primeiras questdes tinham que contar o0s
componentes dos poliedros e intuitivamente iniciaram tentando resolver a terceira questdo da
mesma forma. Todos os alunos contaram os vértices e arestas nas imagens, € poucos
necessitaram das representacdes em material concreto para resolver a terceira questdo. Muitos
utilizaram a Relacdo de Euler para conferir se o resultado estava correto, concluindo com
seguranca que o poliedro em questédo é o dodecaedro.

Sem demonstrar grandes dificuldades todos concluiram a resolucao das questfes e

puderam manipular os objetos ludicamente e compara-los com as representa¢cdes matematicas
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ilustradas no material impresso. Alguns alunos, em conversa posterior a realizagdo da atividade,
declararam que o material concreto auxiliou muito na compreensdo das representacoes

matematicas impressas e na resolucao da questao.

5.2.3 Atividade 3

No inicio desta atividade aludi aos cortes que Euler propds como base da
demonstracdo de sua Relacdo e anunciei que nesta aula iam trabalhar com ideias semelhantes
para resolver uma questdo da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas -
OBMEP. Os alunos demonstraram grande interesse em participar da situagao de aprendizagem,
evidenciando que a realizacdo da Olimpiada nas escolas publicas é de grande importancia e
desperta nos alunos maior interesse pela Matematica.

Eles foram entdo informados que a questdo deveria ser resolvida em grupos e
formaram cinco grupos com quatro ou cinco alunos cada. Cada grupo recebeu a questdo em
material impresso (APENDICE 5) e pode iniciar discussdes com o objetivo de compreendé-Ia.
Coloquei-me a disposicdo para auxiliar no que fosse necessario. Passado algum tempo, 0s
alunos comecaram a solicitar ajuda. Notei entdo que todos compreenderam a maneira que Jodo
cortou o cubo, mas tinham muita dificuldade para visualizar o s6lido obtido.

A existéncia desta dificuldade revela que os alunos ndo desenvolveram as
habilidades relativas as interpretacfes operatorias de uma figura geométrica espacial, ou seja,
ndo sdo capazes de processar mentalmente as modificacdes, nesse caso especifico uma
modificacdo mereoldgica, conforme Almouloud (1998), sofridas pelos objetos e visualizar o
resultado desta modificagéao.

Apbs certo tempo todos os alunos estavam exaustos e ndo conseguiam obter
respostas para as questdes. Alguns grupos passaram entdo a inventar resultados aleatorios. Foi
interessante notar que embora ndo conseguissem visualizar o s6lido obtido por Jodo para obter
0S numeros de Vvértices, arestas e faces desse solido, todos os alunos sabiam que 0s nimeros de
vertices, arestas e faces desse solido necessariamente deveriam satisfazer a Relacéo de Euler.
Dessa maneira, muitos concluiam que as respostas que deram ndo estavam corretas pois nao

satisfaziam tal Relagéo.
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Disponibilizei para consulta o material concreto que permite visualizar a
transformacdo do cubo realizada por Jodo (figura 9). Todos o0s grupos manifestaram
necessidade de manipular o material para resolver a questdo ou para conferir se as respostas
estavam corretas. Nenhum grupo havia respondido a questdo corretamente até este momento e
com o auxilio do material puderam contar com facilidade os nimeros de arestas, vertices e faces
do sélido apds os cortes. Na figura 23 observa-se um grupo discutindo os resultados enquanto

analisa o material concreto.
Figura 23 - Grupo de alunas discutem os resultados observando o material concreto.
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Foto do autor

Muitos alunos passaram um tempo manipulando o material, 0 que certamente
auxiliou na compreensédo da operacdo mereoldgica que o solido sofreu e trabalhou a forma de
apreensdo operatoria, conforme Almouloud (1998). Trabalhar esta forma de apreensao era o
objetivo principal desta situacdo de aprendizagem, e pode-se afirmar que este objetivo foi

atingido. Na figura 24 pode-se observar um aluno manipulando ludicamente o material

Figura 24 - Aluno manipula o material concreto apés utiliza-lo para resolver a questéo.
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concreto, apos a realizacdo da situacdo de aprendizagem, e as respostas dadas & questdo por um

dos grupos de alunos.

5.3 Analise da situacdo de aprendizagem 3

5.3.1 Atividade 1

Esta foi a Gltima atividade aplicada aos alunos da turma. Iniciei com uma revisdo
da aula anterior, na qual foi visto que em todo poliedro que ndo contém tdneis € valida a Relacdo
de Euler, que relaciona suas quantidades de vértices, faces e arestas.

A aplicacdo desta atividade ocorreu em uma véspera de feriado e isto acarretou em
baixo namero de alunos presentes. Optei entdo por formar um grande grupo e realizar a situacao
de atividade coletivamente, visando facilitar as trocas de informagdes e obter maior interagao
de todos os alunos presentes.

Propus aos alunos que analisassem os trés poliedros que contém taneis disponiveis
para estudo desde o inicio desta sequéncia didatica e ilustrados na figura 25. Os alunos, em
grupo, contaram as quantidades de vértices, arestas e faces dos poliedros e me auxiliaram na

construgéo da tabela exibida na figura 26.

Figura 25 - Objetos utilizados na primeira etapa da
atividade.

b

Foto do autor



86

Figura 26 - Tabela elaborada com os dados dos poliedros.

Foto do autor

Rapidamente um aluno notou que os valores da coluna Arestas eram iguais aos da
coluna Vértices + Faces. Ao propor a generalizacdo da Relacdo de Euler para os poliedros que
contém um tanel, como os estudados em sala, uma aluna declarou: Se um poliedro possui um
buraco vale a relacdo V + F = A. Todos concordaram com a aluna e esta generalizacdo foi
registrada no quadro, conforme a figura 26.

A notagdo “buraco” ou “tinel” estd sendo utilizada apenas para tornar a linguagem
acessivel e ndo foi definida previamente. O objetivo da atividade é construir registros
semidticos que auxiliem em uma compreensao critica dos conceitos trabalhados, portando o
termo utilizado ndo € de grande relevancia neste momento.

Feita a generalizacdo da Relacéo de Euler para poliedros com um tanel, falei que o
matematico Henri Poincaré, no final do século XIX, generalizou a Relacdo de Euler para
qualquer tipo de poliedro e mostra que, além de relacionar o nimero de veértices, arestas e faces
do objeto com nimero de tdneis que o poliedro possui. Poincaré concluiu neste artigo que se
um poliedro com um ndmero V de vértices, um nimero F de faces e um ndmero A arestas
possui um numero g de taneis, vale arelagdo V + F = A — 2g.

Os estudos de Euler, continuados por Poincaré, marcaram o inicio dos estudos da
area da Matematica chamada Topologia. Foi comentado sobre a maneira como a Topologia
estuda os objetos considerando seus aspectos de maneira distinta da Geometria. Foi exibida, em
seguida, uma animacao da transformacéo de uma rosquinha em uma Xxicara, para ilustrar que na
Topologia todos 0s objetos que contém um tunel sdo considerados equivalentes, pois é possivel
transformar um no outro sem necessitar de cortes ou colagens de pontos.
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Foram expostos objetos com a forma da esfera e do toro (figura 10) para
exemplificar alguns dos principais objetos de estudo da Topologia. Falei que as relagGes
estudadas nas Ultimas aulas também eram validas para estes objetos e todos ficaram curiosos,
pois o0s objetos ndo possuem Vvértices, faces e arestas. Na figura 27 pode-se observar um aluno

manipulando ludicamente o objeto que representa o toro, exibindo-o para a turma.

Figura 27 - Aluno exibe o objeto com forma de toro para a turma.

Foto: Wilson Lima

Expliguei que podemos particionar estes objetos, ou seja, dividir suas superficies
em partes tragando linhas. Foi solicitado aos alunos que, com um marcador permanente,
realizassem essa divisdo nos objetos da figura 11.

Feitas as particGes, pode-se comprovar empiricamente que, se considerarmos o
namero de regiGes como faces, o nimero de linhas que limitam essas regiGes como arestas e 0
namero de interseccBes das linhas como vértices, a particdo da esfera obedece a Relacdo de
Euler para poliedros sem tlneis e a particdo do toro obedece a generalizacdo da Relacdo de
Euler para poliedros com um tanel.

Os alunos ficaram muito entusiasmados com os resultados, afirmando que nunca
imaginaram que isso aconteceria. Foi generalizado oralmente que agora seria mais facil
recordar-se dos contetdos aprendidos, pois basta imaginar que o poliedro estudado € inflado e
observar em qual objeto ele se transforma. Se o objeto inflado for uma esfera, vale a Relagdo
de Euler para o poliedro. Em contrapartida, se o objeto inflado for um toro, vale a Relagdo
generalizada para poliedros com um tinel. Essa generalizagdo oral visou introduzir os conceitos
de homeomorfismo de superficies e os resultados do Teorema de Classificacdo de Superficies
Compactas. Alguns alunos demonstraram grande satisfagdo e afirmaram ter aprendido o nome

de uma nova forma: o toro.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho propGe uma sequéncia didatica para o ensino de poliedros com a
participacdo da Historia da Matematica sob uma perspectiva sociocultural. Baseando-se no
materialismo dialético de Marx e na teoria sociointeracionista de Vygotsky, buscamos
compreender a concepcdo de poliedros por individuos de diferentes culturas em diferentes
momentos histdricos e levar para a sala de aula situacdes de aprendizagem que possibilitem
dialogos entre a cultura do ambiente escolar e as culturas nas quais 0os conhecimentos foram
concebidos.

A exploracéo das transformagdes do conceito ao longo da histdria, ou ainda, a
exploracdo do Movimento Ldgico-Histérico do conceito, conforme Kopnin (1978), foi
desenvolvida considerando os registros de representacdo semidtica e suas transformacdes no
estudo de um conceito geométrico, conforme Almouloud (2010). Através do contato com
diferentes maneiras de se representar um objeto geométrico possibilitamos ao aluno articular
diferentes processos cognitivos que preenchem especificas funcdes epistemologicas
relacionadas a compreenséo do conceito de poliedro. A medida que os alunos realizavam as
atividades propostas, habituaram-se a trabalhar com os diferentes registros e com suas
transformacdes. Uma vez que iniciaram com representacdes concretas dos sélidos, criaram suas
préprias representacdes, misturando registros distintos de forma a facilitar o entendimento, e
puderam estudar outras representacfes, que envolvem maior capacidade de abstracdo, foi
possivel notar que esta abordagem auxiliou na compreensdo dos conceitos abordado.

A exploracdo do Movimento Logico-Histdrico do conceito de poliedro mostrou-
se adequada para tratar os assuntos relacionados ao conceito de poliedro. Através de uma
abordagem que evidencia as transformacdes na maneira de se conceber um poliedro em
diferentes épocas e por individuos de diferentes culturas, contextualizando historicamente e
socialmente estes estudos, foi possivel compreender a Matematica como ciéncia desenvolvida
por seres humanos, passivel de equivocos e em constante transformacao.

A introducdo dos conceitos topoldgicos e a verificagdo empirica de que as
relacfes entre os componentes de um poliedro sdo validas em determinadas parti¢oes da esfera
e do toro particionados auxiliaram na compreensdo dos conceitos trabalhados e despertaram
nos alunos interesse pela Matematica cientifica. Durante a aplicacdo da sequéncia didatica
desenvolvida neste trabalho foi possivel notar que a aproximacéo entre a Matematica cientifica

e a Matematica escolar resultou em maior proximidade entre a o0 aluno e a ciéncia.
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Durante a experimentacdo desta sequéncia didatica, foi possivel observar
diversos aspectos relevantes. A abordagem do conceito de poliedro no periodo da Grécia Antiga
pode ser ampliada com outras situacfes de ensino-aprendizagem, pois diversos resultados
relacionados aos solidos geométricos dessa época compdem o curriculo de Matematica atual,
como o célculo de éreas e volumes de determinados sélidos, por exemplo.A incompletude pode
ser vista como uma caracteristica muito interessante do conhecimento. Sendo o conhecimento
infinito, sempre € possivel ir além. Partindo desta premissa, este trabalho abre possibilidades
para novas pesquisas, dentre elas algumas que podem ser aqui consideradas:

o E possivel explorar outros conceitos geométricos do curriculo em uma
perspectiva sociocultural, articulada com pesquisas atuais em matematica, através da analise do
movimento l6gico-historico do conceito?

o A sequéncia didatica aqui proposta pode ser ampliada e desenvolvido
com alunos do ensino médio?

De um ponto de vista mais particular, considero que o desenvolvimento deste
trabalho consistiu em uma etapa importante de minha vida profissional, pois possibilitou a
reflexdo sobre a préatica docente de forma geral. Apesar das dificuldades — que sdo comuns -
enfrentadas no decorrer da pesquisa, este trabalho me proporcionou a compreensdo de que,
como professor, preciso estar atento a capacidade criativa de meus alunos, valorizando sempre
0 conhecimento que possuem, a importancia do papel participativo dos mesmos na construcao
do conhecimento e a importancia da reflexdo da pratica docente para elaborar situacdes de
aprendizagem.

Para encerrar, destacamos a crescente necessidade de se estar atento as pesquisas
desenvolvidas no campo educacional, uma vez que as mesmas possibilitam incorporar novas
metodologias e repensar a pratica docente. S6 dessa forma é possivel atuar de forma a favorecer
0 processo de ensino-aprendizagem dos diversos conteudos matematicos, promovendo o
desenvolvimento da capacidade critica dos alunos e, consequentemente, proporcionando-lhes a

utilizacdo desta atitude reflexiva para o exercicio de sua cidadania.
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