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“Nao € o conhecimento, mas o ato de aprender, nao a posse mas
o ato de chegar ld, que concede a maior satisfagdo .”
Carl Friedrich Gauss



Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ de capacitar professores de matematica, para incentivar
cada vez mais seus alunos nessa area da ciéncia. O texto contém um assunto amplamente
negligenciado nas aulas de matemaética, que é a solugao de sistemas lineares, dada em
sala de aula como um simples item da ementa sem a sua devida importancia no dia a
dia do aluno, ou mesmo em suas vidas profissionais, independente de qual area que eles
sigam. Este trabalho é dividido da seguinte forma: uma secao introdutéria de revisao
de conceitos basicos; a apresentacao de dois métodos para a solucao de sistemas linea-
res, Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU; ajuste de curvas pelo método dos minimos
quadrados; e, finalmente, problemas do dia a dia com aumento gradual de complexidade,

a fim de agugar a curiosidade dos alunos para esse tema tao importante na area de exatas.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Eliminagao de Gauss, Fatoracao LU, Ajuste de

Curvas.



Abstract

The objective of this work is to train mathematics teachers, to encourage more
and more students in this area of science. The text contains a largely overlooked subject
in mathematics classes, which is the linear systems solution, give in the classroom as a
simple item in the menu without its importance in the student’s daily life, or even in their
professional lives, regardless of what area they follow. This paper is divided as follows:
an introductory section of basic concepts review; the presentation of two methods for the
linear systems solucion, Gauss Elimination and LU Decomposition; curve fitting by least
squares method; and finally, day-by-day problems with gradual increase of complexity, in

order to whet the curiosity of the students for this important subject in the area of exact.

Keywords: Linear System, Gauss Elimination, LU Decomposition, Curve Fitting.
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INTRODUCAO

Por que ensinar sistemas lineares aos nossos alunos? Qual a sua aplicacao?

Sistemas lineares sao inseridos no curriculo escolar do aluno no ensino fundamental,
a fim de resolver problemas mais simples e, por mais simples que sejam estes problemas,
os alunos possuem uma grande dificuldade em resolvé-los. Como exemplo: “Em um
estacionamento, ha 14 veiculos, entre carros e motos. Sabe-se que o nimero total de
rodas é 48. Quantos carros e quantas motos ha neste estacionamento?” Ou entao, “A
soma das idades de duas pessoas é 25 anos, e a diferenca entre essas idades é 13 anos.
Qual é a idade de cada uma delas?”, e dentre outros ver [11] e [13].

Ja no 2° ano do ensino médio, sistemas lineares sao trabalhados com trés variaveis,
e raras vezes com quatro ou mais. Muitas das vezes o foco se reduz a resolver os sistemas
lineares sem dar a atencao devida para a sua aplicabilidade, visando apenas a solucao
do mesmo. Devemos mostrar para o aluno que podemos aplicar o conteuido ensinado na
escola através dos problemas mais comuns, por exemplo, calcular o valor de uma deter-
minada peca de roupa no meio de outras compras, ou até mesmo como uma nutricionista
pode prescrever uma dieta adequada e balanceada aos pacientes por meio de uma tabela
nutricional, ou, ainda, como detectar o motivo da falta de abastecimento de dgua num
determinado bairro da cidade.

Antes de resolver tais problemas envolvendo sistemas lineares, devemos ter conhe-
cimento e dominio do conceito de uma matriz e suas operacoes, assim como o que € um
sistema linear. Este assunto serd tratado no primeiro capitulo.

Como nosso objetivo é mostrar que podemos trabalhar no ensino médio com pro-
blemas um pouco mais elaborados, envolvendo mais variaveis, apresentaremos no capitulo
2 o Método da Eliminacao de Gauss e a Fatoracao LU.

Em exercicios mais complexos, utilizaremos outra ferramenta matemaética, apre-
sentada no capitulo 3: o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos, a fim
de solucionar um dos problemas propostos neste trabalho, o qual se refere a falta de dgua
em um determinado bairro de uma cidade.

No capitulo 4, apresentaremos o problema do abastecimento de 4gua em um bairro

de uma cidade, detectaremos a falha e solucionaremos este problema. Além disso, serao



apresentados outros problemas envolvendo sistemas lineares.



1 CONCEITOS BASICOS

As informagoes deste capitulo foram embasadas nos livros [4], [12] e [15]. Serao
apresentadas duas secoes abordando alguns conceitos béasicos necessarios. Na segao 1.1,

definiremos matrizes e, na secao 1.2, sistemas lineares.

1.1 Matrizes

1.1.1 Definicao de Matriz

Definicao 1.1.1. Dados m e n em N ndo nulos, definimos uma matriz real de ordem m
por m, ou simplesmente uma matriz m X n, como uma tabela formada por elementos de R

distribuidos em m linhas e n colunas.

Usaremos letras maitisculas para denominar matrizes. Por exemplo, a tabela

abaixo, contém duas linhas e trés colunas, e podemos reescreve-la na forma matricial.

51218 5 2 8
M=
4101 4 0 1

Representaremos uma matriz de m linhas e n colunas por:

13 G2 Az -+ Qip

Q21 Q22 A23 -+  Q2p
Apscn = 31 Gz2 A3z - A3p )

Am1 Am2 Gm3 - Gnp

em que a;; ¢ o elemento da matriz que se encontra na i-ésima linha e j-ésima coluna, sendo

i€{l1,2,3,..m} eje{l,23,..n}, ousimplesmente por

A (o),



1.1.2 Tipos de Matrizes

Algumas matrizes sao classificadas pela quantidade de linhas ou colunas, ou pelos

seus elementos.

Definigao 1.1.2 (Matriz Quadrada). Matriz Quadrada € uma matriz cujo nimero de
linhas e igual ao niumero de colunas, ou seja, quando m = n. Neste caso, dizemos que a

matriz € de ordem n:

a1l a2 aiz -+ QAin
Q21 Q22 Q23 --° daop
M, n = a31 azz2 33 - A3p
An1 Ap2 Ap3z - an,

Na matriz quadrada temos a diagonal principal formada pelos elementos a;; para

i = j, e a diagonal secundéria, formada pelos elementos a;;, em que i +j = n + 1.

Exemplo 1.1.1. Uma matriz quadrada de ordem 3 é:

5 2 8
Mzxz=1 3 =5 1
4 8 1
A diagonal principal é formada por a;; = 5, ax = —5 e az3 = 1. A diagonal

secundaria € a;3 = 8, as = —b e az = 4.

Definicao 1.1.3 (Matriz Coluna). Matriz Coluna é uma matriz cujo nimero de colunas

€ igual a 1, ou seja, n = 1:

ai

21

Amx1 = a3

Am1



Exemplo 1.1.2.

Definigao 1.1.4 (Matriz Linha). Matriz Linha é uma matriz cujo nimero de linhas é

wgual a 1, ou seja, quando m = 1:

Alxn:<a11 Q12 Az - a1n>-

Exemplo 1.1.3.
A1><4:(3 -2 8 1).

Definig¢ao 1.1.5 (Matriz Nula). Matriz Nula é uma matriz em que todos os seus elementos

sao nulos.

Exemplo 1.1.4.

00
men — 000 ---0 M3><2 - 00
000 - 0

Defini¢ao 1.1.6 (Matriz Oposta). Dada uma matriz A = (a;j)mxn, define-se a matriz

oposta de A, por —A, tal que —A = (—a;;)mxn-

a1 Q2 @iz - Aip
Q21 Q22 Q23 -+ Q2
Apscn = a31 Aazz2 a33 - A3p

m1 Am2 Am3  *°  Omn



—a11 —Q12 —apz -+ —Qin
—Q21 —Q22 —Q23 - —Q2n
—Apxn = —a31 —a32 —asz - —a3n
—Qm1 —Am2 —Am3 - —Qmn

Exemplo 1.1.5.
5 =2 8 -5 2 =8
Agyg = —Agxg =
2x3 ( 10 _6 ) 2x3 < 40 6 >

Definigao 1.1.7 (Matriz Diagonal). Matriz Diagonal é uma matriz quadrada, em que

a;; =0 para i # j.

a; 0 0 -+ 0

0 ayxp 0 -+ 0

Dyyn = 0 0 agg --- O

0 0 0 - ap
Exemplo 1.1.6.

5 0 0 0
09 0 00
Dsys=10 0 —2 0 0
00 0 10
0 0 0 6

Definigao 1.1.8 (Matriz Identidade). Matriz Identidade é uma matriz diagonal cujos
elementos da diagonal € igual a 1, ou seja, a;; = 1 para i = j. Representamos por I,

onde n € a ordem da matriz.



Exemplo 1.1.7.

Definigao 1.1.9 (Matriz Triangular Superior). Matriz Triangular Superior é uma matriz

quadrada onde todos os elementos abaizo da diagonal principal sao nulos, isto €, a;; =

para i > j.

Exemplo 1.1.8.

Definigao 1.1.10 (Matriz Triangular Inferior). Matriz Triangular Inferior é uma matriz

quadrada onde todos os elementos acima da diagonal principal sao nulos, isto €, a;; = 0

para v < j.

o O O =

@11 A2

0 ag

Unxn: 0 0
0 0

1

0

U4><4 -
0
0

o O = O

S = O O

13

23

33

S O W o

S Ot =N

= o O O

O W I =~

A1n
Q2

a3,

ann




Ln><n =

Exemplo 1.1.9.

11
21

a31

L3><3 =

0 0
929 0
a3z (33
Qp2  Ap3

2 0
5 1
7 —1

1.1.3 Operagoes com Matrizes

oS O O

Definigao 1.1.11. Dizemos que duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn, de mesma

ordem, sao iguais quando a;; =

bij para todo1 <t <mel<j<n.

Definigao 1.1.12. Se A = (a;j) e B = (b;;) sao duas matrizes de mesma ordem m X n,

a soma de A e B, denotada por A+ B, € a matriz C' = (c¢;;), de ordem m x n, tal que

cij = a;; +bij para todo 1 <i<mel<j<n.

a1
21
Amxn + Bmxn = a3
Qm1
Amxn + Ban -

Q12 Q13
Q22 Q23
a32  A33
Am2  Am3
a; + by
az; + by
asi + bz

Am1 + bml

A1n
Q2p,

a3n,

a2 + b2
22 + bag

asy + bso

Am?2 + bm2

a1z + big
23 + bag

asz + bss

Am3 + bm3

A1n + bln
(57 + bZn

a3n, + b?m




Exemplo 1.1.10.
1 2 -1 2 -3 2 1 0 -2 4 0 2
C = + =
34 3 -4 1 0 -5 —4 4 4 -2 -8

A adicao de matrizes possui as mesmas propriedades da adicao com ntmeros reais,

estas serao citadas a seguir.

Proposicao 1.1.1. Se A, B e C matrizes de ordem m X n, entao:

(i) A+ (B+C)=(A+ B)+ C (associatividade da adi¢do);

(1) A+ B = B+ A (comutatividade da adi¢do);

(111)) A+ O = A, onde O denota a matriz nula m x n (elemento neutro);

(iv) A+ (—A) =0

Demonstracio. (i) Se A= (ay), B = (by) e C = (ci;), entdo

A+ (B+C) = (ai;) + (bij + ¢ij) = (aij + bij + ¢ij) = (aij + bij) + (¢i5) = (A+ B)+ C
(ii) Se A = (ay;) e B = (by;) , entdo

A+ B = (ay+by) = (by +a;) =B+ A
(iii) Se A = (ay;) e O = (0y;), entdo

A+ 0 = (ay) + (0i5) = (ai; + 0i5) = (ai;) = A
(iv) Se A = (ay)), —A = (—ay;) ¢ O = (0y;), entdo

A+ (—A) = (ai;) + (—ay) = (ay + (—ai;)) = (05) = O

]

Definigao 1.1.13. Dada a matriz A = (a;;)mxn, definimos o produto de A por um nimero

real o como A = (aij)mxn-
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apx Q2 @3 - Qip aay;;  ajp aaiz - Qg
Q21 Q22 A23 -+  Q2p Qagy Qa2 «QG3 -+ Ay
Amxn = a31 AaAzz2 a33 -+ A3p aAyxn = Qazy Qazz Qazz v Qdgp
Am1 Am2 Qm3 - Amn alm1 Oy OAm3 -0 Admn
1 2 —1
Exemplo 1.1.11. Seja A= 2 2 -1 | ea =2.
3 4 3
1 2 —1 2.1 2.2 2.(—1) 2 4 -2
Assim, 2A =21 2 2 -1 | =] 22 22 2(-1) |=]| 4 4 -2
3 4 3 2.3 24 2.3 6 8 6

Proposigcao 1.1.2. Se A e B sao matrizes de ordem m X n, e a e &' € R, entdo:
(i))a (A+B)=a A +aB;
(i1) (a + ')A = A + /' A;

(111) a(’A) = (ad)A;
(iv) 1A = A.

Demonstracao. (i) Se A = (a;;), B = (b;j), entao

a(A+ B) = ala;j + bj) = (aa;j) + (abij) = A+ aB
(i1) Se A = (a;;), entao

(@ +a)A=(a+a)(a;) = ((a + )ay) = (@ a;; + o'ayy) = a (a) + o (ay) = €A+a'A
(i1i) Se A = (a;;), entao

a(d’A) = ad/(ai;)) = a(d'a;) = (ad'a;;) = (ad)(aiy;) = (aa’)A
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(iv) Se A = (a;j), entdo
1A = 1((1@') = (1CLU) = (aij) = A.

]

Definicao 1.1.14. Sejam A = (aij)mxn € B = (bij)nxp duas matrizes. O produto
AB de A por B, denotado por AB, € definido como a matriz C = (Cij)mxp tal que

Cij = Zaikbkj = ailblj + aingj + -4 ambnj para todo 1 S 1 S mel S j S p-
k=1

-3 2
1 2 2
Exemplo 1.1.12. Considere A = ( L3 4 ) e B = 5 1

AB— 1-(=3)+2-5+2-1 1-242-142-0
o 4'(_3)+3'5—|—(—4)-1 4-2+3.1+(_4)_0

-3+10+2 2+2+0
—12+ 15+ (—-4) 8+3+0

Observe que o produto de A por B s6 estara definido se o nimero de colunas de A
for igual ao nimeros de linhas de B, caso contrario, nao podemos efetuar a multiplicacao

entre as matrizes.

Proposicao 1.1.3. Sejam A, B e C matrizes e desde que as operacoes sejam possiveis,
temos:

(i) A(B4+C) = AB + AC (distributiva a esquerda da multiplicagao em relacao a adi¢ao);
(ii)) (A+ B)C = AC + BC (distributiva a direita da multiplicagdo em relagao a adigdo);
(i1i) (AB)C = A(BC) (associatividade);

(iv) AI = Al = A.
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Demonstracao. (i) Sejam A = (aj)mxn, B = (bij)nxp € C = (Cij)nxp. Entao,

n

A(B + C) = Zaik(bkj + ij) = Z(aikbkj + aikckj) = Zaikbkj + Zaikckj = AB + AC
k=1 k=1 k=1 k=1
(i1) Sejam A = (a;j)mxn, B = (bij)mxn € C' = (¢ij)nxp- Entao,

(A —|— B)O = Z(azk —|— bik)ckj = Z(aikckj + bikckj) = Zaikckj + Zbikckj = AC —|— BC
k=1 k=1 k=1 k=1

(ZZZ) Sejam A= (aij)an, B = (bij>n><p eC = (Cij)pxs- EIltéO,

p
(AB)C =) abicy

k=1

k=1 \l=1

hS]

n

(ailblk)ckj
1

i

—_
o~

3
hS]

(ailblk)ckj
1

H
i

3

I
M=

ail<blkckj)

=1

3

1

n
= E a; bikcr;
=1 k=1

= Zail(bc)lj

bS]

~

3

=1
= A(BQC)
o= 1 =] .. .
w) Sejam A = (a;j)nxn € I, = B e = , a matriz identidade de
j o,
Bij = 0; se i#]

ordem n.

Quando k = 7, temos que f;; = 1 e quando k # j, temos que B;; = 0, sendo assim,
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Al = (Zaikﬁkg‘) = (anBij + aiafaj + -+ aijBi; + - + @inBnj) = (ain.0 + app.0 + - - +
k=1

Analogamente, quando k£ = i, temos que (i = 1 e quando k # i, temos que

B = 0, dai tem-se que:

IA = (Zﬁz‘kakg‘) = (Biayj + Bioag; + -+ - + Biiaij + - + Bintnj) = (0.a1; +0.12a9; +- - - +
k=1

CAI=TA=A

[]

Definicao 1.1.15. Dada uma matriz A = (a;j)mxn, chamamos de transposta de A, e

denotamos por A', a matriz B = (bij)nxm, onde by = aji, para todo 1 < i < m e
1<j<n.
13 a2 aiz -+ Qip @11 A21 Q31 - Qml
Q21 Q22 A23 -+  Q2p Q12 A22 Q32 - Gp2
Apsn = 31 AGzz2 Azz - A3p Brxm = @13 dg3 (33 - (M3
Am1 Am2 Qm3 - Amn A1n A2n A3n - Amn

1 2 2

Exemplo 1.1.13. Sendo A =
4 3 —4

) temos que At = | 2

Proposicao 1.1.4. Sejam as matrizes A = (a;j), B = (b;;), A = (aj;) e B' = (bj).

Valem as sequintes propriedades:

(i) (A+ B)! = A' + B';
(ii) (aA)t = aAl;
(iii) (AN = A;
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(iv) (AB) = Bl A,

Demonstragdo. (i) Chamaremos a matriz C = A+ B, C = (¢;;) e C* = (¢j;). Pela de-
finigao, 1.1.15 temos a;; = aj;, bij = bji, ¢;j = cj; e pela definicao 1.1.12, ¢;; = a;; + bjj.
Sendo assim, Cji :cij = Clij + bij = Cji = ajl- + bﬂ
Logo, C' = A"+ B' = (A+ B)' = A" + B".

(ii) Considere A = (a;;) e A' = (a;;). Pela defini¢ao 1.1.13, temos que:
(@A) = (aa;y) = (@A) = (aa;) = (@A) = alaj) = (@A) = oA

(iii) Sejam A = (a;;) e A" = (a;;) e (A")' = B = (by;).
Se B = (At>t = B = (Cljl')t = B = (CLZ'J') = (bU) = (aij) = B=A= (At>t =A

(iv) Sejam A = (a;;), B = (bi;), A" = (aj;) e B' = (bj;), C = AB = (¢;5) e

D = B'A" = (d;;). Dal, temos que a;; = aj; e bjj = bj;.
SeC=AB = (Cij) = (Ot = (le') = Cij = Cjj-

n n n
Entéo, Cij = E aikbkj = E akibjk = E bjka]m' = dji = Cji = dji
k=1 k=1 k=1

Portanto, (AB)! = B'A".

Defini¢ao 1.1.16. Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se A = A.

3 1 0 =5
1 4 2 ; o
Exemplo 1.1.14. A = L9 1 € uma matriz simétrica.
-5 21 0
Defini¢ao 1.1.17. Uma matriz quadrada A diz-se antissimétrica se A' = —A.
0 -1 —4
Exemplo 1.1.15. A= 1 0 3 € uma matriz antissimétrica.

4 -3 0
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Definicao 1.1.18. Dada uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n, chamamos de in-

versa de A a uma matriz quadrada B de ordem n tal que AB = BA =1, .

1 2 -1 1
Exemplo 1.1.16. Dada a matriz A = Lo eB= 23 3 ) , dizemos que B ¢é
2

a inversa de A, visto que satisfaz a igualdade AB = BA =1,

Se uma matriz A de ordem n admite inversa, dizemos que ela é invertivel, ou nao
singular, entao essa inversa é inica. Se chamarmos B e ', ambas de mesma ordem n, ma-
trizes inversas de A, podemos afirmar pela definicao 1.1.18 que AB = I,, e que AC = I,,.
e por (iii) e (iv) da proposi¢ao 1.1.3, temos:

C =ClI,=C(AB) = (CA)B = I,B = B.

. A inversa de A é tinica e serd representa por A~1.

Proposicao 1.1.5.
(i) Se A é inversivel, entao A~ também ¢, e (A™1)"t = A,

(ii) Se A e B sdo invertiveis, entio AB também é invertivel e (AB)™' = B71A™1.

Demonstracao. (i) Sabemos que se A é invertivel, entdo por definicao 1.1.18 tem-se

AA T =AM A=T A=A

(ii) Sendo A e B invertiveis, temos que AA™' =Te BB™' =1.
(AB)(AB)"' = I © AY(AB)(AB)"' = A & (A'A)B(AB)"' = A'] o
o IB(AB) = A & B(AB)' = A'[ & B'B(AB)' = B'A] &
o I[(AB)' = B'A'] & (AB)! = B-1A"L.

Devemos lembrar que nem toda matriz quadrada admite inversa.
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11
Exemplo 1.1.17. Considere a matriz A = ( 5 3 > .

Nao € possivel encontrar uma matriz B tal que AB = BA = 1,,.

1.1.4 Transformacao Elementares de Matrizes

Definicao 1.1.19. Seja A uma matriz m X n. Para cada 1 < i < m, denotemos por L;
a i-ésima linha de A. Definimos as transformacoes elementares nas linhas da matriz A
como se seque:

1) Permutagdo das linhas L; e L;, indicada por L; <> L; .

2) Multiplicag¢ao de uma linha L; por um nimero real ¢ nao nulo, indicada por L; — cL;.
3) Substitui¢ao de uma linha L; pela adigdo desta mesma linha com ¢ vezes uma outra

linha L; , indicada por L; — L; 4 cL;.

1 1 3
Exemplo 1.1.18. Considere a matriz A= | -2 3 -1

4 -3 0

Aplicando as transformacades elementares temos:

1 1 3 4 -3 0
-2 3 =1 | Li<Ls -2 3 -1

4 -3 0 1 1 3

1 1 3 2 2 6
-2 3 -1 | Li—2L -2 3 -1
4 -3 0 4 -3 0

1 1 3 1 1 3
-2 3 =1 | Lyo—Ly+2L; | 0 5

4 -3 0 4 =3 0

Definicao 1.1.20. Sejam A e B matrizes de ordem m X n. A matriz A € dita ser equi-

valente por linhas a matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicacao sucessiva de um
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numero finito de transformacoes elementares sobre linhas.

Exemplo 1.1.19. Considere a matriz do exemplo anterior. Aplicando as operagoes ele-

mentares obtemos a matriz

1
5 b e dizemos que A e B sao matrizes equivalentes.
0

1.1.5 Forma Escalonada de Uma Matriz

Definicao 1.1.21. Uma matriz m X n serd dita estar na forma escalonada se for nula,
ou se:

1) o primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula é 1;

2) cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os
seus outros elementos a;; = 0, para i > j;

3) toda linha nula ocorre abaizo de todas as linhas ndao nulas;

4) se Ly, Lp sdo as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha L;
ocorre na coluna k; , entao ky < ko < -+ < ky.
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
agl : GJEQ ) @53 ) a§4 b agn )
n—1 n—1 n—1 n—1
0 agy V) oal ) oa™ o ap ™
(n—1) (n—=1) (n—1)
Aln=1) 0 0 as 34 : A3, : (1.1)
0 0 0 arV oGy
0 0 0 0 - alV

No exemplo 1.1.19, a matriz B é uma matriz escalonada de A.

1.2 Sistemas Lineares

O sistema linear com m equacoes e n variaveis pode ser representado na forma
matricial, e esta serd a base para aplicarmos o Método da Eliminacao de Gauss, que sera

apresentado no capitulo seguinte.



18

1.2.1 Equacoes Lineares

Definicao 1.2.1. Uma equagao linear nas incognitas xy,xs, T3, ...Ty, € UMG EQUACAO qUE

pode ser escrita na forma
a1y + ATy + azr3z + -+ ATy =0 (1.2)

onde ay, sao os coeficientes da varidvel xy em que k € {1,2,3,--+ ,n} eb é uma constante

chamada termo independente da equacao.

A solucdo de uma equacao linear 1.2 sao valores atribuidos & z, de modo que
satisfaca a igualdade. Sejam s, os valores para cada incognita xj, desta forma temos
T1 = S1;XTy = So;X3 = S3;....T, = Sp, assim a solucao para esta equacao pode ser é
representada por = (s1, S2,S3, "+ , Sp)- E comum chamar estas variaveis de Ty, 2y
usando as letras do nosso alfabeto.

Quando o termo independente b for nulo, a de equacao linear é dita homogénea;

Exemplo 1.2.1. a) Podemos escrever a equacao linear 1 — 3xs + 2x3 = 5, ou entdo,
xr—3y+2z=05.

Para este exemplo, 1, -3 e 2 sao os coeficientes das varidveis xi, To € T3, respec-
tivamente e 5 € o termo independente e a solu¢ao para esta equacao sao valores para xy,
To € x3, que satisfazem a igualdade. Neste caso, uma solucdo para a equacdo € x1 = 4,

ro =3 ex3 =>5, ou seja, x = (4,3,5).
b) Tx — 3y + 4z =0 € um exzemplo de equagdo linear homogénea.
1.2.2 Sistema de Equacoes Lineares
Definicao 1.2.2. Sistema linear € um conjunto de equagoes lineares, representado por

a1 + a19T9 + 133 + - - - + AT, = b1
a21%1 + a9 + a93X3 + 4 a9, = bz

az1%1 + azeTo + azzxs + - - + agp vy, = by (1.3)

([ @n1%1 + Q2% + 3Tz + - + Ay = by

em que:
a;; sao os coeficientes, sendo 1 <i<m el <j<n;
x; sao as varidveis, sendo 1 < j <mn;

b; sao constantes, sendo 1 <i < m.
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Onde m é numero de equagoes e n, o numero de incognitas.

Exemplo 1.2.2.

r + y — 2z =
201 4+ 3x9 — w3 = —4
3r. — y + 92 = 4
Cl) —2x1 — 3z + 3z3 = 10 b)
r + y
1 4+ 2 + x3 = 3
y — 7z = —6

Definicao 1.2.3. Um sistema linear € dito homogéneo, quando os coeficientes indepen-

dentes sao todos nulos.

1121 + a12x2 + a13x3 + -+ + a1z, =0
211 + A22T9 + Ag3%3 + * -+ + GgnTy =0

§ @311 + a3aT2 + a33T3 + -+ + ATy =0 (1.4)

. Am1T1 + Qa2 + @p3T3 + - - + QppTy = 0

1.2.3 Representagao matricial do sistema

Considere o sistema representado na forma Ax = b, onde:

aix; Gi2 @3 - Qip
Q21 Q22 Q23 -+  Q2p
A= a3y QGzy a3z -+ A3y ¢ a matriz obtida pelos coeficientes,
Am1 Am2 Qm3 - Amn
X1
T2
T = T3 ¢ a matriz obtida pelas variaveis e




Assim, temos o sistema na forma matricial:

i
21

a31

Q12
22

a32

a13
@23

a33

Q1n
Q2p

a3n

x
X2

X3

20

¢ obtido pelos termos independentes das equagoes lineares.

bs (1.5)

Além disto, podemos representar este sistema de uma outra maneira, a qual cha-

mamos de matriz aumentada, ou estendida, formada pelos coeficientes e pelos termos

independentes.

Alb =

ai
21

a31

Qm1

Exemplo 1.2.3. Seja o sistema

lo como:

ou entao,

Q12
22

32

Am2

21’1

—2.231

T

a13
23

a33

Am3

_I_

+

+

Q1n
Q2n,

a3n,

amn

T3
3.2133

Z3

by
ba
bs

(1.6)

—4
10 , podemos reescrevé-

3



2 3 —4
Ab=1] -2 -3 3 | 10
1 2 1|3
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Resolver um sistema linear é encontrar valores que satisfagam simultaneamente

todas as equacoes do sistema. E atribuir valor para x que satisfaca a equacao Ax = b.

1.2.4 Sistemas Triangulares

Definicao 1.2.4. Um sistema triangular superior, € um sistema Ax = b, onde A é uma

matriz n X n triangular superior, com elementos da diagonal diferentes de zero.

(
a11T1 + a12T2 + a13T3 + - - - + a1, Ty
(20T + A23%3 + -+ - + GapTy

a333 + - + A3y

\ annxn

b
by
bs

bn

Exemplo 1.2.4. Considere o sistema a) do exemplo 1.2.2. Aplicando as transformagoes

elementares, definida em 1.1.19, nas linhas do sistema, chegaremos no sistema escalonado.

201 + 39 — a3 = —4
0 — a0 — 3z3 = -—10
0O + 0 4+ 2x3 = 6

Na maioria das vezes estes conceitos sao ensinados para o aluno, que de forma

mecanica, resolve e da solucao ao sistema, sem ao menos saber em que serd aplicado. E

interessante apresentar um problema que fara com que este aluno leia, interprete, equa-

cione e desenvolva a solugao do sistema em questao.

Exemplo 1.2.5. Em um estacionamento, hd 1/ veiculos, entre carros e motos. Sabe-se

que o numero total de rodas € 48. Quantos carros e quantas motos hd neste estaciona-

mento?
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Primeiramente, ler e interpretar. Visto que, se tratando de rodas, temos quatro
rodas para um carro e duas rodas para uma moto. Chamaremos de = e y a quantidade de

carros e motos, respectivamente, neste estacionamento. Desta forma podemos equacionar

r + y = 14
dr + 2y = 48

o problema e assim temos:

Apresentaremos a solucao deste exercicio mais adiante, na subsecao 1.2.5, solucao

de sistemas lineares.

Definicao 1.2.5. Um sistema triangular inferior, é um sistema Ax = b, onde A € uma

matriz n X n triangular inferior, com elementos da diagonal diferentes de zero.

1177 = b
2171 + A22T2 = by
a3y + a32T9 + a33x3 = bg (18)
U101 + Ao + A3tz + - + Aty = by

1.2.5 Solucao de Sistemas Lineares

Definicao 1.2.6. Dois sistemas lineares sao equivalentes quando admitem a mesma

solucao.

Exemplo 1.2.6.

21’1 + 3.172 — X3 = —4 21‘1 + 35(72 — X3 = —4
—21’1 — 31’2 + 3$3 = 10 ~ — X9 — 3$3 = =10
T + 2.’13'2 + x3 = 3 2!133 = 6
Estes sistemas sao equivalentes pois admitem a mesma solucao, x1 = —2, x9 = 1

e x3 = 3.
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Defini¢ao 1.2.7. A seqiiéncia ordenada x = (1, 9,23, -+ ,T,) € solugcdo de um sistema
linear de n varidveis quando também for solug¢ao de cada uma das equagoes lineares do

sistema.

Do sistema triangular superior 1.7, temos da tultima equacao:

Ty = —. (1.9)

Substituindo z,, na penultima, temos

bn—l — Qp—1nTn

Tp—1 — (]_]_0)
Ap—1,mn—1
Fazendo sucessivas substituicoes, obtemos x,_o, T, _3, - ,Z2, €
by — a12T2 — a13T3 — -+ — Q1T
xr, = iy (1.11)
a1

O sistema escalonado deste exemplo 1.2.6 é de facil compreensao, pois na terceira
linha j& possivel determinar o valor para x3 e, a partir dai, fazendo substituicoes de acordo
com as equacoes acima, concluimos que z; = =2, x5 =1 e x3 = 3.

No exemplo 1.2.5, temos o problema interpretado e equacionado. Para solucionar o
sistema primeiramente iremos escalona-lo, e em seguida, determinar os valores para cada

varigvel.

r + y = 14 r + y = 14 r + y = 14
dr 4+ 2y = 48 0 — 2y = =8 y = 4

Logo, temos que x; = 10 e x5 = 4, ou seja, (10,4). Portanto, neste estacionamento,

ha 10 carros e 4 motos.

O sistema pode apresentar trés tipos de solucao:
e O sistema pode ter uma tnica solucao, sendo chamado de sistema possivel e determinado
— SPD; Neste caso, o sistema escalonado possui o numero de equacoes igual ao ntimero
de variaveis.
e O sistema pode ter infinitas solugoes, chamado de sistema possivel e indeterminado —
SPI; Isto pode acontecer quando o sistema escalonado possui o nimero de equacoes menor

que o numero de variaveis.
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e O sistema pode nao ter solugao, sendo um sistema impossivel — SI; Ao escalonar o

sistema nos deparamos com equagoes incompativeis entre si, ou afirmagoes falsas.

Exemplo 1.2.7.

2r1 + 319 — 13 = —4 2vy + 3wy — 13 = —4
a)s —2x; — 39 + 3x3 = 10~ - 22 — 3z3 = —10
r1 + 29 + x3 = 3 205 = 6

Note que € possivel encontrar um unico valor para cada incognita, logo o sistema

¢ possivel e determinado, apresenta solugdo unica (—2,1,3).

+ 81y, — 3w
b) -, + 3.1‘2 — 2373 = 1 ? ’

T + 85132 — 31’3 = 7
3ZE1 + 2!132 + T3 = 5

1]_[)32 - 51‘3 =
Neste caso o sistema escalonado pOSSUi apenas duas equag:o”es e trés ’UCL?“?:CICUG’LS,

portanto € um sistema possivel e indeterminado, a solucao depende de um parametro.

Assim, para x3 = o, a € R, temos:

—Ta+13 8+ bda
xr = , , Q
11 11

2[L’1 — o —+ T3 = 3 21’1 — i) + T3 = 3
c) xg — 3x3 = 1~ — 3wy + Trz =
31’1 — 25L’3 = 3 — 3372 + 75133 = 3

Este sistema escalonado apresenta duas equacoes incompativeis, ou seja, a €x-
pressao —3xs + Txs possui dois valores diferentes, o que € absurdo. Sendo assim, um

sistema impossivel. Logo, solucdo vazia.



2 Método da Eliminacao de Gauss e

Fatoracao LU

2.1 Meétodo da Eliminacao de Gauss

O escalonamento de um sistema é também conhecido como Método Eliminagao
de Gauss. E um algoritmo para resolver sistemas de equagoes lineares, consistindo em
aplicar sucessivas operagoes elementares em um sistema linear, para transformar o sis-
tema original num sistema triangular superior equivalente, ou seja,que possui as mesmas
solugbes que o original. Este capitulo foi embasado nos livros [1], [8], [16].

A primeira versao da eliminacao gaussiana ocorreu por volta de 200 a.c, mas sem
grandes repercussoes até Carl Friedrich Gauss, em 1801, matematico alemao, utilizar o
método em seus estudos para calcular a 6rbita do planeta anao Ceres e prever a posicao
em que ele reapareceria apés um ano. Gauss utilizou o método da eliminagao gaussiana
e o método dos os minimos quadrados para tal descoberta. [10]

O método da eliminacao de Gauss transforma o sistema dado em um sistema tri-
angular superior equivalente A'x = b’ através de operacoes elementares sobre as linhas do
sistema original. A solucao deste sistema é calculada usando o algoritmo de substituicoes

regressivas, apresentado no capitulo 1 em 1.9, 1.10 e 1.11.

Teorema 2.1.1. Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equacoes deste sis-

tema uma sequéncia de operacoes elementares escolhidas entre:

i) trocar duas equagoes;
it) multiplicar uma equagdo por uma constante nao nula;
iii) adicionar um multiplo de uma equag¢ao a uma outra equagao;

Obtemos um novo sistema A'x =1 e os sistemas Ax =b e Alx = sao equivalentes.

O processo de eliminacao ¢ realizado em k etapas, onde k é o indice da variavel x,



26

a qual serd eliminada em cada coluna k, para k = 1,2,--- ,n, nas linhas k+1,k+2,--- ,n

No final de cada etapa, teremos um novo coeficiente ag-g) da matriz A®) e um novo elemento

bgk) em b resultado das operacoes elementares.

Destas operagoes, o item (7i) do Teorema 2.1.1 é chamado de fator multiplicador

my, na etapa do processo, dado por:
(k—1)
g,

PGS
A,

Mk = 1=k+1,k+2,--.n. (2.1)

E do item (7ii) do Teorema 2.1.1, faremos:

Lgk) = Lz(kil) m’LkLEl 1)) L= k + 17 k + 27 e, N (22)

Denominamos como pivo o elemento da diagonal principal da coluna que se pre-
tende encontrar o multiplicador. Segue abaixo cada etapa do método em questao. Inici-

almente temos a matriz estendida,

0 0 0 0 0
K I O
0 0 0 0 0
W a0

AR = | o o o [0 ] 23)
I I I

onde agf.) = a;j; b§°) =b;; e ag? # 0, que é o pivo desta etapa.

A primeira etapa, kK = 1, consiste em eliminar a variavel x; das linhas L;, para

i=2,---,n. Aplicando 2.1 e 2.2 em 2.3, obtemos uma nova matriz AN |p):
1 1 1 1 1
) o ) [
1 1 1 1
o) )|
ADRY =0 ay ey oo oay) 0] (2.4)
0 ) o) ool | a0

W _ (@ oy = 0

) e bV = b — mb”, para i = 2,3, n e

lembrando que a linha L; nao sofre alteragées ou seja, a

demais linhas temos az(j) = a(o) miia

i=1,2,...n

IJ
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Na segunda etapa, k = 2, o pivo é o elemento a%), se a%) 2 0; caso este for nulo,

basta trocar Ly por Li em que az(-;) # 0.
Com k = 2, iremos eliminar a variavel xo das linhas L;, para i = 3,--- ;n. Apli-

cando 2.1 e 2.2 em 2.4, obtemos uma nova matriz A |b(2).

2 2 2 (2) ng)

i Qi Qi3 -0 Ay,
2 2 2 2
0 o o) e o [
APp@ =1 0 0 o - G P . (2.5)
0 0 o o o2 |4
Agora as linhas Ly e Ly nao sofrem alteracoes, ou seja, ag) = aﬁ}) = ag)), e
bZ@) = bgl), para i = 1,2 e 7 =1,2,...,n; nas demais linhas temos aﬁ-) = ag) — miga&) e

bgz) _ bzgl) _ mingl), parai=3,4,---,nej=2,..,n.

De forma analoga, procedemos até a etapa para k = n—1, resultando na matriz

triangular superior e equivalente a matriz A original do sistema.

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
afi ™ ay ey ey e | e
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
0 apy ) eV ™ e b
n—1 n—1 n—1 n—1
(n—1)|n(n—1) _ 0 0 a:(%3 ) a:(m b az(an ) b:(), :
A |b - (n—1) (n—1) (n—1) (26)
0 O 0 CL44 A a3n b4
0 0 0 0 - alm VoY
Exemplo 2.1.1.
21‘1 + 21‘2 + 3 + x4 = 7
T1 — Xy + 2x3 — X4
—
3561 + 233'2 — 3.173 — 2x4 = 4
41‘1 + 31’2 + 2ZL'3 + x4 = 12
2 1 1 7
-1 2 -1
— A0 = (2.7)

=~ W =N
[\
|
w
|
[\
W

3 2 1 12



Aplicando o método de eliminagao de gauss, teremos na primeira etapa k = 1:

(0) (0) (0)
A (0) _a21_1 _a31_3 T
Pivo: ayy = 2, M=~ =5 "81= g =35 e m41—w—§—2
ay arqy alq

L) = LY —my L)) LY = LY —my L) e LY =LY —my L)

Desta forma temos que

28

) 1 1 7
0 -2 3/2 —=3/2 | —=5/2
2.7 = ALY = / / / (2.8)
0 -1 =9/2 —-7/2 | —13/2
0 —1 0 -1 -2
Ja na segunda etapa, k = 2:
(1) (1)
o (1) _ayp o —1 1 _ayy o —1 1
PlVO.CL22——2, mgz—w—_—2—§ (S m42—@—_—2—§
2 1 1 2 1 1
LY = L —mapLly LY = LY —mpLly
Entao,
2 2 1 1 7
0 -2 3/2 —=3/2 —5/2
28 — AP = / / / (2.9)
0 —21/4 —11/4 | —21/4
0 -3/4 —1/4 —3/4
E na terceira etapa, k = 3:
(2) -3
—21 a - 1
Pivo: a:%):—, e m43:ﬁ:_i21:_
4 ay T T

Lf’) _ Lf) _ m43L(2)
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Entao,

2 1 1 7
-2 3/2  —=3/2 | —5/2
0 —21/4 —11/4 | —21/4
0 0  3/14 0

29 = A®P® = (2.10)

o O O N

Agora temos um sistema triangular superior equivalente ao do problema inicial, e
por 1.9, 1.10 e 1.11, obtemos z; = 1, o = 2, 23 = 1 e 4, = 0. Logo, z = (1,2, 1,0).

Neste exemplo, os pivos nas trés etapas eram nao nulos. Porém pode acontecer
do pivo ser nulo, ou bem proximo de zero e isto nos daria um multiplicador maior do
que deveria, resultando uma solugao aproximada com maior erro. Para que tenhamos
solugoes precisas iremos usar a estratégia do pivoteamento, ou seja, iremos escolher uma
linha a qual o pivo é nao nulo e que tenha maior mdédulo na coluna, para que o erro de

arredondamento seja o menor possivel.

2.1.1 Pivoteamento Parcial

1°) Para cada etapa k, escolher para pivd o elemento de maior médulo entre os

coeficientes ag:q% parai =k, k+1,---,n;

2°) trocar a posicao das linhas k e i se for necessério.

Exemplo 2.1.2. Resolver os sistema por pivoteamento parcial.

4r1 + 4xo + 1023 + 1224 = 30
1621 + 4x9 + 8x3 + 4xg = 32
4x1 + 1029 + 83 + 44 = 26
8x1 + 8xy + 1223 + 10z, = 38
Observe que na matriz estendida, o maior elemento da primeira coluna é as; = 16,

entao iremos trocar a posicao da linha Ly com a L.

4 4 10 12 | 30 16 4 8 4 32
6 4 8 4 32 4 4 10 12 | 30
L1 < L2
4 10 8 4 26 4 10 8 4 26
8§ 8 12 10 | 38 8§ &8 12 10 | 38
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Agora iniciamos o método da eliminagao de gauss normalmente.

16 4 8 4 |32 16 4 8 4 |32
qopo = | 44 1001230 38 11 |22
4 10 8 4 |26 9 6 18
8§ 8 12 10 | 38 0 6 8 22

Para a segunda etapa, escolheremos o maior elemento da segunda coluna, entre as

linhas 2 e 4, neste caso, azy; = 9, entao iremos trocar a posi¢ao da linha Ly com a Ls.

16 4 8 4 | 32 16 4 8 4 | 32
3 8 11 | 22 9 6 18
LQ(—>L3
9 6 18 3 8 11 | 22
6 8 22 0 6 8 8 |22
Entao prosseguimos:
16 4 8 4 | 32 16 4 8 4 | 32
AW [0 = V0 Bl o aepe - 90 Sl N
3 8 11 | 22 0 6 10 | 16
6 8 8 |22 04 6 |10
16 4 8 4 32
— A®pB) = 96 18
0 6 10 16
0 0 —2/3 | —2/3

Note que nesta terceira etapa nao foi necessario trocar as linhas. Finalizando o

processo, é facil obter z = (1,1,1,1).

2.1.2 Pivoteamento Completo

O pivoteamento completo é um método semelhante ao parcial, porém é feita a
troca entre as linhas L; e as colunas C} para a escolha do pivo, sendo este o de maior

modulo entre todos os elementos.



Exemplo 2.1.3. Considere a matriz estendida:

2110 |1
4 3 3 1|2
8 79 5 |4
6 79 8 |5
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No pivoteamento completo, identificamos maior elemento em modulo e faremos

as trocas de linhas e colunas, para que este seja o pivo da primeira etapa. Neste caso,

escolhemos o elemento azz = 9 e faremos a troca entre as linhas Ly e L3, e em seguida, as

entre as colunas, C; e Cs.

21101
43312 | LioLs
8795 |4 | C e
6 79 8 |5

Feito isto, aplicamos gauss e obtem-se:

9 78 5 |4

AOp0) = 33 4 112 —  ADOpM =
1120 |1
9 76 8 |5

O = W ©

785 |4
341 |2
120 |1
76 8|5
9 7 8 5
0 2/3 4/3 -2/3
0 2/9 10/9 —5/9
00 -2 3

2/3
5/9

Para a segunda etapa, escolheremos o maior elemento entre as linhas 2 e 4. O pivo

sera o ayy = 3, entao iremos trocar a posicao da linha Ly com a Ls e as colunas, C5 e CYy.

7 8 5 4
2/3 4/3 —2/3 | 2/3 | Ly« Ly
2/9 10/9 —5/9 |5/9 | €y Cy
0 -2 3 1

o O O ©

5 8 7
3 -2 0
~5/9 10/9 2/9
—2/3 4/3 2/3

5/9
2/3
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Segue para a préoxima etapa:

9 5 8 7 4
0 —5/9 10/9 2/9 | 5/9
0 —2/3 4/3 2/3 | 2/3
9 5 8 7 4
A — 03 -2 0 1
0 0 20/27 2/9 | 20/27
00 0 2/5] 0

Como podemos ver, com duas etapas ja temos a matriz escalonada, assim ja é

possivel encontrar os valores para cada varidvel. Entao, x = (1,0, —1,1).

2.2 Fatoracao LU

Na fatoracao LU, iremos decompor a matriz formada pelos coeficientes de um
sistema, em um produto de duas matrizes triangulares. Sendo o sistema escrito na forma
matricial Ax = b, temos A = LU, onde L é a matriz triangular inferior com diagonal
unitaria e U é a matriz triangular superior. Por isso o nome Fatoracao LU, L de lower
(inferior) e U de upper (superior).

Os elementos da matriz L sao os multiplicadores dado por 2.1 e os elementos da

matriz U sao frutos da operacao 2.2, no processo de escalonamento da matriz A.

Teorema 2.2.1. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja Aj a matriz constituida
das primeiras k linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 parak =1,2,--- ,(n—1).
Entao, existe uma dnica matriz triangular inferior L = (m;;), com m; = 1,1 < i <n
e uma unica matriz triangular superior U = (w;;) tais que LU = A. Além disso,

det(A) = U11U22U33 * * * Upp -

Resolver o sistema usando fatoracao LU é o mesmo que:

Ar=b = (LU)x=b = L{Uz)=0.
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Fazendo Ux = y, obtemos Ly = b.

Nao resolveremos o sistema original, e sim os sistemas triangulares, inferior Ly = b

e o superior Uz = y, obtendo a solugao de Ax = b. Pelo teorema 2.2.1, e lembrando que

U= A""1 sendo A a matriz definida em 1.1, temos que:

1 0 0 aggﬂ) agfl) aggfl) ag’[l)

ma 10 0 ol Al ol

L= ms1 M3y 1 e U= 0 0 aé’g—l) a:())z—l)

Mp1 My Mp3 1 0 0 0 gl

0 0 0 n—1 n—1 n—1

agl) agz) agn) 1 0 agl ) CL§2 ) gn )

Clgi) aég) (lg:l) maoq 1 0 aég_l) g;;_l)

aéol) ai(ig) a:(;(;) = ms31 1MMa32 0 0 ai(%?:z_l)

av(zol) ag)z) agg Mp1 Mp2 1 0 0 %11—1)
A N 17

Depois de fatorada a matriz A, prosseguimos com o calculo dos sistemas triangu-

lares, primeiramente resolvendo Ly = b.

1 0 0 Y1 by

mey 1 0 Yo by

Ly =b = ms1 Ma3o Y3 = b3
Mp1 Mp2 1 Yn b”

Tendo encontrado ¥, resolveremos Ux = y, chegando na solugao desejada.

A\ [\ (o
0 agg—n gﬁ_l) T2 Y2
Ur =y— 0 0 agfb_l) rs | =1 u3
0 0 (=D Ty, Yn
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Exemplo 2.2.1. Uma vendedora de loja de roupas atendeu, no mesmo dia, trés clientes
e efetuou as sequintes vendas:

Cliente 1: 1 calga, 2 camisas e 3 pares de meias. Valor: R$156,00;

Cliente 2: 2 calgas, 8 camisas e 4 pares de meias. Valor: R$253,00;

Cliente 3: 2 calgas, 5 camisas e 6 pares de meias. Valor: R$347,00;

Quanto custou cada par de meias?

Interpretando o problema, chamaremos de x; o custo de uma calca, x5 o custo de

uma camisa e x3 o custo de um par meias. Escrevendo-o através de um sistema linear,

temos:
T + 21’2 + 333'3 = 156
25(71 + 3:32 + 4$3 = 253
2I1 + 51’2 + 6.173 = 347
Dai:
1
A= 2
2
E mais,
1 2 3 1 0 O aﬁ) ag) a%)
234 |= may 1 0 [- 0 ag) aé?
2 5 6 ma1 mzx 1 0 0 az(fs)
. o0 9
Na primeira etapa, £ = 1, o pivo sera agl) =1, mgy = % =71= 2,
ag
afy 2 (1) _ 7(0) (0) (1) _ 7(0) (0)
m?’l:W:I:Q’ L2 :L2 —leL(l) e L3 :L3 —mglL(l).
agy
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Ja na segunda etapa k = 2, o pivo serd a%) = —1, mg = % == —1 e
(g2 N
19 = 1) — sy
1 2 3 1 0 0 1 2 3
234 |=2 1 0 0 -1 -2
2 5 6 2 -1 1 0 0 =2
A L U
Assim temos os sistemas triangulares inferior e superior.
Primeiramente resolveremos Ly = .
2 1 0 v | = | 253 — v | =1 =59
2 -1 1 Y3 347 Y3 —24
Feito isto, podemos resolver Ux = y.
0 -1 -2 T2 - —59 — ) - 35
0 0 —2 T3 —24 T3 12

Respondendo a pergunta, temos que cada par de meias custou R$12,00.

Poderiamos ter usado o método da eliminagao de gauss para resolver este pro-
blema, obtendo a mesma solugao. Porém, se o exercicio 2.2.1 tivesse dito que as trés
cliente, apenas fizeram uma cotagao das mesmas pecas e quantidades de cada uma de-
las, em lojas diferentes, tendo assim valores do total da compra diferenciados de uma
loja para outra, teriamos que efetuar mais calculos no método da eliminagao de gauss do

que usando a fatoracao LU, pois nesta ja temos resolvido uma tnica vez a fatoracao de A.

Exemplo 2.2.2. Uma vendedora de loja A de roupas atendeu, no mesmo dia, trés clien-

tes e efetuou os sequintes or¢amentos:



36

Cliente 1: 1 calga, 2 camisas e 3 pares de meias. Valor: R$156,00;
Cliente 2: 2 calcas, 3 camisas e 4 pares de meias. Valor: R$253,00;
Cliente 3: 2 calgas, 5 camisas e 6 pares de meias. Valor: R$347,00;

A vendedora da loja B atendeu estas mesmas clientes e efetuou os sequintes orcamentos:
Cliente 1: 1 calca, 2 camisas e 3 pares de meias. Valor: R$164,00;
Cliente 2: 2 calgas, 3 camisas e 4 pares de meias. Valor: R$261,00;
Cliente 3: 2 calgas, 5 camisas e 6 pares de meias. Valor: R$365,00;

A vendedora da loja C atendeu estas clientes e efetuou os sequintes or¢amentos:
Cliente 1: 1 calga, 2 camisas e 3 pares de meias. Valor: R$165,00;
Cliente 2: 2 calgas, 3 camisas e 4 pares de meias. Valor: R$266,00;
Cliente 3: 2 calgas, 5 camisas e 6 pares de meias. Valor: R$368,00;

Quanto custou cada par de meias nas respectivas lojas?

A primeira situacao, loja A, ja esta respondida no exemplo 2.2.1. Para determinar
o preco do par de meias nas demais lojas usaremos o mesmo método aplicado na loja A.

O orcamento da loja B é representado no sistema:

T + 21’2 + 3[L’3 = 164
21‘1 —|— 31’2 —|— 4$3 = 261
2%’1 + 51‘2 + 6.1'3 365

Note que os coeficientes deste sistema sao iguais aos do sistema que representa a

loja A. Sendo assim, nao iremos fatorar novamente a matriz A.

Segue os calculos a partir da equagao Ly = b.

1 0 0 n 164 n 164
2 1 0 g | = 261 — gy | = | —67
2 -1 1 s 365 Ys —30

Feito isto, podemos resolver Uz = y.
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0 -1 =2 || =2 | = | —67 = o | = | 37
0 0 =2 T3 -30 T3 15

Logo, cada par de meias na loja B custou R$15,00.

Da mesma forma é feito para a loja C. Temos o sistema:

T + 21’2 + 3[L’3 = 165
21‘1 + 31’2 —+ 4$3 = 266
21’1 + 51‘2 + 6.1'3 = 368

Segue os calculos a partir da equagao Ly = b.

1 0 0 n 165 n 165
2 1 0 gy | = | 266 — v | =] —64
2 —1 1 s 368 s —26

Feito isto, podemos resolver Ux = y.

1 2 3 Ty 165 1 20
0 0 =2 T3 —26 T3 13

Logo, cada par de meias na loja C custou R$13,00.

Neste exercicio, a variacao foi apenas no termo independente de cada sistema,

por isto fatoramos a matriz A dos coeficientes uma unica vez, reduzindo o numero de

operacoes.
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2.2.1 Fatoracao LU com pivoteamento parcial

Para aplicarmos a fatoracao LU com o pivoteamento parcial, utilizaremos a matriz

de permutagao P.

Definicao 2.2.1. A Matriz Permutagcao € uma matriz quadrada de ordem m obtida da

matriz identidade de ordem n pela permutacdo de suas linhas.

Qualquer matriz quadrada A, nao singular, satisfaz PA = LU, em que A é a ma-
triz original formada pelos coeficientes do sistema, P é a matriz de permutacao, L ¢é a
matriz inferior obtida pelos multiplicadores no processo de eliminagao de Gauss e U ¢ a
matriz superior obtida no final deste processo. Chamaremos de A’ = PA, lembrando que
a matriz A’ é a matriz A com as mesmas linhas permutadas em P e devemos ressaltar
que b, no sistema Ax = b, também serd permutado de acordo com a permutacdao em A,
assim O’ = Pb. Aplicaremos a fatoragao LU no sistema A’z = b/, equivalente ao original
Ax = b. Desta forma, como A" = LU e A'x = U/, teremos que LUz = Pb e resolveremos

entao os sistemas Ly = Pb e Uxr = y, obtendo = em questao.

Exemplo 2.2.3. Considere o sistema linear do exemplo 2.1.2 e resolva-o por fatoragao

LU.

Neste processo, permutamos as linhas 1 e 2 da matriz A e obtemos as matrizes
A ¢ pO)

4 4 10 12 16 4 8 4 0100
qo_ |64 s g a0z 10000
4 10 8 4 410 8 4 0010
8§ 8 12 10 8§ 8 12 10 0001

Seguindo o mesmo processo na eliminacao de gauss, e fazendo a permutacao ne-

cessaria, linhas 2 e 3, temos que:

16 4 8 4 16 4 8 4 1000
AW — 38 96 3 | y_|0010
9 6 3 3 8 11 0100
6 8 8 068 8 0001
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Na préxima etapa temos a matriz A onde nao é necessario permutar as linhas:

16 4 4
40 0 9
0 6 10
0 6
Por fim, temos A®):
16
AB) —

100 0

T U S
0010
0001

48 4

9 6

06 10

00 —2/3

Ao fim deste processo j4 temos as matrizes L, U, e P, onde P = P®) P1) pO)  Fi

nalmente, podemos resolver os sistemas triangulares inferio e superior, Ly = Pbe Uz = y.

1 0 0 0
1/4 1 0 0
Ly = Pb—= /
/4 1/3 1 0
1/2 2/3 2/3 1
y:
16 4 8 4
9 6 3
Ur=y—=

0 0 6 10

00 —2/3

Y2
Y3
Ya

S = O O
o O O
o O = O
o O O
S

32
18
16

~2/3

T 32
To 18
T3 16
x4 —2/3

|
&
|
— = = =

que é a mesma solucao obtida no exemplo 2.1.2.



3 Ajuste de Curvas Pelo Método dos

Quadrados Minimos

Para a solugao de alguns problemas, primeiramente é necessario encontrar a equagao
que rege o problema e, para isto, usaremos o ajuste de curvas. Este capitulo foi baseado

no livro [16].

3.1 Método dos Quadrados Minimos - Caso Discreto

O Método dos Quadrados Minimos ¢é aplicado quando coletamos um conjunto de
pontos (xg, f(zr)), k = 1,--- ,m e desejamos obter a equagdo de uma curva p(z) que
melhor se ajusta a este conjunto de pontos.

Inicialmente, colocamos estes pontos num plano cartesiano e observamos o grafico,
chamado de grdfico de dispersao, para analisar o melhor tipo de curva que podera ajustar

estes pontos.

PO

Figura 3.1: Diagrama de dispersao, [22]

Defini¢ao 3.1.1. Dado um conjunto de pontos (xy, f(xy)), k = 1,2,--- ,;m, onde x €

[a,b], o ajuste de curvas consiste em encontrar uma fun¢ao p(x) tal que o desvio em cada
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ponto k, definido por:

dy, = f(x1) — () (3.1)

seja minimo, onde
p(x) = a1g1(x) + a2ga(z) + -+ - + A ga() (32)
¢ uma combinagado linear de fungoes continuas g;(x), i = 1,2,--- ,n, escolhidas de acordo

com os dados do problema.

dx

/ﬁ

_ s ! txx)

Figura 3.2: Desvio do ponto a reta adaptado de [21]

Para obter tal funcao, iremos encontrar valores para «;, i = 1,2,--- ,n, que torne
¢(x) mais préximo de f(z), significando que o desvio, da equagao 3.1, deve ser minimo.

O método dos quadrados minimos permite encontrar esses coeficientes a;, minimizando a

funcao F,
Flayp,ag, -+ an) = Zdi = Z[f(xk) - @(Ik)]z (3.3)
k=1 k=1
Flai,ag, -+ ,0p) = Z[f(xkz) —aig1(zx) — age(T) — - — Ofngn@k)]Q' (3.4)

Note que sendo F'(«) uma soma de quadrados, teremos uma fungao positiva, assim,
¢ uma funcao limitada inferiormente apresentando um ponto de minimo, que é determi-

nado pelo teste da primeira derivada.
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OF

5 o =0 i=1 n (3.5)
Calculando as derivadas parciais para cada i = 1,2, - ,n, temos:
T | =2l )~ g, = 1en
e (3.6)
E, por 3.5, temos que
Z[f(xk) —angi(@k) — aego(@r) — - — angn(@p)lgi(zk) =0 i=1,---,n. (3.7
k=1
Entao,
S (@) — argi (@) — asga(w) — - — angale)llp(@)] = 0
k=1
Z[f(xk) — a1gi(zy) — azga(ar) — -+ — angn(@i)][g2(2r)] = 0
k=1 (3.8)
S 1 () — q1gn (@) — asga(n) — - — Quga(@)]lgn(ae)] = 0
\ k=1
Logo,
1) gi(@k)gi(@e) + a2 _ga(wi)gn(wn) + -+ an Y _galwn)gi(ze) = D flwn)gi(as)
k=1 k=1 k=1 k=1
Y gi(e)ga(r) + a2 _ga(wr)ga(we) + -+ and _gnlw)ga(on) = Y f(wr)galwr)
k=1 k=1 k=1 k=1
1) gi(wk)gn(wr) + a2y ga(@r)gn(ar) + -+ galwr)gn(wr) = > f(xi)gn(s)
L k=l k=1 k=1 k=1

(3.9)
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Desta forma, temos um sistema linear da forma Aa = b de ordem n com variaveis

aq,Qa, -, . Tais equagoes do sistema também sao conhecidas como equagoes normais:
(
ap o + apas + a3az + -+ apo, = b
a91011 + Q9o + ag3ziz + * + - + A9ty = bg
az o + azga0p + azzaz + - -+ Az, = bz (3.10)
L Ap1 Q1 + GpaQiy + Ap303 + - - + AppQy = bn
onde
m m
aij = > _gilwr)gi(xe) € bi=>_ f(wr)gi(zs) (3.11)
k=1 k=1

parai={1,2,--- ,n}ej={1,2,--- ,n}.

A unicidade da solugao do sistema é garantida se as funcoes

mente independentes, isto é,

se, a1 =0, ap =0, -

-y a, =0.

a191(z) + agge(z) + -+ + angn(z) = 0

gi, sao linear-

se, e somente

Exemplo 3.1.1. Considere a tabela e observe o comportamento do grdfico de dispersao.

Determine a curva que melhor ajusta estes pontos.

k Tk f(iUk) k Tk f(xk)

1| -4,21769 -4,7394 | 12 | -0,238095 | -0,462585
2 | -4,21769 | -3,81633 | 13| 0,272109 | 0,668237
3 -3,7415 -4,27542 | 14 | 0,170068 | 2,15489
4 | -3,40136 | -3,55573 | 15 | 0,884354 | 2,36368
5 | -3,33333 | -247846 | 16 | 1,36054 2,21228
6 | -2,92517 | -2/47636 | 17| 1,73469 2,72702
7 | -2,48299 -1,6023 | 18 | 2,17687 3,29339
8 | -2,38095 | -1,19152 | 19| 2,95918 3,04099
9 | -1,66667 | -1,54683 | 20 | 3,63946 3,50602
10 | -1,19048 | -0,723879 | 21 | 3,67347 4,6344
11 | -0,748299 | 0,0989011 | 22 42517 5,04762

Tabela 3.1: Tabelas de pontos (zy, f(zy))
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Figura 3.3: Diagrama de dispersao da reta, [22]

Pela andlise do gréafico de dispersao 3.3, podemos notar que a funcao que procu-
ramos se comporta como uma reta. Entdo podemos escolher as fungoes, gi(z) = x e
g2(z) = 1, pois assim ¢(x) = a191(x) + azge(z) representa todas as retas. Escolhendo os
coeficientes a; adequadamente, teremos a reta que melhor se ajusta a estes pontos. Para
encontrar os valores de «a; basta solucionar o sistema em que seus elementos sao dados
por 3.11.

Calculando e substituindo os somatorios, e aplicando o método da eliminagao de

gauss, € possivel determinar os valores para a; e as.

22

22 22
ap =Y 2*=161,5; ap= Y v=-9422 ay =) x=-942%

k=1 k=1 k=1

22 m -

Qoo = Zl =22; b= Zf(xk)x =167,8; by = Zf(xk) — 2, 879.
k=1 k=1 k=1

Entao,

161,50, — 9, 4220, = 167, 8
—9, 4220, + 2205 = 2, 879

161,5 —9,422 a 167, 8
—_— . = et
0,422 22 ag 2,879

a; =1,0731 e ay =0,5904



Logo, a fungao que melhor representa o grafico de dispersao 3.3 é

o(x) = 1,0731z + 0,5904.
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Exemplo 3.1.2. Considere a tabela e observe o comportamento dos pontos no grafico.

Determine a curva que melhor representa o grdfico de dispersao.

k T flxg) k Ty flay)

1 | -3,03836 447739 | 16 | -0,243285 | -2,23618
2 | -2,96115 3,67337 | 17| 0,279189 | -2,47739
3 | -2,54653 3,79397 | 18 | 0,694923 | -2,19598
4 | -2,44034 3,19095 | 19 | 0,809149 | -1,63317
5 | -2,60863 278894 | 20 | 0,951239 | -1,03015
6 | -1,94850 2,50754 | 21 | 1,45056 | -0,628141
7| -2,31128 1,90452 | 22 | 1,81362 | 0,0150754
8 | -2,01338 1,10050 | 23 1,7353 0,658291
9 | -1,54441 1,10050 | 24 | 1,60097 1,1809
10 | -1,5494 0,376884 | 25 1,7999 2,02513
11 | -1,55495 | -0,427136 | 26 | 2,30033 2,58794
12 | -1,05673 | -0,18593 | 27 | 2,54556 2,14573
13 | -0,812892 | -0,829146 | 28 | 2,96683 3,23116
14 | -0,87056 | -1,19095 | 29 | 3,11086 4,11558
15| -0,48768 | -1,67337 | 30 2,7004 4,59799

Tabela 3.2: Tabelas de pontos ({Ek, f(:vk))

o i

Figura 3.4: Diagrama de dispersao da pardbola, [22]
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Pela analise do grafico de dispersao 3.4, podemos notar que a funcao que procura-
mos se comporta como uma parabola. Entdo podemos escolher as fungoes, g;(r) = 2% e
g2(z) = = e gs(x) = 1 pois assim, p(x) = a191(x) + asgz(x) + asgs(x), representa todas
as parabolas, e escolhendo «; adequado, teremos a parabola que melhor se ajusta a estes
pontos.

Para encontrar os valores de a; basta solucionar o sistema, cujos elementos sao
dados por 3.11.

30 30 30
S SIS U T S ITE
k=1 k=1 k=1
30

30 30
k=1

k=1 k=1

30 30 30
az = » 2" =114,3; ap=» r=-3229; ag=» 1=30;
k=1 k=1 k=1

30 30 30
by = Zf(xk)x2 =207; by = Zf(xk)x = —11,56; by = Zf(xk) = 30,96
k=1 k=1 1

702,100 — 13,880 + 114,3a3 = 297
~13,880; + 114,30 — 3,22903 = —11,56
114,307 — 3,22905 +  30a3 = 30,96

Calculando e substituindo os somatorios, e aplicando o método da eliminacao de

gauss, é possivel determinar os valores para aq, as e az. Assim,

702,1a; — 13,88cs + 114,303 = 297
—13,88c; + 114,3a0 — 3,229a3 = —11,56 —
114,307 — 3,22902 + 30as = 30,96

—  a;=0,6719, ay=—0,0629 ¢ a3 = —1,5355

Logo, a fungao que melhor representa o grafico de dispersao 3.4 é

o(z) = 0,67192% — 0,0629z — 1, 5355 .



4 Sistemas Lineares e suas Aplicacoes

E muito comum afirmagoes de que sistemas lineares resolvem muitos exercicios e
situagdes do nosso cotidiano. Frases como “[...] os sistemas de equagoes lineares estao
associados a muitos problemas no campo da engenharia e da ciéncia, bem como com
aplicacoes da matematica as ciéncias sociais e aos estudos quantitativos nos problemas de
administracdo e economia”. [6].

Segundo Leon [14], mais de 75% dos problemas matemdticos encontrados em
aplicagoes cientificas e industriais envolvem a resolucao de sistemas lineares em algum
estagio.

Segundo Sperandio et al. [17] “[...] os sistemas de equagoes lineares podem ser de
grande porte. Por exemplo, a andlise de estruturas de uma aeronave [...]”. Para Burian
[7], sistemas de equagoes lineares podem ser encontrados em andlises de circuitos elétricos,
analise de vibracoes em sistemas mecanicos e na distribuicao de forca — peso em edificios.
E segundo Leon, “sistemas lineares aparecem em aplicagoes em areas como administracao,
economia, sociologia, ecologia, demografia, genética, eletronica, engenharia e fisica.”

Mesmo com intimeras aplicagoes, nem sempre o assunto é abordado no ensino
médio de forma mais profunda, buscando novos desafios e explorando os problemas do
cotidiano.

A solucao de problemas mais interessantes incentiva os alunos a se dedicarem as
ciencias exatas despertando curiosidades. Os cursos de engenharia sao o grande gargalo
para o desenvolvimento de um pais: engenheiros bem formados podem desenvolver proje-
tos que melhoram a qualidade de vida da populacao. Este trabalho desenvolve a solugao
de dois problemas bem tipicos de engenharia, problemas importantes que, se nao sanados,
afetam a qualidade de vida da populacao. Esses problemas sao referentes a distribuicao de
agua potavel em cidades, cujas solucoes nao sao tao ébvias quanto parecem. Um modelo
matematico é necessario para a solucao do mesmo.

Entao surge o questionamento: como resolver esses problemas? A resposta vem da
solucao de sistemas de equacoes lineares.

A matematica torna-se mais acessivel, quando sua rigidez é vencida, pois a mesma

é dinamica e envolvente. A solugao destes problemas de engenharia propostos a seguir
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sera obtida por eliminacao de Gauss, conforme descrito no capitulo 2.
Antes de iniciar a exposicao dos problemas devemos ressaltar que todas as unidades

usadas nas equagoes sao referenciadas no Sistema Internacional de Unidades (S.I).

4.1 Problemas com o Abastecimento de Agua

4.1.1 A falta de abastecimento

Exemplo 4.1.1. Uma cidade de porte médio esta com problemas na distribui¢ao de dgua
em dois bairros vizinhos. A concessiondria de dgua recebeu varias reclamacoes de falta
d’dgua de um deles. Foi verificado que o reservatorio principal nunca ficou sem dgua. O
sistema de abastecimento € constituido por trés reservatorios, sendo um principal e dois
secunddrios, destinado para cada bairro, conforme os esquemas nas figuras 4.1 e 4.2. O

que ocasionou este problema?

= Tubulago 4"

pibg  Valvula

180 m

Figura 4.1: Vista lateral do esquema dos reservatérios, [22]

De acordo com a figura, os reservatérios sao os nimeros 1, 3 e 4, representados nos

circulos e as tubulagoes sao os ntimeros 1, 2 e 3 representados nos quadrados.
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Figura 4.2: Vista superior do esquema dos reservatorios, [22]

A falta de abastecimento surgiu depois de uma manutencao de rotina no sistema
de abastecimento em questao. Nao sabendo mais o que fazer, a empresa contratou um
jovem engenheiro para sanar a falta de dgua, que detectou o problema apds sua analise.

H4 duas hipoteses para este problema: a valvula do sistema esta totalmente fechada
ou totalmente aberta, inviabilizando o abastecimento. Para certificar a posicao correta
da vélvula, basta verificar a vazao em cada ponto de distribuicao.

Foi feito a coleta dos dados dos equipamentos, comprimento e espessura das tu-

bulacoes e desniveis da area, gerando uma tabela, exposta abaixo.

Tubulagao | Comprimento [m] | Didmetro [mm]
Tubo 1 2000 102
Tubo 2 4000 102
Tubo 3 3000 102

Tabela 4.1: Caracteristicas da tubulacao

Reservatério | Altura H [m]
1 300
3 180
4 40

Tabela 4.2: Altura (H) do Reservatoério em relagdo ao desnivel da drea
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Com seus estudos, o engenheiro se deparou com a possibilidade do erro ter sido oca-
sionado durante a manutencao, na qual o operario poderia ter deixado a valvula aberta,
gerando a falta de abastecimento de agua no determinado bairro. Para confirmar a sus-
peita deste erro humano, criou - se dois modelos matematicos: um para a valvula to-
talmente aberta e outro para a valvula parcialmente fechada, dos quais resultaram dois
sistemas lineares que serao resolvidos.

Primeiramente devera ser investigado o quanto de dgua esté sendo fornecido para
cada reservatorio, ou seja, sera feita uma anélise da vazao (); em cada ponto. Inicialmente

a analise foi feita para a vélvula totalmente aberta, e obtemos o sistema descrito abaixo:

H, = 300
—Hy + Hy +5932,816Q; = 0
H = 180
H, = 40
Ql - QZ - Q?)

—H, + Hj +1203,174Q,

—H, + Hy +7996,834Q3 =

Onde, H; para i = 1,2,3,4 sao as pressoes em seus respectivos pontos, e (J; para

j =1,2,3 sao as vazoes nas tubulacoes, mostradas na figura 4.1.

Representando matricialmente, temos

Ar =0 =
1 0 00 0 0 0 H, 300
-1 1 0 0 5932,816 0 0 H, 0
0O 0 10 0 0 0 Hj 180
- 0O 0 01 0 0 0 Hy |[=] 40 | =
0O 0 00 1 -1 1 o 0
0 -1 10 0 1203, 174 0 Q2 0
0 —1 0 1 0 0 7996, 834 Q3 0




ol

10 00 0 0 0 H, 300
0 1 0 0 5932,816 0 0 H, 300
0010 0 0 0 H; 180
0001 0 0 0 H, | = 40 —
00 00O 1 -1 -1 (N 0
00 0O 0 7135,990 5932, 816 Q- 120
00 00 0 0 8997, 145 Q3 160, 2327

H; 300

H, 182, 4179

H; 180

- H, | = 40

1 0,0198

Q2 0,0020

Q3 0,0178

Analisando os resultados de Qo = 0,002 m?3/s (ou Qo = 7,23 m?/h) e Q3 = 0,0178
m3/s (ou Q3 = 64,11 m3/h), podemos notar que as vazoes nao estao em equil{brio, ou
seja: a vazao em (Js € menor do que a vazao em (3. Algum erro foi cometido apods a
manutencao. A suspeita é que a valvula nao foi devidamente fechada depois dos procedi-

mentos de manutencao da linha.

Refazendo os cédlculos, agora com a valvula parcialmente fechada, obteve-se o sis-

tema

H, = 300
—H + Hy +4884,607Q; = 0
Hy = 180

{ Hi = 40
Ql - QQ - Q3
—Hy + Hz + 4911, 767Q;

—Hy + Hy+22222,320Q; =
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Deste, segue que

Ar = b —
1 0 00 0 0 0 Hy 300
—1 1 0 0 4884,607 0 0 H, 0
0 0 10 0 0 0 H; 180
- 0 0 01 0 0 0 Hy | = 40 —
0 0 00 1 -1 -1 Q1 0
0 -1 10 0 4911, 767 0 Q2
0 -1 01 0 0 22222, 320 Qs
1000 0 0 0 H, 300
0 1 0 0 4884,607 0 0 H, 300
0010 0 0 0 Hj 180
- 0 0 01 0 0 0 Hy | = 40 —
0000 1 -1 -1 Q1 0
0000 0 9796,375 4884, 607 Q> 120
0000 0 0 24671, 394 Qs 200, 166
H, 300
H, 220, 296
Hj 180
- Hy | = 40
Q1 0,0163
Q- 0, 0082
Qs 0,0081

Do resultado, temos que Q3 = 0,0082 m?/s (ou Q3 = 29,53 m?/h) e Q3 = 0, 0081
m3/s (ou Q3 = 29,20 m3/h), estdao com as vazoes basicamente iguais, ou seja, agora as
vazoes estao no mesmo patamar, indicando que o problema era mesmo o nao fechamento
da valvula. Detectado o problema, uma equipe de manutencao sera acionada para regular
a abertura da valvula até o ponto indicado.

Com o intuito de aprimorar os conhecimentos do aluno, foi feita uma nova adaptagao

para o problema anterior, abordando outro tema deste trabalho: o ajuste de curvas.
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Nas mesmas condicoes anteriores, deseja - se aumentar a vazao. Esta aplicacao
pratica vem do uso de uma bomba d’agua acrescida a rede de distribuicao de agua. Em
engenharia, o uso de catalogos é frequente e suas informagoes estao em forma de gréaficos ou
tabelas, e o uso do ajuste de curvas fica evidente quando ha a necessidade de transformar
um grafico ou uma tabela em uma funcao matematica. Esta surge no momento em que

devemos escrever a equacao da vazao para o novo elemento do sistema: a bomba.

4.1.2 A expansao do bairro

Exemplo 4.1.2. Depois de algum tempo, a mesma cidade estava em expansao e os bair-
ros se tornaram mais populosos. A prefeitura nao imaginou tal crescimento, e com isto
a populacao ficava sem abastecimento de dgua com grande frequéncia. A alternativa para
sanar este problema seria a instalagao de uma bomba d’agua, mas antes de implementar
tal obra, o engenheiro conferiu todo o projeto da empresa, de acordo com o equipamento
a ser implantado. A pergunta que o prefeito fez ao engenheiro foi: a bomba e a tubulacdo
a serem instaladas atenderiam a ampliacdo dos bairros? E a abertura da vdlvula seria

suficiente para atender a populacao? Seque abaixo o esquema do projeto:

— = Tubulagéo 4"
ﬁl Bomba
300m =
o | sl Valwula
il % 180 m
l“* E
[1]
ok |0
@

Figura 4.3: Vista lateral do esquema dos reservatérios com a bomba, [22]

De acordo com a figura, os reservatérios sao os nimeros 1, 3 e 4, representados nos

circulos e as tubulagoes sao os ntimeros 1, 2 e 3 representados nos quadrados.
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Figura 4.4: Vista superior do esquema dos reservatérios com a bomba, [22]

A bomba que sera utilizada é o de modelo 065-040-250 F MANC, ilustrada na
figura 4.5, e informagoes necessarias da bombas para efetuar os célculos estao na figura
4.6.

Monobloco F

Figura 4.5: Modelo da bomba utilizada, [18]

Altura Manométrica Total (m.ca.)

70727 76 78 80| 8 |84 |8 88|90 |9 |49 |[100]0s5] 10| ns|120] 5] 130] 15

Altura mima de

segdo (m.ca)
B Rotor (mm)

Vazao em m*/h valida para succdo de 0 m.ca.

212 600582562 540 516|489 457 419(370] 295

25 = | = | = = [e4s 627609590 569546520 49,1 457 415 358 261
Me>x | = | x| = = | | = | = || «T707(713| 698|683 666 649 599 537 |448[2%
20| = [ = [ = =[ == =] =] «[ =]« |« % 797785 77,0 138 700 | 656|603 53,6 438] 127

LR
2 X |(212[112] 91
065-040-250F 4 30 212112 102
MANC x (217|112 2
50 IR AR

oa| oo oo e

Figura 4.6: Informagoes da Bomba 065-040-250 F MANC, [18]



95

Para melhor visualizacao, colocamos na tabela 4.3 as informacoes desta bomba:

Qm*/h] | Qm?/s] | H[m]
72.7 0.020194 | 90
71.3 0.019806 | 92
69.8 0.019389 | 94
68.3 0.018972 | 96
66.6 0.0185 98
64.9 0.018028 | 100
59.9 0.016639 | 105
33.7 0.014917 | 110
44.8 0.012444 | 115
24.7 0.006861 | 120

Tabela 4.3: Informacoes do modelo utilizado no projeto

As informagoes da tubulagao como comprimento e diametro nao sofreram al-
teragoes, e a altura dos reservatérios também nao foi alterada, de modo que usaremos
os dados das tabelas 4.1 e 4.2.

A func@o da bomba é aumentar a energia do fluido (neste caso, a dgua), aumen-
tando a vazao para os reservatorios e fazendo com que estes encham mais rapido que
anteriormente, nao deixando a populacao sem abastecimento.

No sistema hidraulico, a bomba impulsionara a dgua segundo uma equacao de
energia matematicamente modelada pelos pontos da tabela 4.3 e deverda se comportar

como a curva representada em verde no grafico 4.7 do catélogo do fabricante.

SCHNEIDER)  MODELD : Sete
MODEL s Il polos/poles

Sucgao/Succion/Suction 21 Poténcia/Potencia/Power [kKW(cv)] ~ 18.5 (25) 22(3 30 (40) 37 {50)
Recalque/Descarga/Discharge 112 Rotor/impulsor/impelier (mm) 212 225 246 260
hgliam? =] [ mea
14 185 | 464 & F
187 | 44 F 138
i i o ] & 128 i
o[ mE 3 F
183 E :32 18 |
H nE E ek
borf L F wel
wEe ek
L OWE ﬁ [ ®F
| "8BF maf LF
al ME omef 3
L 0TE mefE
7 wE 20 E
m*fh
Q GPM an ] 120 160 200 240 280 320 3&0

Figura 4.7: Comportamento da curva da bomba, [19]
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Construindo o diagrama de dispersao com os pontos, (Qg, Hy), da tabela 4.3, po-

demos supor que os pontos se comportam como uma parabola:

125

120 .

115 .

110 .

105 .

100 .
95 .
90 .
85

80
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Figura 4.8: Diagrama de dispersao da bomba, [22]

Deve-se agora encontrar a melhor equagao que se adeque a curva. Por apresentar
um formato parabélico, escolheremos as funcoes, ¢1(Q) = Q% e ¢2(Q) = Q e g3(Q) = 1,
sendo p(Q) = a191(Q) + @292(Q) + a393(Q), representando a curva, conforme explicado

no capitulo 3. Feito isto, obteve-se o seguinte sistema:

9,662.10"cr; + 5,249.10%a + 2,904.103a3 = 2,857.107¢
5,249.10%°aq + 2,904.103ay, + 1,658.107'as = 16,54

2,904.103a; + 1,658.10 'y + 10a3 = 1020
30 30
em que a; = Y 6:i(Qr)gi(Qk) € by => (Hp)(g:(Qr)), parai=123¢j=1,23.
k=1 k=1
Entao,
—186227
a=| 282845
109, 208
Logo,

p(Q) = —186227Q7 + 2828, 45Q) + 109, 208 (4.1)
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O proximo passo € resolver o sistema a seguir, que nos dara as novas vazoes.

H; = 300

—H, + Hy + 7556,5238Q; = 109,2

H; = 180

H, = 40 =
Ql - QQ - Q3

—Hy + H3 + 6361,34280Q2 =

—Hy + Hy + 19290, 122Q5 =

1 0 0O 0 0 0 H, 300
—1 1 0 0 7556,55238 0 0 H, 109, 2
0O 0 10 0 0 0 H; 180
- 0O 0 01 0 0 0 Hy, | = 40
0O 0 00 1 —1 -1 1
0 -1 10 0 6361, 3428 0 @
0 —1 0 1 0 0 19290, 122 Qs 0
1 000 0 0 0 H, 300
0 1 0 0 7556,5238 0 0 Hy 409, 2
0 010 0 0 0 H; 180
— 0 0 01 0 0 0 Hy | = 40 -
0 00O 1 -1 —1 Q1 0
00 0O 0 13917,866 7556, 5238 Q- 229, 2
0 00O 0 0 22743930 Qs 244, 7588
H, 300
H, 247, 5906
H; 180
— Hy | = 40
Q1 0,0213
Q- 0,0106
Q3 0,0107

Assim, @, = 0,0106 m3/s (ou Qo = 38,25 m®/h) e Q3 = 0,0107 m3/s
(ou Q3 = 38,73 m®/h) estdo com vazdes préximas e maiores que no problema 4.1.1,

significando que a bomba cumpriu o seu papel.
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4.2 QOutras Aplicacoes, Outros Problemas

Exemplo 4.2.1. Uma concessiondria instalou quatro geradores com capacidades dife-
rentes em seu estabelecimento. Sao eles modelo C135D6, modelo DC9-02-14, modelo
DC1241A e modelo DC1252A. Chamaremos de G1, G2, G3 e G4 estes geradores, res-
pectivamente. Depois de um certo tempo de uso o proprietdario percebeu que o gasto com
o diesel durante um ano, estava fora do seu orcamento. Verificou -se entao os dados
de fabrica destes geradores, figura 4.9 e comparou com as informacoes reais de funcio-
namento dos mesmos, sendo elas o total de horas de funcionamento para cada gerador
e o consumo total de combustivel no trimestre, colhidas a cada trimestre durante a sua
manutencao, na tabela 4.4, detectando que um dos geradores estaria desrequlado. Qual

modelo precisa de manutencao?

= 180 400
B ﬂ - “ _ m
170 180 260 400 460 500

Stand-by KVA

Prime KVA 157 168 240 364 432 455

Mator CUMMINS MWV CUMMINS SCANIA SCANIA SCANIA
o

Capacidade Tanque

P L 290 280 300 220 263 600

em carga plena

Autonomia h 6 g 5 3 3 6

Alternador STANFORD CRAMACO CRAMACO WEG WEG CRAMACO

Dimensbes (AxBxC) m 3,14 x1,09 x 1,87 2”3?]:93;10 3,60 x 1,35 X 2,50 4‘7::$50 4,56 x 1,60 x 2,05 4,35x170x 2,32

Peso Ke 2,200 2,610 3.300 4.025 4.260 5.000

‘Quadro de comando DIGITAL/ANALOGICO  ANALOGICO  DIGITAL/ANALOGICO  ANALOGICO  DIGITAL/ANALOGICO  DIGITAL/ANALOGICO

Ruido a 1,5m dB 85 B5 85 85 85 85

Figura 4.9: Informagoes de fabrica dos geradores, [20]

Trimestre | G1 | G2 | G3 | G4 | Consumo (L)
1° 132h |64 h |80 h | 120 h 33300
2° 100h |78 h |65 h | 83 h 27345
3° 140 h | 82 h | 70 h | 100 h 32170
4° 141h |70 h |84 h | 115 h 34180

Tabela 4.4: Informacoes atuais dos geradores

Iniciamos o problema identificando as varidveis para cada gerador. Gi sera a

variavel x; para i =1,2,3,4.
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De acordo com as informagoes da tabela 4.4, temos:

132z + 64x9 + 80x3 + 1202, = 33300
100z, + 7825 + 6523 + 83z, = 27345
14021 + 82z + T0x5 + 1002, = 32170
14121 + 702 + 8423 + 11524 = 34180

Usando os conhecimentos adquiridos no capitulo 2, temos:

132 64 80 120 1 33300
100 78 65 83 T 27345
A(E:b — . = ——
140 82 70 100 T3 32170
141 70 84 115 Ty 34180
55
85
—_— xr =
100
105

Os resultados obtidos nos fornece o consumo de diesel, litros por hora, para cada

gerador.
Gy{:x1 =55
Gy : 29 = 85
Gs:x3 =100
Gy :xy =105

O consumo de diesel em carga plena para cada um deles é fornecido na tabela do
fabricante, figura 4.9, e comparando os resultados temos que os geradores G2, G3 e G4,
estao nos padroes de fabrica, porém o gerador G1 estd consumindo além do que deveria,

consequentemente, este precisa passar por uma manutencao mais rigorosa.

Exemplo 4.2.2. [2] Na hora de escolher os alimentos, é importante conhecer os nutri-
entes que eles fornecem. Segundo a Agéncia Nacional de Vigilaincia Sanitdria (Anvisa),
a tabela nutricional € de presencga obrigatoria nos rotulos dos produtos alimenticios in-

dustrializados. Além de informar o consumidor, a tabela nutricional é essencial para os
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nutricionistas. A partir dela, eles podem prescrever uma dieta adequada as necessidades
alimentares dos pacientes. Suponha que um paciente necessite consumir 2,5mg de cdlcio,
45mg de ferro, 350mg de magnésio e 10mg de cobre diariamente.Suponha também que
os alimentos a, b, ¢ e d possuam por porc¢ao, respectivamente, 0,5mg, 0,5mg, 0,1mg
e 0,3mg, de cdlcio, bmg, 5mg, Tmg e 11mg de ferro, 40mg, 70mg, 25mg e 50mg de
magnésio e 0,2mg, 1,2mg, 1,7mg e 2,8mg de cobre. Para determinar a quantidade de
porcoes a serem consumidas de cada alimento, a, b, ¢ e d, um nutricionista pode escrever

e resolver o sequinte sistema linear:

0,5¢ + 0,50 + 0,1c + 0,3d = 2,5
5. + 5b + Te + 11d = 45
40a + T70b + 25¢ 4+ 50d = 350
0,2a + 1,206 + 1,7¢ + 2,8 = 10

Resolvendo o sistema usando um dos métodos abordados neste trabalho, temos
quea=1,b=3,c=2ed=1.



Consideracoes finais

A busca por uma solugdo para tornar as aulas mais atraentes e motivadoras para
os alunos pode tomar varios caminhos, um destes mostrado neste trabalho. Tentamos
mostrar como podemos aplicar conhecimentos de matematica em problemas reais do co-
tidiano. Isso implica em um aprimoramento por parte do professor, sempre na busca de
solugoes de novos problemas que surgem no magistério.

Ao aplicar estes métodos no ensino médio para resolver sistemas lineares facilitou
processo de aprendizagem do aluno, uma vez que ao conter expressoes literais no exercicio
faz com que o aluno crie um preconceito do contetdo dificultando o seu desenvolvimento.
Desta maneira, o conflito entre aluno e a matematica puderam ser amenizado. Além
disso, trazer os problemas do cotidiano para dentro da sala de aula torna mais concreto
o ensino e aprendizagem da disciplina.

O entendimento de que nao existe uma solugao tnica para todos os problemas leva
os professores a um novo patamar de estudos, e muda a maneira de enxergar o mundo,
bem como seu comportamento dentro de sala. Essas mudancas sao notadas pelos alunos,
incentivando-os a aprimorarem mais seus conhecimentos e valorizar mais o trabalho do

professor.
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