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RESUMO

O foco do presente trabalho ¢ apresentar um estudo sobre fungdes reais de varias variaveis reais,
bem como, estudar as principais técnicas envolvendo esse tipo de funcdo. Convém destacar os
conceitos de limites, derivadas parciais, madximos e minimos ¢ multiplicadores de Lagrange. Na

parte final da dissertagdo, apresentamos uma aplicagdo na Engenharia.

Palavras chave: Fungdes de varias variaveis, Multiplicadores de Lagrange, Calculo Diferencial

Integral.



ABSTRACT

The focus of the present work is to present a study on the real functions of several real variables,
as well as to study the main techniques involving this type of function. It is worth mentioning
the concepts of limits, partial derivatives, maximum and minimum and Lagrange multipliers. In

the final part of the dissertation, we present an application in Engineering.

Keywords: Keywords: Functions of several variables, Lagrange Multipliers, Integral Differen-

tial Calculus.
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Introducio

Muitas vezes ao modelarmos problemas fisicos e engenharias nos deparamos com
fungdes que tem mais uma varidvel para ser analisada. Dessa feita, tem sua importancia os
estudos de fungdes de varias variaveis, bem como as varias técnicas que as envolvem, seja a
técnica usada para obtencao de maximos e minimos para essas funcoes, seja a técnica usada
para obtencdo de uma regido de maior crescimento, ou varias outras que estudaremos nesse
presente trabalho.

As fungdes de mais de uma variavel despertaram interesse dos matematicos por
volta do século XVI, principalmente com intuito de resolver problemas fisicos. O astrénomo,
Matematico e Fisico Johannes Kepler (1571-1630) fez grandes contribui¢des para a ciéncia com
as suas trés leis do movimento planetario, além disso, foi ele quem pavimentou o cenario par o
surgimento do calculo em varias variaveis.

Jean d"Alembert (1717-1783) foi precursor no desenvolvimento de métodos para
esse calculo, utilizando os trabalhos de Newton, L.’Hospital e da familia Bernoulli e estendendo
os seus conceitos. Sua grande contribui¢do estd no Traité de dynamique (1743), nele ele introduz
o conceito de derivadas parciais, ferramenta importante no estudo de fungdes de varias variaveis
que estudaremos no presente trabalho.

Outro grande matematico que se dedicou as fun¢des de varias variaveis foi Gilles
Personne de Roberval (1602-1675), ele explorou o Principio de Cavalieri para encontrar area
sob um arco de cicloide. Juntamente com Blaise Pascal (1623-1662) plotou as fung¢des seno e
cosseno e encontrou respectivas areas dessas curvas (para o primeiro quadrante). Pascal apro-
ximou integrais duplas e triplas usando soma triangulares e piramidais, e com elas, determinou
o centro de gravidade de certos solidos.

Muitos trabalhos de matemadticos e cientistas vieram no século XIX e no século XX
com a ideias de refinar os resultados anteriores, muitas dessas nova técnicas sendo utilizadas em
varias areas da ciéncia e engenharia. O matematico italiano Guido Fubini (1879-1943) avangou
ambos os aspectos aplicado e teorico do calculo de varias variaveis. Ele provou o método de
avaliar iteradas que tem o seu nome e utilizou resultados em Mecanica e Fisica.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar os resultados relevantes em fungdes
de varias variaveis, além disso, tem-se o objetivo de discutir algumas aplicagdes. No 1° capitulo,
apresentaremos as defini¢des e conceitos das fungdes de varias variaveis, destacando as idéias
de curvas de niveis e o grafico de uma funcao de duas varidveis; no 2° capitulo, sera apresentado
os conceitos de limites e continuidade, além disso, discutiremos parametrizacao de curvas no
espaco. No 4° capitulo, discutiremos o conceito de Fungdes diferenciaveis para fungdes de
varias variaveis, plano tangente e derivada direcional. No 5° capitulo dedicamos ao estudo de
maximos e minimos, destaque para os multiplicadores de Lagrange, onde se concentra inimeras
aplicagcdes. No 6° capitulo, sera apresentado as idéias de integrais de varias varidveis, com

destaque para o teorema de Fubini para Retangulos. No 7° capitulo daremos €nfase as aplicagoes.
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Glossario

+ Uma bola aberta de centro a e raio r > 0 é o conjunto dos pontos do R? cuja distancia a a
¢ menor do que . Denotaremos tal bola aberta por B(a, ). A bola fechada de centro a e
raio r > 0 é o conjunto dos pontos do R? cuja distancia a a ¢ menor do que ou igual a r.

Denotaremos tal bola fechada por Bla, r].

» Uma esfera aberta de centro a e raio r > 0 é o conjunto dos pontos do R? cuja distancia a
a ¢ menor do que . Denotaremos tal esfera aberta por S(a, ). A esfera fechada de centro
a e raio r > 0 é o conjunto dos pontos do R? cuja distancia a a ¢ menor do que ou igual a

r. Denotaremos tal esfera fechada por S|a, .

« Considere um subconjunto X de R?. Diremos que a é um ponto interior de X se exite
uma bola aberta de centro em « inteiramente contida em X, ou seja, existe um r > 0 tal
que B(a,r) C X. Esta defini¢do estende-se para um ponto do R3, onde tomamos esferas

abertas centradas em a.

+ Um subconjunto X do R? chama-se aberto quando todos os seus pontos sio interiores.

Analogamente definimos conjuntos abertos de R?.
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Funcoes de Varias Variaveis Reais a Valores Reais

A maioria dos problemas aplicados de matematica, dos problemas de fisica, economia, podem
ser modelados por fungdes com duas, trés ou mais varidveis reais; dai a justificativa para o estudo
desse tema. Nesse capitulo, vamos estudar esses tipos de fungdes e nos proximos vamos estudar
técnicas importantes que envolvem esse tipo de fungdo. Doravante, ao falarmos “funcdes de

varias variaveis” fica implicito que nos referimos a “func¢des de varias variaveis reais”.

Funcoes de duas variaveis reais a valores reais

Uma funcdo de duas varidveis reais a valores reais ¢ uma fungdo f : A — R, onde A é sub-
conjunto do R?, ou seja, uma fung¢do que associa um par ordenado (z,y) € A a um tUnico
namero f(z,y) € R. O conjunto A ¢ o dominio de f e sera indicado por D;. O conjunto
Im(f)={f(z,y) € R;(z,y) € Dy} ¢ aimagem de f.

Muitas vezes ¢ deixado de especificar o dominio, fincando implicito, entdo, que se

trata do “maior” subconjunto do R? para o qual faz sentido a regra em questdo.

Exemplo 1. Seja f a fun¢do de duas variaveis reais a valores reais dada por f(z,y) = i—;g

O dominio de f ¢ o conjunto de todos os pares (z,y) de nimeros reais com = # —y, isto &,
D; = {(z,y) € R* x # —y}. Essa fungdo transforma o par (z, y) no namero prawrs
Exemplo 2. Seja f a fungdo do exemplo anterior. Vamos calcular f(2,3) e f(a + b,a — b).

No primeiro caso temos f(2,3) = 2 = —1 ¢ no segunda caso f(a + b,a — b) =

2+3
atb—(a=b) _ b

a+b+a—b ~ a

Exemplo 3. Vamos exibir quem ¢ o dominio da fung¢do f dada por f(z) =y — 2+ /1 —v.
Ele ¢ o conjunto de pares (z,y) que satisfazy —x > 0e 1 —y > 0, ou seja,
Dy ={(z,y) e R}y >wey <1}
Exemplo 4. Vamos representar graficamente o domino da fungdo w = f(u,v) dado por u* +
v?2 + w? =1, onde w > 0.
Escrevendo u? 4 v? + w? = 1 segue que w = /1 —u2 —vZe que w = f(u,v).
Seu domino ¢ o conjunto de todos os pares (u,v) com 1 — u? — v? > 0. O dominio de f é um

circulo de raio 1, centrado na origem.

Grafico e curvas de nivel

Seja f : A — R, A C R? uma fungdo real de duas variaveis reais. O conjunto G; = {(z,y, 2) €
R3 2 = f(z,y), (z,y) € A} denomina-se grafico de f.
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Figura 1: Circunferéncia de raio 1 com centro na origem

Figura 2: Grafico da funcdo

Representar graficamente fun¢des de duas variaveis as vezes se torna bem dificil,
pois trata-se de desenhar uma figura de trés dimensdes no plano. Para isso, foram criadas as
curvas de nivel, que sdo obtidas igualando a fun¢do a um niimero real ¢ € I'm(f). Graficamente,
trata-se da intersecdo do grafico da fun¢do com um plano paralelo ao plano xy. Ou seja, as curvas

de nivel sdo curvas contidas em um plano, o que facilita o seu esbogo.

Exemplo 5. O grafico da fungdo constante f(z,y) = 4.

A

Figura 3: Grafico da fun¢ao

Na figura acima, temos o grafico de f(z,y) = 4, para qualquer valor de (z,y), o
grafico é um plano paralelo ao plano xy.

Exemplo 6. O grafico da funcado linear dada por z = 2x + y € um plano passando pela origem
e normal ao vetor n = (2,1,—1). Pois, z = 2z +y < 2r +y— 2z =0 & (2,1,-1) -
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[(z,y,2)—(0,0,0)] = 0. Tal plano ¢ determinado pelas retas

Figura 4: Plano gerado pela fungao

Exemplo 7. O grafico da funcdo afim f dada por z = ax + by + ¢ é um plano normal ao vetor

n = (a,b,—1). Tal plano ¢ determinador pelas retas

z=0 y=20
z=by+c z=axr+c

Exemplo 8. Vamos desenhar as curvas de nivel de f(x,y) = 2% + 3°.

Observamos inicialmente que a imagem de f € o conjunto de todos os reais z >
0. Portanto para representar as curvas de nivel precisamos tomar ¢ > 0. A curva de nivel
corresponde a z = c é f(r,y) = ¢ & z? + y? = c. Dessa forma, a curva de nivel ¢ uma

circunferéncia com centro na origem e raio /c.

Figura 5: Curvas de nivel concéntricas

Exemplo 9. Esbocemos o grafico de f(z,y) = 2% + 2.
No exemplo anterior, esbocamos as curvas de nivel da fungdo em questdo, dessa
forma, a interse¢do de planos com o grafico da funcdo sdo circunferéncias concéntricas na ori-

gem. A interse¢do com os planos xz e yz sdo parabolas.
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Figura 6: Paraboloide de rotacdo

1
2 +y2 .

f, desenhar suas curvas de nivel e esbogar seu grafico.
Seu dominio é dado por Dy = {(z,y) € R% (z,y) # (0,0)} e Im(f) = {z €
R;z > 0}.
As curvas de nivel correspondentes a z = ¢330 51> = coua® +y* = ..
O plano x = 0 interceciona o gafico segundoacurvaz =0e z = y%

plano z = c intercepta o grafico de f segundo a circunferéncia » = ce 22 + 3? = % O grafico

de f ¢é obtido girando em torno do eixo z acurvax =0e z = y%

Exemplo 10. Seja f a fungdo dada por z = Vamos determinar o dominio e a imagem de

Parac > 0,0

Figura 7: Grafico da funcdo
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Limite e Continuidade

Limites

Nessa secao vamos falar sobre limites de fungdes de varias variaveis. Comecemos pela definicao
de limites. A ideia sera trabalhada em um dominio que é um subconjunto do R?, mas que pode

ser estendida facilmente para qualquer outro subconjunto do R".

Definicdo 1. Sejam f : A — R uma fungdo, (z,yo) um ponto de acumulagdo de A e L um

namero real. Por definigao, ( )lir(n : f(z,y) = L siginifica que para cada ¢ > 0, existe & > 0,
z,y)—(Z0,Y0

que depende de ¢, tal que (z,y) € Df,0 < [|(z,y) — (20, %0)|| < 6 = |f(z,y) — L| <e.
Exemplo 11. Se f(x,y) = k é uma fungdo constante, vamos verificar que para todo (zo, yo)

emR?tem-se  lim  f(z,y) =k
(z,y)—(z0,y0)
Como |f(x,y) — k = |k — k| = 0, entdo, dado ¢ > 0, qualquer que seja > 0 temos

0 < Iz, y) = (zo,p0)ll <6 = [f(z,y) — k| <e
Logo lim  f(z,y) = lim k=k.

(@)= (z0,y0) (@,y)=(20,y0)

Exemplo 12. Se f(z,y) = z, paratodo (¢, yo) pertencente a R? vamos Veriﬁcarque( )lir(n )f(x, y) =
z,Y)—(Z0,Y0
lim T = T9
(z.y)—(z0,50)
Como |z — zo| < |[(z,y) — (x0,%0)||, entdo, dado € > 0, tomando § = ¢ tem-se

0 < ||(z,y) = (zo,v0)|| < = |z — mo| <e.
Ouseja, 0 < [[(z,y) — (zo, yo)|| <0 = |f(z,y) — x| < e

Logo, lim x = x.
S s 0

Calcular limites usando a defini¢ao ¢ bastante trabalhoso. Por isso, vamos apresentar
instrumentos que facilitam o célculo desses limites. Antes disso, faremos uma discussdo sobre
ponto de acumulag@o necessaria para o calculo de limites.

Um ponto (g, yp) ¢ um ponto de acumulagdo de D se qualquer bola em torno de

(x0, yo) contém pontos do dominio de f distintos de (zg, yo)-

Teorema 1. Seja (o, yo) um ponto de acumulagdo de Dy, e suponha ( )lir(n )f(:z:, y) = L.
,Y)—={Zo,Y0

Suponha também que ~(t) = (z(t),y(t));t € I, seja uma curva com imagem no dominio de
f. x(t) e y(t) sdo continuas em ty e y(to) = (xo,y0) e Y(t) # (xo,y0) parat # to. Entdo
lim £((1)) = L.

—to

Demonstragdo. De ( )lir(n )f(x,y) = L segue que dado ¢ > 0 existe 6; > 0 tal que 0 <
z,Y)—(T0,Yo

I(x,y) — (xo,%0)|| < 61 = |f(x,y) — L| < e. Sendo 7 continua em ¢y, para todo y; > 0

acima, existe 0 > 0 tal que |t — to| < § = |y(t) — (20, y0)|| < 01 e portanto, tendo em vista

Y(t) # (wo,90) parat # to, 0 < [t —to| < & = 0 < [[7(t)~(20,%0)|| < d1. Segue que

0<|t—to] <d=|f(y(t)-L| < e. Ou seja, tlir? f(y(t)) =1L O
—to
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Obs: A grande utilidade desse teorema € que se “andarmos” por curvas ; € 7, dife-

rentes e se lim f(71(t)) = Ly e limy, f(12(t)) = Ly com Ly # Loentdo  lim  f(z,y)
t—=to (x,y)—>(270,yo)
nao existira.
22—y
Exemplo 13. A fungao = ——— tem limite em (0, 0)?
xemp uncdo f(x,y) e (0,0)

Tomemos 71 (t) = (¢,0) e v2(t) = (0,t) entdo teremos f(¢,0) = g;g = 1, portanto
42

t
lim f(n(t)) = e f(0,) = —5- = —1 dessa forma lim f(12(t)) = 1.

Portanto  lim  f(z,y) ndo existe.
(z,y)—(z0,y0)

Exemplo 14. A fungédo f(z,y) = 2333/ tem limite em (0, 0)?
x

+ y?
Tomemos v;(t) = (¢,0) e observemos que 7;(0) = (0,0). Logo ]lfing fn@) =
—
lim9 =1lim0 = 0.

t—0t2 =0
Tomemos ~,(t) = (t,t), e observemos que 7>(0) = (0,0). Logo }ing f(y(t) =
—

lim £(£.1) = I ARG B
i W T e e T T Y
Como o limite ¢ diferente por caminhos diferentes, entdo lim  f(x,y) ndo

. (z,y)—(x0,y0)
existe.

Teorema 2 (Confronto). Se f(z,y) < g(z,y) < h(z,y) para 0 < |[(z,y) — (xo,y0)|| < r e se

lim  f(x,y)=L= lim  h(z,y)entdo lim  g(z,y) = L.
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Teorema 3. Se  lim  f(x,y) = 0e|g(z,y)| < M para todo 0 < ||(x,y)—(zo, )| < 7,

(z,y)=(z0,90)

entdo lim x,y) - g(x,y) =0.
wgpiim T y) g y)

3

Exemplo 15. Vamos calcular o limite da fungéo f(x,y) = %
T Y
2
Observe que ——— ¢ uma funcao limitada, pois, 0 < < 1 e com isso te-
que 5 2 ¢ p Soyge s

mos

lim = lim x——— = 0, pois temos uma fung¢ado limitada multiplicada
(@y)=00) 22 +y*  (29)—=(00) 2?2 + y?
por uma fun¢ao que tende a 0, dessa forma, o produto tende a 0.

2

Exemplo 16. Vamos calcular o limite da fungéo f(x,y) = %
e+ Yy )
Tomemos 71 (t) = (0,%) e 3(t) = (¢,). Dai lim f(7:(?)) = 15%02—# =0e
2
. . 1
fim F02(0) = lim 2 = 5
2
Logo, lim % hio existe.

(z,9)—(0,0) 22 4 y2

Obs: Qx_ ¢ limitada.
x4+ y2
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Propriedades do limite

1. lim f(z,y)=0«< lim |f(z,y)|=0

(@)= (z0,y0) (@,y)=(20,y0)

2. lim f(z,y)=L< lim f(z,y)—L=0

(x,y)%(xo,yo) (m,y)%(mo,yo)

3. lim r,y)=L< lim ro+h,yo+k)=1L
(z,y)%(zo,yo)f( y) (h,k)_>(070)f( 0 Yo )

4. Se lim  f(z,y) = L1 e limg ) (a0,40) 9(%, y) = Lo, entdo:

(z,y)—(z0,y0)

(z:y)—=(z0,y0)
b  lim  kf(r.y) = kL,
(m7y)*>(w07y0)

(© lim  f(z,y)-g(z,y) =L Ly

(z,y)—(x0,y0)

L
d) lim f(z,y) _ L_l desde que Ly # 0 e g(z,y) # 0 em torno de (xg, yo).
2

(z,y)—(x0,y0) g(% ?J)

Continuidade

Definicdo 2. Seja f uma funcdo de duas varidveis reais a valores reais e seja (zo,yo) € Dy
com (zo, yo) ponto de acumulagio de D. Diremos que f ¢ continua em (¢, yo) se, € somente
se, lim  f(x,y) = f(xo,y0). Caso f for continua em todos os pontos de um conjunto

(z,y)—(wo,y0)
A C Dy, diremos que f ¢ continua em A. Diremos, simplesmente, que f ¢ continua se o for em

todos os pontos de seu dominio.

Exemplo 17. A fungdo f(z,y) = k é continua, pois,  lim  f(x,y) =k = f(zo, o), para

(z,y)—(x0,y0)

todo (g, ) € R2.

Exemplo 18. A fungdo f(z,y) = x ¢é continua, pois, lim  f(x,y) = lim =
(w,y)%(mo,yo) (:L',y)*}(l'o,yo)

zo = f(z0,0), , para todo (zo, y0) € R*.

2 .2
Exemplo 19. Vejamos se a fungdo f(x,y) = % definida assim para todos os pontos
(z,y) # (0,0) e f(z,y) = 0se (x,y) = (0,0) é continua em (0, 0).

2

. Lt
Tomando-se 71(t) = (1,0) € 72(t) = (0,¢) vem, lim f(3 (1)) = lim— = 1e¢

lim; ¢ f(72(t)) = lim,_o _t—f = —1. Portanto, o limite ndo existe e f néo ¢ continua em (0, 0).
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Derivadas Parciais e Curvas Parametrizadas no Espaco

Antes de falar de derivadas parciais, vamos falar um pouco sobre curvas parametrizadas no R?,

e retas tangentes a essas curva.

Curvas Parametrizadas no Espaco

Definimos curvas no R? como sendo uma fung¢do v : I — R? onde y(t) = (z(t),y(t), 2(t)),
sendo / um intervalo em R.

Exemplo 20. Se () = (cos(t), sin(t), ) é uma curva, entdo trata-se de uma hélice, pois 22 +
y* = sin(t)? 4 cos(t)* = 1 € uma circunferéncia de raio 1 e a coordenada ¢ representando z estd

livre. O trago esta abaixo.

Figura 8: Hélice circular

Como fazer para determinar a reta tangente a uma curva em um determinado ponto
da curva? Tomemos o vetor y(t) — 7(to). Dividindo esse vetor por ¢ — ¢, obtemos %Z)(t‘)),
que é um vetor com a mesma dire¢do de y(t) — y(to).

t) —(t
Agora tomemos o lim () —(to)

— , a direcao que € secante a curva ficara tangente
t—to — 1o

a curva, caso o limite exista.

O limite acima vai existir, se € so se, o limite cada coordenada for derivavel em .

Vejamos.
300 = 1(to) _ (@(8),y(0), (1)) — (@), ylte), () _
t—t, t—t,
_ ((fﬁ(t) —x(to) y(t) —ylto) 2(t) - Z(to))
t—ty, ' t—ty, = t—to )’
Se x(t),y(t) e z(t) forem derivaveis em t(, entdo
(t0) = fim (L0l =) ZO SO — (o) ). ()
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Esse vetor é chamado de vetor tangente a -y no ponto .

Exemplo 21. Se () = (cos(t),sin(t), ), vamos encontrar a reta tangente a y em 7.

Temos que'(t) = (—sin(t), cos(t), 1) parat = F. Também (%) = (cos(3),sin(3),1) =
(355 e7(5) = (=431,

Dessa forma, a equagdo da reta tem diregdo de /(%) passando pelo ponto (%), ou
seja, y(1) =v(5) +1-7(5)it € R,

Derivadas Parciais

Seja z = f(x,y) uma fungdo real de duas variaveis reais e seja (zo,y0) € Dy. Fixado yo,
podemos considerar a fungéo g de uma variavel dada por g(z) = f(x, yo).

A derivada dessa fun¢do no ponto z = x, caso exista ¢ dada por

J(z) = lim g(x) — g(xo) — lim [z, y0) — f($0,y0)'

T—x0 T — ,I‘O T—xQ Xr — ,Z'O

Tal limite é chamado de derivada parcial de f em relacdo a x e é denotado por
%(9507 Yo)-

Da mesma forma podemos definir h(y) = f(zo,y), fixando um ponto xy; com isso,
teremos

H(y) = lim hy) — h(yo) _ lim f(xo,y) — f(l’o,yO).

Y—Yo Y — Yo Y—Yo Y—"%Yo

Tal limite ¢ chamado de derivada parcial de f em relacdo a y e ¢ denotado por
‘3—5(%0, Yo)-

0
Exemplo 22. Se f(z,y) = 3z2y, vamos calcular a—f(l, 2).
x

_ 2 _
r—1 xr — 1 z—1 1 —

= lim 6(z + 1) = 12
z—1

. 9,
Uma maneira de calcular —f(azo, Yo) € fixando y = yo em z = f(z,y) e calcular a

ox
derivada de g(z) = f(x,yo) em z = xg ¢ =—(x0,yo) = g (zo). Dessa forma, a fungdo g(z) é

uma funcao de uma varidvel e basta usar o que foi aprendido no Calculo 1.

of of of of
Exem .Se f(x,y) = —4 m —- — —(1,1)e =—(—1,1).
xemplo 23. Se f(z,y) = 2zy—4y, vamos calcular aI(az:,y), ay(x,y),(%( , )eay( 1)

Olhando y como constante ¢ derivando em relagdo a x temos

of 0(2zy — 4y)

e (z,y) = pe =2y
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Olhando x como constante e derivando em relagdo a y temos

of 02y —4y) B
e (x,y) = e =2r —4

Tendo em vista os calculos anteriores segue que

af _ 5. 9f _

Exemplo 24. Considere a fungdo z = f(x,y) dada por z = tan~'(z* + y?). Vamos calcular

0 0 :
—z(:v, y)e a—z(x, y). Usaremos a regra da cadeia.
Y

ox
0z 1 5 2x
_— )= —
Or 1+ (22 +y?)? 1+ (22 +y?)?
0z 1 2y

— —.2y:

dy 1+ (a2 +y2)2 1+ (224 y?)?

Exemplo 25. (Interpretacdo geométrica) Suponhamos que z = f(z,y) admite derivadas parci-
ais em (zg,y9) € Dy. O grafico da fungdo g(z) = f(x,yo) ¢ a intersecdo do plano y = yo

com o grafico de f. Dai, ——(x¢,yo) é, entdo, o coeficiente angular da reta tangente 7' no

ox
ponto (g, Yo, f(o,Yo)), Ou seja, 8—(%, Yo) = tana, onde o é o maior angulo entre a reta
x

(x =t,y = yo,2 = 0),t € R e areta tangente.

O préximo exemplo mostra que a existéncia de derivada parcial num ponto ndo

implica a continuidade da func¢ao nesse ponto.

Exemplo 26. Considere f(x,y) = % se (z,y) # (0,0) e £(0,0) = 1. Entdo, f admite
Ty

derivadas parciais em (0, 0) mas ndo é continua em (0, 0).

af BT f(ﬁ,O)—f(0,0) _
%(0,0)—91613% x—0 =0
of _ o J(0,y) — £(0,0)
0_3/(0’0)_11/11{(1] = =0

O exemplo 14 mostra-nos que o limite ndo existe.

O exemplo nos mostra que a mera existéncia de derivadas parciais de f nao implica
a derivabilidade em t, da composta g(t) = f(v(t)), onde -y é uma curva suposta diferenciavel
em tg e y(to) = (xo,y0). Observe que, f admite derivadas parciais em (0,0), v(t) = (¢,t) ¢

diferenciavel em ¢ = 0, mas a composta g(t) = f(y(t)) ndo é diferenciavel em ¢ = 0.
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Funcoes Diferenciaveis

f(zo+h) — f(zo)
h 9
e se 0 mesmo for finito. Esta forma ndo € suficiente para o caso de duas variaveis, pois, caso f

Uma fungao real de uma variavel f ¢é diferenciavel se existir o limite limy,_,q

seja uma fun¢do de duas variaveis, h serd um par ordenado e, entdo, a razao nao fara sentido.
Vamos encontrar uma forma equivalente a definicdo de diferenciabilidade que seja passivel de
generalizacdo.

Supondo f(z) diferenciavel em z, existe um niimero real v, v = f'(z,) tal que

i {70 710 S0

h—0
Temos
1 f(o+h) — f(xo) :U(:)limf@o*'h)—f(l"o)—vh —0
h—0 h h—0 h
Como G(h G(h
lim L) =01 (R) 0
h—0 h h—0 | h|
entao temos
lim f(zo+h) — f(xo) :U(:)limf@o—f'h)—f(iﬁo)—vh —0
h—0 h h—0 ‘h‘

Dessa forma, f ¢ diferenciavel em z se, e somente se, existir um unico real v tal

que

lim flzo+ h) — f(xo) —vh _0
h—0 |h|

Agora, vamos fazer uma extensao dessa ideia para fungdes de duas variaveis.

Defini¢iio 3. Sejam f : A — R, A um aberto de R?, e (zg,50) € A. Dizemos que f ¢

diferenciavel em (zg, 1) se, € somente se, existe um vetor v € R?

lim f(zo+ h,yo + k) — f(zo,y0) —v - (h, k)

—0
(k) —(0,0) |(h, k)]

O vetor v € unico. Vamos ver o primeiro teorema sobre funcdo diferencidvel.
Teorema 4. Se f for diferencidvel em (xq, o) entdo f serd continua em (g, yo)-
Demonstragdo. Sendo f(x,y) diferenciavel em (zo, yo), existem reais a e b tais que

E(h, k)

Iim ———%=0
(h,k)—(0,0) || (A, k)|

onde E(h, k) é a fungdo dada por f(zo + h,yo + k) = f(x0,y0) + ah + bk + E(h, k).
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Como lim (ah+bk)=0c¢

(h,k)—(0,0)
h,k)|| - E(h,k
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) |(h, k)|
temos
li h k) =
(hk)lg%o’o)f(xo + h,yo + k) = f(x0,%0)
e portanto, f é continua. ]

No proximo teorema, iremos mostrar que se f(z,y) for diferenciavel em (¢, yo)

entdo f admitird derivadas parciais em (g, yo) €
0 0
(k) = G, 0) -+ G, 0) - &

sera a Unica transformacao linear que goza da propriedade

lim f(@o+hyyo + k) = f(zo,90) — 3L (x0, 90) - h — %(xo,yo) -k

— 0.
(h,k)—(0,0) | (h, k)|l

Teorema 5. Seja [ : A — R, A aberto, e seja (xo,10) € A. Se f for diferencidvel em (xq,yo),

entdo [ admitird derivadas parciais em (xo, ).
Demonstragdo. Sendo f(x,y) diferenciavel em (zo, yo), existem reais a e b tais que

E(h, k)

lim —— —
(hk)=(0,0) ||(h, k)]

com de E(h, k) como ja definido. Segue que, tomando k£ = 0,

lim E(h, k) — Im J (o + h,yo) — f(xo,90) — ah —0
(h0)=(0,0) [[(h, k)| =0 Id
Dai
lim f(xo + h,yo) — f(x0,y0) — ah —0
h—0 h
€ portanto
. flxo+h,yo) — f(wo,90)  Of
}ILI_% h =a= 8_$(x07y0)
. of
De forma analoga, b = a—(xo, Yo)- O
Yy

Exemplo 27. Vamos verificar que f(x,y) = 2y ¢ diferenciavel.

As derivadas parciais sao dadas por

0 0
8_£(x0’y0) =2zye a—i(xo,yo) = 2
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Por outro lado temos para todo (z,y) € R?

B k) = fla+ oy + )= o) = She) - h=Gm) k=

= (v +h)*(y + k) — 2%y — 2vyh — 2k = 2xhk + b’y + b’k

Como para (h, k) # (0,0), -2 < 1, temos

i E(h, k) i 2chk + hy + h*k
(hk)—(0,0) [ (A, k)| (hk)=(0,0) Vh2 + k2

k h h
= lim 2th———=+hy——=+hk——==0
ho=00) VLR VTR VRt R
Portanto, f ¢ diferenciavel em todo (x,y) € R?, ou seja, f é uma fungdo diferenciavel.

2 2
Exemplo 28. Vamos verificar se f(x,y) = 2iy 1 quando (z,y) # (0,0) e f(0,0) = (0,0)
2+

ndo é diferenciavel.

Como f néo ¢ continua em (0, 0), entdo f ndo ¢é diferenciavel em (0, 0).

Teorema 6. Sejam [ : A — R, A aberto, e (xo,y0) € A. Se as derivadas parciais % e g—g

existirem em A e forem continuas no ponto (xo, ), entdo f serd diferencidavel neste ponto.

Demonstragdo. Como A ¢é aberto, existe uma bola aberta B de centro (zy, yo), contida em A.
Sejam h e k tais que (zg + h, yo + k) € B. Temos

f(wo+h,yo + k) — f(xo,50) = (w0 + h,yo + k)—f (20, y0 + k) + f(z0, %0 + k) — f(x0, 10)

Fazendo G(z) = f(z,yo + k), pelo TVM existe um 2/, entre x( e xo + h tal que

I =G(zo+h) — G(zo) = G'(z')h = %(m',yo k) h

Da mesma forma, existe um ¢’ entre yg € yo + k tal que

0
II = a—ch(ﬂUo,?//)'k

com isso,

B+ ) = o) = S0+ 8) b 5L Gaoyf) -k

Subtraindo em ambos os membros da igualdade acima o valor

0 0
8_£(x0’y0) ~h+ a—i(xo,yo) -k
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obtemos o7
f(xo +h,yo + k) — f(zo, %) 9 (0, Yo) - h — 8_3/(‘760’%) k=
0
= (a—£($/, o+k)— f (l’oayo)> ~h+ (af( 0:Y') a—($0;y0)> k
Dai, temos
f(@o +hyyo + k) = f(x0,90) — 3L (x0,90) - h — g—i(xo,yo) -k <
(R, )| -
af of | of . _ 9f ||
< |ZL k) — =L U Ll BRI el _ S L
> ’ax(xay()‘i‘ ) 8y($0>yo)| H(hvk)H +|ay($0>y) 8y($0>yo)| H(hvk)H
Pela continuidade de % e de g—g em (g, yo) as expressoes
of d 0 .0
S s+ 8) = 5 (o) € 15 ) = 5 o)
tendem a zero quando (h, k) — (0,0). Com isso,
y f(@o+h,yo+ k) — (20, 90) — 3L (x0,40) - h — g—i(wo,yo) -k 0
im -
(h.k)=(0.0) (R, E)|
Logo, f ¢ diferenciavel em (0, 0). O

Corolario 1. Seja f : A — R, A aberto. Se f for de Classe C'; em A, entdo f sera diferenciavel.
Exemplo 29. Se f(z,y) = sin(z? + y?) entdo f ¢ diferenciavel. Pois

of

of
_— = 2 2 e 2 2
52 2z cos(z” +y°) e By 2y cos(z” +y°)

sdo continuas em todo R2.

Plano Tangente e Reta Normal

Se f(z,y) é diferenciavel em (¢, yo), temos

fim f(@o+h,yo+ k) — (20, 90) — 5L (x0,40) - h — g—i(ﬂﬁoayo) -k

— 0
(hyk)—(0,0) (R, K)1)

Fazendo-se v = x¢p + h e y = yo + k temos

- f(x.y) = f(w0.90) — G5 (w0, 90) - (x — x0) — G (20, 90) - (¥ —90) 0
(h)=(0,0) (R, K1) -
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Seja E(x,y) o erro que se comete na aproximagao de f(x,y) por

() = 10 90) + G () 2 = )+ 5 0, 90) - (4 = o)

Assim, f(z,y) = T(x,y) + E(, ), onde

E(z,y)
(hk)—(00) ||(z — 0,y — vo)||

=0
Definicdo 4. Seja f diferenciavel no ponto (o, yo). O plano
0 0
z— f(zo0,0) = 8_£<x0’y0) (x —x0) + a—£($07y0) (¥ — w)

denomina-se plano tangente ao grafico em f no ponto (o, yo, f (o, Yo))-

Em notagdo escalar, escreve-se

(%(xmyo)a %(%;%% —1> (@9, 2) = (20, 90, f (20, 90))]

Segue que o plano tangente em (g, yo, f (o, yo)) € perpendicular a dire¢do do vetor

(%(:co, Yo), % (20, Yo), —1) . Dessa forma a reta normal é dada por

(@) = ot Fao, )+ (GG o), 5 (v ). 1) o € R

Exemplo 30. Se f(z,y) = 32%y — x, vamos determinar as equagdes do plano tangente ¢ da reta
normal ao grafico de f no ponto (1,2, f(1,2)).

Como f(1,2) = 5, % (z,y) = 62y — e g—i(x,y) = 32% entdo 3L(1,2) = 11 e
s1,2)=2.

Entdo a equagdo do plano tangente é dada por z —5 = 11(x — 1) + 3(y — 2) e areta
normal ¢ dada por (z,y,2) = (1,2,5) + (11,3, —1),a € R.

Vetor Gradiente

Seja z = f(x,y) uma fun¢do que adminte derivadas parciais em (o, yo). O vetor

V f(@o,y0) = <g£( 0, %), gf( o,yo))

¢ chamado de vetor gradiente de f em (¢, yo).
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Exemplo 31. Se f(z,y) = 2z + y?, vamos calcular V f(1,1).

V f(zo,90) = <g—£(%,yo)> %(ﬂb%)) =(2,2y)

Logo Vf(1,1) = (2,2).

Regra da Cadeia

Tomemos uma fungdo f(z,y) definida num aberto do R?, v(¢) uma curva definida em um in-
tervalo I € R? tais que y(t) € Dy para todo ¢ € R. A ideia ¢ prova que se f e v forem
diferenciaveis, entdo a composta F'(t) = f((t)) sera, também, diferenciavel e vale a regra
da cadeia F'(t) = (Vf(y(t)),7'(t)), onde (Vf(v(t)),7(t)) € o produto escalar dos vetores

V(y(t) e(t).

Lema 1. Se f : A — R, com A aberto, for diferenciavel em A, entdo existird uma fun¢do
Y(X) definida em A tal que f(X) — f(Xo) = Vf(Xo)(X — Xo) + 7(X)(X — Xo) com

Jim (X)) =0=v(Xo).

Demonstragdo. Sendo f diferenciavel em Xy tem-se f(X) — f(Xo) = Vf(Xo)(X — Xo) +

: E(X)
E(X), com XILH}(O XX~
E(X)
Tomando-se (X)) = X=X sex # Xgey(X) =0se X = X, segue a nossa
— Xo
afirmacdo. Note que (X)) é continua em X|,. O

Teorema 7. Sejam f : A C R?* = R, Aabertoe~(t) : I C R — R? tais que v(t) € A
para todo t no intervalo 1. Nessas condigdes, se vy for diferencidavel em ty e f em Xy = (1),

entdo a composta F(t) = f(y(t)) serd diferenciavel em ty e vale a regra da cadeia F'(t,) =
V(@)Y ().

Demonstragdo. Pelo lema, paratodo X € A
(X)) = f(Xo) = VF(Xo)(X — Xo) + p(X)[| X — Xo

onde lim ¢(X) = 0= p(Xj). Como X = ~(t) e Xo = (o), segue que

z— X0

f) = flto) _ fOr(®) = f((to)) _ VF(r(t)) (v() — (o))

+¢W®NW@—7%W
t—to t—to t—to t—to

Observe que

() = ()|l _ [t —tol

t—to t—t(] t_tO

’ﬂﬂ—v@d
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De

[t —to] () =)
lim p(v(1)) 1, Oe lim || —————|| = 7' @)
resulta 0 (to)
) — 7o
1 t 0
Jim (v (8) ——

Dessa forma

t—to t— 1o t—to t— 1o
A demonstragdo pode ser extendida facilmente para uma fungdo de n variaveis. [

Segue do teorema que se a fungdo f for diferenciavel em A C R? e « for diferen-

ciavel em [, entdo a composta F'(t) = f(v(t)) sera diferenciavel, e para todo ¢ € [

F'(t) = Vf(v(t)Y (1)

Fazendo 7(t) = (z(t),y(t)) e lembrando que 7'(¢) = (4, &), resulta

O = F 000G + F 00

Podemos escrever
AP _ofdr  0fdy

dt  Ox dt dy dt
com as derivadas parciais de f sendo calculadas em (z(t), y(t)) quando F' for calculada em ¢.
Exemplo 32. Se z = xy, com x = e’ e y = 3t 4+ 1, vamos calcular ‘jl—'z.
Escrevendo 2z em fun¢do de ¢ segue que z = e’ (3t + 1) e consequentemente % =
e (9t° + 312 + 3).
Podemos também usar a regra da cadeia.

dz 82dx+6zdy
dt — Oxdt  Oydt

onde 9z 0 d d
z z x o 3 dy
R _ = _— t _— =
Ox y’ay ST st T dt s
Dai
d g
d—j — 312" + 23 = (3t + 1)36%" + "3 = ¢ (9% + 31> + 3)

Exemplo 33. Se F(t) = f(e",sin(t)) onde f(z,y) é uma fungdo dada e diferenciavel em R2.
Vamos encontrar F’(t) em termos das derivadas parciais de f e calcular F”(0) sabendo que
&(1,0) = 5.
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ar _ofde  ofdy
dt  Oxdt Oydt

= (e sin(eyere” + EL (e sinfe) costr)
E af of
F/(0) = 51,00+ 5 (1,0)1 =5

Derivada Direcional

Nos vimos que se f ¢ diferenciavel em (xg,yo) € v : I — D; ¢ uma fungdo diferenciavel em

algum intervalo / C R entdo f(7(t)) é uma funcdo diferenciavel. Se (o) = (o, yo), temos

f'(v(to)) = Vf(v(te))y (to)

Seja ¢ = {(x,y) € R? : f(x,y) = c} uma curva de nivel. Se (zg,yp) € ¢ e
v : I C R — R? é uma parametrizagdo de ¢, entdo f((t)) = c. Derivando essa expressdo em

relacdo a t segue que
Vi)Y () =0

Geometricamente, isso significa que o gradiente ¢ ortogonal ao vetor tangente, ou
seja, Vf(7(t)) L' (2).
Exemplo 34. Vamos determinar a equagdo da reta tangente a curva -y em y(to) = (2, 5), sabendo
que y(t) # (0,0) e que aimagem de y estd contida na curva de nivel 10 da fungdo f(x,y) = xy.
Vamos encontrar a equagdo da reta tangente ao ponto A = (2,5). Temos que
Vf(z,y) = (y,x) e nesse caso Vf(2,5) = (5,2). Como V f(2,5) é ortogonal a tangente
que passa por (2, 5)

(z=2,y—5)-V£(2,5) = 0 = (z—2,y—5)-(5,2) = 0 — 52—10+2y—10 = 0 — 5x+2y—20 =

Derivadas Direcionais

Teorema 8. Sejam f : A C R? — R, A aberto, (zo,y0) € A ed = (a,b) um vetor unitdrio. Se
f(z,y) for um diferenciavel em (xq,yo), entdo f admtira derivada direcional em (xo, ), na
direcdo i e

of

%)(anyU) = Vf(fﬂoayo) U
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Demonstragdo. Definimos ¢(t) = f(xo+ta, yo+tb). Como f ¢é diferenciavel em (o, yo) entdo
g ¢ diferenciavel em ¢t = 0. Pela regra da cadeia

0 0
9'(0) = 8_£(x0’ Yo)a + ay (0, Y0)b = V f (20, y0)(a, b)
Como o7
%)(J}(], ?JO) = g,(0>
segue
0 "
a—g(%,yo) = Vf(zo,y0) - U
O
Destacamos que essa formula vale se (zg, yo) for diferenciavel.
2 3 a4 of
Exemplo 35. Se f(x,y) = z* — 3y° e @ é o versor de (3,4) vamos calcular aH(2, 1).
m
0 0
Como a—f(:r, y) =2ze a—f(x, y) = 9y* sio fungdes continuas, entdo f é diferen-
Z )
. iy - - (3,9 3 4
ciavel em R?. Como « é versor de (3,4), entdo 4 = =(=,=).
13,4 575
Logo
of

3 4 12 —-36 —-24

2.1) = (4,-9)(2,2) = = + — = =
23

Exemplo 36. Se f = mse (x,y) # (0,0) e f =0, se (z,y) = (0,0) e & = (a,b), ja

. 0
calculamos anteriormente a 8—{(0, 0) e encontramos a®.
u

Por outro lado, V f(0,0) = (1,0) e g—‘]:(O, 0) -4 = (1,0)(a,b) = a, ou seja, basta
U
que a seja diferente de 1,0 ou —1 e que a # a>. Ou seja, of

aﬁ(mmyo) = Vf(zo,y0) - U ,vale
somente quando (o, yo) for diferenciavel.

Uma outra forma de olhar para o produto escalar é ||V f(xq, yo)|| - ||2Z|| - cos(#), onde
6 ¢ o angulo formado por V f(x¢, yo) e 4. Como ||i|| = 1, temos

aﬁ<x07 3/0) = HVf(iCo, yU)H : COS<9)

O valor de 90 (20, Yo) sera maximo quando 6 = 0, ou seja, quando os vetores forem

paralelos e tiverem mesmo sentido, e minimo quando # = —1, ou seja, quando os vetores forem
paralelos e tiverem sentidos opostos.

Portanto o gradiente de f em (¢, 39) aponta para a diregdo e sentido de crescimento
mais rapido de f a partir de (g, yo).
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Exemplo 37. Suponha que T'(z,y) = 40 — 2% — 2y represente a distribui¢do de temperatura no
plano xy, com a distancia dada em quilometros e a temperatura em graus Celcius. Um individuo

encontra-se em (3, 2) e deseja dar um passeio.

1. Descreva o lugar geométrico que ele devera percorrer se quiser sempre desfrutar a mesma

temperatura do ponto (3, 2).

2. Qual direcdo e sentido devera tomar se for seu desejo ir para a regido de maior crescimento
de temperatura?

3. De quanto a temperatura se elevara se ele caminhar 0,01 Km na dire¢do encontrada no

item b?
4. De quanto a temperatura descrecera se ele caminhar 0,01 Km na diregdo ¢?
Solucao

1. Ele deve andar sobre a curva de nivel T'(z,y) = T(3,2), ou seja, 40 — 2? — 2y =
40 -8 -9 22+ 292 =171

2. Como V f(z,y) = (—2x, —4y), entdo V f(3,2) = (-6, —8).

3. g—‘]:(?), 2) = |IVf(3,2)]| = V36 + 64 = 10. Isso siginifica que a temperatura se elevera
u

10°C por quilémetro quando o individuo andar na dire¢do de V f (3, 2). Caminhando 0,01

Km entdo a temperatura se elevard em 0, 1°C'.

%{(3,2) = V/f(3,2) -y = (—6,-8)-(0,1) = —8. Isso siginifica que a temperatura
Y

decresce —8°C' por quilometro na dire¢ao de y. Caminhando 0,01 Km entdo a temperatura
diminuira 0, 08°C.
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Maximos e Minimos

SejaD C R%*e f : D — Ruma fungdo. O ponto (g, yo) é ponto de maximo absoluto da fungio

f, ou méximo global, se
f(%,yo) Z f(x,y),V(l’,y) € D

O ponto (xg,yo) ¢ um ponto de maximo local se existir uma bola aberta B com

centro em tal ponto e de raio r > 0 tal que

f(xo,0) > f(z,y),¥Y(x,y) e DN B

De forma anéaloga definimos minimo absoluto e local.
Seja A C R% Diremos que um ponto (g, ys) € A é ponto interior se existir uma
bola aberta B com centro em tal ponto e de raio r > 0 tal que B C A. Um conjunto A ¢ aberto

se todos os seus pontos sao pontos interiores.

Exemplo 38. Se f(z,y) = 2> + y?> ¢ D = R?, entdo f(0,0) =0 < f(x,y),¥(z,y) € R% Dai
(0,0) é ponto de minimo global de f.

Exemplo 39. Se f(z,y) = 2> + y? e D = {|z| < 2, |y| < 2}, entdo (0, 0) é ponto de minimo
global de f e (+2, £2) sdo pontos de maximo.

Exemplo 40. Se f(z,y) = 2> + y*> e D = {|z| < 2,|y| < 2}, entdo (0, 0) & ponto de minimo

global de f e ndo existem pontos de maximo.

Um conjunto D C R? ¢ limitado se existe uma bola B de raio r > 0 tal que D C B.
Um ponto (z,y) € R? ¢ dito ponto de fronteira de um conjunto D se todas as bolas
abertas com centro em (x, y) e raio r > 0 contém pontos de D e pontos que ndo pertencem a D.
Um conjunto /' C R? ¢ dito fechado se ele contiver todos os seus pontos de fronteira.

Teorema 9. Seja D C R?, f : D — R uma fungdo e (x¢,yo) um ponto interior de D. Suponha
of

0
que exista —f(xo, Yo) e = (xo,Yo)- Se (xo,Yyo) € maximo ou minimo, entdo V f(xq, yo) = 0.

ox dy

Demonstragdo. Definimos g(x) = f(z,yo). Como (xg, yo) é ponto de maximo ou de minimo,

entdo o € ponto de maximo ou de minimo de g. Logo ——(z0, yo) = ¢'(x) = 0.

ox

Definindo h(y) = f(x¢,y), de forma analoga acima, concluimos que a—(xo, Yo) =
Yy
W (yo) = 0.

Se f ¢ diferenciavel em (o, yo) € (29, yo) € interior ao dominio de f, entdo o plano
tangente ao grafico de f em (xo, yo, f(xo,y0)) € paralelo ao plano zy e a equagdo do plano
tangente é dada por f(xo, 3o).

Diremos que (o, yo) € ponto critico de f se V f(xq, o) = (0, 0).

Entdo se Dy € aberto e f ¢ diferenciavel, os tinicos candadatos a pontos criticos sdo

0s pontos criticos.
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Exemplo 41. Se f(z,y) = 2 +y* +42—2y+8e D = R? entdo Vf(z,y) = (22 +4,2y —2)
e Vf(z,y) =(0,0) < (z,y) = (—2,1). O tnico ponto critico é (—2, 1).

Podemos reescrever a expressdo de f da seguinte forma: f(z,y) = 2% + 4z +4 +
y?—2y+14+8—5 = (x+2)*+ (y—1)?+3 e percebemos que f(z,y) > 3. Como f(—2,1) = 3,
entdo (—2, 1) é ponto de minimo de f.

Exemplo 42. Se f(z,y) = 2> —y* e D = R? entdo Vf(x,y) = (2z,—-2y) e Vf(x,y) =
(0,0) & (x,y) = (0,0). Porém tal ponto ndo é nem maximo e nem minimo absoluto, pois
f(071) =—1 <f<070> =0< f(l,O) =1L

Teorema 10 (Weierstrass). Seja D C R?, f : D — R uma fungdo continua com D fechado e

limitado. Entdo f assume um valor maximo absoluto e um valor minimo absoluto em D.

Exemplo 43. Vamos encontrar 0 maximo e minimo absoluto de f(z,y) = zy —z —y + 1
definidaem D = {(z,y)|x > 0,y > 0e2x +y < 6}.

Observe que D ¢ o tridngulo retangulo de vértices (0, 0), (0,6) e (3,0). Entdo D ¢
fechado e limitado. Veja também que f é continua. Segue pelo teorema de Weierstrass que f
assumird maximo e minimo absolutos.

Para determinarmos os pontos criticos fazemos V f(x,y) = (y — 1,z —1) = (0,0).
Logo (z,y) = (1,1) é ponto critico.

Analisando a fronteira, segue que sey = 0e 0 < = < 3, entdo f(z,0) = —x + 1
que possui minimo em x = 3 e maximo em = = (.

Sex =0e0 <y < 6,entdo f(0,y) = —y + 1 que possui minimo em y = 6 ¢
maximo em y = 0.

Se v(t) = (¢,6 — 2t),t € [0, 3], entdo

fy@) =t6—2t) —t — (6 —2t)+ 1
=6t — 2> —t—6+2t+1
= 2t 4+ 7t — 5.

Derivando essa ultima expressao em relagcdo a ¢ temos —4t¢ 4 7 que se anula quando

= 7. Segue que f(7(%)) = 2. Temos também que f(7(0)) = f(0,6) = —5¢ f(v(3)) =
f(3 0) = —2.

Assim, concluimos que (0,6) ¢ o ponto de minimo de f ¢ (%, 2) ¢ o seu ponto de

maximo.

Seja D C R?, f : D — R uma fungdo de classe C? e (g, yo) um ponto interior de
D tal que f(x07y0) Z f([L‘,y),V(l’,y) € Br(x07y0)' Seja g(I) = f(x,yo),Vx el C R: Ié

aberto — xg € I — g € ponto de maximo local de g, e sendo g de classe C? — ¢'(x9) = O e
0 0?
9" (20) <0 — a—i(ﬂfoayo) =0e a_J;(iUojyo) <0
of 0 f
Se tomarmos h(y) = f(xg,y), segue que a—(xo, yo) =0e W(xo, Y) <0
Y )
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Teorema 11. Seja D C R?, f : D — R uma fungdo de classe C* com D aberto. Se (xy,yo) for
2 2

0 0
ponto de mdaximo local de f entdo V f(xo,y0) = (0,0) e a—x‘é(:to,yo) <0e a—y‘};(xo,yo) <0.

Existe um teorema andlogo para minimo.

Teorema 12. Seja D C R?, f : D — R uma fungdo de classe C* com D aberto. Se (g, yo) for
2 2

0 0
ponto de minimo local de f entdo V f(zo,y0) = (0,0) e a—];(xo, Yo) > 0e a—];(xo, yo) > 0.
T Y
Exemplo 44. Vamos determinar os candidatos a extremante locais de f(z,y) = 23 +y> — 3z —
3y + 4.
0 0
Como a—f(a:,y) =322 -3¢ a—i(a:,y) = 3y? — 3, entdo Vf(x,y) = (0,0) <
x

> —1=0ey*— 1= 0. Dai os pontos criticos sdo (—1,—1), (—1,1),(1,—1) e (1,1).

Também 82—f(:c )==6zxe ﬁ(31: ) =26

8I2 Y) = ayg Y) = 0y.
Calculando nos candidatos a ponto critico

0 f B _62f
oL =6=—-5(11)

0% f 0*f
@(—17 —1)=-6= 8_y2(_1’ -1)
0*f 0*f
I, =6e2l(1,-1)=—
8ZEQ< ) ) 6e 8y2( ) ) 6
I iy=—se L1 =6
ox2t oyt
Assim (1, 1) ¢é candidato a minimo, (—1, —1) ¢é candidato a maximo e (—1,1) e

(1, —1) sdo pontos de sela.

Teorema 13. Considere a forma quadratica Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck?, onde a,b e c sdo

constantes, a # 0. Entdo

a b

C

b \? |b
Q(h,k):a<h+ak) +

a

k2
Demonstracao.

[, bk ck?
ah? + 2bhk + ck? = a h2+_+c_1

a

[ 20 b? b?
—a W2+ Zhk+ =k — R SR
I a a? a? a

[ b \2 s
—a <h+—k> +ac2 k2],
a a
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ou seja,

Teorema 14. Considere a forma quadratica Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck?. Entdo

b
I sea>0el|" | > 0, entdo Q(h, k) > 0 para todo (h, k) # (0,0).

C

b
Z < 0, entdo existem (hy, ki) e (ha, ka) tais que Q(hy, k1) < 0 e Q(ha, ka) > 0.
c

2. se

Demonstragdo. Como ja demonstrado, se a # 0, podemos escrever

C

k2

b \* |b
Q(h,k)=a|h+-k| +
a a
e a demonstracao do primeiro item ¢ imediata.
Para o segundo item considere @ = 0. Entdo b # 0. Logo, existe « tal que Q(«, 1)
e (a, —1) terdo sinais contrarios.
Considerando a # 0, entdo Q(1,0) e Q(%, —1) terdo sinais contrarios, pois Q(1,0) =

ac

]

Teorema 15. Seja f de classe C? num aberto A de R? e seja (xq,yo) € A um ponto critico de

f. Se

92 92
a—szc(xoayo) ax—gy(xmyo)
82f 2

H(z0,90) =
m(l’o;yo) %(IOJJO)

entdo (xo, o) ndo é extremante local de f.

Demonstragdo. Fazendo v = (h, k), entdo
g (t) = f(wo + ht,yo + kt)

Pela regra da cadeia,

Y o2 f o2 f
95(0) = @(IO, yo)h* + 28x6y (zo, yo)hk + 8_y2<x0’ yo) K
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Pelo segundo item do teorema acima, existem v; = (hy, k1) e v3 = (ho, k) tais que
95;(0) < 0e gy (0) >0.
Assim t = 0 é o ponto de maximo local de g,; (f) e ponto de minimo local de g, ().

Logo, (o, yo) ndo ¢ extremante local de f. O

Seja (z9,Y0) € Dy um ponto critico de f. Dizemos que ele ¢ ponto de sela se em
toda bola aberta com centro nesse ponto existirem (1, 1) € (22, y2) com f(z1,y1) < f(xo,Yo)
e f(x2,y2) > f(2o,Yo)-

Seja f de classe C? num aberto A de R? e seja (z¢,yo) € A um ponto critico de f.

Se H(zo,v0) < 0 segue do tltimo teorema que (o, yo) sera ponto de sela.

Teorema 16. Sejam f de classe C? e (xq,yo) um ponto interior de Dy. Suponha também que
(x0,Y0) € ponto critico de f. Entdo
82
1. se ﬁ(iﬁo, yo) > 0e H(xo,y0) > 0, entdo (¢, yo) serd um ponto de minimo local de f.
x
o2
2. se —=(xo,y0) < 0e H(xg,yo) > 0, entdo (xg,yo) serd um ponto de maximo local de f.

0x?

Demonstragdo. Para demonstrar o primeiro item considere as hipoteses e lembre-se que as fun-
¢coes

0 f

@(l’, y) ¢ H({L’, y)
sdo continuas.

Segue pelo teorema da conservacao de sinal que existe uma bola aberta B com centro
em (o, yo) inteiramente contida em Dy e tal que para todos os pontos (z,y) € B
0 f

ﬁ(l’,y) >0€H(1‘,y) >0

Pela formula de Taylor com resto de Lagrange, segue que para todo (h, k) com (x¢+
h,yo + k) € B, existe (u, v) interno ao segmento cujos extremos sao (xo, yo) € (o + h, Yo + k)
tal que
0*f

(u,v)hk + 8—y2(u, v)k?

0 f
0xdy

f(xo+h,yo + k) — f(zo,30) =

Como (u,v) € B

9% f

@(u,v) >0e H(u,v) >0

tendo em vista o pendiltimo teorema, para todo (h, k) # (0,0) com (xo+h, yo+k) €

f(xo+h,yo + k) — f(x0,90) >0,
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ou Sejaa f(x7y) > f(an yD)
Para verificarmos o segundo item, basta notar que (¢, 9o ) ¢ minimo local de g(x, y) =

_f(xmy)' O

Voltando ao exemplo onde f(x,y) = x> + y* — 3z — 3y + 4, haviamos concluido
que (1, 1) era candidato a minimo local e (—1, —1) era candidato a maximo local.

O determinante da matriz hessiana ¢ dada por

6x
H(z,y) = = 36x
(,y) 0 6y y
O f . o
Logo, H(1,1) =6 > 0e W(l’ 1) = 6 > 0 e concluimos que (1,1) é minimo
T

local. o
Também, H(—1,—-1) =6 >0e a—‘é(—l, —1) = —6 < 0 e concluimos que (1, 1)

x

¢ maximo local.

Multiplicadores de Lagrange

O objetivo central do estudo dos multiplicadores de Lagrange ¢ encontar maximo e

minimos de conjuntos do tipo

{(@,y)lg(x,y) = 0}, {(z,9)l9(x,y) = 0}, {(2, ¥, 2)|g(x,y, 2) = 0}

{(x,y, Z)‘g(xaya Z) =0¢ h(x,y,Z) = 0}

Seja f(z,y) diferenciavel no aberto A e seja B = {(z,y) € Alg(x,y) = 0}, onde
g € de classe C'! em A. Suponhamos também que Vg(z,y) # (0,0) em B. Vamos determinar
uma condigdo necessaria para que (o, yo) € B seja um extremante local para f em B.

Sem perda de generalidade, suponhamos que V f(xg,70) # 0 e que z cresce no
sentido indicado (¢; < ¢ < ¢3 < 2p). Entdo, se (xg,yo) é um extremante local ¢ razoavel
supor que a curva de nivel de f que passa por esse ponto seja “tangente” nesse ponto a restri¢ao
g(z,y) = 0, isto &, V f(xg,y0) € Vg(zo, yo) devem ser paralelos. E como Vg(zg,yo) # (0,0),
entdo deve existir A\g tal que V f (o, v0) = AoV g(xo, yo)-

Concluimos que uma condi¢@o necessaria para que (g, yo) seja um extremante local

para f em B ¢ que (zo, yo) torne compativel o sistema

V f(xo,0) = AVg(z,y)
g(z,y) =0

Esse processo ¢ conhecido como multiplicadores de Lagrange. Os valores de A que
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tornam o sistema compativel sdo chamados de multiplicadores de Lagrange.

Teorema 17. Seja f(x,y) diferenciavel no aberto A e seja B = {(z,y) € Alg(x,y) = 0},
onde g é de classe C' em A e que Vg(x,y) # (0,0) em B. Uma condi¢do necessdria para que

(0, Yo) seja extremante local para f em B é que exista um numero real \q tal que ¥V f (o, yo) =
AoV g(zo, Yo)-

Demonstragdo. Suponhamos que (g, yo) € B seja um maximo local de f em B, ou seja, existe
uma bola aberta V' com centro em (g, 3o) tal que f(x,y) < f(xo,y0) paratodo (z,y) € BNV.
Note que g(z,y) = 0se (z,y) € BNV.

Consideremos uma curva difereciavel v definida em um intervalo aberto [ tal que
Y(to) = (20, 90), 7' (to) # 0 e g(y(t)) = 0, para todo t € I. Como v é continua, existe § > 0 tal
que

t €lto —d,to+ o[=y(t) e BNV.
Dai,
fFOr@) < f((to))

para todo ¢ €|ty — 0, %o + d[. Logo, ¢y é ponto de maximo da funcdo F'(t) = f(v(t)). Como ¢,

¢ ponto interior de I, segue que F'(ty) = 0, ou seja
Vf(y(to)) -+ (to) = 0.
Por outro lado, para todo ¢ € I temos g(y(t)) = 0 e consequentemente
Vg(v(to)) - ' (to) = 0.

Tendo em vista que 7/(¢y) # 0, as duas equagdes acima nos levam a concluir que

existe \g tal que

Vf(v(to)) = MVa(7(to))
O]

Exemplo 45. Vamos encontrar os extremantes de f(z,y) = 3z+2y com arestri¢do 2% +y? = 1.

Considere g(x,y) = x? + y*> — 1. Vamos encontrar os extremantes de f em B =
{(x,y) € R?|g(x,y) = 0}. Sendo g de classe C' e Vg(z,y) = (2x,2y), entdo Vg(z,y) ndo se

anula em B. Queremos os pontos (z,y) que tornem compativel o sistema

Vf(z,y) = AVg(z,y)
g(z,y) =0



40

que neste caso
(3,2) = \(2x,2y)

2+t =1
que ¢ equivalente a
3=2\x
2=2\y
2yt =1
sendo A # 0
S
Yy =3

V13

Substituindo em z? + y? = 1, segue que A = iT'
N 3v13 2413 3vV13  2v13
Entdo M = (——, —— - —

Je N = ( T3 ) sdo os candidatos a extre-
mante locais. Sendo B compacto e f(M) > f(N), resulta que M ¢é ponto de maximo e N ¢

ponto de minimo de f em B.

2
Exemplo 46. Vamos determinar a equagdo da reta tangente a curva x> + yz =1xz>0,y>0

que forma com os eixos o tridngulo de area minima.

Se (a, b) é um ponto da elipse citada, entdo a equagdo da reta tangente a esse ponto

(2a,g) (z,y) — (a,b)] = 0 ouax + %y = 1.

Se N ¢ a interse¢do da reta com o eixo vertical, M com o eixo horizontal e O a

. : 2 : .
origem, entdo a area do tridngulo OM N ¢ dada por —. Entdo o problema consiste em minimizar

ab

2 aF o g2 L PP
o com a restri¢do a” + 7 = 1.
a

ou

Resolvendo o sistema encontramos a reta 2 + y = 21/2 como a reta procurada.
O préximo teorema fornece-nos uma condi¢@o necessaria para que (o, Yo, 20) seja

um extremante local para a fungéo f(z,y, z) com as restri¢des g(z,y,2) = 0 e h(x,y,z) = 0.
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Para demonstrar-mos tal teorema vamos precisar do seguinte resultado: se u, v, w e c sdo vetores
emR3 taisqueu Av # 0,u-c=0,v-c=0ew-c=0, entdo existem reais ndo nulos A, A\,

tais que w = Aju + Aqv.

Teorema 18. Seja f(z,y, z) uma fun¢do diferencidvel no aberto A C R3 e B = {(z,y,z2) €
R3|g(x,y,2) = 0eh(z,y,z) = 0} sendo g e h de classe C* no aberto A e Vg(x,y,z) A
Vh(x,y,z) # 0em B. Nestas condi¢des, uma condi¢do necessdria para que (o, Yo, 20) Seja um
extremante local de [ em B é que existam \1, Ay tais que ¥V f (o, Yo, 20) = MV g(xo, Yo, 20) +
AoV h(xg, Yo, 20)-

Demonstragdo. Suponhamos que (zg, Yo, 20) € B seja um maximo local de f em B, ou seja,
existe uma bola aberta V' com centro em (g, yo, 20) tal que f(z,y, z) < f(xo, Yo, 20) para todo
(z,y) € BNV.Note que g(x,y) =0se (z,y) € BNV.

Consideremos uma curva difereciavel v definida em um intervalo aberto [ tal que

v(to) = (x0, Yo, Y0), Y (to) # 0. Como ~ € continua, existe § > 0 tal que
t €lto—d,to+ o[=~y(t) e BNV.

Dai,
() < f(r(to))

para todo ¢ €|ty — 0,1y + d[. Logo, ¢y é ponto de maximo da funcdo F'(t) = f(v(t)). Como ¢,
¢ ponto interior de /, segue que F’(ty) = 0, ou seja

Vf(y(to)) -+ (to) = 0. (1)
Por outro lado, para todo ¢ € I temos g(v(t)) = 0 e h(y(t)) = 0 consequentemente
Vg(y(to)) - 7' (to) = 0 e VA(y(to)) - ¥/ (to) = 0. 2)
De 1 e 2 e das hipdteses do teorema, segue que existem A; € A, tais que
V f (20, Y0, 20) = MV g(20, Yo, 20) + A2V h(2o, Yo, 20)
0

Exemplo 47. Vamos encontrar os pontos mais afastados da origem cujas coordenadas estdo

sujeitos as restricdes 22 + 4y?> + 22 =dex+y+ 2 = 1.

Trata-se do problema de maximizar a fungdo f(z,y,z) = 2? + y* + 2% que é 0
quadrado da distAncia de um ponto qualquer de R? até o origem com as restri¢des g(x,y, z) =
r4+y+z—1leh(x,y, 2)=a>+ 49>+ 22 — 4.
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Calculando Vg(z,y, z) A Vh(x,y, z) segue que

— — —

1 gk
1 1 1|=(22—-8y,20—22,8y—2x) #0.
2¢ 8y 2z

O vetor acima é ndo nulo em B, sendo este Gltimo o conjunto dos (z, y, z) € R? tais
que 22 +4y*> + 22 = 4ex +y + z = 1. Os candidatos a maximo de f sdo os pontos que tornam

compativel o sistema

Vf(x,y,2) = AVg(x,y,2) + uVh(z,y, 2)

g9(x,y,2) =0
h(z,y,z) =0
que resultam no sistema

(21'(1 —p)=A
2y(1—8u) = A
2z2(1—p) =X
r+y+z=1
\x2—|—4y2—|—z2 =1

A primeira e a terceira equagdo do sistema nos dizem que 2z(1 — p) = 2z(1 — p).

Se p # 1, entdo x = z. Substituino nas duas tltimas

20 4+y=1
202 + 4y? =4

que ¢ equivalente a
y=1-2zx
22 +2y% =2

que nos levam a uma equagao quadratica em x cujas raizes sdoxr = e x = g. Dai os candidatos
5 8 _ 78
sao M = (0,1,0) e N = ( o).

9°7 979
Sepu = lentio A = 0 ey = 0. Analogamente acima, encontramos M’ =

(1+2ﬁ7 0, I_T‘ﬁ) e N' = (1_2‘ﬁ, 0, 1+2‘ﬁ) como candidatos.

Logo, f(M) = 1, f(N) = XL f(M') = f(N’) = 4. Sendo B compacto, basta

81
verificar apenas nestes pontos. E assim, M’ e N’ sdo os mais afastados da origem e M ¢é o mais

proximo.
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Integrais

Integrais Indefinidas

Considere o retingulo R = {(z,y) € R*a < z < bec <y < d}coma < bec <
d. Doravante, R indicara esse conjunto. Sejam P, : a = 29 < 21 < ... < x, = be
Py:c=y <y <...< yn = dparti¢des de [a,b] e [c,d] respectivamente. O conjunto
P = {(z;,y;);1 € {0,...n}ej € {0,...,m} chama-se parti¢do do retangulo R. Observe
que uma partigdo P de R determina mn retangulos. Seja (Z;,y;) € R um ponto escolhido

aleatériamente. Facamos
Zf(fi,y’j) - area de R;;

onde f(7;,y;) = 0se (Z;,y;) ¢ Dy. Se existir e for finito o nimero

|P|—0

lim Zf(x’i,y’j) - area de IR,
.3

diremos que f ¢é integravel em D.

Denotaremos a integral de f em D por

/ /D flagyou [ /D £ (2, y)dzdy

Se / / f(z,y)dzdy existe, diremos que f ¢ integravel segundo Riemann, ou sim-

B
plesmente integravel, em B. Definimos a area de B como
areade B = / / dxdy
B

Se f(x,y) ¢ integravel em B, com f(x,y) > 0 em B e o conjunto A = {(z,y,2) €
R3 (z,y) € Be 0 < 2 < f(x,y)} definimos o volume de A por

desde que a integral exista.

volume de A = // f(z,y)dxdy
B

Exemplo 48. Vamos mostrar que f(z,y) = k é integravel em R. Além disso vamos calcular o

valor dessa integral.

Para toda particao P de R

n m

Z Z f(&i, 95) Aw; Ay; = Z Z kAx;Ay; =

i=1 j=1 i=1 j=1
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= kZZA:piij =k(b—a)(d—c)

i=1 j=1

//R kdzdy = k(b — a)(d — c)

logo

Teorema de Fubini para Retangulos

Seja f(x,y) definida e integravel em R. Se fixarmos yy € [c¢,d] e definirmos uma fungéo
r — f(x,y0) uma fun¢do de uma variavel. Se para cada y € [c,d|, for integravel em [a, b]

podemos considerar a fungdo dada por
b
o) = [ gy € fe.d)
aly) = fab f(z,y)dz é a drea da regido pertencente ao plano perpendicular ao plano
xy e que contém a reta y fixada e que esta entre z = 0 e z = f(z,y)eentrex = aex = b.

Se f(z,y) for integravel em R e se para todo y € [c, d], fab f(z,y)dz existir, entdo

a(y) sera integravel em [c, d] e

J[ 1tepdzay = | d ( / bf(x,y)dx) dy
//Rf(x,y)dmdyz/cda(y)dy

b
Teorema 19 (Fubini). Seja f(x,y) integfavel em R e suponha que / f(z,y)dx exista para

ou

d
todo y e que / f(z,y)dy exista para todo x € |a,b]. Entdo

/ /R f (@, y)dady — / d ( / bf(m)dx) dy = / b ( / df(:c,y)dy) dx

Exemplo 49. Vamos calcular [, zy*dxdy onde D = [0, 1] x [1,2].

2 1 2,2 92

// xy2dxdy:/ / my2da:dy:/ Y

D 1 Jo 1 2
2,2

2
1

1
dy =
0

3
y y
:—d:—

L 2T 6

1 7
6 6

| oo
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Como estamos em um retdngulo, podemos trocar a ordem de integracao

1 p2 1 a:y3 2
// a:yzd:cdy—/ / a:y2dydx—/ —| dy =
D 0 1 0 3 1
/ ___d / 79[;2 ! T
g 6

Teorema 20 (Fubini Geral). Seja f : D C R? — R, onde D = [a,b] x [g(y), h(y)] com g, h

fungoes reais. Se [ for continua em D, temos

J[ raizas = | b [ g:)y) f(x,y>dy] ai

e a ordem de integra¢do pode ser trocada

/Df(x,y)dmdy = /Cd [/g:j) f(x,y)dfﬂ] dy

Exemplo 50. Vamos calcular / / x — ydxdy onde B é o semi circulo 22 +y? < 1;2 > 0
B

Para cada z € [0, 1], temos

d(z) V1—z2 2 |V 1—12
B B B y
5(%)—/ x—ydy—/ :v—ydy—wy—3
c(z) —V/1—x2 —/1—z2

entao

1
//x—ydxdy:/ 2V 1 — x2dx
D 0

fazendo a mudanca de variavel

u=1-2%du= —2xdx
r=0—-u=1

r=1—-u=0

logo

1 1

2

/2x\/1—x2dx:/ \/ﬂdu:§
0 0

2
Portanto / / x —ydxdy = —.
B 3

Invertendo a ordem de integracdo, temos que y € [—1, 1] e
b 1-y2 72 1-y?
a(y) = / (y)x — ydo = / = (5 - xy)
0 0

0
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11—y
— — /1 — 2
9 ) Y
dai
1 1 1—y2
//x—ydmdy:/ a(y)dy:/ / x —ydx| dy
B -1 -1 |Jo
1
Observe que / yv/ 1 — y2dy = 0, pois o integrando ¢ uma fungdo impar. Como
-1
1 — 2

¢ uma fungdo par, segue que

11_y2 1 2

dy:/ 1 —yidy ==

/—1 2 0 3
2
Logo //x—ydmdy:—.
B 3
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Aplicacao

Apresentaremos nesse capitulo, uma aplicagdo do método de Lagrange na analise
econOmica de reservatorios e vasos de pressao, teoria apresentada no capitulo 6. Além dessa
aplicacdo direta apresentada, a Ferramenta possibilita outras tantas investigagdes com o objetivo
de obter méximos e minimos de fun¢do de uma ou mais condi¢des desejadas.

A industria sempre busca melhorar a eficiéncia dos seus equipamentos, levando em
conta a viabilidade economica. Por outro lado, a busca incessante de projetos de baixo custo
ndo deve afetar o desemprenho e demais itens de seguranca. Com isso, esta analise exige uma

visao global dos estudos técnico e econdmico procurando a otimizagao do conjunto.

Exemplo 51. Reservatorio cilindrico Vertical com tampo inferior(fundo) e tampo superior (

teto) do tipo conico com angulos distintos conforme norma API

)aZ h2

/4 ht
al
h
D2=r

Reservatorio atmosférico construido conforme norma APL

Figura 9: Reservatorio atmosférico construido conforme norma API

‘|

b

| Volume do Cone
'/ z.D* }:771.D2 (DJ {taua
3= . .
Area do Cone

" Ve =
4
| | A
-y
L—»' z.D.b 77z.D[ D ]

p2=r | ¢ 2 2

2.cos a

i
Nomenclatura identificadora das dimensdes dos tampos do reservatorio segundo APL

Figura 10: Nomeclatura identificadora das dimensdes dos tampos do reservatorio segundo API

1° Passo: Determinar a Fungdo que se deseja minimizagao.
Nesse caso, deseja-se a minima area do tanque para que contenha um determinado

volume.
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Funcdo: Area Lateral = Area do Costado + Area dos Tampos ( inferior e superior).

. D? 1 1
Area Total S = 7DH + ~ + :
4 \cos(ag) cos(as)

2° Passo: Determinar a condi¢ao para a fungdo S seja atendida.
O que se deseja € que o tanque possua um determinado volume qutil.
Volume util = Volume da parte cilindrica + Volume do Fundo

Neste caso, a ideia ¢ que o tanque possua um determinado Volume Ttil igual ao

Volume do fundo mais o Volume do Costado, portando teremos:

D? D
Condi¢do: Volume util — V = W4 (H + % tan(a1)> .

3° Passo: Determinar as dimensdes do tanque no espago se referenciando aos eixos

ortogonais z, y € z. Determinacao das dimensdes basicas em Coordenadas Retangulares.

TH:Z
v
s

Figura 11: Coordenadas retangulares

_

D=xouD=y

Concluimosque D =xou D =ye H = z.
4° Passo: Determinar a Funcdo ¢ a condig¢ao fornecidas no 1° Passo e no 2° Passo

respeitando as dimensdes do tanque se referenciando aos eixos ortogonais z,y € z.

T

i (o * o)

Fun¢io — Area Total — S = 7xz +

- o x> x
Condi¢do — Volume til — V = e (H + G tan(cn)) :
5° Passo: Determinar uma expressao que sera chamada nesse caso de F', fazendo
a soma da Fungio(Area Lateral) com a condigdo (Volume util) esta ultima multiplicada pelo

multiplicador de Lagrange A, deixando o Volume V' como variavel da expressao.

F' = (fungdo area lateral) + (condi¢ao volume util)\.

i’ 1 1 i’ x
Fla,y,2)) = ™ (H+=t ~ VA
(2,9, 2A) = mez + 4 (cos(al) * cos(aQ)) * [ 4 ( 5 an(al)) 1
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Distribuindo

mr? 1 mr? 1 mriz\  wadtan(og)A

- VA
4 cos(oq)jL 4 cos(ozg)+ 4 24

F(z,y,2z)\) = maxz +

6° Passo: Derive a expressao F' em relagdo a x,y, 2z e A, igualando a es expressoes

a Zero como seguc.

oF N 2T N 2T N Tr22\ N m3z?% tan(a )\ 0 3)
— =7z =0.
Ox 4cos(ay)  4cos(as) 4 24
OF
o 4
y 4
F 2P
%—Z:erII = 0. (5)
OF  mx?z\  mrdtan(ag)\
— = - VA 6
o\ 4 * 24 ©)

7° Passo: Resolver o sistema do sexto passo, com quatro incognitas, determinando
x,1y, z e A. Isolando x em 5 temos
2
TmA —4
=—Tr&=r=—. 7
1 3 (7)

Aplicando 6 em 3 e isolando 2z concluimos que

—2 1 1 3
TN (cos(al) * cos(ag) §tan(a1)) ' ®

Aplicando 7 e 8 em 6 e isolando a incognita A\ temos

—8m 1 1 3 8 7tan(ay )
— =t ————=(-V)=0.
A3 (cos(al) * cos(ag) 2 an(al)) 30N (=V)
Isolando V' temos
—8m 1 1 7
V = — —t . 9
A3 (cos(oq) * cos(a2)> 6 an(cu) ©)

Ao resolver a equagdo 9 para uma determinada situacdo especifica, informado o
volume util V' desejado e os angulos de inclinagdo do Fundo «; e do Teto oy, encontraremos o
valor especifico A, e com isso teremos conhecidos os valores de:
Didmetro: D =z = 5.
. L, =2 1 I _ 3
Altura: H = z = <Cos(a1) + ey 3 tan(a1)> :

Podemos determinar também a relacao ideal entre H e D da seguinte forma:
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Substituindo 7 em 8, teremos

-2 1 1 3tan(ay)
2= —F + _ _
=% \cos(a1) = cos(as) 272

z_H ( 1 1 _3tan(a1)).

- D 2cos(a) * 2 cos(az) 2

5=

De onde seguem expressoes para V, H e D:

V= S ! + ! — ztan( )
A3 \cos(a;)  cos(aw) G

—2 1 1 3
H= by <cos(a1) * cos(ag) étan(oq)) '



51

Conclusao

Esperamos que com esse trabalho o leitor possa desenvolver um instrumental tedrico
acerca das fungdes de varias varidveis, bem como entender a importincia desse tema no que diz
respeito as aplicagdes na engenharia e na ciéncia de um modo geral. No capitulo 8, apresentamos
uma aplicagdo da teoria de maximos e minimos (Multiplicadores de Lagrange), minimizamos a
area de um tanque, sujeito a um determinado volume.

Durante a realizagdo desse trabalho, nos debrucamos sobre algumas aplica¢des da
teoria de maximos € minimos, que ¢ muito rica em aplicacdes. Convém destacar, o problema
sobre maximizar area de um quadrildtero: Dado quatro segmentos de reta fixos a formar um
quadrilatero, qual os angulos entre os segmentos do quadrilatero que maximizam area dessa

figura. Fica uma possibilidade de estudar esse problema em trabalhos futuros.
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