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RESUMO

PASSOS, L. N. T. Solucdes analiticas e numéricas de equacoes polinomiais. 2018. 82 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2018.

As equagdes polinomiais sdo estudadas desde a antiguidade e atualmente sdo utilizadas, por
exemplo, para modelar problemas do cotidiano nas mais variadas dreas do conhecimento. As
técnicas de solucdo de equagdes polinomiais nem sempre sao triviais, principalmente quando
envolvem equagdes de alta ordem e raizes complexas. O ensino desse tema no Ensino Bésico é
limitado a equacdes de segundo ou terceiro grau e coeficientes inteiros, o que restringe a apli-
cagdo em problemas mais realistas. Assim, o objetivo deste trabalho € trazer uma contribuicao
aos estudantes, aos professores do Ensino Basico e aos demais interessados, apresentando um
material que aborde técnicas de resolucdo para equagdo polinomial de diversas naturezas. Inicia-
mos por uma revisdo dos nimeros complexos e dos polindmios, suas operacdes e propriedades.
Embasamos o trabalho com teoremas e permeamos de exemplos com um crescente grau de
dificuldade. Dividimos as técnicas de resolu¢c@o em analiticas e numéricas. Entre as primeiras,
tratamos das relagdes de Girard, das férmulas resolventes e de alguns casos particulares de
equagoes. Entre as técnicas numéricas, estudamos o método de Newton, o método das secantes e

o método de Newton-Bairstow, este Gltimo para encontrar raizes complexas.

Palavras-chave: Equagdes polinomiais, Equagdes algébricas, Formulas resolventes, Solu¢des

numéricas, Newton Bairstow.






ABSTRACT

PASSOS, L. N. T. Analytical and numerical solutions of polynomial equations. 2018. 82 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2018.

Polynomial equations have been studied since antiquity and are currently used, for example, to
model everyday problems in the most varied areas of knowledge. The solution techniques of
polynomial equations are not always trivial, especially when they involve high order equations
and complex roots. The teaching of this subject in Basic Education is limited to second or
third degree equations and integer coefficients, which restricts the application to more realistic
problems. Thus, the objective of this work is to bring a contribution to students, teachers of Basic
Education and other interested parties, presenting a material that treats of resolution techniques
for polynomial equation of different natures. We begin with a review of complex numbers and
polynomials, their operations and properties. We support the work with theorems and permeate
examples with an increasing degree of difficulty. We divide the techniques of resolution into
analytical and numerical. Among the first, we deal with Girard’s relations, the resolvent formulas,
and some particular cases of equations. Among numerical techniques, we studied the Newton

method, the secant method, and the Newton-Bairstow method, the last one to find complex roots.

Keywords: polynomial equations, algebraic equations, solving formulas, numerical solutions,

newton bairstow.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A necessidade de estudar equacgdes polinomiais existe desde tempos remotos. Sabe-
se que a civilizacdo babilonica, cuja existéncia data do século XVI a.C. até VI d.C., j4 tinha
o conhecimento de técnicas de resolucdo de algumas equacdes do primeiro e segundo grau
que apareciam em problemas do cotidiano. Porém, o avango tedrico das equacdes polinomiais
teve inicio com o Renascimento na Europa. Nos primérdios do século XVI Francois Viete
(1540-1603) introduziu simbolos na matemadtica, utilizando letras para representar quantidades
desconhecidas facilitando assim as manipulacdes (OLIVEIRA K. I. M.;FERNANDEZ, 2010).

Na mesma época, o desafio de solucionar uma equacdo do terceiro grau mexia com
as mentes dos matemadticos, destacando-se entre eles Nicola Fontana, o Tartaglia (gago, em
italiano)(1500-1557) e Girolamo Cardano (1501-1576). Durante um duelo, onde utilizavam
seus conhecimentos em competi¢des publicas desafiando-se uns aos outros na resolucao de
problemas, Tartaglia vence o matematico, Antonio Maria Fiore, ao resolver varios problemas
que envolvia equagdes do terceiro grau, Cardano nota que Tartaglia tinha conhecimento da regra
que solucionava tais equagdes. Posteriormente, Cardano entra em contato com Tartaglia com
o intuito de obter tais conhecimentos sobre a regra utilizada, jurando ndo divulga-la. Cardano
recebe a regra de Tartaglia em forma de versos e sem nenhuma demonstragdo. Em conjunto com
seu discipulo Ludovico Ferrari (1522-1565), Cardano desenvolve a demonstracao da regra de

Tartaglia para solugdo de equacio do tipo x> + px = ¢ (BOYER, 1974).

Quebrando o juramento feito a Tartaglia, Cardano publica o livro Ars Magna que continha,
entre outras coisas, a solu¢ao da equacao do terceiro grau, o que provocaria o descontentamento
de Tartaglia. Na mesma obra € apresentada a solu¢do de equagdo do quarto grau descoberta por
Ferrari. A importancia da publicacio da obra Ars Magna estd no impulso dado a pesquisa em
algebra. Uma das consequéncias, foi o surgimento do conjunto dos nimeros complexos, que
teve seu inicio através dos estudos do matematico Rafael Bombelli (1526-1573), motivado pelo

trabalho de Cardano e pela dedicacdo em compreender as solucdes das equagdes do terceiro grau
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(BOYER, 1974), (HEFEZ A.;VILLELA, 2012).

Passado esse cendrio das raizes das equacdes do terceiro e quarto grau, houve muita
dedicacdo em busca de solu¢des de equacdes com grau maior ou igual a cinco. Muitos mate-
maticos talentosos, entre eles Euler e Lagrange, buscaram por solu¢des gerais de raizes das
equacdes quinticas por formula (EVES, 2004). Somente em 1799 Paolo Ruffini apresentou
uma demonstracao , corrigida por Niels Henrik Abel (1802—1829) em 1824, sobre a impossi-
bilidade de ter uma férmula geral para resolver equacao de grau superior a quatro por meio
de transformacdes algébricas dos radicais. Este resultado ficou conhecido como insolubilidade
da quintica (ZOLADEK, 2000). Para finalizar, Evariste Galois (1811-1832) provou que era
impossivel encontrar uma férmula geral para as raizes de uma equagdo de n-ésimo grau em

termos de operagdes algébricas sobre os coeficientes, se n for qualquer inteiro maior que quatro.

Por outro lado, os matematicos também buscaram por solu¢des aproximadas de equagdes
polinomiais. Novamente, as pesquisas foram iniciadas pelos babilonicos que desenvolveram,
por volta de 1500 a.C.,um algoritmo capaz de aproximar raizes quadradas de qualquer niimero
positivo com um grande grau de precisdo e com isso tornaram possivel a solu¢do de equagdes

polinomiais de grau dois.

Outro relato da histéria trata de um desafio promovido pelo Imperador Frederico II, da
Italia, em 1225, para testar as habilidades de Leonardo de Pisa (1175-1250) (também conhecido
como Fibonacci, filho de Bonacci). Leonardo teria que encontrar um valor de x que satisfizesse a
equagio x> + 3x? + 10x — 20 = 0. Por meio de um método numérico, deu uma solugio aproximada,
correta até a nona casa decimal: 1,3688081075 (GARBI, 2009).

Outro matematico famoso que contribuiu para o estudo das equacdes algébricas foi Isaac
Newton (1642 -1716). Em 1664 Newton conhece o trabalho de Viete e em 1669 o aperfeicoa,
linearizando os sucessivos polindmios. Sendo assim, Newton desenvolve trabalhos em trés
grupos: métodos algébricos aproximados para o encontro de raizes reais de equagdes nao
lineares, um método aproximado nao algébrico (utilizando elementos de Calculo Diferencial e
amplamente conhecido como Método de Newton) e um conjunto de critérios numéricos para
a pesquisa de raizes, como determinacdo de nimeros chamados cotas inferiores e superiores,

abaixo e acima dos quais, respectivamente, ndo existem raizes reais de uma dada equacao.

Por fim, a invenc@o do computador também influenciou a resolucao de equacdes polino-
miais, uma vez que calculos maiores e mais complexos poderiam ser resolvidos. O método de
Newton pode ser facilmente transformado em um algoritmo computacional e atualmente ¢ uma
das técnicas mais populares de determinar raizes de equacdes nao lineares. Hoje em dia existem
diversos softwares matematicos, entre eles o gratuito wxMaxima, que calcula raizes de equacdes

polinomiais reais ou complexas, exatas ou aproximadas, com apenas uma linha de comando.

Atualmente os polindmios sao muito utilizados para modelar problemas reais de pratica-

mente todas as areas do conhecimento. Por exemplo, na Fisica, descrevem a trajetdria de um
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projétil e servem para expressar conceitos como energia e inércia; no Mercado de a¢des, uma
modelagem por meio de polindmios ajuda a prever como os precos podem variar ao longo do
tempo, ou como o aumento e queda dos precos de determinado bem ird afetar sua venda; na
area da Saudde, descreve o indice de massa corpdrea usado para avaliar se o paciente estd em
seu peso ideal; na Geografia, estima a populacdo futura de um local; na Industria, a modelagem
por polindmios auxilia na otimizacdo de embalagens. Os polindmios, através de suas curvas,
também auxiliam no projeto dos trilhos de montanhas-russas e no nosso dia-a-dia estio presentes
em situagdes simples, como em postos de combustivel, em que a bomba estd programada para
calcular o valor a ser pago por determinada quantidade de combustivel, 0 mesmo acontecendo
nas contas de energia, em que o valor a ser pago € calculado através de um polindmio onde sua

varidvel € a quantidade de quilowatt consumida em um determinado periodo.

Apesar de ser um tema bastante antigo, ainda encontramos uma grande quantidade
de estudos recentes nesta drea. Em especial, dissertagdes do Profmat que tem como objetivo
melhorar o ensino oferecido aos alunos do Ensino Basico. Por exemplo, Nascimento (2015)
estudou como a articulagio entre tratamentos analiticos, geométricos € numéricos podem auxiliar
o estudo de raizes algébricas no ensino médio. Santos (2013) apresenta uma narrativa histérica
da resolucdo das equagdes polinomiais do terceiro e quarto graus e explica em linguagem
simples os métodos clédssicos resolutivos dessas equagdes. Curti (2015) estudou resolucdes de
equacdes polinomiais cibicas e qudrticas com €nfase na conceituagdo com abordagem histérica

e manipulacao simples.

A razdo dos polindmios serem bastante utilizados e estudados estd na facilidade de
manipulacdo. As operacdes elementares de soma, subtracdo e multiplicacao de polindmios sao
bastante intuitivas. A divisdo precisa de alguma técnica mas € relativamente simples. Ja encontrar
as raizes de equacdes polinomiais nem sempre € uma tarefa simples. As dificuldades surgem
dependendo do grau do polindmio e da natureza dos coeficientes e das raizes. Na Educacao
Bésica, normalmente se ensina como encontrar raizes reais de polindmios de até grau 3. Poucos
cursos de Exatas contém esse topico em sua estrutura curricular. Na disciplina de Célculo
Numérico sao apresentados métodos numéricos para encontrar raizes de equagdes nao lineares,
0 que inclui as equacdes polinomiais. Dificilmente € ensinado, em qualquer nivel escolar, as
formulas resolventes de ordem maior que dois, nem técnicas para encontrar as raizes complexas.
Segundo Curti (2015) a impressdo que temos é que existe uma lacuna entre o estudo de equacdes
polinomiais e os nlimeros complexos. O mesmo autor, apds analisar como os livros didaticos
abordam as resolucdes de equagdes, observa que esses materiais ndo dao suporte aos docentes.
Assim, os professores que desejam abordar o assunto de forma mais aprofundada com seus

alunos, devem buscar suporte em outras fontes bibliogréficas.

Levando em considerag@o a importancia do tema observamos que caberia mais estudo
sobre o assunto. Assim surgiu o objetivo deste trabalho: preparar um material que explora

técnicas analiticas e numéricas para encontrar raizes reais e complexas, embasado em teoremas
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e permeado de exemplos com um crescente grau de dificuldade. Esperamos contribuir com

professores e alunos que queiram aprimorar seus conhecimentos.

Especificamente, o texto estd dividido da seguinte maneira. O Capitulo 2 faz uma
revisdo do conjunto dos nimeros complexos, suas operacdes bdsicas, forma polar, representagdao
geométrica e propriedades, também revisa os polindmios e suas operagdes basicas. O Capitulo 3
trata das equagdes polinomiais (ou algébricas), dos teoremas que sdo embasamento tedrico para
as técnicas de resolucdo analitica apresentadas durante o capitulo, entre elas estdo as Relagdes
de Girard, Formulas Resolventes do segundo, terceiro e quarto graus e técnicas para algumas
equacoes particulares. O Capitulo 4 apresenta alguns métodos numéricos, como o Método de
Newton e 0 Método das Secantes para encontrar as raizes reais e o Método de Newton-Bairstow
para o célculo de raizes complexas. Esses métodos sdo iterativos, ou seja, fornece uma sequéncia
de aproximagdes que sob algumas condi¢des, converge para a solu¢do. Afim de agilizar os
calculos e melhorar as aproximagdes apresentamos o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner. Por fim,

no Capitulo 5 sdo feitas consideracdes finais e propostas para trabalhos futuros.
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CAPITULO

NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

Neste capitulo tratamos de descrever o conjunto dos nimeros complexos englobando as
operacoes bdsicas, a forma polar e a representacdo geométrica. Damos €nfase a potenciagdo e a
extracdo de raizes de nimeros complexos, ja com foco na resolugcdo de equagdes polinomiais.
Também introduzimos os polindmios e suas operagdes basicas. Em particular, € dada especial

atencdo a divisdo, intensamente utilizada nos préximos capitulos.

2.1 Conceitos basicos de nimeros complexos

Vamos introduzir os nimeros complexos conforme (IEZZI, 1993), utilizando a estrutura

do conjunto R?. Considere o produto cartesiano R x R = R? dado por
R? = {(x,y) | x € Rey € R},

isto &, R? é o conjunto dos pares ordenados (x,y) em que x e y sio niimeros reais.
Dados (a,b) e (c,d) € R?, podemos definir trés operacdes em R?:
e Igualdade: (a,b) = (¢,d) < a=ceb=d
e Adigdo: (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+4d)

e Multiplicacdo (a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

O conjunto dos niimeros complexos é formado pelos pares ordenados (x,y) com x € R
e y € R em que valem as equacdes de igualdade, adi¢do e multiplicacio como no R?. E usual

representar esse conjunto por C e seus elementos (x, y) por z. Portanto

z€C&z=(x,y) sendo x,y€eR.

Veja Apéndice A para entender a imersao de R em C.



24 Capitulo 2. Nimeros Complexos e Polinomios

2.1.1 Operacoes algébricas

Definido C dessa forma, ¢ imediato que as operacdes de adi¢do e multiplicacio neste
conjunto satisfazem as propriedades bésicas. Tomando trés elementos quaisquer de C, z; = (a,b),
22 = (c,d) e z3 = (e, f) em que a,b,c,d,e, f € R, valem as quatro propriedades da adigdo
indicadas por (A), as quatro propriedades da multiplicacdo indicadas por (M) e a distributiva (D)
a seguir.

(Al) Associativa: z; + (z2+23) = (21 +22) + 235
(A2) Comutativa: z; +2z2 = 22 + 21;

(A3) Existéncia do elemento neutro: Je, € C |z+ ¢, = z; Vz € C; de fato, e, = (0,0);

(A4) Existéncia do elemento simétrico: Vz = (a,b) € C 37 € C |z+4 7 = ¢4, 7' é usualmente

indicado por —z e possui a seguinte forma —z = (—a, —b);
(M1) Associativa: (z122)z3 = z1(2223);
(M2) Comutativa: z1z2 = 2221;
(M3) Existéncia do elemento neutro: Je,, € C|ze,, = z,Vz € C; de fato, e,, = (1,0);

(M4) Existéncia do elemento inverso: Vz = (a,b) € C—{(0,0)}, 3" € C|zZ" = ey, 7’ € usual-

a —b
mente denotado por z~! e possui a seguinte forma 77! = :
P g s a>+b?’ a*+b?

(D) Distributiva z;(z2 +23) = z122 + 2123-

A subtracido € definida usando as propriedades da adi¢do. Tomando z; 4z = z, somamos
o oposto de z;, —z1,em ambos os lados, —z; + (z1 +z) = —z1 + 22, de onde vem que (—z; +21) +
z=2+(—z1)ees+z=12+(—21). Logo, z =z + (—z;). Tal z é chamado diferenca entre z; e
z1 e é indicado por z; — z;. Para z; = (a,b) e 20 = (c,d),

2—721=(c—a,d—D>). 2.1)

A divisdo é definida usando as propriedades da multiplicacdo. Sejam zy,z; € C, z5 #
(0,0), existe um tnico z € C tal que zpz = z; pois multiplicando ambos os lados pelo elemento
inverso de 22, 2, ', 25 (222) = 2, 21 = (5, ')z =212, = emz =212, = z=1212, . Bsse
niimero z é chamado quociente entre z; e z; indicado por i—; Para z; = (a,b) e 2o = (c,d) # (0,0),

(2.2)

21 <ac+bd bc—ad)
2 '

“\2ra22ran
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2.1.2 Unidade imaginaria

Chamamos de unidade imagindria o niimero 7 associado a (0, 1), isto é, i = (0, 1). Segue
que > =i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1, ou seja,

i?=—1. (2.3)

De onde vem que

para todo n € N.

A forma usual dos nimeros complexos usa a unidade imaginaria. Dado um nimero

complexo qualquer z = (x,y),

z=(x,y) = z=(x,0)+(0,y) = z= (x,0) + (,0) - (0, 1).

Portanto,

z=x+y-IL

Todo nimero complexo pode ser escrito dessa forma, chamada forma algébrica, onde
x € a parte real e y a parte imaginaria. Um nimero complexo é chamado real quando sua parte
imagindria se anula, ou seja, y = 0 em que z = x+ 0i = x. E é chamado imagindrio puro quando
sua parte real € nula, ou seja, x = 0 em que z = 0+ yi = yi. Com a forma algébrica chegamos a

defini¢@o usual do conjunto C, ou seja,

C={x+yi/xeR,yeR, ei*=~1}.

A representacdo dos nimeros complexos na forma algébrica facilita as operagdes, por-

tanto iremos adotar essa forma durante todo o trabalho.
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2.1.3 O plano complexo

Os elementos do conjunto C sdo representados geometricamente em um plano cartesiano
xQy, como pontos do R?. O eixo horizontal representa os niimeros reais e o vertical, os complexos

puros. Veja Figura 1.

Im

X Re

Figura 1 — Plano Complexo.

2.1.4 Complexo conjugado e mdédulo

A cada niimero complexo z = x + yi estd associado um outro nimero complexo, chamado
conjugado e representado por
Z=x—Yyi. 2.4)

As propriedades mais importantes que relacionam os niimeros complexos e seus conju-
gados sdo as seguintes. Sejam z e w ndmeros complexos entao,

Dz+w=z+w

Z

. Z Z
iv)w#0, <—> ==
w W
v)Sezéreal,z=2

vi)Z=72

vii) Se n é um inteiro positivo, (z)" = (z")

As demonstracdes destas propriedades s@o encontradas, por exemplo, em (IEZZI, 1993).

O moédulo, ou valor absoluto, de um nimero complexo z € dado por

2| = V242 2.5

e representa a distancia entre os pontos O = (0,0) e P = (x,y) no plano complexo. A Figura 2
ilustra a interpretacdo geométrica do médulo e também o conjugado de um nimero complexo,

como sendo o ponto simétrico em relacdo ao eixo real.
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Im
] PE— Z=x+vVyi
g
| X Re
lz[ 1 _
B . » 7=X-yi

Figura 2 — Mdédulo e conjugado de um nimero complexo.

Com o conceito de nimero imagindrio, as operacdes de soma e multiplicacao de dois

nimeros complexos quaisquer z = a+ bi e w = ¢ +di ficam:

z+w=(a+c)+ (b+d)i (2.6)

zw = (ac — bd) + (ad + bc)i (2.7)

Também podemos explicitar o inverso multiplicativo de z = a + bi como
Z a—bi a b

-1 - _ o ;
Z 2+ 21 a2+t

Z =

Com isso, a divisdao de dois nimeros z = a+ bi e w = ¢+ di fica

z 1w (a+Dbi)(c—di) ac+bd bc—adl,
— = 7w = = = .
w © lw|? c2+d? 2+d>  2+d?

Exemplo 2.1: Sejam os nimeros complexos z = 6+ 2i e w = 4 + 3, calcule |z|, |w|, z+w, z—w,

zw, 1/z,z/w.

(i) |z| = V62 +22 =40 =210

(i) |w|=vV42+32=25=5

(ili) z+w = (642i)+ (4+3i) = (6+4) + (2+3)i = 10+5i
(iv) z—w=(642i)—(44+3i))=(6—-4)+(2-3)i=2—1i

(V) zw=(6+2i).(4+3i) = (24—6) + (184 8)i = 18+ 26i

. 1 (6-2i) 6-2 3 1.
— = . o = — — —1
2 (6120 (6-2i) 40 20 20
2i) (4—3i —1 2

(vii) z_ (6+ l)( 31) _ 30 Olzg—_i
w o (@+3) (4-3) 25 5 5
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2.1.5 Forma polar
Usando coordenadas polares x = rcos 6, y = rsen 0, a forma polarde z =x+iy € C, é
z=r(cos O +isenB), (2.8)
onder=|zletg 6 =

Y
Pt

Qualquer nimero complexo z = x + yi estd associado a um raio e um angulo, conforme

mostra a Figura 3.

Im

r senb

r cosf Re

Figura 3 — Argumentos r ¢ 6 da forma polar de um nimero complexo.

Exemplo 2.2 (baseado em (HEFEZ A.;VILLELA, 2012)): Escreva na forma polar os niimeros
=2z2=-1,z3=2ieza=—1—/3i

Representando os nimeros no plano, Figura 4, observamos que

¥
23 = Zi“
z; =-1 z, =2 X
.I
z, =-1-/3i

Figura 4 — Pontos no plano complexo referentes ao Exemplo 2.2.

(i) z; estd situado sobre o eixo horizontal, seu raio € r; = 2 e seu angulo é 6; = 0. Logo,
71 = 2(cos 0+isen0);

(ii) zp também estd situado sobre o eixo horizontal com rp, = 1 e 6, = w. Logo, zp = 1(cos T+

isenT);

(111) z3 € um imagindario puro e, portanto, esté situado sobre o eixo vertical. Seuraioér; =2 e

seu angulo é 63 = m/2. Logo, z3 = 2(cos /2 +isen /2);
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(iv) z4 estd situado no 3° quadrante, seu raio é ry = \/(—1)2 +(=v/3)2 = V4 = 2. Ja para
calcular o angulo, observamos que senf; = —/3 /2 e cosBy = —1/2 (divididos pelo raio),

portanto, 64 = 47”. Logo, z4 =2(cos 4m /3 +isen4m/3).

A forma polar simplifica a multiplicacdo e a divisdo de niimeros complexos, pois tomando

z1 =ri(cos O +isen 0;) e zp = ry(cos 6, +isen 6,),

2122 = rira[(cos O +isen 6;)(cos 6, +isen 6,)]
= ryra[cos 61 cos 6, +i cos 0; sen B, +i sen O cos 6, —sen 6 sen 6,]
= ryrp[cos 61 cos 6, —sen B sen B, +i (cos B) sen 6, + sen 6 cos 6,)] ’
= riryfcos (61 + 62)+isen (6) + 6,)]

ou seja, multiplica os raios e soma os angulos.

De forma anéloga, verificamos que a divisao fica

a_ r—l[cos (6, —6,)+isen (6, —6,)],
22 rn

ou seja, divide os raios e subtrai os angulos.

2.1.6 Poténcias e raizes

Da multiplicagdo, observamos que para z = rcos 8 +isen 6, z2 = r*[cos(20) +isen(26)],
72 = r’[cos (36) +i sen (36)] e, por indugio, obtemos o resultado conhecido como Teorema de

DeMoivre: para z = rcos 0 +i sen 0 e n inteiro, vale

7" = r"[cos (nB) +i sen (n)]. (2.9)

Em palavras, para obter a n-ésima poténcia de um niimero complexo, elevamos a n-ésima

poténcia o raio e multiplicamos o angulo por n.

Exemplo 2.3: Calcule (—1 —+/3i)S.

Do Exemplo 2.2 (iv), a forma polar de z = —1 — /3 é z = 2(cos 47/3 4 i sen 47 /3).
Pela férmula (2.9), 2° = 26 [cos (6%F) +isen (6*F)]. Reduzindo o angulo & primeira volta do
circulo unitdrio, z8 = 64 [cos (0) 4 isen (0)]. Logo, 2% = 64.

Da defini¢do de func@o complexa e exponencial complexa (para mais detalhes, veja
(CHURCHILL, 1975), destacamos a propriedade

A2 =2 7 e C (2.10)

e a formula de Euler
¢'? =cos O +isen 6. (2.11)
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Substituindo (2.11) em (2.8), a forma polar de um nimero complexo também pode ser

escrita como
z=re'? (2.12)

que combinada com (2.10) fica
e = %’ = ¢*[cos y +isen y]. (2.13)

Exemplo 2.4: Calcule e~ 131,

x; 1
Temos que e 72/ = ¢~ ![cos /2 + isen /2] = —i.
e

O Teorema de DeMoivre também pode ser usado para achar raizes n-€simas dos nimeros

1 . .
complexos. Para calcular z», buscamos um nimero complexo w" = z. Escrevendo esses dois

0i

nimeros na forma polar w = se*’ e z =re”‘, com r e 6 conhecidos, procuramos por s e « tais

0i

que [se®']" = re”!, ou ainda,

s = ref !, (2.14)

Da igualdade (2.14), concluimos que s" =re nox = 0 4+ 2km, k € Z, ou seja,

s=/r

2% 2.15)
a=0T2k o, (

n

De forma mais explicita, as raizes complexas de um niimero z sao dadas por

6 + 2k 6 + 2k
zk:\"/?[cos< + ”)+isen< + n)} k=0,1,....n—1, (2.16)
n

n

com r = |z| e 6, o Angulo de z.

Observamos que para k > n, as raizes se repetem, de onde concluimos que, para cada

ndmero natural n, um nimero complexo z # 0 tem exatamente n raizes complexas.

Exemplo 2.5: Calcule v/—64 e /1 +i.

(i) Chamando z = —64, observamos que r = |z| = 64 e 6 = 7, fazendo k = 0,1,2 em (2.16),

Ao = V64 :cos (g) +isen (g)] =2+4+2V3i

A = V64 [cos (n) +isen(n)] = —4
=64 :cos (%ﬂ) +isen (5?”)} —2-2V3i

(ii) Chamando z=1+1i,r=|z|=+/2e 6 = n/4, fazendo k = 0,1 em (2.16),

0= 3 s(2) 1 )

M :@[cos <g+n) +isen (g—i-n)]
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Observando que o arco metade de cosseno e seno sao respectivamente

o <x) l—kcosxe . (x) l—cosxeﬂémtad deﬂ
—)=4y/——=——esen(z)=4/—e— —.
") TV ) TV T e TRy
2 2 2—+/2
Temos que cos (7/8) =1/ +4\/_ esen (m/8) =1/ 4\/—. Logo,

M:\/ﬁ;l +\/\/§2_1ie’11:_\/ﬁ;rl _\/ﬁz_li'

As raizes de nimeros complexos serdo base para uma técnica de resolucao de equagdo

polinomial utilizadas na Se¢do 3.4.

2.2 Conceitos basicos de polinomios

Um polinémio p(x) com coeficientes constantes em C é uma expressdo do tipo
p(x) =aptax+ax’+...+ax’, (2.17)
onden €{0,1,2,...},a;€C, j=0,1,...,n.

Os ndmeros ag,ay,as,...,a, sdo denominados coeficientes e as parcelas ag, ax, arx?,
<. @pX"" 830 chamados mondmios. Se p(x) = 0 para todo x € C, chamamos p de polindmio nulo.

Um polindmio é chamado de constante quando p(x) = ay.

O grau de um polindmio p(x) = Yj_ga jx/ ndo nulo, denotado por gr(p), é o nimero
natural n tal que a, # 0 e a; = 0 para todo j > n. Neste caso a, ¢ denominado coeficiente lider de
p. Os polindmios de grau n com coeficiente lider a,, = 1 sdo denominados polindmios monicos.
Nio se define o grau do polindmio nulo. O grau de um polindmio p(x) serd igual a zero quando
p(x) for um polindmio constante.

Dois polindmios de mesmo grau, p(x) =Y}_ya xleq(x)= Yiob %/, sdo iguais quando

seus coeficientes correspondentes sdo iguais, isto é

p=q<&aj=>b;, j=0,1,..,n. (2.18)

2.2.1 Adicao e multiplicacao

Dados dois polindmios quaisquer

n

p(x) = ap+arx+apx® + .. A a" = Z ajxj (2.19)
Jj=0
m .
q(x) =bo+bix+byx* + .. +byx" =Y bx! (2.20)
j=0

a soma de p e g é o polindmio

M

p(x)+q(x) =Y (aj+bj)x/, M=max{gr(p).gr(q)}, 2.21)
j=0
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e o produto de p e g € o polindmio

n+m

p(x)-q(x) =Y cjx’, (2.22)
j=0

sendo cg = agbg, ¢ = apb + a1bg, ¢y = apby + a by + axbg, - -, cj= a()bj +a1bj,1 +...4+
ajbO = Z)H-u:j a}Lbu, oty Cpbm = Anbp.

Observe que na adi¢do, o grau do polindmio resultante da soma € o maior grau entre o0s
polindmios p e g enquanto que na multiplicacdo, o grau do polindmio resultante € a soma do

grau dos polindmios p e g.

Exemplo 2.6: Dados f(x) =5+ 2x+3x% e g(x) = 3+2x> +x*, calcule a soma e o produto entre

eles.

A soma é
fx)+glx) =0GB+3)+2+0)x+ (34+0)x>+(0+2)x +(0+ 1)x*
= 84 2x+3x% +2x° +x*
Para o produto, observamos que ag =5,a1 =2,a, =3,a3=0,a4 =0, by =3, b; =0,
by=0,b3=2eby =1, assim,

co=5-3=15,
c1=5-0+2-3=6,
c=5-0+2-0+3-3=09,
c3=5-2+2-04+3-0+0-3=10,
c4=5-142-243-0+0-0+0-3=9,
cs=2-14+3-2+0-0+0-0=28
c6=3-14+0-2+0-0=3,
de onde obtemos o polindmio f(x) - g(x) = 154 6x +9x% + 10x> + 9x* + 8x° 4 3x.

Uma forma mais simples de realizar a multiplicacio de polindmios € usar as propriedade,

particularmente a distributiva (D). Retomamos esse exemplo abaixo.

Para a adicao e multiplicacdo de polindmios valem as seguintes propriedades, para

quaisquer p(x) = Y7 o aix', g(x) = Y™ bix' e w(x) = X!_,c;ix' com coeficientes em C:

(A1) Comutativa: p(x) +¢g(x) = g(x) + p(x), pois a; + b; = bi +a; em C

(A2) Associativa: (p(x) 4+ q(x)) + w(x) = p(x) + (¢(x) + w(x)), pois (a; + b;) +¢; = a; + (b; +
¢i)em C
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(A3) Existéncia de elemento neutro: o polindmio identicamente nulo 0 = )" 0x' satisfaz
p(x)+0=0+p(x), poisa;=0+a; =a;+0em C

(A4) Existéncia de simétrico: dado p(x) = Y7 ,a;x, o polindmio —p(x) = Y7 (—aix') é
simétrico de p(x), sendo p(x) + (—p(x)) = Y2, 0x' = 0, pois (a;+ (—a;)) =0em C

(M1) Comutativa: p(x) - g(x) = g(x) - p(x), pois ¥ 4 y—;arby = Y14 u—jbuay em C

(M2) Associativa: (p(x)-g(x))-w(x) = p(x) - (¢(x) - w(x))

(M3) Existéncia do elemento neutro multiplicativo: o polindmio constante 1 é tal que 1-¢g(x) =

q(x), para qualquer polindbmio ¢g(x) com coeficientes em C

(D) Distributiva: (p(x) + g(x)) -w(x) = p(x) -w(x) + g(x) - w(x)

Para demonstracdo detalhada dessas propriedades, veja, por exemplo (IEZZI, 1993),
(HEFEZ A.;VILLELA, 2012).

Exemplo 2.7: Dados f(x) = 54 2x +3x% e g(x) = 3+ 2x> + x*, calcule produto entre eles,
utilizando as propriedades.

Efetuando as operagdes seguindo as propriedades indicadas, obtermos
f(x)-g(x) =(5+2x+3x%)(3+2x° +x%)
(D) =53+2x%+x*) +2x(3+2x% +x*) +3x2(3+2x° +2%)
(D) =15+ 10x> + 5x* + 6x + 4x* + 2% + 9x% + 6x° 4 3x5
(A1) =1549x%+10x> 4 5x* + 4 + 2% + 627 4 3x°
(adi¢do) = 154 6x+9x% + 10x> + 9x* 4 8x° +3x°

A subtragido de polindmios, p(x) — g(x) decorre da soma de p(x) com o elemento

simétrico de g(x), —g(x), ou seja,

p(x) —q(x) = p(x) + (—g(x)). (2.23)

2.2.2 Divisao

Dados dois polindmios p(x) e g(x) com coeficientes em C, sendo p o dividendo e g # 0
o divisor. Dividir p por g é determinar dois outros polindmios g (quociente) e r (resto) de modo

que se verifiquem as duas condi¢des
)g-g+r=p

ii) gr(r) < gr(g) our =0, caso em que a divisdo é chamada exata.

Exemplo 2.8: Ao dividirmos p(x) = 3x° 4+ x* — 5x> + 6x% +3x — 9 por g(x) = x> + 2, obtemos

os polindmios g(x) = 3x*> +x—5 e r(x) = x+ 1, tais que
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) (Bx?+x—5)- (P +2)+ (x+1) =3 +x* -5 +6x* +3x -9

ii)gr(r)=1<gr(g)=3
H4 dois casos de divisdes triviais, quando p € nulo, neste caso, ¢ = 0 e r = 0; e quando

gr(p) < gr(g), neste caso ¢ = 0 e r = p. Durante o trabalho ndo consideraremos tais casos,

vamos nos ater nas divisdes em que gr(p) > gr(g).

A seguir apresentamos dois métodos cldssicos de divisdo de polindmios: método de

Descartes e método da chave.
Método de Descartes

Este método busca identificar os coeficientes de g(x) e r(x) por meio da igualdade de
polindmios e no fato do grau do resto ser sempre menor que o grau do divisor. Para isso, devemos

seguir os seguintes passos:

1. identificamos os graus de ¢ e r, caso exista mais de uma possibilidade para o grau de r,

deve-se utilizar o maior possivel;
2. construimos os polindmios g e r com coeficientes incognitas;
3. estabelecemos a igualdade gg +r = p;

4. determinamos os coeficientes.

Exemplo 2.9: Dados p(x) = x> +2x — 3 e g(x) = x> +x, efetue a divisdo de p por g pelo método

de Descartes.

Seguindo os passos acima, como gr(p) =3 e gr(g) = 2, identificamos que gr(g) = 1,
correspondendo a diferenga entre os graus de p e g e, como gr(r) < gr(g), gr(r) = 1. Em seguida,
construimos os polindmios g(x) = ax+b e r(x) = cx+d, ambos do 1° grau. Estabelecendo a
igualdade gg +r = p, vem

(ax+b)- (x> +x)+ (cx+d) =x+2x—3

ax- (X 4+x)+b- (¥ +x)+ex+d =x>+2x-3
ax® +ax* +bx* +bx+cx+d =x+2x-3

a® +(a+b)x*+ (b+c)x+d =x>+2x—3

Pela igualdade de polindmios, obtemos o sistema

a=1
a+b=0
b+c=2

d=-3
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que tem como solugioa=1,b = —1,c =3 e d = —3. Portanto g(x) =x— 1 e r(x) =3x—3.

Exemplo 2.10: Dados p(x) = 5x* —3x* 4 1 e g(x) = x> —x — 2, efetue a divisdo de p por g pelo

método de Descartes.

Sabemos que gr(r) < gr(g), assim o grau de r poderia ser 2, 1 ou 0. No entanto, o
método pede para tomarmos o maior possivel, ou seja, r deve ser tomado de grau 2, e o tomamos
da seguinte forma r(x) = ax?> + bx + c. Caso r seja realmente de grau 2, chegaremos a conclusio
de que a # 0, se for de grau 1, a =0 e b # 0 e se for grau zero, a = 0 e b = 0. Estabelecendo a
igualdade gg+r = p,

(ax+b)- (> —x—2)+ (ex? +dx+e) =5x*—3x>+1
ax* —ax®> —2ax+bx> —bx —2b+cx* +dx+e =5x*—3x*+1
ax* + (—a+c)x* +(=b+d)—2b+e =5x*-3x*+1

Pela igualdade de polindmios, obtemos o sistemaa =5,b=0,c=2,d=0ee = 1.
Portanto, g(x) = 5x e r(x) = 2x*> + 10x + 1.

A existéncia e a unicidade da divisdo sdo enunciadas no seguinte teorema, seguido da
demonstracdo da unicidade. Omitiremos a demonstracio de existéncia que pode ser encontrada
por exemplo em (IEZZI, 1993). “Dados os polindmios p(x) e g(x), existem um tnico ¢g(x) e um

tnico r(x) ,talque g-g+r=pegr(r) < gr(g)our=0"

Para divisdo de p por g admitamos que existam dois quocientes, g € g2, € dois restos 7|

e r, tais que g1g+r; = p € g2g +r» = p. Segue que

qi1g+r =qg+rn = (q1—q2) g =r»—ri. Se q1 # g2 ou ry # r; provemos que a
igualdade (g1 —q2) - g = r» — r1 ndo se verifica. Vamos olhar para o grau dos polindmios

D gr((q1 —a2)8] = gr(q1 — q2) +gr(g) > gr(g)
(D) gr (r —r1) = max{gr(r2),gr(r1)} < gr(g)
Comparando (I) e (I), gr[(qg1 — q2)g] # gr(r» —r1). Logo, para evitar a contradi¢do,

devemos ter que g1 =g € r| = ry.
Método da chave

Vamos explicar o método por meio de um exemplo.
Exemplo 2.11: Divida p(x) = 2x° +3x* — 30x® — 16x% — 35x — 15 por g(x) = x*> + 5x +2.

Para iniciar a divisdo, observamos que o mondémio de maior grau de p(x) é 2x° e o
mondmio de maior grau de g(x) é x>. Ao dividirmos 2x° por x> obtemos o quociente g (x) = 2x°.

Precisamos obter o resto r| (x). Para facilitar a diviso, utilizamos a disposi¢do pratica semelhante

a da divisdo de nimeros reais. Assim,
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2x0 +3x* —30x° — 16x2 —35x— 15 | x> +5x+2

—2x° — 10x* — 453 2x3
—T7x* =343 — 16x2 —35x— 15

Com isso, 71 (x) — 7x* —34x> — 16x*> —35x — 15. Como gr (r]) = 4 > gr(g) = 2, devemos

agora dividir | por g. O mondmio de maior grau de r; é —7x* e 0 mondmio de maior grau de g

é x>. Ao dividir —7x* por x> obtemos o quociente g, (x) = —7x° e efetuamos a divisio
200 +3x* —30x% — 16x% —35x — 15 | x> +5x+2
—2x° — 10x* — 43 2% — Tx?
—Tx* —34x3 — 16x% —35x— 15
+7x% +35x% + 14x7

2 —2x%—35x—15

obtendo 7 (x) = x*> — 2x* — 35x — 15.

Novamente devemos continuar a divisdo, pois gr (r2) =3 > gr(g) = 2. O mondémio de

maior grau de r;(x) é x*> e 0 mondmio de maior grau de g(x) é x*. Ao dividir x> por x> obtemos

o quociente g3(x) = x e efetuamos a divisdo

2065 4+ 3x% — 3003 — 1632 — 355 — 15 \ X2 45x+2

—2x° — 10x* — 453 263 — Tt +x
—Tx* —34x3 — 16x2 —35x— 15
+7x* 4 35x3 + 14x2

X —2x%—35x—15
x> —5x2 —2x
—7x%2—37x—15

obtendo r3(x) = —7x*> — 37x — 15.

Dividindo agora r3(x) por g(x) obtemos o quociente g4(x) = —7 ¢

2x° 4+ 3x* —30x° — 16x%2 — 35x — 15 ‘ 245542

2% —10x% — 453 2x3 — Tx2 +x—7
—Tx* —34x3 — 16x% —35x— 15
+7x* 4 35x3 + 14x>

x> —2x* —35x— 15
—x3—5x% —2x
—7x*—37x—15
+7x% 4 35x+ 14
—2x—1
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ra(x) = —2x—1.

Como o gr(rs) =1 < gr(g) = 2, ndo é possivel continuar a divisdo. Com isso concluimos
que o quociente de p(x) por g(x) é g(x) = q1 (x) +q2(x) +g3(x) + ga(x) =2x> = Tx* +x—T e o

resto r(x) = rq(x) = —2x— 1.

Em particular, quando g(x) é de grau 1, o grau do resto é necessariamente zero (r(x) = co

constante) ou r(x) = 0, pois gr(r) < gr(g).

Exemplo 2.12: Efetue a divisdo de p(x) = x> +2x? +3x+ 11 pelo polindmio de grau 1 g(x) =
x+2.

Pelo método da chave,

X 42x% 4+3x 11| x+2

R x> +3
3x +11
—3x —6
5

Assim, r(x) = 5, um polindmio constante, conforme esperado.

No Capitulo 3 retomamos esse assunto, apresentando o Teorema do resto e o Teorema de
D’ Alembert, ja direcionados especificamente para solu¢do de equacdes polinomiais. No Capitulo
4 apresentamos um dispositivo prético para divisdo de polindmios por x — &, conhecido como
Algoritmo de Briot-Ruffini, o qual é baseado no Método de Descartes e amplamente utilizado no

Ensino Médio e nos cursos de graudacgdo em exatas.
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CAPITULO

EQUACOES POLINOMIAIS E METODOS
ANALITICOS

Iniciamos este capitulo definindo equacdes polinomiais (ou algébricas) e apresentando
alguns teoremas para embasar os métodos analiticos de solugao apresentados. Entre os métodos
estdo as relacoes de Girard, que relacionam coeficientes e raizes das equacdes polinomiais; as
férmulas resolventes de equagdes do segundo, terceiro e quarto graus, conhecidas pelos nomes
dos matemadticos que as inventaram, respectivamente, Bhaskara, Cardano e Ferrari. A historia
das descobertas dessas formulas € interessantissima e pode ser encontrada em livros da Histéria
da Matematica e diversos outros materiais como (LIMA, 1987)(CURTI, 2015)(SANTOS, 2013).
Terminamos o capitulo apresentando técnicas para algumas equagdes particulares, como as do

tipo x" + k = 0 e as reciprocas.

3.1 Equacodes polinomiais

Dados dois polindmios pj(x) e pa(x), chama-se equagdo polinomial ou equagio algébrica

a igualdade

p1(x) = pa(x). (3.1)

Uma solugio de uma equagio polinomial € um valor x, neste trabalho x € C, que torna
a igualdade (3.1) verdadeira. As solu¢des de uma equagdo polinomial sdo chamadas raizes. O
conjunto de todas as raizes de uma equagdo polinomial € chamado conjunto solu¢do. Com isso,

estabelecemos que resolver uma equacdo polinomial € obter seu conjunto solugao.

Duas equagdes polinomiais sdo equivalentes quando apresentam 0 mesmo conjunto
solucdo. Existem duas operagdes elementares que podemos aplicar em uma equacao polinomial

e que ndo alteram seu conjunto solucao. Sao elas:
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e somar aos dois membros 0 mesmo polindmio, isto €, o conjunto solucdo de p;(x) = pa(x)

¢ o mesmo de p;(x) +h(x) = pa(x) + h(x);

e multiplicar os dois membros pelo mesmo nimero complexo &, k # 0, isto é, o conjunto

solucd@o de pj(x) = pa(x) € o mesmo de kp;(x) = kpa(x).

Com as observagdes acima, podemos transformar a Eq. (3.1) em sua forma irredutivel
p(x) =0. (3.2)

Muitas vezes € util realizar manipulagdes (transformagdes) com a equacao polinomial de
modo a facilitar sua resolucdo. As transformagdes sdo aplicadas a varidvel da equacao original
p1(x) =0, que é transformada em p,(y) = 0 por meio de uma lei y = f(x) e de forma que as

raizes das duas estejam relacionadas.

As mais conhecidas sdo as transformacdes aditiva e multiplicativa:

e Aditiva:
y=x+a, acC; (3.3)

substituindo a varidvel x de p;(x) = 0 por y — a e fazendo as simplifica¢des, obtemos a
transformada p,(y) = 0, cujas raizes sdo precisamente as raizes de p;(x) = 0 acrescidas
de a. A transformacao aditiva € usada, por exemplo, na apresentacdo do método de Cardan,

para eliminar o termo quadratico.

e Multiplicativa:
y=k-x, k#0; (3.4)

substituindo a varidvel x de p;(x) = 0 por ?—; e fazendo as simplifica¢des, obtemos a
transformada p,(y) = 0, cujas raizes sdo precisamente as raizes de p; (x) = 0 multiplicadas

por k.

Uma outra transformacgdo € a reciproca, que serd apresentada na Secdo 3.5,quando

falamos da técnica de resolucio de equacdes reciprocas.

Sobre o grau da Eq. (3.2), diremos que uma equacao polinomial da forma (3.2) tem grau

n quando o polindémio p(x) tiver grau n.

Sobre a quantidade de raizes que uma equacao polinomial admite, temos o famoso
Teorema Fundamental da Algebra que nos diz que “Todo polindmio ndo constante com coefi-
cientes complexos tem ao menos uma raiz complexa.” Uma demonstracdo devida a D’ Alembert-
Argand (apresentada por D’ Alembert em 1746 e melhorada por Argand em 1809 e 1814) é dada
em (HEFEZ A.;VILLELA, 2012).
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Desse teorema, segue que todo polindmio p de graun > 1
p(x) = a" +ap_ 1 X+ Laix+ag, an #0, (3.5)
pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau,

p(x)=ay(x—r))(x—r2)...(x—rp), (3.6)

onde ry, ry,..., I, sd0 as raizes de p. A menos da ordem dos fatores, tal decomposicao é tnica, o
que nos leva ao importante resultado de que toda equagdo polinomial de grau n, n > 1 admite n,

e somente 7, raizes complexas.

Exemplo 3.1: Fatore o polinémio 3x* — 3x> — 3x> — 3x — 6 sabendo que suas raizes sdo —i, i, —1
e 2.

Da Eq. (3.6) temos que a forma fatorada do polindmio dado é

3(x+i)(x—i)(x+1)(x—2).

Na decomposi¢do (3.6) podem aparecer fatores iguais que associados nos leva a decom-
posicdo

p(x) =an(x—r)" (x—r)"...(x—rp)"?, (3.7)

ondem;j>1, j=1,...,pym +my~+---+m, =nery,r,..,r, sdo raizes distintas. Neste caso,

dizemos que a raiz r; tem multiplicidade m;.

Exemplo 3.2: Determine todas as raizes e respectivas multiplicidades da equagdo 2(x> —4)3 (x +
1)?(x—7) =0.

Observe que para ficar na forma da Eq. (3.7), precisamos fatorar o termo (x> — 4).
Este termo se anula para x = —2 e x = 2, portanto —2 € raiz de multiplicidade 3 e 2 é raiz de

multiplicidade 3.

Como a equacao estd na forma fatorada, temos que esse produto serd igual a zero se, e
somente se um de seus termos se anular. Dai temos que 7 € raiz de multiplicidade 1, —1 € raiz de

multiplicidade 2.

Seguem mais quatro teoremas sobre raizes de equacdes polinomiais, sdo teoremas

classicos cujas demonstracdoes podem ser encontradas facilmente na literatura.

Teorema das raizes complexas conjugadas: Se uma equacgao polinomial de coeficientes reais
admite como raiz o nimero complexo z = a+ bi, b # 0, entdo também admite como raiz o nimero
complexo conjugado de 7 = a — bi. Mais ainda, se z = a+ bi, b # 0, € raiz de multiplicidade p

entdo Z = a — bi também € raiz com multiplicidade p.

Teorema do Resto: O resto da divisdo de um polindbmio p(x) por x — o € igual ao valor numérico

de pem «.
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A demonstracdo deste teorema parte da defini¢do de divisdo, sendo que para a divisdo de

P por x — ¢, temos um quociente g € um resto r, da forma
q(x)(x = &) +r(x) = p(x). (3.8)

Como x — o tem grau 1 e sabemos que gr(r) < gr(x— a), gr(r) é zero, ou seja, r é
um polindmio constante. Calculando (3.8) parax = o, g(@).(a — o) + r(a) = p(a). Portanto,
r=r(a) = p(a). E essa ¢ uma forma de calcular o valor de um polindmio em um dado ponto.

Daqui segue o préximo teorema que relaciona um polindmio com sua raiz.
Teorema de D’Alembert: Um polindomio € divisivel por x — & se, e somente se, & € raiz de p.

Para demonstrar esse teorema, observamos que do teorema do resto, r = p(a), entdo
r=0< p(a) = 0. Este resultado é muito importante, pois nos mostra que caso seja conhecida

uma raiz o do polinémio p(x) podemos dividi-lo por x — c.

Exemplo 3.3: Encontre todas a raizes de p(x) = 3x* — 3x3 — 3x> — 3x — 6 sabendo que i e —1

sao raizes.

Como p possui coeficientes reais, o Teorema das raizes complexas conjugadas diz que se
i é raiz —i também €. Utilizando o Teorema de D’ Alembert podemos dividir o polindmio por
(x—i)(x+i)(x+1)=x>+x2+x+1.

3t =303 —3x2 —3x—6 | ¥4+ x> +x+1
—3x* —3x3 —3x% —3x 3x—6

—6x% —6x% —6x—6

6x> +6x2 +6x+6

0

Entdo, 3x* —3x% —3x? —3x—6 = (x —i)(x +i)(x+ 1) (3x —6). A raiz que estava faltando

€ o valor de x que anula 3x — 6, ou seja, x = 2.

Portanto as raizes de p sdo i, —i, —1e 2.

O teorema a seguir se aplica apenas a equagdes com coeficientes inteiros mas como esse

tipo € bastante comum, esse resultado é muito util.

Teorema das raizes racionais: Se um nimero racional p/g, com p e ¢ primos entre si, é raiz de
uma equagio polinomial de coeficientes inteiros do tipo p(x) = a,x" +a,_1X" ' +a, ">+

...+ ap =0 entdo p é divisor de ag e g € divisor de aj,.
A demonstrac¢do consiste em supor que § ¢ uma raiz de p(x) = 0. Assim,

-1 n—2
p p" p
p(x) = an? +an—1F "‘an—zF +...4ay=0.

n



3.1. Equacgdes polinomiais 43

Multiplicando ambos os lados por ¢", temos

anp" +an 1" g+ an2p" P+ +aip" g+ apg” = 0.

Isolando a,p" e, depois, apq" obtemos duas expressdes

D) apq" = —plap” ' a1V 2q+ ... arq" "]

Como ay, ay, ..., an, p € g sdo todos inteiros, decorre que
o= [an,lp"’l +an 2p" g+ ... +aipg" " + aoq”*I] ¢ inteiro e
B = la.,p" ' +a,_1p"2q+ ... +a1q" ] é inteiro.

Assim,

n
anp

= —o € Z, ou seja, a,p" € divisivel por g e, como p" e g sdo primos entre si, a, é
divisivel por g;

aoq"

= —fB € Z, ou seja, apq" é divisivel por p e, como ¢" e p sdo primos entre si, ag é

divisivel por p.

Exemplo 3.4: Resolva a equacdo 2x> +3x%> —8x+3 = 0.

Primeiramente, observamos que os coeficientes sdo todos inteiros, 0 que nos sugere
buscar por solugdes do tipo racional. As possiveis solugdes sdo da forma P onde p é divisor de 3
e g ¢ divisor positivo de 2, ou seja, p € {—3,—1,1,3} eq € {1,2}.
-3 —-113

Assim, as possiveis raizes racionais sao {—3, —-1,1,3, ERIERD)

}. Fazendo a verifi-

cagdo para cada elemento desse conjunto, encontramos o conjunto solugdo {—3, 1, 5}

Exemplo 3.5: Com o auxilio dos teoremas de D’ Alembert e das raizes racionais, reduza o grau
do polindmio 2x> 4+ 3x%> —8x+3 = 0.
272722
Verificando temos que 1 € raiz da equacdo, pelo Teorema de D’ Alembert temos que
(x—1) divide o polindmio 2x> 4+ 3x> — 8x + 3.

-3 —-113
Do Exemplo 3.4, as possiveis raizes racionais sao {—3, —-1,1,3, — }
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2x3+3x2 —8x+3 | x—1

—2x3 4252 2x% +5x—3
5x* —8x+3

5x2 +5x

—3x+3

3x—3

0

Sendo assim 2x> +3x% — 8x+3 = (x — 1)(2x* +5x — 3).

3.2 Relacoes entre coeficientes e raizes

Nesta secdo vamos estabelecer as relagdes entre os coeficientes e as raizes de um
polindmio, conhecidas como relagdes de Girard. Para uma equacgdo de grau 2, essas relagdes sdao
conhecidas como soma e produto. O que pouco se sabe € que hd relagdes andlogas para equagoes

com grau maior que 2.

Considerando a equacdo do 2° grau
ax* +bx+c=0, a#0 (3.9)
cujas raizes sio x; € xp, podemos fatora-la conforme (3.9)
a(x—x1)(x—x2) =0. (3.10)
Igualando as Egs. (3.9) e (3.10) temos
ax®> +bx+c=a(x—x1)(x —x2),
ou ainda,
2 b e
X+ —x+— =x°— (x] +x2)x +x1x0.
a a
Da igualdade de polindmios, tiramos as relagdes

X +xy=——
c a
X1X2 = —
a

(3.11)

Para a equacdo do 3°grau

ax® +bx* +cx+d =0, a#0, (3.12)



3.2. Relagoes entre coeficientes e raizes 45

cujas raizes sio xi, xo € x3, sua forma fatorada é
a(x—x1)(x—x2)(x—x3) =0. (3.13)
Igualando as Eqgs. (3.12) e (3.13)
ax® +bx* +cex+d = a(x—x1)(x —x2) (x —x3)
de onde vem
3, by ¢ d_ 3 2
x>+ X + Ex—f— =X (1 +x2 +x3)x° + (X120 + X163 + XX3)X — X1 X0 X3.

Portanto, as relagdes entre raizes e coeficientes sao

b
Xl +Xx2+x3=——
a ¢
X1X2 +X1X3 +X2X3 = 5 (3.14)
d
X1X2X3 — ——
a
Para uma equagdo de grau n > 1,
P(x) = apx" +ay 1 X" ta, X"+ +aix+ap=0, ay, # 0 (3.15)

cujas raizes sao xi, X2,..., X, sua forma fatorada é

P(x) =ay(x—x1)(x—x2)(x—x3)...(x —xp)
= a,x" —an(ic] + X0 4+ x3 4. Fx,)x" ! —|—an(ic1x2 +x1x3+... —l—x,l_lx,z)x"_z

St 52
—ap (X1X0X3 + X1 X2X4 4+ . A X 2Xp 1 X)X L (3.16)
53
(=)@, Spx " 4 (—Dag(x1x2x3 ... X5)
S,
e da condi¢do de igualdade,
A
Sy =x1 Xy =
dap
an—-2
S =x1X+xX1X3+ -+ X 1X = ,
n
an—3
83 = X1X2X3 +X1X2X4 + -+ -+ Xp2Xp 1 X = — .
n
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Nem sempre as n relagdes de Girard para uma equacgdo polinomial de grau n sdo sufici-

entes para obter seu conjunto-solu¢do como mostra o exemplo a seguir.
Exemplo 3.6: Resolva a equagio P(x) = x> +x%> — 5x — 2 = 0.

Das relagdes de Girard (3.14), obtemos

X1 +x04+x3=-—1 (1)
XX +x1x3+xx3=-5 (2)
X1X2x3 =2 (3)

Isolamos x; +x3 na Eq. (1) e xox3 na Eq. (3), substituimos na Eq. (2) obtendo

2
-1 - — =-5.
X1 ( xl) -+ o
Multiplicando x; em ambos os lados,
x%(—l —x1)+2=-5x
obtemos

:>x?—|—x%—5x1—220

que € a equacdo original calculada em x;.

E possivel obter o conjunto solu¢do quando € dada alguma condicao para as raizes, como

vemos nos trés exemplos seguintes.

Exemplo 3.7: Resolva a equacio x> + x> — 5x —2 = 0, sabendo que a soma de duas raizes é —3.

Observando que se trata da mesma equagdo do Exemplo 3.6, entdo ja temos as relacdes
de Girard. Resta acrescentar a condi¢do dada, para isso suponha x; +x, = —3. Com isso, 0

sistema fica:

X1 +x+x3=—1 (1
XX +x1x3+xx3=-5 (2)
xX1x0x3 =2 (3)
Xy +x=-3 4)
Substituindo (4) em (2), obtemos x3 = 2, que substituido em (2) e (3), reduz o sistema a
X =1 (&)

X1+x=-3 (6)
3-V5 _ -3+V5

cuja solucdo € x; = ——— e x

7z 2 2
—_3“; 5,2}.

3-/5

. Logo o conjunto solucdo é § = {_ 5
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Exemplo 3.8: Se {x1,x2,x3} é o conjunto solugio da equagio x> 4+ 9x — 6 = 0, calcular x% +x% +

2.
Completando todos os termos da equacdo, obtemos
P 4+0x2+9x—6=0
ondea=1,b=0,c=9ed = —6, utilizando as relacdes de Girard (3.14) obtemos o0 sistema

X1+x+x3=0 (D)
XX+ x1x3+xx3=9 (2)
X1xX2x3 =6 3)

Ao desenvolver o quadrado do trindmio (x] +x; + x3) temos,
(X1 +x4+x3)> = x% +x% +x§ + 2(x1x2 + X163 + x2X3).

Isolando x% +x% —|—x§ e utilizando as igualdades (1) e (2)

x% —|—x% +x§ = le +x3 +X3)2/—2Sx1x2 +x1X3 —|—xZX3)l

0 9

Logo, x7 +x3 +x3 = —18.

Observamos que este problema seria muito mais trabalhoso se fossemos calcular cada
uma das raizes para somente depois encontrar o que foi pedido. O método para encontrar as
raizes da equagiio x> — 9x — 6 = 0 é apresentado na Secdo 3.3. O préximo exemplo mostra uma

equacdo com coeficientes complexos, ele também serd retomado na Secdo 3.3.

Exemplo 3.9: Resolva x? + (4 — 2i)x — 8i = 0 sabendo que pelo menos uma raiz é real.

Supondo que x; seja a raiz real e x, = x + yi, as relagdes de Girard (3.11) ficam
X1 +x =x1+x+yi=—(4—2i) (1)
x1xp =x1(x+yi) =xpx+x1yi=—-8i (2)
De (1), tiramos que y = 2, substituindo em (2), vem que x;x = 0 e x;y = —8 e, portanto,

x1 = —4 e x = 0. Logo, o conjunto solugio procurado é S = {—4,2i}.

Observe que, de acordo com o Teorema das raizes complexas conjugadas visto na Se¢ao
3.1, quando pelo menos um dos coeficientes € complexo com parte imaginéria ndo nula, nao

necessariamente as solucdes complexas aparecem em pares conjugados.
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3.3

quatro.

Formulas resolventes

Nesta secao, vamos deduzir as formulas resolventes para equacdes de grau dois, trés e

Equacoes de grau 2

Seja a equagdo polinomial (3.9), repetida aqui

ax* +bx+c=0 a,b,c,eC, a0, (3.17)

a qual vamos manipular os termos com objetivo de completar quadrado. Assim,

b
ax*> +bx+c =a(x*+-x)+c
a

—a(x2+2bx+ b2)+c b?
N 2a 4q2 da
L SO
= alx e _— =
2a da
Portanto,
b, b
a(x-l— %) @ -
b, b*>—4dac
(x—i—%) 4q?

Passando raiz quadrada em ambos os lados,

b b* —4ac
=y —
x+2a 4a2

de onde vem a féormula resolvente, conhecida também como férmula de Baskara

_ —b+Vb?—4ac

o 2a

(3.18)

O termo vb? —4ac é uma das raizes do nimero complexo A = b? — 4ac, chamado

usualmente de discriminante da equacao.

No caso particular dos coeficientes a, b e ¢ serem reais, temos o famoso resultado:
A > 0 se, e somente se, a equacao tem duas raizes reais distintas;

A = 0 se, e somente se, a equagdo tem duas raizes reais iguais;

A < 0 se, e somente se, a equacao tem duas raizes complexas distintas conjugadas;

Retomando a definicdo de nimero imaginario, Eq. (2.3), i> = —1. Extraindo a raiz

quadrada conforme Secdo 2.1, concluimos que i e —i sdo as duas raizes quadradas de —1 pois
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(i) = —1 e (—i)> = i* = —1). No entanto, dizemos que i ¢ a raiz quadrada principal de —1 e
escrevemos v/ —1 =i (STEWART, 2009). Em geral, se ¢ € um niimero positivo, escrevemos
v/—c = y/ci. Com essa convengdo, podemos encontrar as raizes de uma equagio polinomial

ax* + bx+ ¢ = 0, mesmo que b? —4ac < 0.

Exemplo 3.10: Encontre as raizes da equacdo x> +x+ 1 = 0.

A férmula resolvente nos da

-1 EVI2—41 —1+£V=3 —1£V3Bi
N 2 2 2

X

Exemplo 3.11: Resolva a equacio do Exemplo 3.9, x*> + (4 — 2i)x — 8i = 0.
Obtemos o discriminante A = (4 — 2i)? —4(1)(—8i) = 16 — 16i +4i*> +32i = 12 + 16i.

Para extrair a raiz quadrada do discriminante, completamos quadrado 16 + 16i —4 =
164160 +4i% = 42 4-2(4)(2i) + (2i)? = (4 +2i)*. Assim,

—(4—2i) + (4+2i)
5 ,

ou seja, o conjunto solugdo é S = {2i,—4}.
Equacoes de grau 3

Seja a equacgdo polinomial (3.12), repetida aqui
ax® +bx* +cx+d=0 a,b,c,deC, a#0. (3.19)
Para deduzir as férmulas de Cardano, dividimos os dois membros da Eq. (3.19) por a,

obtendo
X —|—a2x2+a1x+a0 =0 (3.20)

e fazemos a transformacao aditiva, conforme Eq. (3.3), y =x+ “3—2, de modo a anular o coeficiente
do termo de grau dois. De fato, fazendo x = y + k na Eq. (3.20)

(y+k)P+ay(y+k)?+ay(y+k)+ao
=y + (Bk+ay)y* + (3k* +2kay +ay)y + (K> +k2ay + kay +ap) = 0.

Para anular o termo de grau dois, 3k+a> =0, ou seja, k = —%2. Dessa forma, a Eq.
(3.20) fica
2 3
a a 2a aia
Vapy+q=0, y=x+2, p=ai—2%, q=-2-=""+ap. (3.21)

3 3 27 3
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Agora, para achar as raizes de (3.21), fazemos uma nova mudanga de varidvel, y = u+v,
obtendo
(u+v> +pu+v)+q= >+ +q) + (u+v)(p+3uv) =0, (3.22)

e da igualdade de polindmios, obtemos o sistema

v = —q
p (3.23)
3

uy =

Elevando ao cubo a segunda equacdo do sistema (3.23),

3 (3.24)

Comparando o sistema (3.24) com as férmulas de soma e produto das raizes de um

3 e v3 podem ser vistas como solugio

equacgdo polinomial de grau 2, Eq. (3.11), observamos que u
da equagdo polinomial
3
2 p
- —==0. 3.25
Ttz 5 (3.25)

3
O discriminante de (3.25) é A = q2 + 45—7, de onde tiramos as raizes

3
—qt1/q? +4§—
7 (3.26)

= 2 9

ou ainda,
3

w

_ 2
e Zzz—q— qz—i—

> (3.27)

SR

2
_ 4T
Z1—2+ 4+

N

Como u = /71 e v = /7 sdo nimeros complexos, extraimos as raizes ctibicas conforme

visto ao final da Sec¢do 2.1.

Comecando por zj, nimero real e positivo, observamos que |z1| = z; e devido a geometria

2
dos nimeros complexos no plano Re x Im, as raizes de z; encontram-se separadas por 3

radianos. Logo as trés raizes cubicas de z; sdao

uy = /z1 [cos 0 +isen 0] = /z1
2 2
el () o (5]
4 4
Uy = /71 [cos (;) +isen (;)

Chamando w = (
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De maneira andloga v € {\3/z_2, w20, w2\3/z_2}

Como y = u + v, temos nove combinacdes possiveis para y.No entanto, apenas trés

satisfazem o produto uv = Tp, no sistema (3.23).

Segue-se entdo, que a Equagao (3.21) possui como solugao

2 3 2 3

B N I o TS IRy S S b Y (3.28)
2 W\/ 2" 4+27+W\/ 2 Vet
2 3 2 3
B ST - B _q9_ 1, P
\)’S—W\/ 2—|— 4—|—27+w\/ > 4+7

Finalmente, fazendo x; = y; —ay/3,x, =y —az /3 e x3 = y3 —ay /3, obtemos o conjunto
solucdo de (3.20).

Exemplo 3.12: Resolva a equacio do Exemplo 3.8, x> +9x — 6 = 0.

Observe que a equacdo € desprovida do termo de segundo grau, ja estamos com uma

equagdo do tipo da (3.21) em que p =9 e g = —6. As raizes sdo fornecidas diretamente pela
Férmulas de Cardan, Eq.(3.28).

3 (=6) | [(=6)* 9 5] (=6) [(=6)* 9 o
Xlz\/—T+ T+E+\/_ > 4 +ﬁ:\/§_\/§’

3 (_6) /(_6)2 93 3 (_6) /(_6)2 93 3 3
XZIW\/— 3 + 4 +E+W2\/_T_ T—FE:W 9—W2\/§,
x3:w2\3/—(_26)+\/(_f)z—l-;—i—wxg/—?—\/—(_f)z—i—;:W239—W\3/§,

1 V3

I V3,

ComW:—E—f—Tl,W :—E—TZ

Exemplo 3.13: Encontre as raizes da equacdo x> + 3x> +25x+ 12 = 0.

Para eliminar o termo do segundo grau, efetuamos a substitui¢cdo x = y + k em que
—aj -3

3 3= —1, ou seja, x = y — 1, obtendo a equacdo y° +22y—12=0,onde p =22 ¢
q=—12.

Utilizando as férmulas de Cardan temos,

3 11620 ; 11620

=6+ =+ {6— ]| —=—,

M \/+ 27 +\/ 27
3 11620 )3 11620
y2=wi[6+4/ 77 F w64/ 77 ©
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11620 11620
23 e
y3—W\/6+\/ 7 +W\/6 \/ 7

—1+iV3
5 .
Portanto, as raizes da equacdo original sao

onde w =

x1=y1—1, xo=y»—-1 e x3=y3—1.

Equacoes de grau 4

Seja a equagdo geral do quarto grau com coeficientes complexos da seguinte forma

X+ a3x3 + a2x2 +aix+ag=0. (3.29)

Para deduzir as férmulas de Ferrari, observamos que P Haxd =— (a2x2 +ayx+ap)e

completamos o quadrado no membro esquerdo desta equacao. Assim,

1 \* (1
(x2 + Eag,x) = (Zag — az) X — aix —ag. (3.30)
Agora, completamos quadrado no membro direito de (3.30), procurando por uma equacao
do tipo
1 2 2
[(xz—f—iayc) —|—y] =(ax+pB)", (3.31)

com ¢ e 3 convenientes.

1
Somando a expressio y* + 2y(x2 + §a3x) a ambos os membros de (3.30),

1 2 1
Kx2+ 5“3X) +Y] B (2y+za§—“2) X+ (vas —ar) x+ (> —ap) (3.32)

Para determinar os valores de y, devemos ter o discriminante do membro direito de (3.31)

1
nulo, ou seja, (yaz —a;)?> —4- (2y+ Za% —a3) - (y* —ag) =0, ou ainda,

8y° —4dary® + (2ayasz —8ap)y + (dapar — aoa% - a%) =0. (3.33)

de onde tiramos os valores para y.
Voltando a Eq. (3.31), extraindo a raiz quadrada, temos duas equacdes do segundo grau

(x2+%a3x)+y:(ocx+[3) e (x2+%a3x)+y=—(06x+l3)- (3.34)

cujas raizes sdo as raizes da equacdo original (3.29).
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Exemplo 3.14: Encontre as raizes da equacdo x* + x> +x>+x+1=0.

Determinamos y satisfazendo a Eq. (3.32), que nesse caso , toma a forma 4y> — 2y* —

3y+1=0. E fécil verificar que y = 1 é solucio desta equagdo. Para este valor de y, a Eq. (3.33)

passa a ser

2 4 2

2
1 2 5 5
(x2+—x+1) =x24+0x+0= <£x+0> )

Portanto @ = v/5 /2 e B =0.DaEgq. (3.34), as seguintes equagdes do segundo grau:

1 V5 1 V5
x+2x+ 2x e x+2x+ 2x,

cujas raizes sdo as raizes da equacg@o proposta. Assim, a nossa equagao tem as raizes:

5+V5 /545
Vs VT L, vs N7

T

Ly
4

1 1
1ovs o NTe vs o NTa

4 4 2 4 4 2

3.4 Equacoes do tipo x"+ k=0
Sejam equagdes polinomiais do tipo
X'+k=0, keC.
Tal equagdo possui n solucdes que satisfazem

x = —k.

(3.35)

(3.36)

Para obter as raizes complexas, podemos usar a dlgebra complexa, especificamente, o

teorema de DeMoivre (2.9) e a férmula de Euler (2.11) vistas na Sec¢do 2.1.

Exemplo 3.15: Resolva as equagdes x> + 64 =0e x> — 1 —i =0.

Resolver a equacio x> + 64 = 0 equivale a encontrar a raiz ctibica de -64 e resolver a

equagio x> — 1 —i = 0 equivale a encontrar a raiz quadrada de 1 +i. Se voltarmos ao Exemplo 2.5

da Secdo 2.1, veremos que o conjunto solu¢do da primeira equagdo é {—4,2 + 2V/3i,2-2/3 }e

da segunda {\/ﬂ;l +\/ﬁ2_ 1i,—\/\/§2+1 — \/ﬁz_ 11}.
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Para equagdes que nao estdo na forma (3.35), em alguns casos € possivel aplicar transfor-
magcoes aditivas e multiplicativas, conforme explicado na Sec¢do 2.1, para recair em uma equacao

da forma x"* 4+ ¢ = 0 e procedemos como acima.

3.5 Equacoes reciprocas

A transformacgdo reciproca € aquela que relaciona as varidveis da equacgdo original

p1(x) = 0 e da equagdo transformada p;(y) = 0 pela relagao

! . x#£0. (3.37)

y=-
X

As raizes de p;(y) = 0 sdo precisamente os inversos das raizes de p;(x) = 0.

1
Exemplo 3.16: Dada a equagio x> — 2x> 4 x4 1 = 0, obter sua transformada pela relagio y = —.
—_— X

(@) :p1<§> - <§>3 —2<§>2+<§>+1 — 0= p(y) =124+ =0

Observamos que, para obter a transformada reciproca, basta inverter totalmente a ordem

dos coeficientes da equagdo primitiva e trocar x por y:

p1(x) = apx* +a, 1 X"V a, X" 24+ Aaxt+ag=0
p2(y) =aoy" +ary” ' +ay" 2 +...+a_1y+a, =0

Uma aplicag@o para a transformacgdo reciproca é identificar as equacdes reciprocas,

facilitando sua resolugdo. Uma equagdo polinomial p(x) = 0 é chamada reciproca se, e somente
P 5 ) 1 .
se, € equivalente a sua transforma reciproca p | — | = 0. Por equivalente entendemos que ambas
X

apresentam o mesmo conjunto solu¢do, conforme definimos na Secdo 3.1.

1
Exemplo 3.17: Verifique se p(x) =6 <x—|— §) - (x+3) = 0 é uma equagio reciproca.

A resposta € sim, pois as duas equagdes abaixo sao equivalentes.

p(x) =6x* +20x+6=0 (3.38)

2
p(5)=6(3) +20(5)+o=0 (339)
X X X

As equacgdes reciprocas sdo classificadas de duas maneiras:
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e tipo (I) aquelas em que os coeficientes equidistantes dos extremos sdo iguais, ou seja,
al’l = a09 a}’l*l - al, an72 - az’ e
e tipo (II) aquelas em que os coeficientes equidistantes dos extremos sdo simétricos, ou seja,

ap = —aop, Ap—1 = —4ay, dp—2 = —Aaz, ...

Um exemplo do tipo (I) € a Eq. (3.38) e um exemplo do tipo (II) é a equagao
—6x> +20x> —20x+ 6 =0. (3.40)

Seguem dois resultados principais. Primeiro, toda equacdo reciproca do tipo (II) de grau
impar, admite a raiz 1.

De fato, seja a equacio polinomial p(x) = a" +a, 1x" ' +---4+ax+a+0=0,

p(l) =an+an_1+ap2+---+ar+a+ag
=apt+ay,1t+ap 2+ —ap2—ap1—a,=0

Portanto, 1 € raiz.

Além disso, a divisdo de p por x — 1 conduz a uma equagao reciproca do tipo (I). De fato,
pelo Teorema de D’ Alembert, se 1 e raiz de p entdo p € divisivel por x — 1 e podemos escrever

p(x) = (x—1)-Q(x). Realizando a divisdo, obtemos

apXay,_ X1+ ta,_ 1 x+a, =
(x—1) (@ + (an + ana1)X" 2+ (@n + anot +an—2)X" 7+ (A + Gy )X+ an)

J/

Q(x)
Observamos que Q(x) apresenta coeficientes equidistantes dos extremos iguais, portanto

Q(x) = 0 é equagio reciproca do tipo (I).

Exemplo 3.18: Verifique que a equacio —6x> 4 20x> — 20x + 6 = 0 admite a raiz 1 e divida o 1°

membro por x — 1.

De fato, 1 satisfaz a equacdo dada, pois —6 420 —2046 = 0. Logo, 1 e raiz da equacdo.

Além disso, fazendo a divisao pelo método da chave, obtemos

—6x34+20x —20x+6 | x—1

6x> — 6x2 —6x2+14x—6
14x> —20x+6

—14x% + 14x

—6x+6

6x—6

0
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e p(x)=(x— 1)&—62 + 14x—6) sendo Q(x) do tipo (I).

/

~

0(x)

O segundo resultado é que toda equagdo p(x) = 0, reciproca do tipo (I) e grau impar,
admite a raiz —1 e a divis@o de p por x+ 1 conduz a uma equagao reciproca do tipo (I) e grau

par. A demonstracdo € andloga a anterior.

Exemplo 3.19: Verifique que a equacio 6x> +26x? +26x 4 6 = 0 admite a raiz -1 e divida o 1°

membro por x+ 1.

De fato, —1 satisfaz a equagdo dada, pois —6+26 —26 +6 = 0. Logo, —1 e raiz da
equacdo. Além disso, fazendo a divisdo obtemos 6x> +26x2 +26x+6 = (x+ 1) (6x% +20x +6)
N————

0(x)
sendo, portanto, Q(x) do tipo (I) e grau par.

Podemos notar que ao identificarmos uma equacao reciproca e aplicarmos as propriedades
conseguimos recair sempre em uma equagao reciproca do tipo (I) e grau par, entdo para solucionar
uma equacao reciproca basta saber solucionar uma equacao reciproca do tipo (I) e grau par, para

1Ss0 apresentaremos uma técnica a seguir.
Vamos resolver a equagdo p(x) =0onde a, y =a;, k=0,1,...,ne n=2p (par) entdo
aox*P +a 1 x*P Va4 +al,_2xp+2+ap+1xp+l +apxp+ap_1xp_l +ap_2xp_2—l—
et ax*+aix+ap=0
dividindo ambos os membros por x”

aox? +aixP Y+ a2+, +a, »x*+a, 1x+a,+a 1l—|—a 2i+...+azL+
p— p+ pTap—1 T dp-2773 )

1 1
xp—l ‘f‘aO; = 0,

ai
associando os pares de termo equidistantes dos extremos

1 _ 1 _ 1 1 1
ao(x”—F;)—i—al(xp 1+F)+a2(xp 2+W)+...+ap_2(x2+;)+ap_1(x+;)+

ap =20
o o 1
e adotando a incégnita auxiliar y = x + —, obtemos
X
1 1 1
X2+ — :)72—2,)63—1——3 :y3—3y,x4—|——4 =yt —4y? 42, ..
X X x
Portanto, a equacao fica

ap+ap_1y+ap-2(y’ —2)+ap-3( =3y)+... =0,

. n
que € de grau p = 7

Exemplo 3.20: Resolva a equacio 6x° — 13x° — 6x* +26x> —6x* — 13x+6 = 0.
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Observando que a equacdo dada € reciproca do tipo (I) e grau par, entdo dividindo ambos

os membros por x>, obtemos

(RS
6x” — 132 — 6x+26 — 6= — 13— 46— =0.
X X X

Agrupando os termos equidistantes dos extremos,

1 1 1
3 2 _
6()6 +;)—13()€ +;)—6(X+;)+26—0

) 1
e fazendo a mudancga de varidvel y = x + —, obtemos
X

6(y° —3y) —13(y* —2) — 6y +26 = 0 = 6y° — 13y* — 24y +52 =0.

Como os coeficientes desta tltima equacao sdo todos inteiros, utilizamos o teorema das

13
raizes racionais e concluimos que as raizes sioy=2ouy=—-2ouy = 5
1 .. 1 . .
Se x4+ — =2, decorre x = 1 é raiz dupla. Se x + — = —2, decorre x = —1 também raiz
X X
1 13 2 3
dupla. Se x+ - = —, decorre x = - oux = —.
x 6 3 2

23
Portanto, o conjunto solugdo € § = {1, —1, 35 }

Neste capitulo apresentamos féormulas que generalizam a resolucio de equacdes de até 4°
grau e algumas técnicas que sdo utilizadas em um grupo restrito de equacdes. Tais técnicas tem
mais interesse tedrico e histérico do que prético. Além disso, foi demonstrado por Paolo Ruffini
em 1799 e corrigido por Niels Henrik Abel em 1824 (ZOLADEK, 2000) a impossibilidade de
ter uma féormula geral para resolver equacao de grau superior a 4, resultado conhecido como

insolubilidade da quintica.

Porém, isso ndo significa que ndo podemos resolver tais equacdes. Os métodos numéricos
sdo bastante eficientes para calcular aproximagdes das raizes de uma equagdo polinomial. Este é

o assunto do capitulo seguinte.
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CAPITULO

METODOS NUMERICOS

Para diversas equagdes polinomiais, as técnicas apresentadas no Capitulo 3 ndo sdao
suficientes, isto €, ndo € possivel aplicar formulas resolventes, a fatoracdo nao € trivial e ndo
conseguimos reduzir facilmente o grau do polindmio, entre outras dificuldades. Em tais casos,
uma alternativa é usar métodos numéricos e obter uma solug¢do aproximada. As equagdes
polinomiais podem ser resolvidas por qualquer método numérico para obtengdo de zeros de
fungdes. Neste capitulo, vamos apresentar o Método de Newton e o Método das Secantes
para encontrar as raizes reais. Estes sdo métodos iterativos, ou seja, fornecem uma sequéncia
de aproximacdes que sob algumas condi¢des, converge para a solugdo do problema. Assim,
conseguimos encontrar solucdes aproximadas tao precisas quanto queiramos. Como os métodos
estudados exigem a avalia¢do do polindbmio em um ponto (e de sua derivada no caso do método
de Newton) a cada iteracdo, utilizamos o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner para esse fim. Por

ultimo, apresentamos o Método de Newton-Bairstow para o cédlculo de raizes complexas.

4.1 Método de Newton

Dada uma fun¢do f: A C R — R, o Método de Newton tem como objetivo encontrar 0s

valores de x que anulam a func¢do, ou seja, que satisfazem a equagao
f(x)=0. (4.1)

Tais valores de x sdo chamados de zeros da fungdo f ou raizes da Equacdo (4.1).

Partindo de uma aproximacao inicial xy proxima a solug¢do x*, esse método gera uma

sequéncia de aproximacdes {x; } por meio do processo iterativo

k=1,2,.. (4.2)
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Considerando as fun¢des polinomiais com coeficientes reais e observando que a derivada

do mondmio m(x) = cx* é m'(x) = ckx*~!, para um polinémio geral

p(x) = a4+ ap_ 1 X"+ ...+ aix+ag, 4.3)
a derivada é
P (x) = anx’! +ap—1(n— l)xn_2+...+a1 4.4)
e o método se reduz a
P 1) Xy @ 1] F @+ do

X = Xk—1 — = Xk—1— k= 1,2,... (4.5)

P (xk—1) annxz:ll +ap—1(n— 1)x’,§:12 +otar’

Existem varias maneiras de deduzir o método de Newton. Optamos por apresentd-lo pela
sua interpretacdo geométrica por ser a mais intuitiva. Dado x;_ 1, o valor de x; pode ser obtido
graficamente tragando-se pelo ponto (x;_1, f(xx—1)) a reta tangente a curva y = f(x). O ponto

de intersec¢do da reta com o eixo x determina xj. Veja Figura 5. De fato, pela lei da tangente

) =g =120
ﬁxk_l—xk:%
:,xk:xk_l—%
f(x)
f(xe—1) (Xg—15f(x%—-1))

h
e

X

Figura 5 — Interpretacdo geométrica do Método de Newton

Pela construcdo acima, este método também € conhecido por Método das Tangentes.

O Método de Newton gera uma sequéncia que converge para a solu¢ao desde que f seja
continua em um intervalo em torno da raiz, f’ e f” existam e também sejam continuas nesse
intervalo e xp seja tomado nesse intervalo (FRANCO, 2006). Como as func¢des polinomiais
atendem as exigéncias sobre f, f’ e f”, sempre havera convergéncia para a raiz desejada desde

que xo seja tomada suficientemente proxima da raiz.



4.1. Método de Newton 61

Exemplo 4.1: Obtenha todas as raizes de 5x> +x? — 12x+4 = 0.

Apesar dos coeficientes serem todos inteiros, a solucao dessa equagdo ndo € trivial. Pelo
Teorema das raizes racionais, verificamos que ela ndo possui raiz racional. De fato, as possiveis
—4 -2 —1 124

,—,1,2,4, — —} mas nenhum elemento deste

lugdes racionais sdo { —4,—2, —1 =
SOlugoes racionais sao{ 5 ; 5 5 ; 5 5 757575

conjunto é raiz.

Como se trata de um polindmio de grau 3, sabemos que ele terd no maximo trés raizes
reais. Além disso, como os coeficientes sdo todos reais, se houver raizes complexas, elas
aparecerdo aos pares conjugados, o que resta a op¢cao de uma ou trés raizes reais. Estudando o
comportamento do sinal da f(x) = 5x> +x? — 12x + 4, observamos pela tabela

x | -2f-tjofl]2
Sinaldaf(x) | + | — | — |+ | —

que a fungdo troca de sinalde -2a-1,de0aledela?2.

Pelo Teorema de Bolzano (AVILA, 1999) que nos diz que "para uma funcio continua em
[a,b], se f(a)f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto ¢ €]a, b| tal que f(c) = 0", concluimos
que a equacgdo possui trés raizes reais e cada uma delas se encontra isolada em cada um dos
intervalo | —2,—1[,]0,1[ e ]1,2].

Levando isso em consideracao, aplicamos trés vezes o0 Método de Newton comecando
pelos pontos médios dos intervalos, ou seja, aplicamos o método com xp = —1,5, depois com

xo = 0,5 e por ultimo com xo = 1,5. Para cada raiz, realizamos quatro iteragdes.

e Paraxp=-1,5
x1=—-1,5— <Z£—;§) = —1,89333
xp =—1,89333 — (%) = —1,79775
x3=—1,79775— (%) = —1,79027
x4 =—1,79027 — (%) = —1,79023

Ap6s aplicarmos 4 iteracdes observamos que a sequéncia {x;} estd convergindo para

—1,79023. Assim, tomamos ¢; = —1,79023 como aproximagao para a; €] —2,—1].

e Paraxy=0,5

~1,125
x1=0,5— ( =5 ) — 0,34483
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0,18596

0,00239
= 435 ———— | = 461
x3 = 0,36435 (_9,28004) 0,3646

—0,000022
—=0,36461 — [ ———-=) =0,36461
x4 = 0,3646 (_9,276667) 0,3646

Ap6s 4 iteracdes, observamos que o método estd convergindo e tomamos ¢ = 0,36461

como uma aproximagao para raiz & €0, 1[.

e Paraxy=1,5

x1=1,5- (5’125) =1,29293

24,75
xp =1,29293 — (%) =1,23142
x3=1,23142 — (103’7027%) = 1,22567
Xy =1,22567 — (%) =1,22566

Novamente aplicamos quatro iteracdes, observamos que o método estd convergindo e

tomamos &3 = 1,22566 como uma aproximagio para a raiz &3 €|1,2[.

Logo o conjunto solugdo encontrado é {—1,79023;0,36461;1,22566}.

4.2 Método das Secantes

Uma desvantagem do Método de Newton € a necessidade de se obter a derivada da f, bem
como calcular seu valor numérico a cada passo. Uma maneira de contornar essa desvantagem &
substituir a derivada pelo quociente das diferencas:

JFO—1) = fx—2)

Xk—1 — X2

fg_) =~ (4.6)

onde x;_| € x;_» sdo duas aproximagdes iniciais para a raiz x*. Note que f'(x;_1) € o limite da

relacdo (4.6) para x;_p — Xp_1.
Substituindo (4.6) em (4.2), obtemos o processo iterativo:

X2 f (k—1) = Xp—1 f (Xx—2)

= fla—r) = fla—2)

Observe que devemos fornecer duas aproximagdes iniciais, xg € x1, para que (4.7) possa

k=23, ... 4.7

ser usada.
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Para este método também podemos fazer uma interpretacdo geométrica, Figura 6, se-
melhante a anterior, com a diferenca de que as retas agora ndo sdo mais as tangentes e sim as
secantes que passam pelos pontos (xx_1, f(xx_1)) € (xx_2, f(xx—2)). Assim, a inclinacdo da reta
secante é

tg0— fo1) = fu—2) 4.8)

Xk—1 — X2

Substituindo (4.8) na equagdo da reta que também passa pelo ponto (xx,0), obtemos

= 0—f(xk-1) = f<xi:? :){:ﬁ_z) (xk — Xk—1)

=X = Xe—2f (k1) — X 1.f (k—2)

fo—1) = f(xx—2)

f(x)

flxe_2) (xx—2, fxx—2)).

Flxe=1)

X

Figura 6 — Interpretacdo geométrica do Método da Secante

As condi¢des para convergéncia do Método das Secantes sao as mesmas do que para o
Meétodo de Newton e ambos sdo vidveis para o cdlculo das raizes reais das equagdes polinomiais.
A principal vantagem do Método das Secantes € que ndo precisa calcular e avaliar a derivada da
Jf em cada passo. Ja a principal desvantagem € que tem convergéncia um pouco mais lenta que o

método de Newton, necessitando de mais iteragdes para chegar a mesma resposta.

Exemplo 4.2: Obtenha todas as raizes de 5x°> +x% — 12x+4 =0.

Como a equagdo é a mesma do Exemplo 4.1, sabemos que suas raizes estdo isoladas nos
intervalos | —2,—1[, |0, 1[, |1,2].

Para encontrar uma aproximagao para a raiz que estd no intervalo | — 2, —1[ tomamos
xo = —2 e x; = —1 e aplicando o Método das Secantes, Eq. (4.7), obtendo

_ (=2)(2) = [(=D(=8)] _
- 12— (-8) =16

Para segunda iteracdo tomamos x; = —1 e x; = —1,6 e calculamos
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(=1D(5,8) = [(=1,6)(12)]

= = —2,07143
3 528—12 :
Para terceira iteracao tomamos x; = —1,6 e x3 = —2,07143 e calculamos
—1,6)(—11,29264) — [(—2,07143)(5,28

—11,29264 — 5,28

Prosseguimos assim até obtermos o mesmo valor encontrado no Exemplo 4.1, o que

ocorre na sexta iteracdo. Assim, @) = x7 = —1,79023

As outras raizes sdo encontradas de maneira andloga.

4.3 Algoritmo de Briot-Ruffini

No método de Newton, a cada iteracdo, € preciso calcular o valor numérico do polindmio
e o de sua derivada em um ponto. J4 no método das Secantes, calculamos o valor numérico do
polindmio em dois pontos (ou em um, se aproveitarmos o cdlculo da iteracdo anterior). Tais
célculos constituem a parte mais onerosa dos métodos, tanto em termos de tempo quanto na
qualidade da solug@o que pode ficar comprometida pelos sucessivos arredondamentos durante o

Processo.

O objetivo do algoritmo de Briot-Ruffini € calcular o valor numérico do polindmio em
um ponto z de maneira mais otimizada. Primeiramente, observamos que um polindmio de grau n
qualquer pode ser escrito em sua forma canonica, Eq. (4.3), e também na forma concatenada, de

parénteses encaixados:
p(x) =ao+x(a1 +x(az + ... + x(an—1 +xa)...)). (4.9)

Por exemplo, para n = 4, a forma candnica é p4(x) = ap+ajx+ arx* + a3x3 +amxtea

forma concatenada €

pa(x) = ap+x(a; +x(ax +x(az +xay))). (4.10)

Comparando as duas formas quanto a quantidade de operacdes de soma e multiplicagdo
necessdrias para avaliar p em um ponto z, a forma concatenada requer uma quantidade inferior

de operagdes, portanto, agiliza os célculos e, em geral, produz menos erros de arredondamento.

Chamando em (4.10) by = a4, b3 = bsx+as, by = bsx+a>, by = byx+a; e bo = b1x+ ay,

obtemos uma férmula de recorréncia, que generalizada para um polindmio de grau n fica

{ bn = an 4.11)

bn—j:bnfj+1x+an—jv j:172>"'7n

Assim, para calcular o valor numérico de um polindmio em um determinado ponto z,

basta aplicar a férmula (4.11) com x = z. Este é o método de Briot-Ruffini.
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Por outro lado, retomando o teorema do resto, visto no Capitulo 3, o valor numérico de
p em z € igual ao resto da divisdo de um polindémio p(x) por x — z. Essa é outra utiliza¢do do

método de Briot-Ruffini e vamos partir dessa ideia para explica-lo com mais detalhes.
Dividindo o polindmio p(x) por x — z, obtemos o quociente g(x) = b,x" ! +b, 18" 2 +

... +byx+by e o resto r(x), isto é, p(x) = g(x)(x —z) + r(x). Desenvolvendo o lado direito da
igualdade obtemos

P(x) = bpx" + (by_1 —2bp) X"+ (b — 2bp_1 )X 2 + ...+ (b1 —zb2)x+ (q(x) —zb1) (4.12)

e igualando aos coeficientes de p, chegamos ao processo iterativo (4.11) e além disso, concluimos
que r(x) = by e, portanto, p(z) = bg. Mais ainda, b;, i = n,n — 1,..., 1 sdo os coeficientes do

quociente g(x).

Os cdlculos presentes na féormula recursiva (4.11) sdo facilmente efetuados quando

dispostos na forma de um esquema, mostrado a seguir, chamado dispositivo de Briot-Ruffini.

‘an an—-1 dp—2 -+ 4z 4j ‘aO
2| by buy bpa -+ by bi|bo

Para detalhar o funcionamento desse dispositivo, considere a divisdo de p(x) = asx* +

asx> + arx* 4+ ayx + ap, um polindmio de grau 4, por x —z.

I) Construimos a tabela com os dados fornecidos, colocando os coeficientes em ordem

decrescente.

‘a4 ay ap al‘ao
z| |

IT) Repetimos o primeiro coeficiente do dividendo obtendo by = ay.

ay asy ay daip | ao

z 4

ay :b4

IIT) Multiplicamos o termo repetido no passo anterior by, pelo divisor z € somamos o

produto com o proximo termo do dividendo.

ay as ay dadp | ap
Z + +zby
as =by a3z+zby=bs

IV) Repetimos o processo para obter o restante dos termos do quociente e por tltimo o

resto.

Assim, obtemos q(x) = bsx® + b3x? + byx + by € r(x) = by.
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as as a aj ao
Z 4 +zby +zb3 +zby +zb
as=by az+zbs=by ar+zbz=by ay+zby=>by | ap+zb) = by

Exemplo 4.3: Efetue a divisio de p(x) = 5x> +2x? + 2 por g(x) = x — 2 utilizando o dispositivo
de Briot-Ruffini.

Vamos preencher o dispositivo, observando primeiramente que o termo de grau 1 ndo

configura sendo a; = 0, e prosseguindo conforme apresentado.

5 2 0 2
214 +(5%x2) +(12x 2) +(24 x 2)
S 245%x2=12 0+12x2=24|2+4+24x2=50

Portanto, o quociente e o resto da divisdo sdo respectivamente, g(x) = 5x> 4+ 12x+24 e
r=150.

Briot-Ruffini-Horner

O algoritmo de Briot-Ruffini-Horner € uma extensdo do método de Briot-Ruffini e
uma de suas utilidades é calcular, além do valor numérico do polindmio em um ponto, p(z), 0
valor de suas derivadas (especificamente, p’(z)/1!, p”(z)/2!, p"’(z)/3!, ...) nesse mesmo ponto
(HENRICE, 1977). O nimero de opera¢des de adicao e multiplicacdo é reduzido, o que acarreta
em uma menor quantidade de arredondamento nos nimeros e, consequentemente, os métodos de

Newton e das Secantes caminham mais rapidamente para a solucao.

Para calcular p(z), utilizamos (4.11), de onde vem que by = p(z), ou seja, o valor de p

calculado em z.

Derivando cada b; de (4.11) em relagdo a z, obtemos uma férmula recursiva semelhante

a4.11)
b,=0
" / | (4.13)
bnfj:anfj%»l_’_bn*ﬂ‘l’ j=12,...n—1

de onde segue que b, = p'(z), ou seja, o valor de p’ calculado em z.

A deducdo para as derivadas de ordem mais alta se estende de forma andloga. Porém,

para o método de Newton, sé a primeira derivada € necessdria.

Segue um esquema pratico para aplicar essas duas férmulas de recorréncia (4.11) e (4.13).

Como o interesse é obter uma raiz da equagio polinomial p(x) = 0, 0 Método de Newton

fica
p(xk—1) bo(xx—1)

X =Xpo] — ——— =Xpo] —
P (xk—1) by(xk—1)’

k=1,2,... (4.14)
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an an—1 an—2 co a aj ap
z| | +zb,  4zby,—1 -+ +zb3 +zby +zby
by bn—1 bpy - b b bo = p(2)
z| | b Azby 5 - by +2b)
bfc—l b;l—z b:z—?ﬁ T bll b6 =p'(2)

Exemplo 4.4: Determine todas as raizes de x*> — 5x*> + 1,75x + 6 = 0, com precisdo de 1072,
usando o método de Newton e o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner.

Ao estudarmos os sinais da fungio f(x) = x> —5x> +1,75x+ 6 temos Pelo teorema de

x | -1]0[1]2]3]|4]5
Sinaldap(x) | — [+ [+ | -] -] —]

Bolzano, f tem trés zeros reais, isolados cada um em um dos intervalos | — 1,0[, |1,2[ e |4, 5].

O erro utilizado como critério de parada, também chamado de tolerancia de erro para a

solugdo xg, serd o erro relativo estimado, definido por

Xk — Xk—1
Ey=|——|. (4.15)
Xk
Sendo assim iniciamos com um ponto inicial xy) = —0,5 para encontrar a raiz pertencente

ao intervalo | — 1,0[. Utilizando o método de Briot-Ruffini-Horner para calcular os valores de

P(xkq GP/(kal)-

1 =5 1,75 6
$ + + +
—0,5 —0,5 2,75 —2,25
1 -5,5 4,5 bo(xo) = 3,75
b+ +
-0,5 -0,5 3
1 —6 bg)(X()) = 7,5

b 3,75
X1 = X0 — O(XO) :—O, —77—5:—1

by (xo)
_ _1_<_075)
_ ‘ -

X1 — X0

O erro obtido é

‘ ~ 0,5 > 1072 Sendo necessdria uma nova
X1

iteracdo.
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1 -5 1,75 6
I+ + +
—1 —1 6 —7,75
1 -6 7,75 bo(x1) =—1,75
o+ +
—1 —1 7
1 =7 |by(x) =14,75

bo(xl) -1 —1,75 .

=x — =120 = _0,8814
R ACY) 14,75 ’
— —0,8814 — (—1
O erro obtido é x2x2x1 = ‘ ,—0,8814(1 )‘ ~0,134> 1072
R 1,75 6
i + + +
—0,8814 —0,8814 5,1839 —6,1115
1 —5,8814 6,9339 bo(x2) = —0,1115
i + +
—0,8814 —0,8814 5,9607
1 —6,7628 |b}(x2) = 12,8946

b —0,1115
?(”) — _0,8814— ——> _ _(.8727

BERT 12,8946
O erro obtido é

—0,8727 — (—0,8814)
—0,8727

Como a precisao pedida foi atendida uma das raizes de p € aproximadamente —0, 8727.

X3 — X2

~ 0,009 < 1072

X3

Para encontrar a segunda raiz iniciamos com um ponto inicial xo = 1, 5.

1 =5 1,75 6
i + + +
1,5 1,5 -5,25 -5,25
1 -3,5 -3,5 bo(xo) = 0,75
b+ +
1,5 1,5 -3
1 =2 |by(xo) =—6,5

bo(xo) 0,75
= x0 — =1.5—-——=1,6154
X1 X0 b6<x0) ) —6,5 )
X1 — X0 1,6154—1,5

O erro obtido é

' ~0,07 > 1072,

X1 1,6154
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1 =5 1,75 6
i + + +
1,6154 1,6154 _5,4675 6,005
1 —3.3846 ~3.7175 bo(x1) = —0,005
i + +
1,6154 1,6154 2,8580
11,7692 |B(x1) = —0,8595
bo(x1) —0,005
=X — =1,6154 - —— =1,6095
IR AT 70,8595
L lxa—x1| |1,6095—1,6154 ,2
O btido é = ~0,0035 < 107~.
€1ro onvtido € P 176095 s <

Como a precisdo foi atendida uma das raizes de p € aproximadamente 1,6095.

Para encontrar a terceira raiz iniciamos com o ponto inicial xo = 4,5

I =5 1,75 6
b+ + +

4,5 4,5 -2,25 -2,25
1 -0,5 -0,5 bo(xo) = 3,75
b+ +

4,5 4,5 1,8
1 4 by(xo) = 17,5

X1 ZXO—% :4,5—% :4,28
O erro obtido 6 |- —X0| — ’4’28_4’5‘ ~0,05> 102,
X1 4,28
1 -5 1,75 6
$ + + +
4,28 4,28 —3,0816 —5,6992
1 -0,72 ~1,3316 bo(x1) = 0,3008
$ + +
4,28 4,28 15,2368
13,56 |bl(x;) = 13,9052

bo(x1) 0,3008
—x - — 4,28 — 4,2584
2T ) T T 13,0052
xo—x1| [4,2584 4,28

O erro obtido é ~ 0,005 < 1072

4,2584

assim como a precisdo foi atendida, a aproximagdo da terceira raiz € 4,2584.

X2

Portanto, o conjunto solugo procurado é aproximadamente {—0,872; 1,609 ; 4,258}.
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Uma alternativa para realizacdo dos célculos € utilzar o fato que da Eq. (4.12), sabemos
que os nimeros by, b,_1,..., by sdo os coeficientes do polindmio ¢(x) e, com isso, podemos
aplicar novamente o método de Newton, agora para a equagio g(x) = 0, para encontrar outra

raiz de p(x) = 0, evitando que o processo iterativo convirja para a mesma raiz ja encontrada.

4.4 Meétodo de Newton-Bairstow

Para determinar as raizes complexas de uma equagdo polinomial, podemos aplicar o
método de Newton ou das Secantes usando aritmética complexa (HENRICE, 1977), o que
necessita de um estudo prévio de fungdes e derivadas de fun¢des complexas. Optamos por
apresentar o0 Método de Newton-Bairstow (FRANCO, 2006), que determina as raizes complexas

de uma equacdo polinomial com coeficientes reais, usando aritmética real.

Observando que as raizes complexas da Eq. (4.3) ocorrem em pares conjugados, por

exemplo, z +iw, p pode ser decomposto como

p(x) = (x = (z4iw))(x — (z = iw))q(x), (4.16)
ou ainda,
px) = (% — ax— B)q(x), (4.17)
com a =2z e B = —z> — w?, portanto, niimeros reais.

De forma geral, podemos escrever a divisdo de p por um fator x> — atx — 8 como
p(x) = (* — ax — B)g(x) + b1 (x — @) + bo, (4.18)
que resulta em um polind6mio de grau n — 2

q(x) = bpX" 2 + by 1 X" 4+ by (4.19)

O objetivo do Método de Newton-Bairstow é encontrar os coeficientes & e  de tal forma
que by = by = 0. Para uma escolha arbitraria de o e 3, eles ndo se anulardo, portanto, vamos

procurar o fator quadratico que seja divisor exato de p(x).

Desenvolvendo a multiplicacdo em (4.18), obtemos

p(x) = Kb 4b, X"+ +by)
—ch(bnx"_2 + by X"+ by)
—B(bpx 24 by X"+ 4 b))+ b1 (x— o) + bo
= bX"+ (by_1 — b)) X" 4 (by_2 — b, — Bby)x" 2
4 (by — atby — Bb3)x+ (bg — atby — Bby). (4.20)
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Igualando os coeficientes de (4.20) com os coeficientes a; de p e reagrupando os termos,
obtemos as férmulas de recorréncia

by = ay
by—1=a,_1+ab,

by =ay_2+ab,_1+pb
‘n 2 n—?2 n—1 B n (4.21)
by =ay + aby+ Bbs

by = ap+ ab; + Bb;.

Observe em (4.21) que b; e by sdo funcdes dos parametros que queremos determinar,
assim, queremos que

{ bi(a,p) =0 4.22)

bO(aaB) =0

O sistema (4.22) pode ser reescrito como F(b) = 0, onde F : R? — R?, b = (b1, bg)" e
podemos aplicar o Método de Newton para sistemas ndo linear, cuja processo iterativo equivalente
a(4.2)é

(k) (k=1) oF,  9F \ !
<x%k)>=<x2k1)>—<§_x: 3_”2) <F1> k=1,2
- F, OF ; 12,
X5 X, prolil e (D) )y 12} (D D)

(4.23)
de onde vem

JF  dF k) _(k—1)
I on x| =X (A B
( 9B oF > <x(k)—x(k_1) ) =— ( i > L k=1,2,... (4.24)
dx;  Ixp (x<1k*1>7x§k71>) 2 ) 2 (xgkfl)jxgk—l))

Para o problema de encontrar os zeros da fungéo F(b), observamos que F; = by, F» = by,

x| = & e xp = B e o processo iterativo fica:

dby db _
8_0: 3_/31 a(k)_(x(k 1) _ bl h— 12
9by by ﬁ(k)_ﬁ(kfl) o b ) — Ly 4,...
da  Jp (ak=1) Bk=1)) 0 (alk=1) Bl=1))
(4.25)
Fazendo a®) — a*—1) = Aa e B*) — Bk=1) = AB, obtemos o sistema linear
?Aour ?Aﬁ = —by (a1, glk-1)
o 350 e ) (4.26)
%Aa‘i'ﬁAﬁ = —bo(Oc ,ﬁ )

Para encontrar as derivadas parciais de by e by, devemos derivar todas as expressoes de

(4.21). No entanto, Bairstow propos um método simples de calcular numericamente as derivadas
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parciais, cujos detalhes podem ser encontrados em (FRANCO, 2006). De forma resumida,

fazendo cj 1 = %, j=n—1,n—-2,...,1,

c,=by,
Ch—1=by_1+ 0y
2 =bp_r+0c,—1+ ﬁcn

(4.27)
¢y =by+ocs+ Pey
ci=bi+ac+Pe3
de onde vem que % =cre % = ).
Procedendo da mesma forma, chamamos d > = %—lg, j=n—2n-3,..2,
dy = by
dy1 =by_1+0od,
dy_o=b,_r+0ad,_1+fd
. 2 2 1 ﬁ n (428)

d3 = b3+ ads+ Bds
dr =by+ ads+ Bdy

deondevemqueaa—lg):dzzcze%—’ﬁ:d3:c3,

Podemos usar esquemas praticos para calcular os valores b, c; € d;, porém, no exemplo

seguinte, deixaremos todas as contas explicitas.

Exemplo 4.5: Calcule as raizes da equagio polinomial x* — 4x3 4 11x*> — 14x + 10 = 0 sabendo

de antemao que ela possui raizes complexas.

Inicialmente poderiamos pensar em utilizar a férmula resolvente de equagdes de quarto
grau, mas nao seria o melhor caminho, pois durante a resolu¢do é necessario resolver uma
equacao de terceiro grau com raizes nada trivial, ou seja, seriam necessarios dois métodos e
muitas contas sem nenhum dispositivo pratico. Assim o método de Newton-Bairstow torna-se

mais eficaz.

Aplicando o método de Newton-Bairstow iniciado em (o, Bp) = (1,—1),
e 1% iteragio (ap. fo) = (1,~1)

Sendo a4 = 1, asz = —4, aj = 11, a) = —14, ap =10
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by=a4=1

by=az+aby=(—4)+1.1=-3
by=ay+abs+Bbs=114+1.(-3)+(-1).1=7

by =ai+aby+Pbs=—-14+17+(-1).(-3)=—4
bo=ap+ab+Bby=10+1.(—4)+(-1).7=—1.

cs=by=1
c3=by4+0acy=-3+1.1=-2

cr=by+oac3+PBcs =T+ 1.(—2)+(—1).1 =4
c1=b; +OCC2+ﬁC3 = (—4)+ 1.4+(—1).(—2) =2
Encontramos,

%:c —26%—6‘2:4
%—%)202:46%—%1203:—2.

substituindo os valores no sistema 4.26 obtemos.

AAaL+ (—2)AB = —(—4)
QA0 +4AB = —(—1)

Resolvendo o sistema encontramos Acx = 0,1 e AB = 0,2 e consequentemente o = 1,1
€ Bl = —O, 8

O esquema prético para calcular os ¢, e b, nesta 1? iteracdo é

ar=1 a3=-4 a, =11 ar=-14 ap =10
+ + + + +
=1 oobs =1 opbs=-3 opby=7 opb =—4
+ + +
Bo=—1 Bobs =—1 Pobs =3 Pobr=—7
by=1 b3=-3 by="17 by =-4 by = —
+ + + +
=1 Opca=1 opc3=—-2 opcr =4
+ +
Po=-1 Poca=—1 Pocz =2
cu=1 c3=-2 =4 c1=2

e 2%iteracdo (oq,P1) =(1,1,-0,8)

by =1
by=—-2,9
by = 17,01
by = —3,969

bo = 0,0261.
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o =2,2056 € B, = —0,4067

mente o3 = 2,0805 e B3

cy=1
c3=—1,8
cr=4,23
=2,124
Econtramos,
dby _

Do — ¢ =2,124 ¢ % = ¢, = 4,23,

8%0—62—4 23e

substituindo os valores no sistema 4.26 obtemos.

b
ap ==

~1,8.

4,23Aa + (—1,8)AB = —(—3,969)
2,124A0 +4,23A8 = —0,0261

Resolvendo o sistema encontramos Ao = 1,1056 e A = 0,3933 e consequentemente

e 3%iteragdo (0p,f52)

by=1
bz = —1,7944
by =6,6356
by =1,3651
bo =10,3122.
cy=1
=0,4112
cy =17,1358
c1 = 16,9366
Encontramos,

P = ¢ = 16,9366 €
M=y =7,1358¢ P =c
substituindo os valores no sistema 4.26 obtemos.

by
0 — 2=

= (2,2056,—0,4067)

7,1358.

—=0,4112.

7,1358Aa +0,4112A8 = —1,3651
16,9366A0 +7,1358A8 = —10,3122

Resolvendo o sistema encontramos Aox = —0, 1251 e A = —1, 1495 e consequente-

e 4% iteragdo (0, )

= —1,5562

= (2,2056,—0,4067)
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by =—1,9195
by = 5,4503
by = 0,3264
by = 2,1972.

cu=1
c3=0,161
cr =4,2291
c1 = 8,8745
Encontramos,
o — ¢ =8,8745 ¢ %2 = ¢y = 4,2291.
‘g—b[g =y =4,2291 ¢ ?9—%1 —c3=0,161.
substituindo os valores no sistema 4.26 obtemos.

4,2291A0 +0, 161A8 = —0,3264
8,8745Aa +4,2291A8 = —2,1972

Resolvendo o sistema temos que Aa = —0,0624 e A = —0,3886 e consequentemente
oy =2,018 ¢ By =—1,9448

e 5%iteracdo (ou,Bs) = (2,018, —1,9448)

by=1
bz = —1,982
by =5,0555
b1 =0,0566
bo =0,2822.
cu=1
c3=0,036
cy =3,1833
c1 = 6,4105
Encontramos,
o — ¢ =6,4105 ¢ %2 = ¢, = 3,1833.
dby _

W—02:3,1833e%—%20320,036.

substituindo os valores no sistema 4.26 obtemos.
3,1833Aa +0,036A8 = —0,0566
6,4105A0 + 3,1833A8 = —0,2822
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Resolvendo o sistema temos que A = —0,0171 e AB = —0,0542 e consequentemente
as=2e ﬁ5 =2

e 6% iteracdo (s, fB5) = (2,—2)

by=1
by = -2
by =5
by =0
by =0.

Assim, os valores de o ¢ 8 que torna by = 0 e by = 0 sdo respectivamente 2 € —2, de
onde tiramos, por (4.17), que z =1 e w = %1 e, portanto, as duas raizes complexas procuradas
siol4+iel—i.

Para obter as outras duas raizes, dividimos p(x) pelo fator quadrético x> — 2x 42, obtendo
o quociente x> — 2x + 5. Agora, utilizarmos a férmula resolutiva apresentada na Se¢io 3.3, Eq.

(3.18), encotramos as raizes 1 +2ie 1 — 2i.

Portanto, o conjunto solu¢do é {1+, 1 —i, 1 +2i, 1 —2i}.



77

CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacdo apresenta um conjunto de técnicas para resolucio de equacdes polinomi-
ais, de diversas ordens e caracteristicas. Servindo de material de instru¢do para aperfeicoamento
de professores que desejam aprimorar suas aulas e alunos de ensino médio e superior que queiram

ampliar seus conhecimentos.

Dividimos as técnicas em analiticas e numéricas. Nas primeiras, apresentamos as férmu-
las resolventes de Baskhara, Ferrari e Cardan e tratamos de alguns casos particulares, como as

equacdes do tipo x" + k = 0 e as equacdes reciprocas.

Quanto as técnicas numéricas, apresentamos o método de Newton e o método das Secan-
tes, métodos cléssicos de solu¢do de equagdes ndo lineares adaptados para equacdes polinomiais
com coeficientes reais. Sao utilizados para encontrar raizes reais. Por dltimo, apresentamos
o método de Newton-Bairstow para encontra raizes complexas de equagdes polinomiais com

coeficientes reais.

Tais técnicas resolvem a grande maioria das equacdes, no conjunto dos nimeros comple-

XOS.

Uma proposta para trabalho futuro € estudar o método de Newton para tratar de equagdes
polinomiais com coeficientes complexos. Para isso, € necessario estudar previamente funcdes de

uma varidvel complexa e suas derivadas.

Outra proposta € desenvolver sequéncias didaticas para trabalhar com alunos do Funda-

mental IT e Ensino Médio, em aulas regulares ou atividades extracurriculares.
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APENDICE

IMERSAO DE R EM C

Considerando R’ subconjunto de C tal que R’ = {(a,b) € C|b = 0}, e a aplicagdo f, de

R em R/, esquematizada na Figura 7 que leva cada x € R ao par (x,0) € R/, isto é,

f:R— R
X (5,0)

/

N

Figura 7 — Imersdo de R em C

podemos verificar que

e f & bijetora
De fato,
V(x,0) e R', 3x€R (sobrejetora)
Seja x; # x; entdo (x1,0) # (x2,0) (injetora)
e f conserva as operacdes de adicdo e multiplicacdao
Sejam a,b € R,
fla+b) = (a+b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a) + f(b)
f(ab) = ((lb,O) = (ab_007a0+0b> = ((l,O)(b,O) Zf((l)f(b)
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Devido ao fato de existir uma aplicacdo bijetora f : R — R’ que conserva as operagdes
de adi¢@o e multiplicagdo, dizemos que R e R’ sdo isomorfos (IEZZI, 1993) . Dessa forma
o conjunto dos nimeros reais pode ser visto como um subconjunto do conjunto dos nimeros

complexos, isto é, R C C.
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