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RESUMO

MATTOS, B. D. T. Calculo de areas sem o uso do Teorema Fundamental do Calculo. 2018.
97 p. Dissertagdao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede

Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2018.

Desenvolvemos uma estratégia natural e acessivel aos estudantes do Ensino Médio para o célculo

de dreas planas sem as ferramentas mais avancadas do Célculo Diferencial e Integral

Palavras-chave: Soma de séries simples, Limites, Regides delimitadas por curvas, Graficos,
Funcoes.






ABSTRACT

MATTOS, B. D. T. Measuring areas without the Fundamental Theorem of Calculus. 2018.
97 p. Dissertagdao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede

Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2018.

We developed a natural strategy, achievable by high school students, for the computation of area
of limited regions of the cartesian plane, without making use of more advanced resources of
Differential and Integral Calculus.

Keywords: Sum of simple series, Limits, Region defined by curves, Graphs, Functions.
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INTRODUCAO

No ensino fundamental e médio, os alunos lidam constantemente com problemas envol-
vendo o célculo de dreas de figuras notaveis como, por exemplo, tridngulo, quadrado, retangulo,
paralelogramo, losango e trapézio. Geralmente, recorre-se ao uso de férmulas particulares para
cada uma dessas classes de poligonos. Assim, por exemplo, a drea de qualquer tridngulo é sempre

dada pelo semiproduto da medida de sua base pela sua altura.

E habitual em vestibulares e em concursos publicos, questdes envolvendo o calculo de
areas de poligonos nao regulares com nimero de lados maior do que ou igual a quatro. Nestas,
algumas vezes, a determinagdo pode ser feita através da decomposi¢do da figura em tridngulos

justapostos, donde a soma das dreas de cada um deles resulta na area total da figura pedida

Mas o que torna o assunto tdo extenso e muitas vezes dificil? Serd que é a grande
quantidade de férmulas que sdo apresentadas no ensino deste tema? A segunda pergunta, por ser
mais simples, serd respondida primeira. As férmulas existem, geralmente, para facilitar a vida
das pessoas. Com elas, agiliza-se o tempo gasto na resolugdo de diversos tipos de problemas
similares uns aos outros. Entretanto, se a primeira delas fosse feita a um engenheiro agrimensor,

talvez 0 mesmo nao demorasse a responder:

“Penei muito na universidade com uma matéria chamada Célculo Diferencial e Integral,
mas hoje, ndo sei o que seria de mim sem ela. Além de aprender a calcular as taxas de variacdes
das funcdes, aprendi também a lidar com dreas e volumes de figuras ndo poligonais € nem

planas.”

Por esta fala do engenheiro, fica claro que nem sempre é facil determinarmos 4reas
delimitada por fronteiras curvas, isto é, aquelas cuja formag¢ao ndo depende apenas da unido de

segmentos de retas. Um exemplo disso, € a determinacao da area do circulo.

Visando uma maneira precisa e mais lucrativa na cobrancga de seus impostos (EVES,
2004), os egipcios faziam a distribui¢do de suas terras através de diferentes tipos de figuras
geométricas planas. Fez-se entdo, por necessario, a criacdo de diversas formulas matematicas
para o célculo das dreas mais usuais daquela época. Dentre elas, o circulo. Por volta de 1750
a.C., embora nio fizessem ideia da existéncia do valor irracional 7 (pi), inconsientemente (e de
forma implicita) faziam seu uso aproximado ! na férmula por eles deduzida A = (d — ‘9—1)2, onde

A: area do circulo e d: didmetro (dobro do raio).

. 1 2 2
Nota: Este valor racional periddico pode ser encontrado fazendo: (d — g) =rre (2 r— %) =

w2 e (100)? — g2 =26 ~3 160493....
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Nao menos importante, por procedimentos empiricos, os Babilonios também desenvol-
veram sua propria férmula para a area do circulo. Representada sobre a forma A = f—;, onde
¢ é o comprimento da circunferéncia e A sua area, podemos perceber o quao grande eram as
dificuldades computacionais por ela apresentada, visto que a formalizacdo matematica para o
comprimento de qualquer circunferéncia ainda nao havia sido solidificado. Ainda que ambos
os povos tenham desenvolvido suas préoprias féormulas, ha uma proximidade relativa entre seus

resultados?.

O que teria acontecido se cada civilizagdo tivesse criado sua prépria férmula para o

célculo da area do circulo? Haveria algum problema futuramente?

Sem duvidas que sim! Imagine sé a quantidade de discordia que isso poderia acarretar.
Com a expansao maritma (século XV), povos de diferentes regides do planeta aprenderam novos
hébitos, fizeram trocas culturais, expandiram seus territorios, adquiriram novas fontes de matérias
primas e também trocavam informacdes comerciais, dentre outros. Por estes fatos, era prético por
conveniéncia, a padronizacdo entre dialetos, nimeros, sittma monetario, etc. Embora necessario,
alguns deles ndo sofreram modificagdes por intervencdes culturais, preservando-se até nos dias
atuais. Entretanto, grande parte da matemaética ndo pode dar-se a este luxo. As discérdias entre
simbolos e valores eram mais frequentes do que se possa imaginar. Ninguém queria sair no
prejuizo! Mesmo havendo acordo entre o sistema monetario, o valor proporcional de um terreno
circular em fun¢do de sua édrea, por exemplo, poderia variar para mais ou para menos conforme a

férmula escolhida ndo € mesmo? Assim, alguém sempre levaria desvantagem.

Relatos histéricos (EVES, 2004) afirmam que o grego Arquimedes (287-212 a.C.) foi
0 primeiro a perceber e definir a existéncia do numero 7. Conforme veremos mais adiante, tal
valor era substancial para a determinagdo da drea do circulo e sua emersdo manisfestou-se através
do quociente %, em que C ¢ o comprimento da circunferéncia e d o seu didmetro. Naquela época,
o comprimento de qualquer circunferéncia era algo desconhecido e, por este fato, Arquimedes
utilizou poligonos regulares inscritos e circunscritos a fim de aproximad-lo e, com isso, obter
as primeiras casas decimais para 7. Tendo em vista a precariedade computacional e escrita
daquela época, Arquimedes utilizou apenas 5 pares de poligonos regulares. Estes possuiam
6, 12, 24, 48 e 96 lados. Na verdade, os valores 12, 24, 48 e 96 sdo derivados da belissima

férmula de recorréncia por ele conhecida

Lhn=1\/2—1/4-1F, )

onde I, e I, sdo os lados dos poligonos de n e 2 n lados inscritos na circunferéncia unitdria.>

2 A diferenca entre os resultados apresentados pelos egipcios e pelos babilonicos estd na aproximacio

S . A . ) 2 .

implicita feita para 7. Os Babilonicos usavam 7 = 3 (iguale a férmula {; com 7 r? para encontra-lo!).
O raio unitdrio foi escolhido de forma proposital uma vez que, conforme sabido, duas circunferéncias
quaisquer sdao sempre semelhantes. Posto isso, independente da escolha do raio, teremos sempre que

=C
T=75-
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Com intuito de fornecer as ideias essenciais da demonstracdo feita por Arquimedes,
faremos apenas uma simulacao para os poligonos regulares inscritos, mas antes, mostraremos

como podemos obter a formula matematica 1.

Sejam Ay, Aj, A3z, ..., A, 0s vértices do poligono regular inscrito Ay Az A3 ... A, na cir-
cunferéncia A de raio unitdrio. Por construgio, se tomarmos os pontos médios My, M, M3, --- , M,
dos arcos A1 Ay, Ay Az, A3 Ay, -+, A, A1 obteremos o poligono regular (inscrito) Ay My Ay M,
A3 M3 --- A, M, de 2 n lados, conforme indica a Figura 1.

Figura 1 — Poligonos regulares por construcao

il P

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consideremos os vértices consecutivos A;, M; e A;jy1,i € {1, 2, 3, --- n— 1} do poligono
de 2 n lados, em que o simbolo € indica pertinéncia. Tracemos o didmetro definido pelos pontos
M; e B, em que B foi obtido pela intercesdo da semi-reta M;O com A. Perceba que o ponto B
incide sobre um dos vértices do poligono A{M A, M, - - - A,M,, e que, além disto, B serd distinto
de A;, M; e A;;1. Demonstra-se ainda, por congruéncia de triangulos, que o segmento A;A; 1 é
perpendicular ao segmento M;B no ponto de intercesdo C. Dai, inferimos a congruéncia entre os
segmentos A;C com CA;. 1. Sabemos que A; A;+1 € M; A;11 s@o os lados [, e [ ,, dos respectivos
poligonos regulares construidos. O tridngulo B M; A;; 1 € inscrito em uma semicircunferéncia.
Logo, € retangulo em A; 1. Tendo em vista que /, pode ser representado pela soma de A;C com
CA; 1, segue que a medida do segmento CA; | €é dada pela razao 17” Da mesma forma, podemos
constatar que o raio de A pode ser representado pela adi¢do de OC com CM;. Chamemos de x a
medida de OC. Posto isto, teremos que o comprimento do segmento CM; serd dado por 1 — x.

Estas informagdes nos levam a construcio da Figura 2.

Dentre as relagdes métricas existentes nos triangulos retangulos, duas delas serdo funda-

mentais para a deducdo de 1. A primeira refere-se ao:

Teorema 1. Em todo triangulo retangulo cada cateto é a média geométrica entre sua projecao

sobre a hipotenusa e a hipotenusa,

e, a segunda, ao
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Figura 2 — Relagdes métricas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 2 (de Pitagoras). Em todo tridngulo retingulo o quadrado da hipotenusa € igual a

soma dos quadrados dos catetos.

Tratando-se de dois resultados muito utilizados no ensino bdsico, omitiremos aqui, suas
demonstracdes. Desta maneira, se aplicarmos o Teorema 1 no tridngulo retangulo BM;A;; 1,

ficaremos com a igualdade:

Ly =+/2-(1—x). )

Nesta, devemos eliminar a varidvel x dentro do seu radical. Para tanto, facamos a aplicacdo do

Teorema 2 no tridngulo retangulo OCA;; 1 gerando, assim que:

ou ainda,

1
x=g 413 3)

Finalmente, substituindo a equagdo (3) em (2), ficamos com:

zzn:\/z. (1—%\/4?13) :m,

que € o que queriamos demonstrar.

Segundo a defini¢do feita por Arquimedes, o quociente % (: %) representa o valor de

7, para qualquer que seja o raio r escolhido. Com um olhar clinico para a Figura 3, podemos
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perceber que conforme o nimero de lados n do poligono regular cresca, sem que um valor
maximo possa ser atingido, o seu perimetro p, tenderd cada vez mais ao comprimento C da
circunferéncia. Fundamentado nestes argumentos, € correto afirmarmos que a diferenca C — p,,

aproxima-se cada vez mais de zero. Justifica-se, entdo, a aproximagao

C2p,. )

Figura 3 — Retificagdo da circunferéncia A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se considerarmos p;,, como sendo o perimetro de um poligono regular com 2n lados

inscrito em uma circunferéncia de raio unitdrio, entdo podemos aproximar o valor de 7 fazendo

o Cotu_ ()b

= =n- > 3.
5 3 ) n-ly,n=3 (5)

Em palavras, isto equivale a dizermos:

Para um niimero 2n (par) de lados de um poligono regular, podemos aproximar T através
do produto de n (metade da quantidade de lados) por ly,. Este, poderd ser determinado somente
se soubermos o valor do 1, (lado do poligono regular que possui a metade da sua quantidade de
lados).

E importante relatarmos que a igualdade & = %, vista em 5, nos informa ainda que o

comprimento de qualquer circunferéncia unitdria sera sempre obtida através do produto 27.
Tal fato, sera crucial para a determinac¢do da 4rea do circulo unitdrio conforme veremos mais

adiante.

Portanto, com a utiliza¢do da férmula 5, Arquimedes pode determinar as primeiras casas

decimais de & efetuando
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no= 6=lg=1/2— 4—13:\/2— 4-(V3P=1=m23.1=3,

n o= 12=1p=1/2—/4-12=1/2—-V3=>7126-1/2—/323,10582854,
no= 24=hy=12—\/4-B,=\2—\2+V3=>m=12-\/2—\/2+ V3=

3,1326286.

]

I

Procedendo da mesma forma para os casos l4g € lgg, chegariamos as aproximacdes 7T =
3,1393502 e == 3,1410320. Apesar de grandes esforcos, Arquimedes encontrou apenas as duas
primeiras casas decimais corretas para 7. Anos mais tarde, utilizando este mesmo algoritmo, o
holandés Ludolph Von Ceulen* (1 540-1 610) pdde encontrar as primeiras 35 primeiras casas
decimais, entretanto, o nimero de lados necessdrios para este célculo foi de 2°%! Este fato foi

considerado tdo fantdstico que apds seu falecimento a vitiva mandou escrever em sua lapide’

=3, 14159265358979323846264338327950288.

Levando em consideracdo a estratégia por Arquimedes desenvolvida, intuitivamente,
podemos perceber também que para n cada vez maior, a drea do poligono regular inscrito em
um circulo unitdrio tende a confundir-se, cada vez mais, com a drea do préprio circulo nele

6

circunscrito, Figura 4. Em consequéncia, o apétema® a assumird o papel do raio unitdrio, fazendo

com que a drea do circulo seja encarada por ’ A; = 27” l=m.
O que aconteceria se o raio do circulo ndo fosse unitdrio?

Se usarmos a notagdo C,, para indicar o comprimento de uma circunferéncia de raio r, e

levando em conta que duas circunferéncias quaisquer sao sempre semelhantes, podemos dizer

que
Cl T Cr
2 2-r
Dai, segue que C, = 27zr. Assim, por analogia a ultima demonstracdo, tomando a = r segue
finalmente que a drea do circulo é A; = % r=nmr’

4 A escolha da letra grega 7, para a defini¢io de Arquimedes, nio era usada nem por ele e nem por

Ceulen. Isso apenas se solidificou quando o grande matematico Leonard Euler (1 707-1 783) passou a
usa-la (IEZZI G. E DOLCE, 2007).

Devido a modernizacdo dos computadores ja se pode encontrar aproximagdes para 7T com mais de
cinco bilhdes de casas decimais! (WAGNER, 2015)

Segmento com uma extremidade no centro da circunferéncia e a outra no ponto médio do lado do
poligono regular.

Da geometria Euclidiana é sabido que em todo poligono regular a sua 4rea é sempre calculada pelo
produto do seu semiperimetro por seu apétema.
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Figura 4 — Aproximacio de

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em virtude da grande multiplicidade de curvas existentes, procuramos desenvolver um
método geral ao qual possamos utilizd-lo em diversas ocasides. Contudo, € bom deixar claro que
todas as figuras aqui presentes estardo contidas sobre o plano cartesiano xQOy, visto que as mais
elementares presentes em todo ensino bésico, como também algumas bem complexas do ensino
superior, podem ser vistas e resolvidas sobre outro ponto de vista: o das fun¢des. Sempre que
possivel, procuraremos estabelecer uma relacdo (seja ela funcional ou ndo) entre as varidveis x e
y dos pontos de formacdo da figura em pauta. Porém, antes disto, € necessario iniciarmos nossos
estudos através da ideia intuitiva de limite de uma fun¢do para que em seguida, através de um

exemplo motivador, possamos desenvolver uma teoria mais abrangente envolvendo éreas.

Atividades propostas

1. Considere dois poligonos regulares de n lados, um inscrito € o outro circunscrito a uma
circunferéncia de raio unitario. Chamando de L, o lado do poligono regular circunscrito,
[, e a, o lado do poligono regular inscrito e o seu respectivo apotema, responda os itens

abaixo.

a) Usando semelhanca de tridngulos, mostre que L, = é—"

b) Prove, usando o Teorema de Pitdgoras, que a, = %\ /4 —12.

¢) Mostre, utilizando os itens la e 1b, que o perimetro P, do poligono regular circuns-
2n-l,

\Aa-2'

d) Determine as primeiras aproximacdes decimais para 7 tomando os valores de n como

B
7

crito a circunferéncia unitéria é dado por P, =

sendo 6,12 e 24 na relagdo 7 =

Sugestao: Use uma calculadora.
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CAPITULO

A IDEIA INTUITIVA DE LIMITE DE UMA
FUNCAO DE NUMEROS REAIS

Comecamos por lembrar a definicdo matemdtica de funcdo: uma fungdo entre dois
conjuntos nao vazios A e B é uma lei de associagcdo que vincula a cada elemento de A um tnico
elemento de B. Se denotamos a funcdo pela letra f, a notagdo f : A — B explicita que A é o

dominio para a funcdo f, enquanto B € seu contradominio.

A imagem de f é o conjunto Imy = {y € B|Ix € A, f(x) =y} . Jd o grdfico de f é
definido por Gy = {(x,y) € A x B|y = f(x)}. A simbologia |,3 e x, usada acima, significa
respectivamente tal que, existe, € produto cartesiano. Notamos que por esta definicao, o grafico
de uma fung¢do € um subconjunto de um produto cartesiano entre dois conjuntos, o que nao
reporta a idéia natural que temos de gréfico, qual seja, um desenho. Essa dificuldade € superada
quando nos restringimos as fungoes de varidvel real com valores reais. Nesse caso 0s conjuntos
A e B sdo subconjuntos de niimeros reais, € mais tipicamente intervalos da reta R. O gréfico de f
ganha entdo o significado que usualmente atribuimos, a0 menos para fun¢des continuas: uma
curva esbocada no plano cartesiano sem que o lapis seja retirado do papel. Daqui em diante,

todas as funcdes que tratarmos serdo deste tipo.

Um caso particular dessas funcdes merece ser destacado: sdo as sequéncias de nimeros
reais. Para essas o dominio é o conjunto de niimeros naturais N = {1,2,3,...} C R. Se a é uma
sequéncia, as notagdes a : N — R e a(n) € R continuam valendo, mas é mais comum usarem-se

as notagdes {a,} ou {a, }nen-

Uma fung¢do pode ou ndo ter uma regra de formacao explicita, ou seja, ter sua lei de
associa¢do descrita com uma férmula aritmética simples. Aquelas que possuem essa formula
simples sdo mais faceis de trabalhar, e muitas ja foram trabalhadas durante o ensino médio. Dentre
os diversos tipos, as mais familiarizadas pelos alunos sdo as fungdes reais de varidveis reais cuja

lei de formagdo segue um dos modelos: afins, quadréticos, exponenciais trigonométricos € outros
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derivados das suas respectivas inversas. Ha porém tantas mais que, embora pouco apresentadas
pelos curriculos atuais, sdo de uso comum na matemaética aplicada. Estamos nos referindo as

regras que sao expressas através da combinagdo de duas ou mais ja existentes como, por exemplo:

( 1
—5x—§ x<—1
, 11
h:R—=>R|h(x)=<¢ —x +7 —-1l<x<1 .
1 X
(—) +4 x>1
[ \2

Figura 5 — Gréfico de dominio real

\ y

-1 1 X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela forma com que o dominio e a lei de & foram definidos, podemos esbogar sua
representacao grafica de forma continua. Mesmo apresentando este comportamento, por vezes,
faz-se necessdrio uma restri¢do bem especifica em seu conjunto de partida acarretando, portanto,
mudancas expressivas em sua constru¢do geométrica. Nesse contexto, mudar sua constru¢ao
ndo significa alterar o seu caminho de percurso, mas sim, limitar as partes que serdo percorridas.
Assim, por exemplo, se alterdssemos para N o dominio de 4, sua representagdo cartesiana seria
marcada por infinitos pontos caracteristicos que estdo contidos sobre a curva primaria indicada
pela Figura 6.

Vale a pena frisarmos que a reciproca do exemplo acima ndo é verdadeira, pois os pontos

%, 177, %, %, .-+ poderao sugerir diferentes tipos de trajetos quando

o seu dominio é expandido para os reais. Dois deles poderiam ser exemplificados através das

provindos da sequéncia

figuras 7 e 8.

Perceba como as duas figuras sugeridas apresentam diferentes tipos de comportamentos.
Na primeira, hd um decrescimento previsivel limitado por uma barreira intitulada "assintota hori-
zontal". Esta, nos afirma que as imagens da fun¢do adaptativa jamais poderd ser numericamente
igual a quatro ou qualquer outro valor menor. Em contra partida, os mesmos pontos poderao
sugerir também um grafico mais sutil, elaborado por movimentos ondulatérios, cujas imagens

oscilam entre 3 e 5.
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Figura 6 — Gréfico de dominio natural

-1 1

X
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 7 — Trajeto sugestivo 1

*—— 9

1

2 3 4

5 6
Fonte: Elaborada pelo autor.

x

Figura 8 — Trajeto sugestivo 2

L O
4
R
1 2 3 4 5 6 X
Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, precisamos compreender o comportamento das sequéncias infinitas.
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1.1 Limites

O limite de uma funcdo de nimeros reais € um dos conceitos mais importantes ja in-
troduzidos na Matemadtica. Sua utilizacdo fundamentou o inicio e o desenvolvimento de uma
diversidade de areas de estudo, como o Célculo Diferencial e Integral, a Andlise, a Geometria
Diferencial, entre outras. A idéia do limite € considerada das mais dificeis pelos estudantes
universitarios dos cursos de Célculo ou de Analise, principalmente pela sua notacdo e formaliza-
¢do, que envolve abstracdes com as quais os estudantes, usualmente ndo utilizaram durante sua

formacdo no ensino fundamental e médio.

Neste trabalho nao enfatizamos os elementos formais na defini¢ao dos limites. Para este
fim hd um grande nimero de livros-textos de excelente qualidade, entre os quais recomendamos
(LIMA, 2016; GUIDORIZZI, 2015). Portanto nos restringimos a apresentacao de alguns exem-
plos de limites de fung¢des simples, com gréficos imediatos, e que sdo suficientes para trazer ao
leitor a idéia essencial do conceito, sem o 6nus das demonstragdes abstratas que para o prop6sito
deste trabalho - cdlculo de dreas - iriam mais atrapalhar do que auxiliar a compreensdo. Vale
notar que essa abordagem intuitiva foi aquela adotada com sucesso por grandes mateméticos do

passado, como Arquimedes, Fermat, Wallis, Barrow, Newton,. ..

Atualmente, a ideia intuitiva de limite é implementada no primeiro ano do ensino médio
das escolas publicas do estado de Sao Paulo. Implicitamente, nas séries finais do ensino fuda-
mental, surgem problemas sugestivos de sua existéncia. Estes, apresentam-se nas transformacoes
de decimais periddicos para fracdes geratrizes. Um exemplo cléssico € o tao polémico decimal
0, 999.... Em virtude das poucas ferramentas matematicas dispostas pelos alunos, quase sempre,
o professor consegue postergar sua no¢ao intuitiva usando, para isso, algum "truque algébrico".
Por este motivo, os mesmos sdo retomados posteriormente sobre um ponto de vista mais técnico
e abrangente. O ensino médio fornece os primeiros detalhes, mas é somente na graduagdo que

alguns alunos poderdo aprofundar-se neste tema ao estudarem as séries.

Mesmo nao fazendo um estudo rigoroso sobre limites, apresentaremos exemplos sobre
0 assunto e, com traquejo matemadtico, juntamente com o apelo intuitivo de graficos e tabelas,
levantaremos as possiveis conjecturas sobre o resultado almejado em cada situagdo. A criatividade
e também originalidade serdo nossas armas principais, pois sao elas que sustentam a Matematica

desde o seu surgimento. Posto isso, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Uma pequena esfera de borracha encontra-se inerte sobre uma mesa de madeira
que se encontra a 1 metro do solo. Entretanto, por um forte vento, a mesma comec¢a a mover-se.
A esfera ao perder contato com a madeira, atinge o solo pela primeira vez invertendo, portanto,
seu sentido até atingir a metade da sua altura inicial. Este procedimento repete-se sempre nas
mesmas condicoes, isto €, atingindo, apds cada batida, a metade da altura que atingiu apds a
batida imediatamente anterior. A Figura 9 ilustra esta situacdo. Tendo em vista estas hipéteses,

responda:
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Figura 9 — Aplicacdo das séries

1m \ ;O\
i/ Y O
Y \f( s

Fonte: Elaborada pelo autor.

Qual serd a distancia vertical total percorrida pela bola até parar?

Solucio

Pelas hipéteses do problema, estamos interessados na determinacdo da soma de 1+
2 (% + le + % + 1—16 + - ) Nesta, a segunda parcela contém um fator 2 multiplicativo. Este, deve-

se ao fato de que cada arco de pardbola, com excecao do primeiro, € obtido pela subida seguido

da descida da pequena esfera.

Usamos a palavra série ao invés de soma, pois a série € uma soma, porém uma soma
especial com infinitas parcelas! Portanto, ao invés de dizermos sempre que necessario "A soma
das infinitas parcelas ...", simplesmente diremos "A série - - - "subentendendo, de agora em diante,

este fato.

Ao longo de todo o trabalho aqui desenvolvido, estaremos interessados apenas nas séries
que tendem a um tnico nimero real (séries convergentes). H4 porém, diversas outras em que isso
ndo ocorre (séries divergentes). Um exemplo € a famosa série harmonica 1 + % + % + ;lt + % +---
que serd descrita no Exemplo 3. No caso da primeira delas, quando for o caso, determinarmos o

seu valor seguindo as etapas
(1) Transformar a série dada em uma soma parcial contendo » termos,
(2) Encontrar (se possivel) uma férmula fechada' em n para a soma S,,,
(3) Analisar o que ocorre com a soma S, a medida que n cresce,
(4) Conjecturar a partir de (3) um dnico valor para S, supondo n muito grande.

Vamos seguir o roteiro acima para a série desejada % + i + % + % ---. Primeiramente,

devemos limitd-la nos seus n primeiros termos, ou seja,

S—1+1+1+1+ +1 (1.1)
"T274 8 16 on’ ’

Nesta, facamos a multiplicacdo de ambos 0s membros por g = %, visto que estamos diante de

I Férmula fechada: Expressdo algébrica desprovida das reticéncias "---"".
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uma soma geométrica. Posto isso, temos que

1 1 1 1 1 1

¢ — e 1.2
2 4 8 16 32 ot (1.2)
Logo apds, subtraimos membro a membro as equagdes 1.1 e 1.2. Esta, resulta em S, — % Sy =

1
2 on+l>

alguns valores crescentes de n conforme indica a tabela:

ou ainda, S, =1 — zin Finalmente, facamos o estudo do comportamento de S, para

n Sy
1 _I
3
213
SR
41 1%
) 1 0.23
10 1024

Pela tabela acima, € razodvel conjecturarmos que a soma S, tende a 1, visto que para
valores crescentes de n a exponencial 2" também cresce, fazendo com que o quociente 21—,, esteja
cada vez mais proximo de zero. Justifica-se, portanto, que para n muito grande, S, estard muito
préoximo de 1. Uma maneira matematicamente usual de encurtarmos tal ideia é dado através da

simbologia lim, .. S, = 1, que pode ser lida como
"Limite da soma S,, quando n tende ao infinito positivo"

Em meio a situacdes similares, usaremos frequentemente esta notagdo combinado? Além

disso o indice: n — oo (n tende ao infinito positivo), € uma forma resumida de dizermos:

Para qualquer real M que escolhermos, por maior que possa ser, sempre existird um

natural n tal que n > M.

Feito estas andlises, podemos concluir que a distancia vertical percorrida pela esfera de

borracha foi de 1 +2.1 = 3 metros.

Exemplo 2. Seja @ um elemento do conjunto N = {0, 1, 2, 3, ---}. Prove que o decimal

periddico a, 999--- € igual ao inteiro a + 1.

Demonstragdo. Com efeito, notemos a principio que o decimal a, 999 - - - pode ser escrito sobre
a forma conveniente a + 0,9+ 0,09+ 0,009 + - - -, isto €, a + % + 1% + 1%3 +---, ou ainda,

a+9 (ﬁqtﬁ—k#qtm).ChamemosdeSnasomaparcialﬁ—k#—k#—km—k%on.Por

tratar-se de uma soma geométrica cuja razio € g = %0, a diferenca

1
Sn =10 5m (1.3)
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nos tras a subtracdo simplificada % Isolando S,, em 1.3, deduzimos a férmula fechada

10n+l

Consideramos entdo a sequéncia b, =a+ 1 — 10” Devemos mostrar que lim,,_s. b, =

a+ 1. Contudo, isto equivale a provarmos que lim,,—c (W) = 0. Este dltimo fato decorre que:

1. {ﬁ} ¢ monotona decrescente e estritamente positiva,

2. 1(]),, pode ficar menor que qualquer nimero positivo, desde que tomemos n grande, ou seja

10n — 0 (leia: 10” tende a zero) quando n — co.

Exemplo 3. Prove que a série harmonica 1+ % + % + % + % + - -+ cresce ilimitadamente.

Demonstragdo. No século X1V, anteposto a invenc¢ao do Célculo Diferencial e Integral, o bispo
francés Nicole Oresme (1 323-1 382) mostrou (em nota¢do moderna) que lim,, (l + % + % + .- ) =
oo, Tratando-se de uma prova elementar, porém engenhosamente bem produzida, faremos aqui

uma simulagdo da formalizacdo rigorosa proposta pelo francés.

Provavelmente, depois de muita experimentagdo por procedimentos empiricos, Oresme

pode construir as desigualdades

11 2
2= Sty rati Ty
1\ 1 1 1 1.2 1 3
84 = SZZ:(1+§>+§+Z S+3+4>SZ+4+Z:S +5>§—|—§:§,
Sg = 523:(1+1+1+1>+1 T R R
2'374)7576"°7"8 8 8 22 2

4 parcelas iguais

Analisando minuciosamente os resultados obtidos, o proprio confrontou os expoentes dos indices
de cada soma parcial com os numeradores das fragdes geradas. Percebeu entdao que estes eram
dados pelos seus sucessores e que os denominadores nﬁo podiam ser outro a ndo ser o dobro da
unidade. Nasce entdo a bela conjectura Sy» = 1+ + +3 —|— L. —I— > "H n4 1 5

Finalmente, apurou que as imagens da sequéncia y = Sy» sdo limitadas inferiormente
pelas imagens correspondentes da sucessao a, = % n-+ % cujo limite € o encerrando, portanto, a

demonstracao. [
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1.2 Um limite fundamental

Nos capitulos posteriores o leitor ird deparar-se, por diversas vezes, com o limite da
sequéncia a, = % (r € N), paran — 0. Sendo assim, é de fundamental importincia que saibamos

o valor limite desta sequéncia.

Por argumentos algébricos, podemos provar a monotonicidade estrita de a,, bastando

ni, — ni, sempre serd negativa em todo seu
2 1

dominio. Notemos que a queda sofrida por a,, em tempo algum, deixard pontos do seu grafico

para isso mostrarmos que a diferenca a,, — a,, =

abaixo da reta y = 0, ja que devido ao fechamento multiplicativo nos naturais’ o quociente % é
(estritamente) positivo. Em vista destas hipoteses conjecturamos que lim;, e (%) = 0. Todavia

podera existir uma reta y = L > 0 tal que a, > L.

Figura 10 — Gréfico de a,, = %

}J‘

° as Qg

y=1 . : . : * .

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostremos através do proximo teorema que tal existéncia € impossivel.

Teorema 3. Seja a,, uma sequéncia tal que a, = %, comr € N.

Para toda reta de equagdo y = L > 0, existem infinitos valoresden € N={1,2, 3, ---}
tais % < L.

Demonstragcdo. Devemos exibir (a0 menos) um natural n para o qual a desigualdade

1
—<L (1.4)

¢ satisfeita. Segue da desigualdade 1.4 que

1 1 p 1
—<L&e-<VLen> —,
n’ n V/L
O fechamento multiplicativo dos naturais nos afirma que se A; e A € N, entdo A| -A; € N. O mesmo
vale para um ndmero finito de fatores.

2
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ou seja, se n > %, entio % < L, isto é, a desigualdade € satisfeita para todo natural » tal que
L
n> T ]

Analogamente provamos que lim;_,c r% = 0 para todo nimero inteiro k.
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CAPITULO

UM EXEMPLO MOTIVADOR

Levados a motivagao da determinagdo de dreas de regides delimitadas por curvas, inicie-

mos nossos estudos através do

Exemplo 4. Um jovem arquiteto apreciador das obras de Oscar Niemeyer, resolveu inovar
o design da sua pequena piscina retangular de seu condominio residencial. Situada na area
externa, decidiu molda-la em uma de suas laterais segundo o modelo matemético da fungao
fi{xeR:0<x<2} — R: f(x) = x> conforme ilustra a Figura 11.

Figura 11 — Mapa do arquiteto

Fonte: Elaborada pelo autor.

Estabeleceu ainda que os ladrilhos internos deveriam ser trocados por outros mais modernos em
forma de quadrado de lado medindo 10 centimetros. Sabendo que o pre¢o da caixa contendo 7

unidades é de R$ 32, 50, determine
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1. O nimero minimo de caixas necessarias,

2. O capital que devera ser investido em ladrilhos para que a condicao do item 1 seja

respeitada.

Solucao

No cotidiano dos engenheiros e também dos arquitetos, problemas como este ou similares
sdo mais frequentes do que se imagina. Aparentemente simples, ndo podemos nos esquecer de
que uma das laterais da piscina é descrita por um arco de pardbola. Mesmo nao havendo uma
féormula especifica para a drea de todos os tipos de curvas, aquelas delimitadas pelas fungdes
polinomiais, trigonométricas, inversas e raizes n-ésimas podem ser encontradas utilizando, para
1ss0, a no¢do intuitiva de limite e dreas geométricas elementares. Assim, vejamos como devemos

proceder na resolugdo dos itens 1 e 2.

1. Para resolvermos este problema, faz-se por necessério determinarmos a area da piscina.
Entretanto, devido a sua forma irregular caracterizada pelo arco de pardbola f(x) = x?, 0 <
x < 2, serd primordial elaborarmos uma solucao diferente daquelas discutidas no ensino
basico. Para tanto, vamos utilizar o cdlculo das dreas de figuras geométricas como, por

exemplo, trapézio e retangulo.

Inicialmente, fagamos a modelagem matematica da Figura 11 sobre o ponto de vista

analitico cartesiano, isto €,

Figura 12 — Modelagem matematica

I\ ;
y
! X
14 ; &)
c
B
0 2 X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atentos a representacdo acima, podemos perceber que a area pretendida € dada pela
diferenca entre a drea do retangulo ABCD e a regido delimitada pela curva com vértices em
A,B e C. Apesar de ser conhecida a férmula para a drea do retdngulo, 0 mesmo nao pode
ser dito a outra regido envolvida. Diante deste impasse, em situagOes similares, podemos

recorrer a seguinte estratégia:
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Comecamos por repartir o intervalo / = [0, 2] em um nimero n de partes. Apesar das

multiplas maneiras com que isso pode ser feito tomemos, por conveniéncia, 0 conjunto £

(p€) das reparti¢des cujos elementos sejam os intervalos Iy, Ip, Iz, ---, I,, fatisfazendo as
condig¢des
O-h=h=hLh=---=1,,

)-LNnbhbNnhnN---NI, =9,
3)-LUhLULU---UL,=1=10,2],

sendo que os simbolos =, N, U e & significam respectivamente congruente, interce-
sdo, unido e conjunto vazio. A simbologia utilizada acima apenas nos afirma que os
n subintervalos preescritos sdo de mesmo comprimento, distintos dois a dois (ndo ha
nimeros comuns em nenhum deles) e que a unido de todos fornece /. Realizada esta
divisao, concluimos que a medida de cada um deles € igual a % e, consequentemente,
L=[0,12],hb=[1-222bL=[2-23.2 ... [, =[(n—1)-2,n-2].

n’ n n’

Figura 13 — Reparti¢do intervalar

2 2 2 2 2
n n n n n
0 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sobre cada intervalo de £, fagamos a construgdo de n trapézios retangulos de tal maneira

que lados obliquos, perpendiculares as bases, sejam representados por I, I, 13,--- I, e,

. . . . 2 2 2
lados paralelos, sejam obtidos através das imagens de f nos pontos 0, 1-%,2-%, -+, n-%.
Figura 14.

Figura 14 — drea aproximada por trapézios

fl0)=x?

Y

1"

=2
'l;.c'l

Fonte: Elaborada pelo autor.
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0,2 ’ - A s
0-2] 3 soma das 4reas de todos os 1 trapézios retangulos em / e, seja ainda,

. . ,X'z
Assim, seja A’
2 . o . .
A [0-2] 3 4rea exata da regido delimitada delimitada pelas curvas y =x%, y=0¢e x = 2.
Sabemos da Geometria que a drea do trapézio € dada pelo produto de sua altura pela

semi-soma das bases. Por estas informagdes, podemos afirmar que a igualdade

2.1)

certamente serd valida. Evidenciando em 2.1 o fator % e simplificando as parcelas seme-

lhantes do fator gerado, obtemos que

AxH02 :%(f(O)-I—Z (f(lé) +f(2-§l)+---+f<(n—1)'%>)+f(2>>7

ou ainda,

2 1 /8
A (5 (2t 0= 1) 44). e

[0,2] A
pode ser encarada como uma sequén-
2
. . , x-,]0,2 P .
ciaA: N — R em que a cada natural n associa o nimero real A;, [ ]. Além disto, con-

2
~ . P x“,
Nao devemos deixar de perceber que a drea Aj,

forme n cres¢a (sem que exista um real M que ndo possa superado), sua correspondéncia
Af,[o,z] = Alep ezio +A§mp ezio —l—Agmp ¢Cio . 4 ALTAPEI0 estarg cada vez mais proxima da
drea A 10.2] almejada. Tal fato deve-se a aproximacao dos vértices dos trapézios retangu-
los inseridos sobre a curva y = x2. Perceba ainda que, em virtude destas hipéteses, a forma
geométrica de cada trapézio retangulo estard cada vez mais proxima de um segmento de
reta. A notagdo simbdlica de limite sintetiza, de forma precisa, as informag¢des acima, ou

seja:

sz, [O, 2} — lim (A{rapezi() +A§rapezi0 4. +A£rapezi0)'
n—yo0

Sera que € possivel encontrarmos uma expressao matematica para a soma infinita discutida

acima? Note que temos uma progressio aritmética de segunda ordem! e, por este fato, suas

(n—1)n(2n-1)
6

somas parciais sdo dada pelo quociente fazendo com que 2.2 seja dado por

Ar02)_ 4 (1 B 1) (2_ l) LA 2.3)
3 n n n

1

Para mais informagdes vide (MATTOS, 2017).
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De acordo com as sugestdes anteriores, juntamente com o Teorema 3, a drea delimitada

pelas curvas com vértices em A, B e C € obtida fazendo

2 4 8
Aﬂﬁﬂ:anﬁm”>:§qa+0:§M.

n—soo

Portanto, o nimero minimo de caixas necessdrias é¢ dada por

1
= - (Quantidade de ladrilhos necessarios) =
7 Aladritho

1600 1600
3 ) 21

_ (AABCD — AABC)

N = Q=

resultando entdo em 77 caixas.

Nota: A simbologia A;.4,i11, significa drea de cada ladrilho unitério.

2. Pelas hipéteses do item 1, o valor total gasto em ladrilhos é de R$2502,50 (= 32,50-77).

Problemas andlogos ao acima, podem fazer uso do mesmo raciocinio como os abaixo

descritos:

1. Determine a drea da regido delimitada pelas curvasy =2x, x=2, x=3ey=0.

2

2. Prove que a drea da regido delimitada pelas curvas y =x“, x =0, x =1 e y = 0 € menor

do que a 4rea delimitada pory=x%, y =0, x=lex =2.

2

3. Prove que a drea da regido delimitada pelas curvas y =x*, x=a, x = 3 e y =0 é sempre

dada por § (B2 — a?).
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CAPITULO

RETANGULOS, UM FACILITADOR DE
CALCULOS

No exemplo anterior, vimos que o cdlculo da drea delimitada pela curva y = xz, 1<x<?2,
pode ser feito através do limite da soma das dreas dos n de trapézios retangulos, quando n — oo.
Entretanto, nada nos impede de utilizarmos outras figuras geométricas como, por exemplo, o
retangulo ou o tridngulo. Alids, o calculo da area do retangulo € indiscutivelmente uma das
mais simples, bastando multiplicar a medida de sua base pela medida de sua altura. Por estes
argumentos, de agora em diante, estaremos encontrando as dreas solicitadas através do limite
da soma das dreas de n retangulos, para n — oo. E importante deixar claro também que, os
retangulos utilizados no célculo da area solicitada ndo possuem necessariamente as mesmas
dimensdes. Porém, a fim de facilitar os calculos algébricos, manteremos constantes as larguras
dos retangulos variando, portanto, somente sua altura. Doravante, em cada exercicio, usaremos

as seguintes etapas de resolucao:

1*) Tomemos o intervalo fornecido I = [, ] do dominiode f: (I C)D CR—-R|y=
f(x), definido pelos pontos extremos B (¢, 0) e C (3, 0) e mostremos, por argumentos algébricos,

que f(x) > 0 para todo x € .

2%) Nele facamos a inser¢@o dos pontos consecutivos e equidistantes By = B, B;, B3, B3,
-, By—1 e B, = C de tal forma que os intervalos definidos por I} = [B, Bi|, I = (By, Bz}, I3 =
(Ba, B3], -+, I, = (By—1, C] satisfagam, simultaneamente, as condi¢des
LhULbUBU ULt UL=1¢
2. L.N=0,Yr,se{l,2,3, -, n}, r#s.

Justifica-se dai, que o valor absoluto da medida desses n intervalos expressa-se igualmente

< ~ (i n B0t
através da fragio algébrica == (f > ).
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3%) Procurando padronizar um critério de escolha para as n alturas de cada um dos n
retangulos de bases B By, By By, ---, B,—2 B,—1 € B,_1 C associaremos, a cada uma delas,
os valores correspondentes das imagens de f para x incidindo sobre as abscissas dos pontos

By, By, B3, ---, B, conforme indica a Figura 15.

Figura 15 — Area aproximada por retingulos

f(x)
=
a (11} E P
B, B, B, By B, B: By c X
Fonte: Elaborada pelo autor.
4%) Chamando de Alfela"g”lo, Agela"g”lo, A?emngulo, ... ARetangulo o ¢ sreas dos retangulos
construidos, a soma
f(x), e, B] Retangulo Retangulo Retangulo

Al — A" +A; 4. AR , 3.1

estard encarregada em fornecer-nos as diversas variagdes aproximadas que se movem, cada vez
mais, as margens da drea da regido delimitada pelas curvas x = o, x =3, y=0e y = f(x)
conforme n assuma valores cada vez maiores. Se utilizarmos a simbologia dos conjuntos para

representarmos esta regiio R/ (), [, B, podemos defini-la da seguinte forma:

Definicao 1.
RS & Bl — {(x, y) e R?|x € [a, B] e 0 <y < f(x)}.

Por simplificacdo de escrita, nos referirmos a area desejada como sendo A/ ), (o, B —

Area da regiao R/ (). [ B] Esta, por sua vez, s6 poderd ser determinada se o limite !

fim (A7)

n—soo

existir e for finito.

I O limite de uma funcdo existe se, € somente se, o seu valor numérico for um elemento dos reais ou

um simbolo *oo.
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Para exemplificarmos as quatro etapas propostas neste capitulo, mostremos que a area

AABC determinada no Capitulo 2 ndo poder4 ser outra a nio ser %.

De fato, note que para todo x € R a fungio f, definida pela lei f(x) = x?, é positiva.
Logo, também o serd para x € [ = [0, 2]. Além disso, podemos tomar a mesma parti¢do £ =
{[0, 1%} , [1 . %, 2. %] P [(n— 1)- %, n%]} utilizada na resolug¢do do capitulo anterior

pois, sendo assim, estaremos obedecendo a segunda condi¢do proposta acima. Perceba ainda que,

de acordo com a condicao trés, as alturas de cada retdngulo sao obtidas pelas imagens de f quando

x assume separadamente os seguintes valores 0, 0+ 1 - %, 0+2- %, -, 04n- % Mediante a tais
fatos, temos que as igualdades Alfemng”lo =2f(1-2), A§e’“"g”lo =2f(2-2), ., ARetangulo _
% f(n- %), quando substituidas a (3.1), nos conduzem a
2 2 2 2 2 2 2
n n n n n n
ou ainda,
22, 10,2] AR 2
Ay = - (174243 +---+n"). (3.2)
Porém, de acordo com a identidade 12422 +3%4---+(n—1)> = w vista no Capitulo
2, € correto permutarmos a soma 12422432 4...4 52 pelo quociente UAUAEVACLAEY] ("+1)6(2 nH), cujas

simplifica¢des em (3.2) resultam em

. 4 1 1
As 0 _2 <1+—) <2+—>.
3 n n

[0, 2]

2
. . X . . . . .
Finalmente, ao inscrevermos A, ’ no limite lim,,_,., deduzimos o valor pretendido,

pois:

2 4 1 1 4 8
EmAS 02 —gim (2 (142 (242))=21.2=2.

Exemplo 5. Visando ampliar sua renda mensal, um fazendeiro decidiu cultivar a plantag¢ao da
cana de acucar em uma regido plana quadrada de suas terras. Devido ao calor abusivo, parte de
seu investimento transformou-se em despesa ja que um incéndio acidental ocorreu pouco antes

da primeira colheita. Vide Figura 16.

Supondo que a linha de contorno entre a regido devastada e a preservada seja bem
representada pelo grafico da funcio f : [0, 4] — [0, 4]| f(x) = (x—2)? e que a escala do mapa
seja 1: 107 (ou seja, cada 1 centimetro no papel corresponde a 10° centimetros, que equivalem a

1000 metros, na realidade), determine a area incendiada.

Solucao
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Figura 16 — Plantagdo devastada por incéndio

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mediante as informagdes apresentadas devemos calcular o valor entre a diferenca da

area do quadrado ABCD com a area A(x_z)z’ [0, 4], isto é, AABCD —A(x_z)Z’ [0, 4], Contudo, para

(x_2)27 [07 4}

determinarmos A € preciso seguirmos as 4 etapas propostas no roteiro anterior.

Com efeito, a primeira delas est4 satisfeita ja que (x —2)? > 0 para x € R. Prosseguindo,

temos que cada uma das n larguras dos n retangulos sao dadas pelo quociente ( % :) %, cujas

alturas obtém-se fazendo f (14), £ (22), £(22), -+, f(%*). Assim, estas hip6teses nos per-
: Retangul : Retangul : Retangul .

mite afirmarmos que A" = % f(%) , A = % f(2n—4) e, ApTansite — % f(%‘)

gerando, portanto, a soma parcial ASf‘Z)Z’ 0.4 _ 4 (f(%) +f(2n;4) +oee +f("74)), isto é

n

_o)2 2 .
ASlx 2) 7[074}:% ((%) (12+22+32+...+n2)+4n_1_n6(1+2+3+...+n)>’0ualnda,
2
AS,x*Z) 0.4 _ 33—2 (1+}Z) (2+%) +16 —32 (1 +%) Nesta, ao circunscrevermos o limite

(x72)2’ [Ov 4]

lim,,_,.. decorrerd que A = 33—2 2416-32 = 13—6 implicando, finalmente, no valor

aproximado (16 — 1?6 = 33—2 :) >~ 10, 67 cm?, o que fornece como 4rea incendiada a aproxima-

¢do 10 670 000 m?>.

3.1 Expansao do conceito de area

Procurando sintetizar de maneira equivalente as ideias propostas no inicio deste capitulo,
veremos abaixo uma importante definicdo que serd, por diversas vezes, utilizada nas futuras

demonstracdes. Diante desta necessidade, enunciamos a seguinte

Definicao 2. Seja f uma funcdo real de varidvel real tal que y = f(x) > Oparax€l=[o,f] CR
com a < f3.

A érea aproximada da regido R/ (% Bl em funcdo de um niimero n de retangulos, é
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dada através da soma de Riemann?(1826-1866):

A BT _ (ﬁ%“) (f <a+1 (ﬁ%“)) +~--+f(a+n(ﬁ;a>)>. (3.3)

Com efeito, executando a constru¢io de n retangulos justapostos de bases definidas
pelas extremidades dos intervalos I} = [OC, a+1- B_a] , I = [a, a+2~ﬁ%a] gy Ip =

n

[oc ,0t+n- ﬁ%a} e de alturas expressas pelas respectivas imagens correspondentes f (Oc +1- B%a) ,

- - R R R ~
f <Oc-|—2- ﬁﬂ“) s f (Oc—i-n- ﬁﬂ“), os valores AR/t pgRetangulo = pRetangulo g6 da-

dos pelos produtos de

(2] (e 52 (52 o 52) o (052 (o 57)

Conclui-se, através a evidenciagdo do fator comum ==, que a soma Af;

Retangul Retangul ~ : -
A o A8 representa, na verdade, a expressdo sugerida nesta defini¢do.

(x), [, B] :Alleemngulo_i_

Observacao: A udltima férmula demonstrada poderia ser simplificada através da notagao

somatorio:

afHlop) _ B¢ Zf(oH—i P _a> .
i=1 n

n

Perceba que a férmula 1 continua védlida mesmo naqueles casos em que exista algum
subintervalo I* de I tal que f(x) < 0 para todo x € I*. Contudo, o resultado final apresentado
por ela ndo indica a drea da regido procurada e sim uma diferenca entre as dreas das regides
situadas nos quadrantes 1 ou 2 com aquelas situadas no quadrantes 3 ou 4. A este valor (que
pode ser positivo ou negativo) daremos o nome de drea liquida ou drea com sinal. De agora
em diante, havendo a necessidade de calcular a drea de alguma regido do plano R? definida
em um certo intervalo /, devemos verificar em quais subintervalos de / a funcdo f assume
valores positivos e em quais deles f assume valores negativos. Naqueles em que os sinais sao
negativos, devemos tomar o valor absoluto da férmula 1 e, naqueles em que os sinais sdo positivos
devemos simplesmente aplicd-la. A drea procurada serd obtida pela soma de cada um dos valores

encontrados.

Exemplo 6. Seja f: R — R tal que f(x) = senx. Sem calcular a drea, determine uma soma

mediante a aplica¢do da férmula 1 para Asenn =5 5]
Solucio

Com efeito, temos que os intervalos I; = [—Z,0]U[x,3%] e I, = [0, 7] estdo contidos
em R. Além disso, comprova-se que as implicagdes x € I} = senx < 0 e x € I = senx > 0 sdo

verdadeiras. Verifique tal fato analisando a Figura 17. Desta maneira, devemos ter que
2

A soma representada pela defini¢do 2 € um caso particular de uma soma de Riemann. Para melhores
informagdes vide (GUIDORIZZI, 2015)
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Asenx,[—%,%”} _

Asenx,[—%,O]‘ +Asenx,[0,7r] + ‘Asenx,[ﬂ:,%”]

Figura 17 — Area liquida

Fonte: Elaborada pelo autor.

Feito estas observacdes, vamos a um exemplo de aplicagdo da Defini¢do 2.

Exemplo 7. Visando promover um grande encontro musical da banda Calmat, os organizadores

desenvolveram uma grande drea destinada ao camarote, conforme ilustra a Figura 18:

Figura 18 — Area contendo o camarote

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sabendo que a regido que delimita o camarote estd compreendida entre as curvas f :
R—=R, f(x)=x*’eg:R =R, % g(x) = x? + 1 e que a relaciio de comparagio entre a figura e
a realidade segue a escala 1 : 10000, determine a quantidade mdxima de pessoas presentes no

camarote, visto que cada uma delas ocupard uma drea de aproximadamente 1 m?.
Sugestiio: Use aproximacio v/2 = 1, 41.
Solucio

Inicialmente, facamos a a modelagem matematica do problema através da representacio
geométrica dada pela Figura 19. Nela, podemos constatar que as abscissas dos pontos de interse-

¢do sdo encontradas fazendo x> = % x% 41 gerando, portanto, os valores x = —/2 ou x = v/2. Por
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. ~ . . 1,2 — 21—
estas informagdes, devemos encontrar a diferenca entre as dreas A2* 1 [=v2,V2] _ A2, V2, V2]
. c 12 2
Esta, por sua vez, pode ainda ser calculada através do produto 2 - <A2 FHL[0, V2] _ g2 [0, \/5])

(perceba a simetria geométrica existente). Contudo, pela Definicao 2, temos que

Figura 19 — Camarote: Ponto de vista matematico

Fonte: Elaborada pelo autor.

(ngE

(e (57))-

n—oo n

N
_

A%szrl,[O, V2] _ lim (\/5_0)
1

2
n—eo \ 2 n
e 1) (24 )4 v2 :£+\/§:_4‘/§_
n—eo \ 6 n n 3 3

Analogamente, podemos constatar que A0,V — %ﬁ, fazendo com que o produto
procurado seja expresso pelo decimal 1,88 cm? cuja conversio, para metros quadrados, nos
fornece 18800 m?.

Portanto, a quantidade maxima de pessoas que poderdo frequentar o camarote neste dia é
de 18800.

Atividades propostas
1. Usando o método de construcdo de retangulos para a determinacdo de éreas, refaca os
exercicios do Capitulo 2.

2. Construa o grifico da fungdo f : R — R tal que f(x) =2 x+ 5. Em seguida, determine
A2x+5,[1,2]

3. Construa o gréfico da fungdo f: R — R tal que f(x) = x?45x+6 ¢, em seguida, determine
A5 x+6,[-3, -2]
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4. Usando a Defini¢do 2, juntamente com o fato da série harmonica 1 + % + % + .- - crescer

e 1
ilimitadamente, prove que Ax’ 0,1 = foo,

1
5. Encontre® A2’ [t 2].

Sugestao: Escolha cada uma das n alturas dos » retangulos como sendo as imagens das

médias geométricas das abscissas das extremidades de suas bases. Use a identidade:

3 Exercicio adaptado de (STEWART, 2016)
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CAPITULO

DEMONSTRACAO POR INDUCAO

Enunciaremos, logo abaixo, trés principios que sdo utilizados para demonstrar a validade
de diversos tipos de sentengas abertas' nos naturais N . Estas, apés serem comprovadas, servi-
rao como ferramentas essenciais nas demonstragdes das formulas dos diversos tipos de dreas
dos demais capitulos. Demonstraremos ainda a equivaléncia existente entre tais principios e,

finalmente, veremos algumas de suas aplicagdes.

Seja X um conjunto cujos elementos sdo 0s nimeros naturais » que tornam a sentenga
aberta P(n) verdadeira, isto é, X = {n € N, P(n)é verdadeira}.

Nestas condi¢des, enunciamos:

PBO (Principio da boa ordenacio): Todo subconjunto ndo vazio dos naturais possui

um menor elemento.
PIF (Principio da inducio finita): Verifique se 1 € X. Caso a implica¢do P(n) =
P(n+ 1) seja verdadeira, tem-se que X = N.

PIC (Principio da inducao completa): Apure se 1 € X. Caso a implicagao
(P(i) é verdadeira para todoi € {1, 2, 3,---, n}) = P(n+ 1) seja verdadeira, tem-se que X = N.

Teorema 4. Os principios PBO, PIF e PIC sdo equivaléntes, ou seja, PBO < PIF < PIC.

Demonstragdo. Para provarmos as equivaléncias existentes entre os trés principios, devemos
mostrar, de forma separada, as implicacdes: PBO = PIF, PIF = PIC e PIC = PBO.

(PBO = PIF): Vamos supor, por absurdo, que X # N. Seja Y o complemento de X em
relacdo aos naturais N definido por Y = N — X. Podemos afirmar que Y # 0 ja que, por hipétese,
X # N. Tome a € Y seu menor elemento, o que € assegurado pelo PBO. Entao a € maior do que

1 pois, 1 € X. Dai, inferimos que os elementos 1, 2, 3, ---, a—2 e a— 1 pertencem ao conjunto

' Estamos supondo que o leitor ji esteja familiarizado com o significado matematico de sentencas

abertas. Caso haja necessidade, indicamos (FILHO, 2015)
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X. Contudo, devido a sentenga P(n) = P(n+ 1), é correto afirmarmos que se a — 1 € X, entdo o
seu sucessor a (= (a— 1) + 1) também pertencerd. Para evitar a contradicio dea € X e a ¢ X,

temos que o conjunto X contém todos os ndmeros naturais (X = N).

(PIF = PIC): Devemos provar que X = N = {1, 2, 3, ---}. Por hipétese, o conjunto
X ndo podera ser vazio visto que P(1) é uma sentenca verdadeira. Sabemos também, que os
elementos 1, 2, 3,--- ,n— 1 e n satisfazem P(i), ou seja, as proposi¢des P(1), P(2), P(3), -,
P(n—1) e P(n) s@o verdadeiras implicando, portanto, na expansdo de X = {1} para X =
{1, 2, 3,---, n}. Tal fato, quando articulado a validade condicional P(n) = P(n+ 1) é que nos

permite dizermos que n+ 1 € X. Sobre estas condi¢des, ndo restard dividas de que X = N.

(PIC = PBO): Precisamos demonstrar que o conjunto X (# @) possui um elemento
minimo. Vamos supor, por absurdo, que X ndo possua tal elemento. Tomemos Y como sendo
o complemento de X, ou seja, Y =N—-X = {n € N, P(n) e falsa}. Notemos que 1 € Y pois,

caso contrario, teriamos a pertinéncia contraditéria 1 € X. Da mesma forma, procurando evitar

situagdes similares, podemos afirmar que os elementos 2, 3,--- ,n— 1 e n também fazem parte
deY,istoé,Y ={I1, 2,3, ---, n}. Por satisfazer as hipéteses da indugdo completa, inferimos
que n+ 1 €Y acarretando a contradicio X =0 e X # 0. U

Compreendido estas demonstracdes, vejamos algumas de suas aplicacdes.

Exemplo 8. Prove que 1 +2+3+---+n=" (”2+]> ¢ vdlida para todo natural n > 1.

Demonstracdo. Seja X o conjunto formado pelos naturais n que tornam a sentenca aberta

P(n):142+43+---+n= M verdadeira, isto é, X = {n € N| P(n) verdadeira}. Mostremos,

pelo principio da indug@o finita, que X = {1, 2, 3, ---} = N.

: 1 14D
1. Repare que 1 € X, pois P(1) : 1 = —5—.

2. Devemos provar que se P(n) : 1+2+3+---+n=" (";1) ¢ vdlida para algum natural n,

entdo também o serd para o seu sucessor, ou seja, P(n+1): 1+24+3+4+---+n+(n+1) =
(n+1) (n+2)
2

De fato, asoma S, = 14+2+3+---+n+ (n+ 1) permanece inalterada quando associada

convenientemente sob a forma

Spp1=(1+24+3+--+n)+(n+1). (4.1)

Por hipétese, perceba que a fracdo algébrica ~ ("2+1) cumpre o mesmo significado mate-

matico da soma parcial S, =1+2+3 4 --- 4 n presente em (4.1). Justifica-se entdo, a

igualdade

(142434 +n)+(n+1)=———
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, . 1) (n+2 R . -
Observa-se porém, que o quociente procurado % provém da evidenciacdo dos

1 (n+1) (n+2)
2

fatores comuns 5 e n+ 1 em + (n+ 1) encerrando, portanto, a demonstragao.

]

Exemplo 9. Prove a varia¢do do principio da indugao finita cujo enunciado € dado por:

Sejam a € N e P(n) uma sentenga aberta que define o conjunto X = {n € N| P(n) ¢

verdadeira}. Suponha que:
(i) P(a) é verdadeira, e que;
(ii) a implicacdo P(n) = P(n+ 1) seja verdadeira para todo n > a,

entdo X conterd o conjunto {a, a+1, a+2, ---}.

Demonstracdo. De fato, suponha que Y = {n € N| P(n) falsa, n > a} # 0. Contudo, pelo
principio da boa ordenagdo, é correto afirmarmos existe (pelo menos) um natural b (> a) tal
que b € Y. Sendo assim, devemos ter que os elementos a+1, a+2, a+3, ---, b—2eb—1
pertencem a X. De acordo com a implicagdo: P(n) = P(n+ 1), o sucessor de b — 1 devera estar

presente no conjunto X, isto €, b € X. Entdo para evitar a contradi¢do deve-se ter Y = 0. [

Exemplo 10. Prove a validade da sentenca:

cos (x— %) —COS (x—I—n r+§)
2SCH§

Y

isen(x—i—ir) =

i=1

para todo natural n > 0, onde r # 2 k 7 para k inteiro.

Demonstracdo. Seja X o conjunto formado pelos naturais que tornam a sentenga aberta P(n) :

sen(x) +sen(x+7) +sen(x+2r)+---+sen(x+nr) = cos(x—5)—cos(xtnr+3)

2sen(§)

tremos, pela variagdo do principio de indugdo finita, que X = {0, 1, 2, 3, --- } = NU{0}.

verdadeira. Mos-

1. De fato, P(n) é satisfeita para n = 0 pois, pela férmula de prostaférese cosA —cosB =

-2 sen(f#) sen("‘%B), decorre que

Prostaferese

o e (o Il G e Bl e,

r r
2 sens 2 sens

[S7]

Funcao impar

—_———

sen(x) sen (%’”)

= — =sen(x).
sen% (x)
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a forma

2. Devemos provar que se P(n) é satisfeita para algum natural n, entdo também o serd
para o seu sucessor n+ 1, ou seja, P(n+1) : senx+sen(x+1r) +sen(x+2r)+---+

o cos(xf%)fcos(er(nJrl) r+§)

sen(x+ (n+1)r) = 2sen(3) :

Com efeito, podemos escrever a soma sen(x)+sen(x+ 1 r)+sen(x+2r)+---+sen(x+nr)+

sen(x+ (n+1) r) sobre a forma conveniente

(senx+sen(x+1r)+sen(x+2r)+---+sen(x+nr)|+sen(x+ (n+1) r),

pois, sendo assim, segundo a hipdtese acima poderemos permuta-la por

coS (x— %) —COS (x+nx+§)

-
2 sens

+sen(x+ (n+1)r). 4.2)

2 sen(x+(n+1) r) sen%
2seny
que, por sua vez (segundo a formula de reversdo trigonométrica senA senB = —% (cos(A+
cos (x+n r+5 ) —cos (x+(n+1) r+% )
2seny

Nesta, a parcela sen(x+ (n+ 1) r) pode ser expressa pela fragéo algébrica

B) —cos(A—B))), passa a ser escrita como , cuja substituigao

em (4.2) nos conduz a igualdade desejada.

Pelo principio da induco finita, X = N.

]

0s (x— 5 ) —cos (x+n r+%)

. C
Nota: O quociente encontrado 2 sen]

sen( 25420 ) sen((n+1)% )
sen’s

também poderd ser indicado sob

bastando, para isso, recorrermos as férmulas cosp — cosg =

—2sen (234) sen (£5%) e sen(—0) = —sen®, pois

o (e g ()t

cos(x—%)—cos(x+nr+§) 2
2 sen} B 2 seny N
B —sen(zx’g"’)sen(_’;"r) B sen(%) sen ((n+1)%)
- sen} N sen} '
Atividades propostas

1. Prove a validade da sentenca aberta:

nn+1)2n+1)
6 ;

120020320 a2 =

para todo natural n > 1.
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2. Prove, por indu¢do em n > 1, a validade das seguintes propriedades:

n n n
a) Y (@i+b)=Y ai+) b
i=1 i=1 i=1
n n
b) Y kai=k) a;
i=1 i=1
n
©) Y k=kn

~.
—

3. Prove a validade da sentenca aberta:

senznTJrl x 1

cos(1x)+cos(2x)+cos(3x)+---+cos(nx) = —=— — =,
2 sen3 2

para todo natural n > 1.

4. Mostre, pelo principio da indugdo finita, que em toda progressao geométrica a soma dos

o c 1-¢" 4 o c ~
seus primeiros n termos € dada por %{f), onde a; € o primeiro termo e g # 1 é a razdo

da progressao. Em seguida aplique estd férmula para comprovar que:

xn_yn:(x_y) (xn—1+xn—2y1+.‘_+xl yn—Z_l_yn—l)’
paratodox € ey €€ R.

5. Prove por indu¢do em n que dado p natural maior do que ou igual a 1, existe um polindmio

g de grau p+ 1, dependendo apenas de p, tal que:
1P 427 4+3P ... 4nP =g(n).

Observacao: A resolucao deste exercicio pode ser encontrada em (MATTOS, 2017)

6. Consideren! =n-(n—1)-(n—2)-----3-2-1e (Z) = Wip)!,n > p. Prove, por indugio,

que a igualdade:

n n n n n
(x+y>n — (O) 4+ (1> xn—l y1+ (2) xn—2y2_|___._|_ (n_l) xl yn—l_l_ (n> yn,

¢ vdlida paratodon € {1,2,3,---} comxey € R.
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CAPITULO

CALCULO DE AREAS DELIMITADAS POR
GRAFICOS POLINOMIAIS

Neste capitulo, desenvolveremos um método que nos permitird encontrar as mais variadas
dreas delimitadas por curvas comoy =0, x=o, x=Bey=a, X" +a,_1 ¥ ' +---+a; x' +ao,
onde q;, para 1 < i€ N < n, € um valor real sendo que a, # 0. Em vista do arduoso trabalho

algébrico que a Defini¢do 2 nos traz, vamos estudar outras estratégias de resolu¢do do problema.

Fermat (1 601 — 1 665) e Pascal (1 623 — 1 662), em estudos independentes, apresen-
taram duas belas e distintas maneiras de se construir a férmula ﬁ a1 associada a drea
A 0.d com o e R e n € N. Dai, ndo deve ter sido dificil perceber que para 0 < o < 3 a dife-
renca A 081 — px" [0, 0] g4 poderia tratar-se de A" [%Bl Embora a poténciax’, 1 <i€ N < n,
seja apenas um fator das n dltimas parcelas do polindbmio P, mostraremos mais adiante que
AP 1o, B] poderd ser determinado em funcdo dos coeficientes ag, ay, az, -+, a, € também
das dreas A% [0 B Ax'[0B] ... ax" [0B] pela relagdo A (B — o) 4 L (B — o) +

Y (B2 a?) +ag (B— ).

Consoante as informagdes do dltimo pardgrafo, ja sabemos que existe uma regra para
a determinacdo de A¥" 1% Bl Por outro lado, motivados pela descoberta, iremos conjectura-la
através da experimentacio dos primeiros casos A™ [, B] ¢ AX* [0t B para que, logo apds, sejamos
capazes de demonstrd-la como um teorema. Em consequéncia, serd possivel obtermos uma

férmula para A% ¥ @1 X'~ +ar x4ag, (o, B],

Aplicacao 1

Se f uma fungdo real de varidvel real tal que f(x) = x > 0, entdo A [* Bl = % (B> —a?).

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que a imagem de f para os pontos da formax = o+ ﬁ%a,

n

0 <i < n, é numericamente igual a este mesmo valor. Inscrevendo-o sob o simbolo ) /" |, podemos
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aplicar as propriedades vistas no Capitulo 4 justificando, portanto, as igualdades

Z(a+iﬁ_a>: ary P icpa Py 5.1)
i=1 n i=1 -1 N noi3

Em consequéncia da identidade 1 +2+3+---+n =" ("2+1) , € possivel expressar (5.1)

através da soma

w3 (B o) (n+ 1),

ou ainda, como o produto:

n (a+%(ﬁ—a) (1+%>)

Nestas circunstanceas, pela Defini¢do 2, ndo restard dividas de que

A;Clv[aﬁ] _ OC(ﬁ—OC)—i—%(ﬁ—OC)z (1+%> =

= (B-a) (oc—i—%(ﬁ—oc) (1—1—%))

Dai, concluimos que a area pretendida é

n—oo n—oo

Aol gim (a7 @P) < lim ((B—a) a+% (B - o) <1+%>) =

— 6 (a5 B-a) =3 B-0 Bra=3 B~ ),

que € o que queriamos demonstrar. ]

Exemplo 11. Determine A" [1,4],

Solucao

Antes da aplicacdo do fato anterior, € preciso constatarmos se f € positiva para todo
x € [1, 4]. Neste caso, ndo resta dividas que sim, visto que a implicagdo | <x<4=0<1<
x = f(x) < 4 certamente é verdadeira. Assim, pela formula deduzida anteriormente, inferimos

que

1 1
AP = (@21 = . 15=75.

Logo, a drea pedida é 7,5 unidades de érea.
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Aplicacao 2
y 2
Se f: R — R tal que f(x) = 2, entdio A [® Bl = I (BP=0a).

o
Demonstracdo. Comegamos por encontrar a imagem de f associada a varidvel x = o + i ﬁ .

Esta, serd obtida com o auxilio da identidade (A + B)> = A 4+2 A B+ B? considerando A = o e

B = ﬁ % i. Sendo assim, deduzimos que

f(a+iﬁza>:(a+iﬁ;a)2:a2+<2aﬂ;a) i+(ﬁ;a)2i2.

Nesta, ao circunscrevermos a notagdo ) serd possivel, por meio das propriedades vistas no

Capitulo 4, transcrevé-la como

n 2 n
a*n+2a (_B;a) Zi+(ﬁ;a> Y i (5.2)
i=1 i=1

Conforme sabido, as adi¢des 1 +2+3+---4+ne 12+22+324 ... +n? podem ser repre-
n(n+1) e (n+1) (2 n+1)
2 6

sentadas pelas respectivas fragdes algébricas correspondentes acarretando,

portanto, que

Observa-se entdo, que o produto (ﬁ ;a> . f (OC +ib ;a> ¢ uma abreviacdo da escrita

B-—0a) (P+a(B—a)(1+1)+2 (B—a)? (1+21) (2+1)) e, sendo assim, temos que

n

A [ Bl 11m< (at, B]) (B—a) <062—|—OC([3—OC)+M> —

n—oo 3

= L) (@ taBip)=g (B o)

Exemplo 12. Determine AS 220,
Solucio
De fato, pela aplicacao anterior, segue de imediato que
2 1 8
AR20 L3y = 2
S (0= (-2 =3

Logo, a drea solicitada é % unidades de drea.
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5.1 Conjecturando e provando uma férmula geral para a
area polinomial

Vimos anteriormente, que as areas Ak7[“’ﬁ], A¥ @Bl e A% @Bl 570 dadas respectivamente
por k (B — o) (problema 1.4.), % (B> —a?)e % (B3 — &?). Assim, somos levados a crer que se

expandissemos o célculo de dreas para a funcdo real de varidvel real f(x) = x”" terfamos que

x’ﬁ[aﬁ] — 1 n+1 _ n+1
A n+1 (B o).

Desta forma, provemos utilizando a identidade de Pascal, que tal conjectura trata-se, na verdade,

de um teorema.

Teorema S (Identidade de Pascal). Para todo n e k naturais nao nulos, tem-se que
k+1 k+1 k+1
(n+ 1)k = ( | ) Sk+( 5 ) Sk1+---+< ' ) Si+(n+1), (5.3)
onde S; € dado pela soma 14243 4+... 4 pital que 1 <ieN<k+1,
Demonstragcdo. Sabemos, pelo bindmio de Newton, que
k+1 k+1 k+1
(x4 1)k = ( J(; )xk+]+( Jlr )xk—i-----l-( ;: )x-l—l,VxG]R.

Nesta, se fizermos a substitui¢do de x pelos naturais 1, 2, 3,---, n—1 e n e, logo apds, adicio-
narmos cada uma das » linhas em k + 3 pacotes retangulares sobrepostos nas respectivas colunas

obtidas teremos

Figura 20 — Somando por colunas

k+1

k+1 k+1 k
3 o

(1+ 1)Y= ( 0
(2 + 1)Y= (kgl).zk“ +(k+1).2“ + oo +(k+l).2 H1

k+1 k+1 k+1
(3 + 1)Y= ( 0 ).3"“ +( ).3" + e +( N ).3 +1

k+1 k+1
(n+1)= ( 0 ).n"“ +( ).n" + o +(k+1).n +H1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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pLa I o SRS RIS B S 5
1

Sk+1 Sk
k+1\ -~ H Y (k+1)\ 7 P
( 0 ) (1k+]+2k+1+3k+]—|—---—|—I’lk+1)—|—( | ) (1k+2k+3k++nk)++
S n somas iguais a 1.
( r )(1+2+3+---+n)+(1+1+1+---+1).
Efetuando as simplificagdes das parcelas comuns 281, 341 ... pk+1 distribuidas em ambos os

membros da igualdade acima, encontramos uma nova igualdade cuja ordenacao de seus termos

nos leva a equacao (5.3).
O

k

Teorema 6 (Pascal). Se f uma fungao real de varidvel real tal que f(x) = x*, com k € N, entdo

k
A (0,0 — Fll o1 para o > 0.

Demonstragcdo. Aplicando a Defini¢do 2, neste caso, obtemos

Figura 21 — Grafico aproximacao area A ]

J
y
£ = x*
v
| .
la 2.a 3a n.a x
M n on n
Fonte: Elaborada pelo autor.
k k k+1
L00] O ¢ o aGat, aao k_ Ok ok Ak
An = ;;f(l;>_;l;ﬁl_nnk Zl k+l (1 + 25+ 3%+ —l—n)
A A A e A W T
- nk+1

A érea da regido de interesse € calculada pelo limite lim,,_ o <Aﬁk [0, a}). Todavia, reca-

pitulando a identidade de Pascal,
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k+1 k+1 k+1
(n—i—l)k—H:( T )Sk+( —; )Sk1+"'+< —]t )Sl—i-(l’l—l-l),

e dividindo ambos os membros por n**!, obtemos

. N R S (k1 S k+1\ S2  (k+1\ S
LY A U Bz S W T e I VIR berzs S G S v aa

——
k+1
L n+1
P
S, . .
Ressaltamos que os quocientes ’,§ Ty nfil e f —+; se aproximam de zero a medida que

n — oo, Para justificar esta afirmacdo, tomemos a fragdo genérica Sk —paral <ieN<k—
Conforme sabido, o numerador ¢ um polindmio da forma (s(_;)4.1) 7 (=i +1 4 (spi) B4
(s1) n' +so, onde s;_;, S(k—i)—1> ***» 1 € So s80 valores reais tal que s_;)41 7 0. Por estas

hipdteses, decorre que

: <Sk—i) . <(S(ki)+1) n$=0F g (s5_y) nb = (1) n1+so>
lim { — ) = lim =

n—s+oo \ pktl1 n—r—+oo nk+1
e (Sk=D41 | Sk—i _ —
= r}gr;( = +ni+1"'+ k+1)_0+0+---+0_0.

Além disso, o leitor deverd perceber que, sobre estas mesmas condi¢des, a divisao ”ktll (: L4 %)
n n n

também tenderd a zero. Nestas circunstancias, ndo restara dividas de que

. 1\ ! _ Sk k+1\ S n+1
nglfw(1+ﬁ) - nglfw((k+l>nk+l+..'+( k )nk“—i—nk“)@
Sk
k+1 _
< (140) hm (k-l—l) i
. 1k+2’<+3’<+~-+n’<
< ,,LITM("JF 1) ket =le
R o ST o W
n5-Foo k1 VRN

E, finalmente:

lim (A;ik’[om) — lim a

n—y+oo n—y+oo

e (V2430 1
nk+1 _k+1 '
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Corolério 1. Se f: R, — Rtal que f(x) =x*,comk e N={1,2, 3, ---}, entiio A% [>0. B>0] —

F11 (Bk—H _ ak—H).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, fagcamos a constru¢do da Figura 22 que representa a

. .~ k
drea da regido R*-[@>0.>0]

Figura 22 — Diferenca entre dreas

Ay

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que a drea pretendida Ao Bl pode ser encontrada pela diferenca AY10.B]

Axk’ [0.0] Contudo, pelo teorema 6, sabemos que Axk’[o’m = k% Bk+] e Axk’[o’a} = k% ok,

justificando, portanto, as igualdades

**Jo,B] _ 1 k+1 1 kel L k+1 k+1
A —_— - =— — .
B k+1 * k+1 (B * )

]

Em Matematica, um operador é uma funcdo cujo dominio (ou parte dele) € um conjunto
de funcdes. Nesse sentido, podemos dizer que o simbolo A/ (). [ Bl ¢ um operador sobre o
conjunto das fungdes f : [a, B] — R. Um importante ressalvo, que facilita inimeros casos, é

dado pelo teorema:

Teorema 7 (Linearidade). O operador A/™): (o, B] goza das seguintes propriedades:

1. SekeRe f:[a, B] = R, entdo

Aﬁf(X), o, B] _ kAf:(x)’ [, B]
2. Se f e g sdo fun¢des com dominio em [, B] a valores reais positivos, entéo

AZL'(XHg(XL [a, B] :A{;(X), (o, B] +A§(X)’ [, B]
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Demonstragdo. 1. Seja F : [a, B] — R a fungdo de lei F(x) = k f(x). Por hipétese, sabemos

que a imagem de F para os pontos da forma x = o 4 i M sdo obtidos pela substitui¢do

F <Oc +i ﬁi) =kf (Oc yib=e > Segundo a Defini¢do 2, este valor deverd ser inscrito na
B—o

notacdo ) conforme segue Y, f (Oc +1i —) Porém, de acordo com as propriedades vistas

no Capitulo 4, podemos transformd-la no produto k Y7 | f (oH—z ﬁ—) fazendo com que

An( %), [o Bl seja expressa como

AP (8] ﬁﬂmmm:ﬁ—a<sz<wﬁﬁ—a>):
n = n
= k <ﬁ—a Zf(a+i
i=1

ﬁ—a>> v ENY)
n

que € o que queriamos demonstrar. ]

Demonstracdo. 2. Seja G : [a, B] — R uma fung@o cuja lei expressa-se por G(x) = f(x) + g(x).
Inicialmente, vamos encontrar a imagem de G para x = & + z[3 % Por hipétese, devemos ter que

Gx)=G (Oc—l—z BT‘X> =f <a+z BT‘X> +g <OC+Z BTO‘> Esta, de acordo com a Defini¢ao 2
deverad ser inscrita em ) assumindo, portanto, a forma

K (1 (o) (e 5))

podera ser transcrita como

Dai, a area A,C,;(x)’ [, B]

AE(X),[OC,M _ Ag(X)Jrg(XH%ﬁ] _

_ B-o (Zf<a+zﬁ_a>+2g(a+zﬁ_a>> =
n i=1 h i=1 n
— 0 ¢ -« — o -

= P Zf(oc—f—lﬁ )+B Zg(a—ﬂﬁ ):
nois o= n

_ A;(X)»[Oh }+A§(X)7[a7ﬁ]’

que € o que queriamos demonstrar. [

Corolario 2. Nos problemas em que as hipéteses 1 do Teorema 7 estdo satisfeitas, temos que

AF@), [0, Bl — AR F), [0 B — i (A];lf(x)’ [a,ﬁ]) — lim (kA_IJ;(xL [a,m) — g AT [ B

n—soo n—soo

Por outro lado, para aqueles que obedecem as condi¢des 2 do Teorema 7, € valido que
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R N N A

n—seo \' "
— lim (A’J;(x)v [a, B] —{—Ai(x)’ [067[3]> :Af()c)7 [e, B] +Ag(x), [Oc,ﬁ}'

n—oo

Corolario 3. Seja afungio f: R — Rtal que f(x) = a, x" +a, 1 X" '+ +ay x' +
+ap = 0.

A drea da regido delimitada pelas curvas y =0, x = a, x = 8 e y = f(x) é dada por

f)lapl — _9n pntl _ ontly 9=l o oy G g2 2 _
A n+1(ﬁ o)+ . (B"—ao")+ +2([3 o )+ag (B—o).

Demonstragcdo. A cargo do leitor. [

Entusiasmados pelas informagdes anteriores, vejamos a resolucdo de alguns exemplos.

Exemplo 13. Determine A2*+1: (2,31,

Solucao

De fato, a fungdo f é positiva para todo x pertencente ao intervalo I = [2, 5], visto que

2<x<524<2x<105< f(x) =2x+1<11.

Posto isso, pelo Corolério 3, € correto afirmarmos que

2
A2x+1[25] . [52-22]+1(5-2)=21+3=24.

Portanto, a drea solicitada € dada por 24 unidades de érea.

Exemplo 14. Quanto vale A¥ ~3%+6: (0. 1]9

Solucio

Perceba que a fungdo f € positiva para elemento x pertencente ao intervalo A = (—eo, 2] U

[3, 4-o0). Contudo, como I = [0, 1] C A, o Coroldrio 3 é aplicavel gerando, assim, as igualdades

2 1 -5 1 5
Ax —5x+6,[0,1] — _ 13_03 - 12_02 6 1_0 — __ = 6:—
3 ( )+ )+6(1-0)=7-7+

Entdo, a drea almejada é % unidades de 4rea.

Exemplo 15. Determine A* +*—x—1[1,2],

Solucao
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A funcdo f pode ser fatorada se fizermos a seguinte manipulagcao

A —x—1=x @+ D)+ (D) x+D)=x+1) @@ -1)=x+1)?*x-1).

Por ser verdade que a poténcia (x + 1) é sempre positiva, ndo devera restar ddvidas
de que o sinal de f dependerd apenas do fator x — 1. Desta forma, por ser verdade que f(x) >

0, Vx €1, 2], podemos aplicar o Coroldrio 3 inferindo, portanto, que

1 —1
Ax3+x2—x—1,[1,2] Z ( 14)+§ ( 3 _ 13)+%.(22— 12)+(—1).(2— 1) =
— E+z_§_1 43
4 3 2 12°

Logo, a drea solicitada é 12 3 unidades de drea.

Atividades propostas

1. Sabemos pelo Teorema de Pascal que a drea delimitada pelas curvas f: R = R|y=x, y =
0, x = a e x = B pode ser calculada por AS Bl = (B4 a*). Comprove a veracidade

desta férmula articulando a Definicdo 2 com o Exerc:1010 5 do Capitulo 4.
2. Determine A* (33,

3. Sejam as fung¢des continuas

fi s P fatlo, Bl (CR) = ReF(x): [, Bl = R|F(x) =
= [il0)+ L 0x) 4 fulx).

Prove, por indu¢do em n, que

Ag(x)v[avﬁ] :Ailcl(x)7[avﬁ} +A£2(x)7[avﬁ] + . _‘_Ailcn(x)a[avﬁ}.

4. Sejam as fungdes continuas

fi s, foila, BI(CR) =R, F(x): [, B] = Rek; #0,
i€ {1,2,3,--- n}F(x) =k fi(x)+ky fo(x)+-+ky fu(x).

Prove, por indu¢do em n, que
Ag(x)v[aﬁ] =k A]J;l( x),[o,B] +ko Afz x),[o,B] 4t ky Afn( x), [avm.

5. Na Figura 23, tem-se o gréfico da funcéo continua f : R — R|f(x) = a X4+bx>+cx+

+dem que a, b, ¢ e d sdo valores reais com a # 0. Determine A/): 0-2],
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Figura 23 — Gréfico de f(x) =ax*+bx*+cx+d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 24 — Gréfico das funcdes f e g

Fonte: Elaborada pelo autor.

6. Sejam as fungdes continuas f: R — R| f(x) =ax+beg:R = R| gx) =cx*+dx+e,
dadas pela Figura 24 em que a, b, c e d sdo valores reais com a e d nao nulos. Determine

a drea da regido delimitada por y = f(x) e y = g(x).
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CAPITULO

AREAS DELIMITADAS POR GRAFICOS DE
FUNCOES TRIGONOMETRICAS.

Iniciamos este capitulo com um importante resultado sobre limites, que pode ser encon-
trado em (GUIDORIZZI, 2015; ANTON H. E BIVENS, 2007).

Teorema 8 (Limite fundamental trigonométrico). Se f: R/{0} — R tal que f(x) = ¥

X b
entdo lim,_,o f(x) = 1.

Demonstragdo. Inicialmente, investigamos o comportamento de f(x) a medida que x — 0. Ha,
portanto, dois casos a serem analisados: x — 0" (x tende a zero pela direita) ou x — 0~ (x tende
a zero pela esquerda). Por serem andlogos, mostraremos apenas o primeiro deles deixando o

segundo como exercicio para o leitor.

Seja x? +y?> = 1 a equacio da circunferéncia unitdria A com centro O sobreposto sobre a
origem do plano cartesiano xOy. Seja ainda x € [ = (0, E) uma medida (em radianos) arbitraria
inserida sobre o arco correspondente de A. Pela forma como definiu-se as razdes trigonométricas

de seno, cosseno e tangente, ndo resta dividas de que a Figura 25

Figura 25 — Desigualdade no ciclo trigonométrico

tgx
Ee COSX
X s B

.Q senx 11 X

Fonte: Elaborada pelo autor.
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representa perfeitamente as condi¢des descritas anteriormente. Definiremos A9CP| A9AD ¢

A%B 6mo sendo, respectivamente, a area do tridngulo menor OCD, do setor circular OAD

e do tridngulo maior OAB. Da geometria euclidiana podemos afirmar que A9‘P = ST e

AOCAB — “—gnx = ta% Por outro lado, notemos que a drea do setor circular OAD estd contida
sobre a drea do circulo DEA, Figura 26. Desta forma, devido a proporcionalidade direta existente

entre ambas, justificam-se as equivaléncias

Figura 26 — Proporcionalidade entre comprimento e area

Comprimento Area
Circulo DEA 2. T
Setor OAD x A9AD
2.1 T
©  A04D <
T.X X
ey 404D T _ T
2.m 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em consequéncia, podemos afirmar que para x pertencente a I a desigualdade A9P < A9ADP <

AP4B certamente ocorrerd. Assim, por substitui¢io, temos que

senx cosx x  tgx senx
——— < < ——&senx cosx < x < —. (6.1)
2 2 2 cosx

Diante destes fatos, percebemos que ndo somente senx € positivo, mas também os

membros da desigualdade 6.1. Posto isso, justifica-se também que

cosx 1 1 senx 1
— < —-<—&cosx< — = f(x) < — =secx.
senx X  Senx cosx X cosx

Finalmente, pedimos para que o leitor que ouse de sua imaginagdo!

Suponha que vocé! esteja localizado (no lugar da funcio f) sobre a reta real R e ocupe a
posicao do valor unitdrio. Seu caminho de percurso limita-se por duas imensas paredes situadas:
uma no zero (representando a fun¢do cosx) e outra no dois (representando a fungdo secx). Para
piorar a situagdo, as paredes comecam a mover-se lentamente em sua direcao, sem que nenhuma

delas possa atingir o valor numérico 1. Agora responda:

Em qual nimero desse intervalo vocé devera ficar para que nao seja atingido, em momento

algum, por nenhuma delas? Vide Figura 27.

' Despreze a sua espessura.
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Figura 27 — Dilema da movimentagao

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por estas condigdes, ndo restard ddvidas de que vocé (o nosso *¥) s6 poderd ficar
estabilizado em cima da unidade correto? Tal fato deve-se a ideia intuitiva de limite, pois
embora ambas as paredes possam estar cada vez mais préximas de 1, jamais irdo atingi-las. Em

consequéncia, podemos afirmar que o limite lim, o ** serd igual a unidade. O

Aplicacao
Seja f uma fungdo real de varidvel real tal que f(x) =sen(ax+b) > 0.

A drea delimitada pelas curvas y =0, x = @, x = B e f(x) = sen(a x+ b) é dada por

Asen(ax+b).la.fl é (cos(aa+b) —cos(af +b)). (6.2)

Demonstragdo. De fato, aimagem de f parax = ot i B pode ser indicada por

Sen((a(x+b) <ﬁn0‘ )),

bastando para isso fazermos

flx) = f(a+iﬁ;a):sen<a <a+iﬁ;a>+b>:
_aa-l-b)zsen((aa—l-b) (ﬁna >) (6.3)

O termo geral obtido em (6.3), quando inserido sobre a notacao )" nos fornece uma soma

parcial S, que, segundo o Exemplo 10 do Capitulo 4, pode ser expressa por

= sen(a a—l—iﬁ



68 Capitulo 6. Areas delimitadas por grdficos de fungées trigonométricas.

s :Zf(a+iﬁ_a> ) sen (2(aa+b)+2” <ﬁ;a) a) sen (% (n+1) (ﬁ;a) a) ]
n =1 n sen <% (ﬁ—a) a)
sen(@—kb) sen<M (1+%)>
sen (% (ﬁ%) a)

Nestas circunstancias, de acordo com a Definicao 2, deverd estar claro que as igualdades

Asen(ax—i—b),[a,/ﬂ i B—a sen <@ +b> sen <a (132—06) (1 + %))
! B n
2
a

x : . 1 (B-«a 1
sdo todas verdadeiras. Dai, devemos perceber que para n — oo, 0 produto 5 <T> a (- .

indubitavelmente tenderd a zero acarretando, pelas hipéteses do Teorema 8§ que

Asen(ax+b),[oc,ﬁ} _ (Azen(aw—b),[oc,ﬁ]) _

lim
n—y+oo

! (2 sen <M+b) sen (M)) 64

Finalmente, aplicando a identidade

2 sen(A).sen(B) = cos (A —B) —cos (A+B), (6.5)

a(f+a)
2

paraA = +beB= M em 6.4, decorre o resultado almejado. ]

Corolario 4. Seja f uma func@o real de varidvel real tal que f(x) = cos(ax+b) > 0.
A drea delimitada pelas curvasy =0, x=a, x=B ey = f(x) é
1
Acostaxtb)laBl — Z (sen(a B +b) —sen(a a+b)).
a

Demonstragcdo. Da trigonometria é sabido que

cos@ = sen (g -9) 6.6)
sen@ = cos (g — 9) (6.7)
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para todo 8 € R. Por 6.6, podemos permutar o valor de 8 pela expressao aditiva a x + b impli-
cando, desta maneira, que cos 8 = cos (ax+b) =sen(5 — (ax+b)) =sen((—a) x+ (5 —b)).
Portanto, A (& Bl — Asen((—a) x+(3-b)) que, de acordo com a férmula 6.2, nos conduzem as

igualdades

Acost (0Bl _ im (Aflen((—a)X+(’z’—b))v[a,ﬁ]) _
N—>+o0
_ é (cos (5~ (ap+8)) —cos (5 —(aa+))). 6.8)

Todavia, o produto 6.8 nada mais € do que o resultado aguardado, uma vez que estamos supondo
a validade da identidade 6.7. ]

Exemplo 16. Seja f uma funcdo real de varidvel real. Qual é o valor de A% [0; 319

Solucao

Devemos primeiramente perceber que para todo x € I = [0, 7] tem-se senx > 0. Assim,

pelas informacdes obtidas anteriormente, € correto afirmarmos que

1 T T
sen(1x+0),[0,3] _ 1 _ T ) e F 10—
A 2 1 (cos(0+0) cos(l 2+0> 1 c0s 1-0=1.

Logo, a drea solicitada € 1 unidade de area.

Al+2sen(2x—m), [-1,0]

Exemplo 17. Prove que ¢ aproximadamente igual a 2,42.

Demonstragdo. Para x € [ = [—1, 0], obtemos f(x) = 142 sen(2x—m) > 0. Diante desta

hipétese, em vista dos Teoremas 1 e 2 aplicados a f, segue de imediato que
Ar11+2 sen(2x—m),[—1,0] _ Arll,[fl.,O] 42 Azen(Z x—m),[—1,0]

Logo

Af@=100 0 gim <Arll+2sen(2xfﬂ?),[*1,0]) — lim (Arll,[fl,O]+2Aflen(2x77r),[71.,0]> _

n—r+oo n—+oo

. Al,[—l,()} _’_2Asen(2x—ﬂ?)7[—1,0] —
= 1-(0—(—=1))+cos(2-(—=1)—m) —cos(2-0—m) =
= 2+cos(2+m) =2,42.
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Exemplo 18. Determine A%™ ¢05% 0,31

Solucao

Vamos transformar o produto senx cosx para alguma representacdo da forma f(x) =
A+ B sen(C x+ D), pois com isto, serd possivel (apds provarmos que f(x) > 0 parax € [0, €])
aplicarmos os teoremas ja estudados.

De fato, sabemos da trigonometria que sen(2 x) = 2 senx cosx. Dai, pode-se isolar o
produto desejado senx cosx obtendo-se, portanto, a lei f(x) = % sen(2 x). Além disto, podemos
constatar que a desigualdade % sen(2 x) > 0 é satisfeita se, e somente se, x EA={x € R: k7 <
x< %—f— km, k€ Z}.E, como o intervalo I = [0, %] estd contido em A, os Teoremas 1 e 2 podem

ser utilizados, justificando-se entdo que

n—soo

n 1 T
— 6l = — — Z)) xo0,125.
> ) (cos() cos (3)) 0,125

Asenx cosx A% sen2x7[07%] — lim (Aé sen(2 x), [0, g]) — lim (l Asen(Zx)7 [0, 76’}> o
= =1 P = 5 An =

Logo, a drea da regido € 0,125 unidades de area.

Exemplo 19. Determine a drea liquida psen*(x), (2, 5]
Solucio

A lei de formacdo de f € definida por uma poténcia de expoente par com dominio
real. Sendo assim, € claro que sen*x > 0. Por outro lado, o0 modelo matematico de Jf ndo se
enquadra nos moldes sugeridos pelas hipdteses dos Teoremas 1 e 2. Nestas circunstancias, se
formos capazes de encontrar uma identidade que reverta esta situacao, podemos calcular a drea

pretendida utilizando a férmula 6.2. Facamos entdo

4 2 2

sen*x = sen’x sen’x = (1 — cos?

x) sen’x = sen’x — (senx cosx)>.

2

Nesta, podemos permutar a poténcia sen“x e o produto senx cosx, respectivamente, pelos valores

3 (I —cos(2x)) e 5 sen(2 x) acarretando que

SCI’I4X =

| =

2
(1 —cos(2x))— <% sen(2 x)) = % - % cos(2x)—1- % sen’(2 x). (6.9)

Analogamente, em (6.9), fagamos a substituigdo sen?(2 x) = 1 (1 —cos (4 x)) obtendo,

portanto, as igualdades
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cos(2.x) — + G (1 —cos(4x))> _ %—1 Cos(2x)—%+% cos (4x) =

sen'x = 4 )

1 3 1 1
cos(2x)+§ cos (4 x) = g 5 sen (g—2x> +§sen (g—4x> =

T 1 T
sen<2x—§> —gsen<4x—z>.

Tratando-se apenas de uma expressao aditiva com parcelas envolvendo produtos, pelos Teoremas

00| W ool W N —
N =N = N =

1 e 2 e pela aplicacdo da féormula 6.2, justifica-se que

- 301 1
Ase'e[83] = ET g~ 5 Sen <2x— g) — g sen <4x— g)) =
n oo
_ AREI_ % asen(2v-5).05.5) _ é asen(4x-5).05.5] _
_ T VB
16 32

Logo, a drea pretendida é aproximadamente igual a 0, 14 unidades de area.

Exemplo 20. Seja f : R — R tal que f(x) = sen*x 4 cos*x. Mostre que

psen’xteostx ] _ % (B—oa)+ 1i6 -(sen(4B) —sen(4)).

4

Demonstracdo. Tendo em vista que as parcelas sen*x e cos* x de f sdo estritamente positivas

para x € [—oo, 40, segundo o Teorema 2, obtemos

Asen4x+cos4x, [, B] _ lim <Azen4x, [, B] +A2084x’ [a, ﬁ]) — Asen4x, (e, B] +Acos4x, [, B]

n—oo

. ~ . . 4
Contudo, pelo exemplo anterior, constatamos o quio trabalhoso foi determinar A" [, B,
Percebemos portanto que, embora possivel, tal sugestdo de resolucdo torna-se invidvel, uma
vez que faz-se por necesséario encontrarmos ainda uma identidade conveniente para cos*x. Em

consequéncia a tamanha dificuldade, procuramos apresentar uma nova identidade algébrica para

De fato, se fizermos A = sen’x e B = cos?x em A2+ B? = (A +B)2 —2 A B, teremos que

4 2

sen*x 4 cos* x = (sen’x+ cos?x)? — 2 (senx cosx)? = 1 — 2 (senx cosx)>.

2

Sabemos da trigonometria que sen’x+ cos®x = 1, senx cosx = 1 sen(2x) e sen?(2x) =

3 (1 —cos (4 x)), justificando assim as igualdades
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1 1 /1 3 1
1 —2 (senx cosx)>=1-2 2 sen’(2x) =1— 2 (5 (1 —cos(4x))) =117 cos (4 x).
Esta identidade, nos permite afirmarmos que Asen’x+eosty, [a, B] — A%Jr% c0s(4x) Desta forma,

pelo Teorema 7, tem-se a igualdade

A4+4 cos(4x) _ (ﬁ o)+ iACOS(4X)u (o, B (6.10)

Para encerrar a demonstragdo, basta aplicarmos o Coroldrio 4 em 6.10 implicando,

portanto, no resuldado proposto pelo problema. ]

Exemplo 21. Seja f : R — R tal que f(x) = sen%x + cos® x. Mostre que

Asen Ox+cosOux,[at, Bl —

(B - a)+33—2 (sen(4fB) —sen(4a.)).

OO|U1

Demonstragdo. Orientados pelas ideias do problema anterior, vamos encontrar uma identidade
para sen®x + cos® x. Para tanto, notemos que sen®x+cos®x = (senzx)3 + (cos x) . Esta, conforme

nos ensina o bindémio de Newton A3 4 B*> = (A + B) (A% + B> — A B), poder4 ser indicada como

sen®x 4 cos® x = (sen’x + cosx) (sen*x+ cos* x — (senx cosx)?). (6.11)

2

Por outro lado, sabemos que sen’x +cos?x = 1, sen*x +cos*x =1 — % sen”(2 x) e senx cosx =

% sen(2 x), fazendo com que 6.11 assuma a forma simplificada

6

1 1 3
sen®x+cos®x =1 — = sen®*(2 x) — 3 sen’(2x) =1 — = sen®(2x),

2

ou ainda:

3 /1 5 3
6 6, __1_-" |2 _ — 4=
sen’x+cos’x = 1 2 (2 (1 cos(4x))) 8—|— 3 cos (4x).

, 6 6 5,3 ) ) .
Dai, temos que Asen’xteos”x. [a. Bl — pg+g cos(4x). @ Bl para finalizarmos, convidamos o lei-

tor a deduzir o resultado final bastando para isso aplicar o Teorema 7 e o Coroldrio 4 em
AR+g cos(4x), [, B]. O

Atividades propostas

1. Suponha que a € R/{0}. Explique intuitivamente o porqué da validade da igualdade

1 (B=c
limy_s 4o (M) ~1.
2
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e . L. 2 _
. Qual é o inteiro mais préximo de A% (2%). [=7. ]9

. Determine Asen” (¥)- cos” (x), [z, 3]

4

. Considere a fungiio continua f : R — R| f(x) = cos*x — sen*x. Mostre que f é positiva

7f7f]

para todo x € [~Z +k 7, % + k ]. Em seguida, determine A/™): =% 3],

Sugestdo: Transforme f em produto e utilize a identidade trigonométrica cos (2 A) =

cosZA — sen2A.

. Prove que a funcdo continua f : R — R| f(x) = sen’x é sempre positiva para todo x

pertencente ao conjunto P = {x e RI2k 7w < x < (142 k) m}. Em seguida, determine
Af( ) [%7 3 ]

(2x) cosx, [0, T]

. E possivel calcularmos A" ? Em caso positivo, determine o valor desta.

Sugestao: Use a féormula de reversdo senA cosB = (sen(A +B)+sen(A—B)).

. Construa o gréfico das funcdes f,g : R — R tal que f(x) = sen*x +cos*x e g(x) =
sen®x + cos® x. Qual é da regido delimitada pelas curvas x =0, x = Toy=f(x)ey=g(x)?
Sugestao: Use a diferenca entre dreas.

. Determine a A%+ ~2x+3+sen’x—cos’x, [0, 5]9

Sugestiio: Lembre-se que sen’x — cos”x = —cos (2 x).






75

CAPITULO

CALCULO DE AREAS COM O AUXILIO DA
FUNCAO INVERSA

I em um intervalo

Seja f uma funcdo real de varidvel real, estritamente mondtona
I = |a,B]. Nem sempre, através da defini¢do de drea, é possivel (e facil) encontrarmos uma
férmula fechada envolvendo os valores numéricos do intervalo e os coeficientes da fun¢do inicial.
Muitas vezes, podemos calcular a drea desejada através da diferenca entre duas outras utilizando,

para isto, o conceito de funcao inversa.

Teorema 9. Seja f: A CR — B|y = f(x) e I = [@, ] um subconjunto de A.

Se f € monoétona para todo x € I, entdo

1 AS()[eB] — B f(B)—a fla) _Af"(X),[f(ot)d‘(ﬁ)}7 para f(a) < f(B),
2) ATOHeBl — B £(B) — o f(o) +AT VB para f(a) > f(B).

Demonstracdo. Tratando-se de provas andlogas, faremos apenas a primeira delas deixando a

segunda’ como exercicio para o leitor.

Com efeito, vamos supor que para x € [ o grafico de f esteja inserido no 1° quadrante
do sistema xQOy. Os pontos E = (o, 0), B=(f,0),C= (B, f(B)) e F = (&, f(a)) definem a
figura EBCF de drea A/ ). [@ Bl Esta, conforme veremos na Figura 28 , poderd ser determinada
pelas diferengas Aﬁgg;’)g"lo —Agg?g”lo AT, (@), f (B), onde f~! é alei da fungdo inversa
de fe f(a) e f(B) sdo as imagens de f quando x assume os respectivos valores o e f3. Por
sua vez, podemos ainda representd-la sob a forma f f(f8) — o f(a) — AT @@ S B, ja
que ARaaslo — (g _0) f(B) =B f(B) e ARZ@8> — (¢ —0) f(ax) = o f(c) consolidando,
portanto, a prova almejada.

' Uma funcio f é dita estritamente monétona em um subconjunto I de seu dominio se, e somente se,

for estritamente crescente ou estritamente decrescente em /.
2 Dica: Basta usar a definicio: A/ B &) — _Af(). (@ B] para o < B.
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Figura 28 — Area de funcdes inversas

Y f
De H i ; : _.C:',—
16 1
AT U@ B)
n—+m
G ]
¢ )l p]
f(@) 7 ALEer
A / aE B Bx

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicacao
Seja f : Ry — Ry tal que f(x) = ¢/x.

A drea delimitada pelas curvas y =0, x = (€ R;), x = B(€ R,) e f é dada por

ARl — gt gt
n+1
Demonstracdo. Inicialmente, devemos perceber que a funcéo de lei f(x) = /x é estritamente
monétona em todo o seu dominio, uma vez que a sua inversa f ! (x) = x™ (cuja drea é conhecida)
3, ou seja, a implicagdo x; —x2 < 0= f1(x1) = x] < f~1(xz) = x4 ¢, de fato,
verdadeira para x, xp € R . Nestas circunstancias, podemos aplicar o Teorema 9, obtendo

também o €

A(‘/&[a,ﬁ] — ﬁ {Z/_—OC o, — L [(C/E)rﬁ—l - (\n/ayH—l] _

n+1
:ﬁ{l/— \/_n—H (X\/_—f— (\/_)n—i—l
— n+1 Bn+1 n+1 ﬁn-i—l 'H'l n ol —
ntl ntl1 n+
— n — an n —Q(n .
n-l-ll3 n+1 n-l—l (B >

Corolario 5. Seja f: Ry — R, tal que F(x) = ¢/x+ "Vx+ "Ix+-+/x+/x

A drea da regido delimitada pelas curvasy=0, x=a >0, x=f >0ey= F(x) com
o < B é dada por
3

Para demonstrar a monotonicidade estrita de uma fungdo f, sugerimos que o leitor utilize o seguinte
Teorema: Se f : A C R — R é uma fungio bijetiva, entdo f~! mantém a mesma monotonicidade de f.
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n ; .
PUACONCE: I w B ( @l _a"n—l>,
l._zé i+1 P
Demonstragcdo. A cargo do leitor. [

Exemplo 22. Seja f: Ry — R, tal que f(x) = y/x. Determine a drea aproximada da regido
delimitada pelas curvasy =0, x=4, x=7 ey = f(x).

Solucao

De fato, as hip6teses apresentadas neste exemplo enquadram-se naquelas exigidas pela

aplicacao do Teorema 9. Logo

A\/;C’[“'aﬂ _
+1

)
—
<

NE
|
N

NE
~—

cujo valor aproximado € 7,01.

Exemplo 23. Seja f: R, — R, tal que f(x) =3 /x+ x>+ 5 x+ 6 — cosx. Prove que a rea
da regido delimitada pelas curvas y =0, x =1, x =2 e y = f(x) é aproximadamente 19,19.

Demonstracdo. Conforme podemos constatar, para x € I = [1, 2|, a implica¢io 1 <x <2 =
f(x) > 0 certamente estard satisfeita (verifique!). Sendo assim, de acordo com os Teoremas 1 e 2

justifica-se que

Af(x)v[lvz] — hm <A-’Z:(x)7 [1> 2}) —

n—soo

— 3AVx[L2 :Ax27[172]_|_5Ax7[1,2]+A67[1,2]_{_(_I)Acosx,[lz].

3 2
Nesta, ja sabemos que lim;; o A,)/j;[.}’z} =3 \3/5, lim;, e Afl_’ii’,z} = %,
timy e (4352) =4, tim, e (A702) =6 ¢ lim, e (4525507 ) = —2 5en(35%) sen’. Dat,
por substitui¢do, provém o resultado almejado. 0

No capitulo anterior, encontramos uma férmula para a drea A*™@¥+0).[% Bl ¢ conge-
quentemente, se fizermos a = 1 e b = 0, teremos a sua particularizacdo para AS™ 2. Bl por
outro lado, sabemos pelos anos finais do ensino médio, que as fun¢des de leis senx e arcsenx
sdo inversas uma das outra. Assim, sob ambas as condi¢des apresentadas, a drea A47<sen (@ B
podera ser encontrada bastando, para isso, transferirmos estas informacdes para o Teorema 9

apresentado anteriormente. Diante destas condi¢des, enunciamos a seguinte
Aplicacao:
Seja f: I =[—-1,1] = [-F, 7] tal que f(x) = arcsenx.

A drea delimitada pelas cuvas y =0, x=a (€ 1), x= B (€ 1) e y = f(x) é dada por
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AdresenslaBl —  [1 B2 /1 — a2+ (B arcsenf — & arcsenat).

Demonstragcdo. De acordo com as hipéteses da proposi¢do apresentada, para todo x; e x, em
[—%, %], sempre ocorrerd de f~!(x;) < f~!(x2) 0 que, de fato, nos garante a monotonicidade
estrita de f em /. Sobre estas condigdes, para f~!: [-%, 2] — [—1, 1] tal que f~!(x) = senx,

temos que

Aarcsenx, [, Asenx, [arcsenct, arcsenf]

Bl = B arcsenB — o arcseno —

Para simplificar a igualdade acima, comecamos por determinar ASen: laresena, arcsenf]

Esta, segundo o Capitulo 6, é dada 2 sen (W) sen (W) . Aplicando a fér-

mula trigonométrica 2 senA senB = cos (A — B) cos (A + B) deduzimos a diferenca cos (arcsena) —

cos (arcsenf) que ainda pode ser expressa pela subtragdo dos radicais 1/1 — B2 e v/1 — a2, pois

{ arcsentt =r { senr = o cosr=11—a?
=

= = COSF—COSs =
sens = f3 coss =1/1— 32
= cos(arcsena) —cos (arcsenf) = /1 — B2 — /1 — o2,

arcsenf = s

finalizando, portanto, a demonstracao. ]

Motivados pelo interesse de encontrarmos dreas de regides delimitadas por leis logarit-
micas, vejamos primeiramente a aplicacdo da Defini¢do 2, em funcdes do tipo exponencial, para

que, em seguida, possamos articular a férmula encontrada no Teorema 9.
Aplicacao
Seja a funcdo f: R — R tal que f(x) = a“*, onde 0 < a(€ R) # 1.

A drea delimitada pelas curvas y =0, x = o, x = 8 e y = f(x) é dada por

CX l
Ad J[oB] m (acﬁ —a (x)‘ (7.1

Demonstragdo. Tendo em vista que o dominio de f € dado pelo conjunto R, sempre sera possivel

encontrarmos cada uma das imagens o + ﬁ iparai€ {1, 2, 3, ---}. Assim, temos que

f( ﬁ;ai):ac(a+5;“i>_aca+c( ;”‘i):aca <acﬁ;°‘>i_

Nesta, tomando o somatdrio Y, e, aplicando as propriedades do Exercicio 2 vistas no Capitulo 4,

justificam-se as igualdades
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n

1

1

(a+il3;a) _ ﬁ:aca (acﬁn“y:aca Z<acﬁna>i:
_ o ((acﬁna)1+(acﬁna>2+<acﬁna)3+m+(acﬁnay).

Este produto possui, em seu segundo fator, uma soma geométrica. Entdo, diante da aplicacao da

férmula obtida no Exercicio 4 do Capitulo 4, segue que

aex. (e p]

cujo limite* limy,_e (An > nos conduz ao resultado 7.1.

Consequéncia fundamental:
Seja f: [1,400) — R, tal que f(x) =log,x>0e0<a# 1.
A drea delimitada pelas curvas y =0, x = o, x = B e y = f(x) é dada por

AIOgaxv[a'/lﬂ — logax (L) .

o e(ﬁ_a)

Demonstragdo. Comegamos por lembrar das propriedades basicas logaritmicas estudadas no

ensino médio, que sao:
1. ylogy B=1og,BY,
2. @ = IOgA B,

3. logy B—log, C =log, (£),

1

L [ge(B-)]m

Pode-se provar através da regra de L’Hospital (1 661 — 1 704) que o limite do quociente * [ : ] ,
ale (B-o]7 -1

4

quando n — oo, € dado por m (LIMA, 2016).
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onde 0 <a#1, B, C€R,/{0} e y € R. Devemos ressaltar que tanto para a > 1 quanto para
0 <a <1, f é estritamente monotona. Havendo dois casos cujas demonstracdes sdo andlogas,

provaremos apenas aquele em que a > 1. O outro sera deixado como exercicio para o leitor.

Comecamos por lembrar que a fungdo g : R — Ry | g(x) = ¢* nada mais é do que a

inversa de f. Portanto

Alogux7 [a7 ﬁ} — B logaﬁ — o loga o _Aaxv [logaaa log, ﬁ] (72)

Contudo, pela Aplicacdo 7.1, A% 108 @, log, Bl — m. Finalmente, fazendo esta substitui¢ao

em (7.2), deduzimos que

Azt [ Bl — B log B—a log a—i(ﬁ—a):log ﬁ —(B—a) log,e =
a a lna a aa a

_ pP (B-a) _ B’
= lOga (W —logae —lOga W .

Exemplo 24. Determine a drea da regiao delimitada pelas curvas y = (%)x x=1,x

I
)
o

~

I

Bl

Solucao

Neste problema, a Figura 29 mostra que a drea pretendida obtem-se fazendo a diferenca
AG) 2102 g0 6,

Figura 29 — Diferenca entre areas por exponencial

y

\‘“L{_:l x =12

<2
L}
e

1 2 x

B—

a0 = s () ()) aen

Portanto, a drea solicitada é dada pelo produto ; (log, e —1).
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Exemplo 25. Determine a drea da regidio delimitada pelas curvas A" (2x-1),1,2],

Solucao

Primeiramente, devemos perceber que se f(x) =In(2x— 1), entdo f pode ser indicado
sob a forma f(x) =In2+1In(x — 1). Observa-se ainda, que a mudanga de varidvel u = x — § gera

as seguintes cadeias de equivaléncias

1
f(x) =In2+1In <x——> g(u) =In2+1Inu g(u) =In2+1Inu
2) & &

1

Portanto,

Assim, a drea aproximada obtém-se fazendo

. (A}:(z) 133 }—i—A n(u),[3, %) —1n2 (E — l) +1In

n——4-oo

cujo valor aproximado € 0,65.

Atividades propostas
1. Mostre que a drea da regido delimitada pelas curvasy =0, x=a,x=fe f: {x e R[x>
—%} — R tal que y = v/a x+ b é dada por % ((oc B —l—b)% —(a OH—b)%)

2. Seja a fungdo f : [0, ] — R tal que f(x) = arccosx. Prove que

Arrecosx Bl ([3 o)+ (o arcsenoe — B arcsenf3) — (\/ 1-B%2++/1 Oc2>

Sugestiio: Use a identidade trigonométrica cos 6 = sen(% — 6).
3. Prove que a A%¢%s% [0, 7] ¢ dada pela unidade.
4. Determine A3 "1,

5. Determine AV*Hn(=1+3),2,5]

6. Qual é o valor numérico da drea da regido delimitada pelas curvas f: R} — R|y =
x> 4 /x4 arcsenx +1nx,x = %, x=1ley=0?
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CAPITULO

FERMAT-POTENCIAS RACIONAIS

O problema do célculo da 4rea da regido delimitada pelas curvas y = x*

x=0,x=0a (>
0) e y = 0 estava realmente preocupando os grandes matemdticos do século XVI e XVIIL. Néo s6
Pascal pode demonstri-la, conforme vimos no capitulo 5, mas também o matemaético francés
Pierre de Fermat (BOYER, 2012). Embora ambos tenham chegado ao mesmo resultado, a prova
rigorosa feita por cada um deles, segue raciocinios ligeiramente distintos. Tendo em vista que
ambas produzem o mesmo resultado, o método desenvolvido por Fermat permite expandir o valor
de k para qualquer valor racional. Por este fato é que iremos estudd-la. Sem dudvidas, o maior
mérito desta demonstragdo estd na forma com que o intervalo [0, @] foi repartido. Lembre-se
que a maneira escolhida para a particao de um intervalo afeta diretamente os comprimentos das

bases de cada um do n retangulos que serdo construidos.

Fermat deve ter ficado horas, ou até mesmo dias, na busca de uma parti¢ao intervalar
perfeita, isto €, aquela responsdvel pela producao do resultado esperado. Por persisténcia, apos
diversas tentativas, chegou a conclusdo de que as bases dos n retingulos deveriam ser construidas

n=2] ... I, = [ae, a] e que, além disto,

sobre os intervalos I} = [ e”, o "], L = [a "', cxe
os cdlculos tornariam-se mais simples se os pés de suas alturas fossem tomados como sendo
as extremidades direitas de cada um dos intervalos. Definiu ainda que 0 < ¢ < 1. E importante
observarmos que a sequéncia dos comprimentos das bases dos n retangulos assim obtidos é
crescente, Uma vez que a razio entre os termos x,, | = oe’ " e x, = o.e "1 da progressio
geométrica (ae”, oe 1, e’ 2, ate, o) para 1 < r < n é maior do que um. Tais hipéteses

nos permitem enunciarmos o

Teorema 10 (Fermat). Sejam k € N,x € R, e y = x*. A 4rea da regido delimitada pelas curvas
y=0,y=xfex=a > 0édada por

Axlg[o, o _ ]Hl_l ak+1‘
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Demonstragdo. Fagamos, por construgdo, n retdngulos sobre o intervalo [0, a] cujas extre-
midades de cada base sdo definidas pelas extremidades de cada um dos intervalos ;| =
[ae" ae" " para0 <i<n—1,06>0e0<e< 1. Tomamos suas alturas como sendo as

imagens f(ae" ). A Figura 30 caracteriza os retAngulos obtidos
Figura 30 — Escada de Fermat

Ordem de enumeracio
dos retangulos.

Z

ael ael™1 ae a X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que a drea do retangulo genérico i, indicada por Af, € expressa por Af =

(e'~! —ael) f(ae!). Esta, por sua vez, ainda pode ser escrita como AR = (1—¢) ek+1) (i=1) gk+1,
Se fizermos i variar no conjunto {1, 2, 3, ---, n}, deduzimos que AR = (1 —¢) ak*! AR =
(1—e) et 1) gkt AR — (1 —¢) 21 gk tl o AR = (1 —¢) (=1 (k+1) gk+1 Nestas

], ¥

.. L . 0, a), x* p A .
condi¢des, a drea aproximada AL '™ € dada pela soma das dreas dos n retangulos, isto é:

k
— (1—e) (1+e' D4 20D L A Ly D (D) gt (g 1)

O fator central 14 ¢! k1) g2 (k+1) 4 3 (k+1) oy (=D (+1) de 8.1 é uma soma
geométrica de razdo g = ef*1. Por esta hipétese, podemos representd-la na forma de quociente

_(k+1\n . . .o
%. Logo, realizando esta substituicdo em (8.1), decorre que

AR~ (1—¢) (—1_(ek+l)n) ot

1_ek+1

por

Se fizermos n — oo, teremos uma extensado infinita da quantidade de retangulos presentes na
Figura 30. Entretanto, isso nos fornecera apenas uma aproximagao (por sobra) da drea pretendida.

Buscando encontrar o valor exato, podemos completar raciocinio se tomarmos as abscissas dos
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pés das alturas préximas umas das outras. Basta entdo que se tenha e — 1. Assim, justifica-se

que

A% 0.0) — iy (hm A ‘”) = lim ((i) oc"“) . (8.2)

e—1 \n—soo e—1 1 — ekt

Pelo Problema 3 do Capitulo 4, sabemos que 1 — ! & idéntico ao produto (1 —e)(1+
e! + e+ e+ +€K). Finalmente, efetuando esta substituicio em 8.2 encontramos o resultado

pretendido, pois

00,0 _ 1 1 1) b ke
A =1 o = —— o
egr}<1+e1+e2+---+ek > k+1

Em sua demonstragao, Fermat simplesmente fez a substituicao de e = 1 no quociente

P E— Embora tenha omitido muitas etapas, a engenhosidade e brilhantismo intelec-
tual por ele apresentado € indiscutivelmente formidavel! Além disto, esta técnica demonstrativa

permitiu enunciar o

s . ~ . .. p
Corolario 6. A drea da regido delimitada pelas curvasx =o >0, y=0ey=x4,parapeq
. . .- p q rtq
naturais nio nulos e x real (estritamente) positivo, é dada por A*?: o] — ﬁ 9.
Demonstragdo. Esta prova é similar a realizada no Teorema 10. Por este fato, apresentaremos

apenas as partes que exigem algum artificio mais sofisticado.

De fato, vimos na demonstracdo do Teorema 10 que a drea da regido delimitada pelas
curvas y =0,y = x* e x = ot > 0 com x > 0 pode ser calculada pela férmula 8.2. Se nela fizermos
k = g, terfamos que

p 1 _ +
AL g [~ ) o (8.3)
e—1 l—e a

1
Fazendo a substituicdo de e = u em 8.3 e aplicando novamente a identidade do Problema 3 do

Capitulo 4, ficamos com as igualdades

1—u!  1+utu?+-+ul!
1—ubtd  1+utu+-- urtel

(8.4)

Para finalizarmos, € bom ressaltarmos que devido a continuidade da funcdo de lei
L, L 1 . . . p .
f(e) = et aimplicagdo e — 1 = u (= ev) — 1 &, de fato, verdadeira. Assim, a drea pretendida

obtém-se fazendo
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g valores iguais a 1
7\

A[O,a].,xlq’:hm< l4u+u?+--+ui™! M) T+H14+1+4--41 p+q q rtq
u—1

AN = o049 =—-20 9 .
I+ udu?+---urta! THI414+1+---41 p+q

p-+q valores iguais a 1

Vejamos algumas aplicagoes.

3
Exemplo 26. Determine A V2, [e Bl nos seguintes casos:

l.a=0ef =3,
2. a=2efB=3.
Solucao

1. Perceba neste caso que B cumpre o papel de o na férmula obtida pelo Coroldrio 6.

Temos entdo que:

AVR103] _ 23503 7y

| W

Portanto, a area solicitada é aproximadamente 3, 74 unidades de area.

_va [07 2]

3
2. Notemos que a drea desejada é dada pela diferenca A Va2, [0,3] . Portanto,

efetuando os célculos obtemos a aproximagao (3, 74 — 1, 90 =) 1,84 unidades de drea.

3 pid
Exemplo 27. Qual é o valor de A> Vi sen’y, [0, 3
Solucao

Conforme sabido, podemos afirmar que

AS V2 +sen’x, £ —5 Ag/x»z, [0, %] +Asen2x7[0%].

2 [0, 3]

, 2
Vale a pena lembrar que sen“x = % cos(2 x), fazendo com que a drea AS"*

- seja des-
membrada em Az [0 5] — % AC0s(2x), [0

1
2
4 o~ ., 7z z .
»31. Sob estas condic¢des, omitindo os calculos algébricos,
s . .
temos que a drea solicitada é aproximadamente % ( %) 3 =1, 27 unidades de area.

Atividades propostas

4
1. Determine A V> [ Bl nag seguintes condicoes

a) a=0ep =4,
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b) a=2ep =4
2. Qual é o valor de AS \3/;_“’52)‘?

3. Determine a drea da regido delimitada pelas curvas y = /x, y = xiex=5.Usea Figura
31.

Figura 31 — Fermat: Diferenca entre dreas 1
y

g) -

fx)

Fonte: Elaborada pelo autor.

4. Observe a Figura 32. Sabendo que f € uma funcdo quadrética cujo vértice estd sobre o

ponto V(1,1), determine a drea da regido delimitada pelas curvas y = f(x) e y = V2.

Figura 32 — Fermat: Diferenca entre dreas 2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

VOLUME DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Para calcularmos o volume de alguns s6lidos como, por exemplo, a esfera, utilizaremos o
método de fatiamento cilindrico. Este consiste na decomposi¢ao da figura em n partes cilindricas
de bases congruentes, na qual cada uma delas foi gerada através da rotacao de um retangulo ao
redor de um eixo. Finalmente somando cada um desses volumes, obtém-se, em alguns casos, uma
férmula fechada para o volume aproximado em fun¢do do nimero n de cilindros. Se tomarmos o

seu limite para n — oo obteremos o volume real da figura.

Seja I' um soélido espacial. Dizemos que I" é gerado por revolucdo se existir um plano 7,
uma regido R C w e uma reta r C 7 tal que I" € obtida pela rotagdo de R em torno de r. No caso
de rseroeixo Ox,e R = EKf(x)’[“’m, isto é, R ser a regido delimitadaporx=o, x=f, y=0e¢
y= f(x) >0, o volume do sélido I" fica sendo a regido espacial obtida pela rota¢do da regido R

ao redor do eixo Ox. Figura 33.

Figura 33 — Superficie de revolucio

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Sob estas condicdes, temos o

Teorema 11. Dado n € N e I o sélido gerado pela rotagio da regido R/ =08l a0 redor
do eixo Ox. Se dividirmos o segmento [, ] em n partes congruentes e considerarmos os n

cilindros gerados pela rotacdo dos n retdngulos de bases definidas pelos subintervalos I; =

o+ ﬁ%x],o < i < n e alturas obtidas pelas imagens de f para x € {o+ 1 - Poo o2

n

—a —a —a 5 o 5
BT, a—+3- ﬁT, e, o+n- ﬁT} entdo a soma dos volumes destes 7 cilindros serd o volume

aproximado do sélido I' determinado por

o (50 £ (52)

Demonstragdo. Da geometria espacial, sabemos que o volume de qualquer cilindro circular é
dado pelo produto da area do circulo pela sua altura. De acordo com as hipéteses do enunciado,
podemos deduzir que o cilindro circular i terd altura dada pelo quociente B%a e raio da base
dada pela imagem de f parax; = ot +i- B%a onde 1 < i < n. Assim sendo, o volume do cilindro
circular i serd dado pelo produto 7 - f(x;)? - (ﬁ%a) Portanto, de acordo com as hipéteses do

problema juntamente com estas informagdes, o volume aproximado do sélido I'" é obtido fazendo

n
l—‘7 a7 .7 e e e
|7 (o, ] — VlclllndrO+V2(:lllndr0+---—}-V,flllndm — E:Viczlmdo

i=1

- :n o2 (B2%)

n

1

ou seja,

Rl _ (/3;“) Y ()= (ﬁ - a)

n
n =

(e (59)))

1

Observacao: O simbolo Vnr’ I deve ser lido como:

Volume aproximado da figura I" no intervalo fechado /, para um nimero arbitrario n de

cilindros. Além disto, o volume exato de I indicado pela notagio V!, é dado pelo limite

lim (VnF 7{“"”) .

n—r—+oo

Aplicacido: Volume da esfera

O volume de uma esfera de raio r € dado por % .
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Demonstragcdo. Notemos que qualquer esfera de raio r pode ser gerada através da rotacdo de um

semicirculo de equacao X%+ y2 =2

, 0 <y < raoredor do eixo Ox. Além disso, o seu volume
pode ser calculado pelo produto 2 V101 sendo que yI0r1 6 o volume da superficie gerada pela

rotacdo da regiao RV =01 em torno do eixo Ox. Posto isso, pelo Teorema 11, temos que

r,[0,7] r—0 & r—=0 2
i < 242 o ()
i=1

R I A A LA TR N e
—27th(r (z n))_znnz(r znz). ©.1)

2 n
2y g (nrz—r_z Zi2>,
n !

=iz
ou ainda,
r0] SR
2V, =2 —ngzii : (9.2)
1=
3 (141 1
Permutando Y, i? pelo quociente %, 9.2 assume a forma
1+1) 2+1
2V{’[0’r] =2<TC r3—7rr3 ( n)6( n)) 7

]

cujo volume almejado € dado pelo limite de 2 V,,F’[O’r

1+1) (241 3\ 4
VOO —gim (2 n X -7 ( ”) ( ") =2 7rr3——7rr ——7rr.
n—soo 6 3 3

para n — oo, isto €

Exemplo 28.

O dono de uma rede de postos de combustiveis pretende comprar um novo modelo de vagao
para transporte, com grande capacidade de armazenamento. Entretanto, dois deles possuem os
mesmos precos, variando apenas o formato onde os combustiveis sdo transportados. No vagao
Helter, o formato do deposito € dado pela rotacdo de f ao redor do eixo Ox. Ja no vagio de marca
concorrente Sppensin, seu depdsito € descrito pela rotacao de g sobre eixo Ox. Pergunta-se: Qual

¢ a marca do vagao que tem a maior capacidade de armazenamento?



92 Capitulo 9. Volume de superficies de revolugdo

Dados:

V-x2—4x-3  -3<x<-2 V=x2=2x+3,  -3<x<-2

flx)=1¢1, —2<x<2 eglx)=1 2, -1 <x<l1

V—x2+4x-3, 2<x<3 V—x24+2x+3, 1<x<3

Suponha que a cada um centimetro da constru¢do geométrica dos gréaficos de f e g
correspondem a 2 metros na realidade.

Sugestao: Use uma calculadora cientifica para aproximar suas respostas.
Solucao

Notemos que para —3 < x < —2 e para 2 < x < 3, as equagdes f(x) = —x2—4x—3e
flx)= \/m geram, cada uma delas, um quarto de circunferéncias de raios unitdrios,
uma vez que ambas as leis podem ser escritas sobre as formas (x+2)?+y? =le (x—2)?+y? = 1.
Por estas hipdteses, ao rotacionarmos estas curvas ao redor do eixo Ox teremos duas semiesferas

cuja adi¢cdo dos volumes € equivalente ao volume de uma esfera de raio 1, isto é, % 13 = 47” cm?,

18to €, 327” m. Analogamente, ao rotacionarmos a equagdo f(—2 < x < 2) = 1 sobre o eixo Ox,

obtemos um cilindro de raio da base também unitdrio cujo volume é & (2+2) =41 cm’, ou

seja, 32 T m>. Logo, o volume total do depésito do vagio Helter é aproximadamente 134,04 m?>.

Vejamos agora qual é a capacidade do vagido da marca Sppensin. Da mesma forma,
podemos notar que a rotagdo das curvas g(—3 <x < —2)=v—x2—2x+3eg(l <x<3)=
\/m ao redor do eixo Ox geram duas semiesferas com o mesmo volume, visto
que seus raios sao ambos iguais a 2. Assim, o volume dessas curvas € equivalente ao volume
de uma esfera de raio r = 2, ou seja, % T2 = 33—271: cm?, ou ainda, @ m3. A rotacdo da
curva g(—1 <x < 1) =2 gera um cilindro de raio da base dado por 2 metros, cujo volume é
7 22 (1+1)=8nm cm?, ou seja, 64  m>. Entdo, o volume total do depésito de combustiveis do

vagdo da marca Sppensin é 469, 14 m?>.

Concluimos que o vagdo da marca Sppensin tem uma maior capacidade de armazena-

mento de combustivel.

Exemplo 29. Com o intuito de inovar o designe dos seus remédios, a indudstria farmacéutica
Isopropwhey fez o formato de seus comprimidos através da figura formada pela da rotacao da
curva f : [=%, 5] = R|f(x) = cosx, ao redor do eixo Ox. Sabendo que cada caixa contém 30

comprimidos, responda:

1. O volume, em cm>, de cada comprimido,

2. Se um paciente precisa tomar dosagem de 100 cm® deste medicamento, quantos comprimi-

dos o médico devera indicar?
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Sugestao: Considere 7w = 3, 14.
Solucao

1. Tendo em vista que a fungdo de lei f(x) = cosx é par para todo x real, podemos afirmar
que o volume do sélido I', gerado pela rotacdo da regidao Reosx[-3:3] a0 redor do eixo Ox, é

dado pelo produto 2 - yeosx(0.%2] por satisfazer as hipéteses do Teorema 11, temos que

= (B £ () -

[\

Il
=9
//~
(@)
o
[72)
/
P
[\]
<=
N—
N—
[\ *)
Il

= %2 <0052 (1 %) + cos? (2 %) + -+ cos? (n %)) . (9.3)

Na igualdade 9.3, tomemos os quadrados dos n cossenos presentes e facamos, separada-

mente, a substitui¢io trigonométrica cos>a = % (14 cos2 a). Assim, obtemos as igualdades

= (e (1 5) g (e () -

n
2 T T T
= — (n+cos (1 —) + cos (2 —) +---4cos <n —>) =
2n n n n
T
2

2 2
T T T T
= +— <cos<1 —>+cos<2—>+--~+cos(n—>>. 9.4)
2n n n n
Pelo problema 3 do Capitulo 4, o fator cos ( ) +cos ( ) +---+cos ( ) presente
2n+l 7
na segunda parcela de 9.4, pode ser permutado por — se?n e é ou ainda, pela diferenca

I+5. .
Senggg—nlz”)) — % gerando, portanto, as igualdades:
2n

1 1
e _ B (eE () 1) 2 2 en(r(id) #
" 2 2n 25en(2n) 2 2 2n 25en(%) 4
2 ? 2
T o 1 T
g —_— 1 —_— _——_— =
2 +2sen% sen(n’( +2n)> 4n
2 2
T T 1 1 o1
= 7—}—5 sen% sen(ﬂ(l—{—z—n))—jz (95)

T

2n

Inscrevendo 9.5 na notag¢do simbdlica "lim,,_,..", obtemos o volume de cada comprimido

procurado, pois

2
T T
2 yh0.3] — 7+0+0: — cm”.
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2. A quantidade minima que deverd ser tomada pelo paciente é de 21 comprimidos, uma
vez que 100+ & 220,28 cm®.

Atividades propostas

1. No bairro Leporace, em Franca SP, hd uma caixa de dgua cujo formato é dado pela Figura

34. Sabendo que a parte superior representa uma semiesfera de raio 4 metros, determine:

a) O volume total da caixa de dgua,
b) o volume restante sabendo que em um dia de calor foram consumidos 74% de toda a
dgua da caixa.

Sugestiao: Faca w =3

Figura 34 — Caixa de dgua

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Antdnio, muito curioso, estava interessado em determinar o volume de uma melancia.
Para isso, ele observou que a figura da fruta pode ser obtida através da rotagdo da fungdo

fi{xeR;—a<x<a}l = R|f(x) =2 va? —x2 ao redor do eixo Ox, conforme indica a
Figura 35.

Figura 35 — Elipséide: Superficie de revolucio

¢ pummmm— L b

/ \ {/.;‘_F _;__‘1.___5“\
= | \ (e L =
T

-
I ! =

—a a x —'({K\__!“_Max
\ S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desta maneira, apos a realizacdo de alguns cdlculos algébricos, chegou a seguinte férmula

yhl-ad — % 7 a b*. Demonstre a validade da férmula apresentada por Antonio e, calcule
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o volume em c¢m?® de uma melancia cujo formato pode ser representado pela rotagio da
fungdo g: {x e R;—25 <x <25} —» Rtal que g(x) = % 625 — x2 ao redor do eixo Ox.

. Determine o volume em dm> de uma bala de canhio sabendo que esta é descrita através

da rotacdo de

f:R+—>R+,f(X):{1 ’

ao redor do eixo Ox.
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