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RESUMO

Esta proposta visa subsidiar a pratica docente para o ensino das fun¢des mais
elementares abordadas no 1° ano do Ensino Médio. Aliando pratica e teoria, se
apoia metodologicamente nas etapas de modelagem dos moldes de Rodney
Bassanezi com o objetivo de que o aluno entenda e reconheca as caracteristicas da
funcd@o Afim, da funcdo Quadrética e da funcdo do tipo Exponencial como modelos
matematicos de situacdes concretas em contextos interdisciplinares, investigando e
explorando experimentos relacionados. Esperamos com isso melhorar o manejo
abstrato da linguagem matematica como também vir a diminuir as dificuldades dos
estudantes em entender sua utilidade no cotidiano e em disciplinas correlatas, como
a Fisica e a Biologia.

Palavras-chave: Funcdes Elementares. Modelo Matematico. Aula Pratica. Ensino
Contextualizado.



ABSTRACT

This proposal aims to subsidize the teacher’s action to the teaching of the
elementary functions approached in the first grade at High School. With a good
combination of pratical and theory, methodologically based on the stages of shaping
of Rodney Bassanezi’'molds with a goal that the student understands and recognizes
the characteristics of linear function, quadratic function and of exponential function
like mathematical models of concrete situations in the context of crosscurricular work,
researching and exploring selected expirements. With this we want to improve the
abstract management of mathematic language and also reduce the difficulties of the
students like Phisics and Biology.

Key words: Elementary Functions. Mathematical model. Pratical. Contextualized
Teaching.



10

LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 - Fases da Modelagem MatemAtiCa ..........ccooeruiiiiiiiiiiiiiie e 21
Figura 2 - Variagdo Média da FUNGAOD ..........cuuuiiiiiiiiieiie it 30
Figura 3 - Distancia de um ponto (Xi; Vi) @ reta y=a+bX........ccccceveeeeeiiiiiiiiiiiinieeeeeeennnnns 32
Figura 4 - Acesso para planilna N0 Geogebra...........cccovvviiiiiiiiii e, 34
Figura 5 - Comando para diagrama de diSPersdo.. .............uuuuuerummimmimimmiiiniiiiiiiiiiinnens 35
Figura 6 - Diagrama de diSPEISE0 ........uuuuuuuuriiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiebbbbbbbb bbb eeeaenaee 36
Figura 7 - Ajuste por Método de Regressao polinomial...............cccovvvviviiiiiiieeeeeeennnns 37
Figura 8 - Graficos da fungao exponencial...........ccooeeeiiiiiiiiiiiiii e, 42
Figura 9 - Caracterizagéo da fung&o afim como modelo de um certo fenémeno .....46
Figura 10 - Coordenadas cartesianas de um ponto no plano NUMETFICO .................... 53
Figura 11 - Subconjuntos do plano que nao sao graficos de funcées....................... 55
Figura 12 - Imagem X grafiCO.........uuuiiiiii i e e e eeeaaes 55
Figura 13 - Grafico da funcéo afim f(x) = ax+b, paraa,b > 0.......cccoooviiiiiiiiinnns 56
Figura 14 - Pardbola do foco F € diretriz d ...........ccooiieiiiiiiiiiiiiiee e 57
Figura 15 - Paraboloide de reVoIUGAOD .............uuiiiiiieiiiiiiiice e 58
Figura 16 - Sinais paralelos ao eixo do paraboloide..............cccooeeeiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeenns 58
Figura 17 - Grafico da funGaO0 f(X) = X% ....cveveeieeeeeeeeee e ee e ee e, 60
Figura 18 - Gréfico da funcéo quadratica f(X) = @ (X-2)% ....cveveereeereerereereeseseeeen e, 61
Figura 19 - Gréfico da funcdo quadratica f(x)=a ( X - M)?+ K .c.eoveeeveeieeeeeeeeeeeen, 62
Figura 20 - A variagao f(X+ ) = f( X).uueiiieeeiieeeeee e 63
Figura 21 - Trajetdria do langamento vertical de um projétil.............ooociiiiieennnnnnns 64
Figura 22 - Na populagéo de bactérias configura um aumento relativo .................... 65
Figura 23 - Variacao EXPONENCIAl ........cccceiiiiiiiiiii e 66
Figura 24 - Intervalos de fator multiplicativo K ..o, 67
Figura 25 — Exercicio de modelagdo de fung&o afim..........c.coooviiiiiiiiiiiiiinee 71

Figura 26 - Evidéncia de coordenacao entre diferentes representacdes para o

(T2 g Lo 0] o] =3 o PR 72
Figura 27 - Exercicio de fuNGa0 qUAAIALICA ...........uuururrriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieneeeeeaeaeaeenee 72
Figura 28 - Exercicio sobre grafico de fUNGOES .............uuuuvuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiinnees 73
Figura 29 - Experimento para teste de veloCidade ...............uuuuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinene 77

Figura 30 - Alunos coletando dados experimentais para o tempo de percurso da



Figura 31 - Alunos registrando dados brutos do experimento..........cccccccceeeeeeeeeeeennnns 79
Figura 32 - Graficos de diSpersao de PONTOS.........ccouueeiiiiiiiiiiiiiieee e 83
Figura 33 - Ajuste grafico com regresSsa0 lINEar..........cooovuiiiiiiiiiieiiiiiieeee e 84
Figura 34 - Modelo de regressao eXponencCial ..........ccovvvvuuuuiiiiiieeeeeeieeicee e e e, 84
Figura 35 - Modelo de regressao polinomial................oouuviiiiiiiiinieeieeeeceeeve 85
Figura 36 - Relagdo grafico X funGao S(1)........uuveeeeireeiiiiiiiiieieeee e 86
FIQUIA 37 = CUIVA P .o 90
Figura 38 - Aluno executando a construcao geomeétrica da parabola ...................... 91
Figura39-AretalLeoponto Fforadela .........cccooooeiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e, 92
Figura 40 - Reta perpendicular areta L N0 ponto C.........c.evvviiiiiieiiiiiiiiiiiiieeeeeeee s 93
Figura 41 - SEGMENTO FC .....uiiiiiiiiiiiiiiiiiii i eeeaneeee 93
Figura 42 - Mediatriz do segmento FC ..o 94
1o 10 = B A e o @l LSRR 94
Figura 44 - Parabola de foco F e areta diretriz L........ccceeeviiiiieeiiiiiiiie e 95
Figura 45 - Antena paraboiliCa d€ 1V ........coooiiiiiiiiiiiiee e 96
Figura 46 - Exemplo de um paraboloide ............ccooooiiiiiiiiiiii e 96

Figura 47 - Conjunto de ondas paralelas que chega a superficie interna de um

paraboloide e é refletido para SEU fOCO ........oooviiiiiiiiiiiiiie e 96
Figura 48 - Material para 0 trebUCNET ...........uuuiiiiiiiiiiiiiii e 97
Figura 49 - Alunos construindo um trebuchet (catapulta) .............ccoevvvviiiiiiiieriennnnn, 98
Figura 50 - Alunos expondo pesquisa sobre o Lancamento Obliquo........................ 99
Figura 51 - Preparagao para 0s arremessos na catapulta .............ccccevvvveviennnnnnnnne 100
Figura 52 - Gréfico de disperséo de pontos para o modelo polinomial ................... 102
Figura 53 - Ajuste de curva por uma funcdo quadratica.............c.cceevvvvviiiieeeeeeennnns 102
Figura 54 - Controle deslizante do Geogebra...........cccoovvmiiiiiiiiiiiiiiiiecie e, 104
Figura 55 - Item 7 da atividade 4 (Familia de fungBes .........cccccceeiiiiiiiiiiiiieeeenne 106
Figura 56 - Representacdo do crescimento bacteriano...................eevevveviviiniiinnnnnnne 109
Figura 57 - Material para a preparacdo do meio de cultura.............cccccceeveiiennnnnnnnn. 111
Figura 58 - Verificacdo de temperatura da estufa (36 graus)...........cccoevevevevvvnnnnnnnnns 115

Figura 59 - Coldnias de bactérias cultivadas nas 24 primeiras horas do

(23 0TI 10 0 T=T o1 (o T TP 116



Figura 60 - Método de quantificacdo das COIONIAS ............uueevieeeeeiiieiiiiiiee e eeeeeeeans 117
Figura 61 - Bactéria ESCherichia COli...........ccuuuiiiiiiiiiii e 119
Figura 62 - Disperséo de pontos para os dados do crescimento bacteriano da E. coli

................................................................................................................................ 122
Figura 63 - Testando 0 modelo de regressao linear............cccceevvceiiiieiiiie e 123
Figura 64 - Testando o modelo polinomial de grau 2...........cccccceeeeiiiiiiiiniiiicciiiinee 123
Figura 65 - Testando o0 modelo de regressao exponencial...............eeeevveeeeeeeinninnnn. 124

Figura 66 - Testando o modelo de regressédo crescimento para validar a funcao P(t)



13

LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Populagéo de bactérias cultivadas em alimentos...........ccccccevvvvveeeeeeennnn. 35
Tabela 2 — Dados experimentais tabelados ............cccooveiiiiiiiiiiiiiii e 78
Tabela 3 —Conjecturando o modelo da funcéo para o fenbmeno em estudo............. 81
Tabela 4 —Variagdo simples da funGao S(t) ......covvvvriiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 81
Tabela 5 — Dados experimentais do espago em fungao do tempo........cccceevvevvveeennn. 83
Tabela 6 — Alturas atingidas pelo projétil.............ouiiiiiiiiiiii e 101
Tabela 7 — Sequéncias de dados para a carcterizagéo da funcdo y = -0,5 x > +1,4 x

................................................................................................................................ 103
Tabela 8 — Dados de P(t) em funGao de t..........ooovviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 122

Tabela 9 — Dados da quantidade de Césio em cada periodo de 30 anos............... 129


file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256

LISTA DE QUADROS

Quadro 1 — Objetivos de aprendizagem .........coooeeieeeeeeeeeeeeeeee e

14

Quadro 2 — Procedimentos para o preparo de meio de cultura..............cceevvvvvvnnnnn. 112

Quadro 3 — Procedimentos para a etapa de inoculagao ...........cccccceeeveeeeeeeeeeevinnnnnn. 113


file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761257
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc415761256

15

SUMARIO

1 INTRODUGAOQ ..ottt 17
2 POR QUE SE APRENDE, POR QUE SE ENSINA E O QUE E PRECISO
ENSINAR SOBRE FUNCOES ELEMENTARES?......cooiieeeeeeceeeeee e 21
3 MODELAGEM E MODELO .....oouiiiiiiiiiiiiiiee et 25
3.1 Modelagem nos moldes de Rodnay Carlos Bassanesi.........ccccceee...... 28
3.1.1 Etapas da Modelagem...........ccooii oo 28
3.1.2 TIPOS A€ VANAGAO ... 29
3.1.3 AJUSEE T8 CUIVAS ... 31
3.1.3.1  AJUSEE @ UMA TELA ...cooeeeiiiiiii et e e e e e e et e e e e e e eaaanes 32
3.1.3.2 Ajuste a uma exXpPoNENCial............couuuiuiiiiiiieeiiieeie e e e 33
3.1.3.3  AjUStE @ UM POIINOMIO ...vvvuiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieieetiebbieebbbbebeeeebebebbebe b eeeeeeeeeaenae 33
3.1.3.4 Ajuste de curvas N0 Ge0ogebra ...........cccuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 34
3.2 Modelando fendbnemos em situagfOes caracterizadas por funcdes
LT L=T0 g =T o = LSRR 37
3.2.1 Caracterizagao das fungdes elementares ............ccccueveveevivemeeiiiiiiiiiiiiinnnns 37
3.2.2 GraficoS de fUNGOES.......uuiiiiiieeiei it 53
3.2.3 AParabola ..o, 57
3.24 Os modelos no Movimento Retilineo, no Lancamento Obliguo e na
ReproduGao de MiICro-OrganiSIMIOS. ........uuuuurriieeieiieaaaaeeeeer s s s e e e e e e e e e e e e eeeeeas 62
4 A SEQUENCIA DIDATICA ..ottt 68
4.1 O uso de diferentes registros de representagan........ccccccceeeeeeeeenninnnnnns 69
4.2 Recursos computacionais no ensino de fungoes .......ccccccvvvvvvveveeennnen. 73
4.3 ALIVIAAAES .. 75
4.3.1 Situacao pratica 1. Modelando o movimento de uma bolinha no plano
ROFIZONTAL ... et e e e e e e e e e e s e e e reeeeeeaa s 77

Atividade 1: Teste de velocidade ............ccooiiiiiiiiiiiiiiii e 77

Atividade 2: Relacionando a funcao Afim e o movimento uniforme ......... 80

Atividade 3: Explorando topicos do estudo da funcdo Afim a partir do
MOAEIOS ODLIAOS ... e 85
Atividade 4: Identificando e determinando o modelo linear em outras
S LU= Lo 01 PP SSUPPPPRPPPPT 87

4.3.2 Situacdo pratica 2: Modelando o movimento de projéteis lancados pelo


file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153712
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153713
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153713
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153714
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153716
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153717
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153716
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153717
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153715
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153715
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153716
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153717
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153719
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153719
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153725
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153726
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153727
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153728

TIEDUCKET. ...ttt e e e e e e e e e e tb b e e e e e e e eeeenne 89
Atividade 1: Construcdo da parabola com eixo focal OY ..........cccceeeeenee. 89

Atividade 2: Construcdo do Trebuchet e simulacdo de lancamentos

(0] o] T [0 1P RRPT PP 97
Atividade 3: Criando o modelo matematico que descreve o lancamento na
=LY/ =T [ 98
Atividade 4: Explorando topicos da funcdo quadratica .......................... 104

Atividade 5: Identificando e determinando o modelo polinomial do 2° grau
€M OULIAS SITUAGOES ....eveveiiiiiitiiiiiitiieitiieeebeee bbbt eennnne 107
4.3.3 Situacdo pratica 3: Quantificacdo de micro-organismos cultivados por
= 11101 ] (0 1O PPPPPPPRPPPRR 108
4..3.3.1 O Crescimento DaCterianO ............uuuuiiiiieeiiiiiiiiiiiie e e e e e eeeeeens 109
Atividade 1: Pesquisando sobre micro-organismos e a forma como eles

influenciam na qualidade de vida dos seres humanos............cccoooeeeeiiiiiiiiiiin e, 110
Atividade 2: Preparacao dos meios de cultura e inoculagéo .................. 111
Atividade 3: Quantificacdo de bactérias cultivadas por alimentos ......... 115

Atividade 4: Relacionando a fungdo exponencial e o crescimento
bacteriano da E. COli .......cooovviiiiiiiiii 119
Atividade 5: Explorando topicos da funcao do tipo exponencial ............ 126

Atividade 6: Identificando e determinando o modelo exponencial em outras

SITUBIGOES ...ttt 127
4.4 Avaliando 0 CONNECIMENTO......coeiiiiieiiiiiee e 130
5 CONSIDERAQ@ES FINAILS e 132
REFERENCIAS ...t 134
APENDICE A — Folha do aluno - Sondagem..........cccoeeeveeeeeveeeenennn 136
APENDICE B - Folha do aluno - Avaliacdo qualitativa por meio de
=1 =1 o | o 138
APENDICE C - Folha do aluno — Avaliagcao Quantitativa.................. 139

APENDICE D - Resultado — Grafico sobre o desempenho dos alunos

Na avaliaGao QUANTITALIVA .......cooiiiiiiiiiii e 140


file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153728
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153729
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153729
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153718
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153731
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153732
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153733
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153734
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153734
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153735
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153736
file:///C:/Users/Luana/dissertação%20luana/digitação/dissertação%20fabricia.docx%23_Toc417153736

17

1 INTRODUCAO

Ha um velho ditado chinés que diz:

Eu escuto, eu esqueco.
Eu vejo, eu lembro.
Eu faco, eu aprendo.

As duas primeiras afirmacbes sdo bastante condizentes com 0s
posicionamentos dos alunos diante de uma aula de matematica onde a mera
apresentacao de definicdes prontas e/ou o adestramento de técnicas de execucgao
tém sido dominantes um pouco por todo o lado.

Conforme o Prof. Elon Lages Lima afirma em Carvalho (2005, p. 13), 0 ensino
da Matematica se apoia em trés componentes basicas: Conceituacao, Manipulacéo
e Aplicacdo, explicando que, a primeira componente compreende o trabalho
usualmente feito pelo professor nas “aulas tedricas”, em que as definicbes e
proposicdes sdo apresentadas, as férmulas sdo (possivelmente) deduzidas, e séo
estabelecidas as relacdes dos conceitos com outros ja conhecidos pelos alunos. A
segunda componente é usualmente realizada através dos chamados “exercicios de
fixacdo”, em que o aluno tem a oportunidade de aplicar os conceitos e,
principalmente as formulas ensinadas, em uma sequéncia de situacdes
progressivamente mais complicadas. A terceira consiste na solucdo de problemas
com enunciados que se referem a situagdes concretas com o objetivo de mostrar as
interacBes da Matemética com os diversos dominios do conhecimento.

Pode-se identificar essa estrutura como a mesma presente nos livros
didaticos e seguida preponderantemente como recurso metodolégico por boa parte
dos professores. Porém, essa metodologia tem gerado resultados insatisfatérios
para 0 ensino da Matematica. E isso decorre também da pouca énfase no
tratamento e uso de situagdes com mais aplicabilidade. E através da
contextualizagdo que o aprendizado se consolida, as conexdes entre o saber/fazer
matematica se estabelecem, onde competéncias e habilidades séo necessarias para
a busca de explicacbes e de maneiras de lidar com o ambiente imediato®. Por essa

raz8o a escola deve priorizar em seu curriculo a integracdo dos conhecimentos,

! Usou-se o termo AMBIENTE IMEDIATO para se referir ao ambito escolar, o mundo do trabalho ou o exercicio
da cidadania.
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especialmente interdisciplinar. De fato, nos PCN’s+, as caracteristicas comuns a
Biologia, a Fisica, a Quimica e a Matematica recomendam uma articulacao didatica
e pedagogica, fazendo-se uso de procedimentos metodoldégicos comuns e
linguagens compartilhadas que permitem competéncias gerais, traduzidas para a
especificidade da area, desenvolvidas em cada uma das disciplinas cientificas e,
organicamente, pelo seu conjunto. Fainguelernt (2012, p. 13), reforca que é preciso
o aluno construir os conceitos e transferir como também aplicar esses
conhecimentos em outras areas.

Nesta perspectiva, a modelagem com funcdes € importante quando se quer
nao apenas resolver problemas, mas propor os chamados “exercicios
contextualizados” de modo que contribuam para a aprendizagem delas,
possibilitando ao estudante ter uma visado da utilidade da Matematica. Queremos
também que os alunos consigam identificar a cada situacdo problema do cotidiano,
qual modelo matematico a ser utilizado.

No ensino das funcdes mais elementares, apresentadas no 1° ano do Ensino
Médio, percebe-se que a contextualizacdo em certas situacdes que os livros
didaticos trazem, nem sempre produz toda a eficacia em relacdo ao que é mais
importante, construir o modelo; o qual é tratado com razoabilidade, baixo impacto ou
sem relacdo com a realidade® e, mesmo quando adequado ao problema proposto,
nao deixa claro por que certa funcéo € util a ele ou tdo pouco possibilita que o aluno
descubra outras situacbes em que a mesma possa ser aplicada ou ndo. Por

exemplo, “O crescimento de uma cultura de bactérias obedece a fungao
f(t) = f(0) . 3*”. Ora, por que o crescimento de certa cultura de bactérias obedece a

esta funcdo? Como ela foi encontrada? Por que método? Essas sao questdes que
realmente importam. Fazer apenas calculos por férmulas dadas ndo significa
aprender Matematica. Assim, a principal intencdo norteadora dessa proposta reflete
na seguinte questdo: Como saber se, numa determinada situacdo, o modelo
matematico a ser adotado recai em uma funcéo afim, quadratica ou exponencial?
Propor como tais funcbes podem ser usadas para descrever fenbmenos do
mundo real através de atividades que possam integrar o ensino da Matematica com

outras disciplinas do curriculo em uma abordagem pratica, empirica e exploratéria, é

2 Foge aos propdsitos dessa producgdo discutir o que € “realidade”. Remetendo-se a Almeida (2013, p. 19),
assume-se como “problema da realidade” uma situagéo que pode ser idealizada, estruturada e simplificada com
a finalidade de ser investigada e transformada em “um problema que permite uma abordagem por meio da
Matematica”.



19

0 objetivo dessa producdo que se apoia estrategicamente na metodologia de
modelagem matematica nos direcionamentos de Rodney Bassanezi® e se
fundamenta, para critério de avaliagdo e diagnostico, na teoria de registros de
representacdo semiética de Raymond Duval®.

O segundo capitulo busca reforcar a importancia do ensino de funcéo, visto
que, dentre os varios conteudos matematicos trabalhados no ensino médio, esse
conceito é o primeiro a ser tratado, além de favorecer a integracdo entre diferentes
campos da matematica, estando presente nos mais diversos ramos da ciéncia e
sendo, portanto, uma poderosa ferramenta na modelagem de diversos problemas de
diferentes areas do conhecimento.

No terceiro capitulo, sdo apresentadas definicdbes e explicagbes sobre os
procedimentos, objetivos e justificativas quanto ao uso de modelagem matematica
na educacdo basica, distinguindo modelo e modelacdo. Explicitam-se as fungcbes
como modelos dos contextos usados para as tarefas praticas em que configuram os
temas Movimento Retilineo, o0 Movimento Uniforme Variado e na Quantificacdo de
micro-organismos cultivados por alimentos. Segue-se com a apresentacdo dos
passos de modelagem que atendem as necessidades didaticas para a realizacao
das aplicacdes e sdo elencados conceitos e ferramentas pertinentes a matematica
constitutiva da funcéo afim, da funcdo quadréatica e da funcao do tipo exponencial, a
fim de buscar atender as competéncias geradas pela aprendizagem e o0 ensino
dessas funcdes na intencionalidade dos PCN’s e Orientacdes complementares.

O quarto capitulo aborda as atividades da sequéncia didatica, as
consideracdes sobre ferramentas tecnolégicas agregadoras na construcdo das
representacfes algébricas e graficas inerentes ao processo de obtencdo dos
modelos. Os recursos computacionais se constituem em instrumental de enorme

potencial: possibilitam, entre outros, o enriquecimento e a melhoria da qualidade do

3 Rodney Carlos Bassanezi é professor titular aposentado do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica (IMECC) da Unicamp e da UFABC. Coordenou cursos de Modelagem Matematica na Universidade de
Trento, na ltilia, e em uma dezena de universidades brasileiras. E autor de diversos livros, entre os quais
Ensino-aprendizagem com modelagem matematica e Modelagem matematica: teoria e pratica.

4 Raymond Duval é filosofo, psicélogo de formagdo e professor emérito da Université du Littoral Cote
d'Opale em Dunquerque, Franga. Duval investiga a aprendizagem matematica e o papel dos registros de
representacdo semidtica para a apreensdo do conhecimento matematico. E responséavel pelo desenvolvimento
da Teoria dos registros de representagdo semiotica e importantes estudos em psicologia cognitiva desenvolvidos
no Instituto de Pesquisa em Educagdo Matematica (IREM) de Estrasburgo, Franga entre os anos de 1970 a
1995.


https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Universit%C3%A9_du_Littoral_C%C3%B4te_d%27Opale&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Universit%C3%A9_du_Littoral_C%C3%B4te_d%27Opale&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Dunquerque
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_registros_de_representa%C3%A7%C3%A3o_semi%C3%B3tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Psicologia_cognitiva
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Instituto_de_Pesquisa_em_Educa%C3%A7%C3%A3o_Matem%C3%A1tica&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Estrasburgo
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ensino, bem como facilitam e tornam prazerosa a aprendizagem (Fainguelernt,
2012).

Este trabalho encontra-se organizado em quatro capitulos, como mencionado,
abordando informacBes e conhecimentos a cerca dos aspectos metodoldgicos,
tedricos e conceituais que possibilitem para o docente a clareza do que e como deve
ser aportado no ensino das fungBes elementares em nivel de Ensino Médio bem
como a proposta sugestiva de uma sequéncia de atividades praticas com seus
respectivos apontamentos, cuja execuc¢ao deve ocorrer para um publico de alunos e

professores do ensino basico.
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2 POR QUE SE APRENDE, POR QUE SE ENSINA E O QUE E PRECISO
ENSINAR SOBRE FUNCOES?

A Algebra no Ensino Médio, assim como acontece nos anos anteriores, €
instrumento para estabelecer relacdes, ampliar e consolidar as no¢des de equacéo e
funcao.

A valorizacdo do pensamento algébrico reforca a ideia de que o trabalho em
Algebra ndo se reduz a manipulacdo de simbolismo (Ponte, 2009). A este
pensamento, Gaudéncio (2012, p. 56) associa a capacidade de interpretar,
representar e resolver problemas usando procedimentos algébricos e de utilizar
estes conhecimentos e capacidades na exploracdo e modelacdo de situagOes
contextualizadas.

Nesse nivel escolar, o estudo das funcdes se destaca pela importancia que
elas representam como modelos matematicos para analisar e interpretar relaces de
dependéncia entre variaveis de duas grandezas em fendbmenos do mundo natural ou
social, incluindo os trabalhos em componentes de outras areas de conhecimento
como Fisica, Quimica e Biologia, por exemplo.

Ha um tempo os livros didaticos definiam funcbes como segue: Inicialmente,
com dois conjuntos A e B se definia o produto cartesiano como sendo o conjunto de
todos os pares ordenados (x,y) com X€A e ye B. Os primeiros conjuntos
apresentados, logo como exemplo de plano cartesiano eram conjuntos numéricos”.
E ai se fazia uma representacao grafica deAX B = {(x,y);x € Aey € B}. Isso era
explorado um pouco mais se A e B fossem intervalos. Em certo momento, aparecia a
definicdo de fungdo como “Uma fungdo de A em B, é um subconjunto do produto
cartesiano A X B, com a condi¢do de cada elemento de A esta relacionado com um
anico elemento de B”.

Essa definicdo veio com o Movimento da Matematica Moderna que se
espalhou pelo mundo e chegou aqui no Brasil na década de 70, influenciando muito
os livros didéticos e trazendo notagdes rebuscadas, isto €, havia no ensino uma forte

predominancia de conceituacdo em detrimento das outras componentes®. Segundo

5 Lo 2 . . . .
A estrutura da Matematica é feita de conjuntos e logo em seguida aparece outra estrutura que vai estabelecer
as relagdes entre 0s conjuntos que séo as fungdes.

® O Ensino da Matematica deve abranger trés componentes fundamentais: Conceituagdo, Manipulacdo e
Aplicacgéo.
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Lima (2007, p. 155), quase nao havia lugar para as manipulacdes e muito menos
para as aplicacdes, fazendo-se da Matematica que entdo se estudava nas escolas
um pouco mais que um vago e inutil exercicio de generalidades, incapaz de suprir as
necessidades das demais disciplinas cientificas e mesmo do uso pratico no dia a dia.

Nesta producao, tal definicdo ndo serd usada porque embora esteja correta,
ela ndo é util. De acordo com Lima (2007), uma pessoa que lida com Matematica
habitualmente, seja um matemético, um professor ou um engenheiro, por exemplo,
nao pensa em funcdo como um conjunto de pares ordenados. Adota-se outra
definicdo que é extremamente simples e satisfatdéria, como uma correspondéncia
entre variaveis, sendo mais intuitiva e acessivel ao entendimento do que a outra,
que usa uma série de conceitos preliminares, como produto cartesiano, relacdo
binaria, etc. A definicdo simples e satisfatoria referida por Lima (Lima, 2007) é:

“Uma funcado f de A em B é uma regra que permite associar a cada elemento
x € A um Unico elemento y = f(x) € B“. O conjunto A chama-se o dominio e B é o
contradominio da funcao f.

Conforme consta nos PCNs+(p . 121),

[...]Jo ensino de func¢des pode ser iniciado diretamente pela no¢do de
funcdo para descrever situacBes de dependéncia entre duas
grandezas, o0 que permite o estudo a partir de situacdes
contextualizadas, descritas algébrica e graficamente.

[...] os problemas de aplicacdo ndo devem ser deixados para o final
desse estudo, mas devem ser motivo e contextos para o aluno

aprender fungdes.

Assim, o trabalho e a conversao entre representacdes algébricas e gréficas
sdo de vital importancia para analise e interpretacédo das relacdes existentes entre as
variaveis envolvidas.

O estudo das funcdes é retomado, nessa etapa, com o trabalho das funcbes
afim e quadratica que deve ser desenvolvido por meio de situacfes que favorecam
ao estudante compreender o modelo de variagdo que se estabelece entre as
variaveis envolvidas e perceber aspectos importantes como 0s pontos de maximo e
de minimo, e taxa de variacdo, crescimento e decrescimento, respectivamente;
incluindo os casos em que a relacdo entre as variaveis envolvidas é proporcional, 0
caso da funcao linear que ocorre na situacao classica da proporcionalidade. Lima
(2007, p. 124) define que:
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“Dadas duas grandezas, x e y, diz-se que y é proporcional a x quando os
valores de y dependem dos valores de x tal maneira que ao dobrar, triplicar ou, mais
geralmente, tomar n vezes a grandeza X, o valor correspondente de y fica dobrado,
triplicado ou, mais geralmente, multiplicado por n®

Nesse momento, € importante também que o estudante perceba a associacao
existente entre progressao aritmética e fungéo afim.

No caso do trabalho com as func¢des exponenciais, além de destacar os
modelos de variacdo que se constituem entre as variaveis envolvidas, deve-se levar
0 estudante a aplica-las em areas do conhecimento como matematica financeira e
crescimento de populacbes (PCNs+, p. 121), bem como as relacbes que se
estabelecem entre elas. E importante ainda que sejam estabelecidas associa¢des
entre funcdo exponencial e a nocdo de progressao geométrica. De fato, (Lima, 2001,
p. 111) deve-se fazer a observacao essencial que ao tomar, sobre o0 eixo dos x, uma
sequéncia de pontos igualmente espacados (progressao aritmética), as ordenadas
dos pontos correspondentes sobre o grafico ficam multiplicadas pela mesma
constante (progressdo geométrica). Esta propriedade € caracteristica das funcfes do
tipo exponencial, ou seja, da forma y = ¢ . a%, e é responsavel pela importancia
dessa funcdo para modelar matematicamente um grande numero de questbes
fisicas, quimicas e bioldgicas, econémicas, etc.

Dentre os objetivos de aprendizagem que constam na Nova Base Curricular
Comum’ (2% versdo, p. 579), no quadro seguinte destacam-se aqueles (em suas
respectivas unidades curriculares) sado atendidos pelas atividades propostas nessa
producao:

7 . ’ . . - e e . .
Disponivel em<www.basecurricularcomum.mec.gov.br/#/site/inicio>, acessado em janeiro de 2017.
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(EM11MTO7)

Reconhecer funcédo afim e
suas representagdes
algébrica e gréfica,
identificar o modelo de
variacdo e a taxa de
variacdo, incluindo os
casos em que a variacéo &
proporcional  (linear), e
utilizar essas nocdes para
representar e  resolver
problemas como os de

Movimento Uniforme, entre

outras.

(EM11MTO08)

Reconhecer progressfes
aritméticas como

sequéncias numéricas de

variagdo linear, associa-las

a fungbes afins de
dominios  discretos e
utilizad-las para resolver
problemas.

Quadro 1: Objetivos de aprendizagem

(EM12MT09)
Reconhecer funcéo
quadratica e suas

representacdes algébrica

e gréfica,
compreendendo o]
modelo de variacdo
determinando  dominio,

imagem, maximo e
minimo, e utilizar essas
nocdes e representacdes
para resolver problemas
como os de movimento

uniformemente variado.

(EM13MT11)
Reconhecer
progressoes
geométricas como

sequéncias numéricas

de variacao
exponencial, associa-
las a funcdes
exponenciais de

dominios discretos e
utiliza-las para resolver
problemas, como juros
compostos.
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(EM15MT09)

Conjecturar,

verificar e
generalizar sobre o
gue ocorre com o0
grafico de uma
funcdo de f(x) ao
transforma-la  em
af(x), f(ax), f(x)+a;

f(x+a), com a#0,
com apoio  de
softwares de

geometria dindmica

e de fungGes.

Fonte: Autora, 2017.
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3 MODELAGEM E MODELO

Neste capitulo, abordaremos os conhecimentos sobre modelagem e os
processos de modelacdo seguida da base conceitual matematica que sao utilizados
como conteudos basicos para a abordagem dos temas propostos na realizacdo das
atividades em sala de aula.

‘Como uma proposta pedagdgica” para a Educagcdo Matematica, a
modelagem tem o foco na promocao do conhecimento matematico utilizando-se de
uma situacdo problema da vida real, favorecendo ao aluno a consciéncia do uso
dessa disciplina na resolucdo e analise de problemas do dia a dia (Silva, 2012, p.
176).

Da mesma forma, observamos a importancia da contextualizacdo no ensino
da Matematica que a modelagem matematica permite, jA que € um dos principais
critérios para a escolha do que sera desenvolvido junto aos alunos em sala de aula.
E a contextualizagdo que permite a ponte entre a Matematica e ela mesma, entre a
Matematica e as outras ciéncias.

Os PCN’s falam mais diretamente sobre esse aspecto da contextualizacao:

O critério central para a escolha dos temas e topicos da Matematica
gue serdo trabalhados no Ensino Médio € o da contextualizacéo e o
da interdisciplinaridade, ou seja, é o potencial de um tema permitir
conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes
formas de pensamento matematico, ou, ainda a relevancia cultural
do tema, tanto no que diz respeito as suas aplica¢des dentro ou fora
de Matematica como a sua importancia histéria no desenvolvimento
da prépria ciéncia. (PCN's [15], p. 43)

Uma atividade de modelagem mateméatica deve envolver um conjunto de
procedimentos e conceitos necessarios para passar de uma situacdo inicial
(problematica) para uma situacdo final desejada (solucdo). Neste contexto, 0s
procedimentos ndo séo previamente conhecidos ou as solugdes ja indicadas para
resolver situacdes - problema. Um exemplo que ilustra bem essa ideia € o problema
de micro-organismos cultivados por alimentos, conforme sera descrito na situacao
pratica 3 do capitulo 5 da proposta didatica. Nesse caso, a situagao inicial consiste
na problemética da taxa de crescimento das colénias de bactérias cultivadas
enquanto a situacdo final corresponde a quantificacdo do numero de bactérias

presentes nessas colénias em periodos iguais de tempo.
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Para Almeida, Silva e Vertuan (2013, p. 13), o modelo mateméatico pode ser
adequadamente definido como “representagcéo de alguma coisa”, pois € sempre uma
tentativa de expor e/ou explicar caracteristicas de algo que ndo esti presente, mas
se “torna presente” por meio dele, independentemente de suas finalidades, entre
outras,

e Prever o comportamento de um fendmeno;

e Ser demonstrativo de algo (como uma maquete);

e Ter um fim pedagdgico (auxiliar na ilustracdo de algum conceito);
e Ser descritivo de algo.

As atividades propostas com experimentos nesse trabalho daréo énfase a
dois tipos de busca que segundo o matematico portugués Bento de Jesus Caraca
(1901-1948), impulsionam a atividade matematica:

i. A busca de respostas para questdes advindas da prépria matematica;
ii. A busca de compreensdao de fenbmenos ou de respostas para
problemas da realidade fisica, social e cultural que envolvem o homem.

A elaboracdo de um modelo matematico visa facilitar a solucdo de algum
problema e pode ser descrito fazendo-se uso de diferentes registros de
representacdo tais como equacles, tabelas e graficos. Num comparativo entre
modelo matemético e modelagem, entende-se que o primeiro termo € o que “da
forma” a solugdao do problema enquanto o segundo termo é a “atividade” de busca
por essa solucédo (Almeida, Silva e Vertuan, 2013). Dar forma a algo por meio de um
modelo matematico é o proprio significado da “modelagem” em que atividades
associadas envolvem fases como: inteiracdo, matematizacdo, resolucéo,

interpretacdo de resultados e validacao.

Figura 1: Fases da Modelagem Matematica

Situacdo final
Situacdo inicial (zolucdo para a
(problematica) situacdo inicial)

W

INTERPRETA[;‘.E\D DE RESULTADOS

INTEIRACAD io RESOLUGAD ;
CAO  MATEMATIZACAOD CA E VALIDAGAD

Fonte: Almeida, Silva e Vertuan, 2013.

A inteiracdo implica na obtencdo de informacbes sobre essa situacdo por
meio de coleta de dados quantitativos e qualitativos, mediante contatos diretos ou
indiretos. ldentificada e estruturada na fase de inteiracao, a situacao — problema tem

sua linguagem natural transformada para a linguagem matematica que evidencia o



27

problema matematico a ser resolvido. Essa fase de transicdo entre as linguagens
chama-se “matematizacédo do problema”, caracterizada pela busca e elaboracdo de
uma representacdo matematica que ocorre devido a mediagcdo entre as
caracteristicas da situacdo e 0s conceitos, técnicas e procedimentos matematicos
adequados para representar essas caracteristicas. Para Almeida, Silva e Vertuan
(2012, p.), a intencdo em fazer uso de experimentos fisicos e biolégicos nesta fase
da modelagem é tornar mais viavel para o aluno o entendimento sobre aspectos dos
fendbmenos investigados, como também tentar na pratica facilitar a realizacdo das
descricOes dessa fase. Para tanto, formula-se hipéteses, seleciona-se variaveis e
simplificam-se informacdes levantadas na fase de inteiragéo.

Quando entramos na fase Resolucdo, efetivamente ocorre a construcao
propriamente do modelo matematico para descrever a situacdo, permitindo a analise
dos aspectos importantes da situacdo, respondendo as perguntas formuladas e até
mesmo viabilizando previsdes para o problema em estudo.

Na fase de Interpretacdo de resultados e Validacdo, os envolvidos na
atividade realizam a avaliacdo do processo por meio do qual ocorre a andlise de
respostas ao fazer a validacdo da representacdo matematica associada ao
problema, considerando tanto os procedimentos mateméaticos quanto a adequacao
de representacao para a situacao.

E importante salientar que a modelagem Matematica constitui uma opc&o
pedagogica em que se aborda uma situacdo-problema ndo essencialmente
Matematica por meio da Matematica onde é possivel envolver um conjunto de acdes
cognitivas do individuo com representacdes e manipulacbes de objetos
matematicos. Conforme Almeida (2013, p.), quando o aluno se depara com uma
situacdo-problema que pretende investigar, inicialmente precisa compreender o
problema fazendo algumas aproximacdes ou idealizacbes, chegando ao que

denominamos representacdo mental da situagao.

3.1 Modelagem nos moldes de Rodney C. Bassanezi

A concepcao de Modelagem para Bassanezi (2012, p.10) a partir de um tema
€ a de que ela se inicia contando, medindo e organizando uma tabela de dados aos
quais sao feitos ajustes em um sistema cartesiano para facilitar a visualizagcado do

fenbmeno em estudo, o que se permite fazer tentativas de propostas de problemas,
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conjecturas ou leis de formacédo. Esse tipo de configuracdo norteara as atividades de
formulagcédo e investigacdo dos modelos associados as atividades da sequéncia
didatica planejada com os experimentos construtores dos fendbmenos escolhidos.

O uso da Modelagem propicia a atividade de aplicar Matematica e ideias
associadas a essa acao surgindo a partir de problemas praticos. Bassanezi (2012,
p.3) ressalta que habilidades necesséarias para empregar matemética em outras
areas do conhecimento, esperando que ela possa vir a resolver uma expressiva
guantidade de tipo de situacbes, consistem em tomar um problema definido em
alguma situacdo pratica relativamente complexa, transforma-la em um modelo
matematico e procurar uma solucdo que possa ser interpretada em termos da
situacdo original. Necessariamente, em todas as atividades propostas nesse
trabalho, configura a atividade de matematizacdo de situacfes reais, ao passo que
se estabelece critérios de qualidade adequados aos objetivos que remetem a
motivacdo da aplicacdo e estudo das fungBes Afim, Quadratica e do tipo
Exponencial, valorizando suas caracteristicas com a finalidade de identifica-las como
modelos ajustados a diferentes situacées-problema.

Dentre os procedimentos basicos para modelagem destacados por
Bassanezi, aplicar-se-ao os seguintes:

Aquisicao de técnicas basicas e teoria;

Improvisagdo de novas técnicas;

Organizacao de material (dados experimentais, bibliograficos, etc.);
Formulacao de problemas em termos matematicos.

Teremos como objetivo utilizar os processos de modelagem matematica
através de experimentos dos laboratérios de Ciéncias (Fisica, Matematica e
Biologia) para motivacdo do ensino e da aprendizagem das Funcdes Afim,

Quadratica e Exponencial.

3.1.1 Etapas da modelagem:
o Escolha de temas e experimentos:

Os experimentos foram selecionados e pesquisados em livros de Fisica
(teste de velocidade), na internet (Construgcdo do Trebuchet) e sugeridos por
professores de outras areas como o experimento de quantificar bactérias que simula

o procedimento laboratorial para analise de contaminacgao alimentar:
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I. Teste de velocidade — Experimento: Movimento de uma bolinha em uma base
horizontal;

II. Altura maxima e alcance horizontal maximo — Experimento: Arremesso de objetos
usando o TREBUCHET (catapulta);

lll. Quantificagdo de micro-organismos — Experimento: Cultivo e quantificacdo de
micro-organismos em alimentos.

e Coleta de dados a partir de experimentos:

I. Dados qualitativos: Pesquisa bibliografica e web grafica utilizando dados ja obtidos
e catalogados em livros, sites e revistas especializados; revisdo do programa com
acompanhamento dos professores de Fisica e de Biologia envolvidos no projeto;

II. Dados numéricos: Experimentos programados para obtencdo de uma tabela de
valores construida de acordo com os procedimentos de cada situacao empirica.

¢ Andlise de dados e Formulacdo dos modelos:

I. Plotagem de gréfico de dispersdo no Geogebra para identificacdo dos aspectos
e/ou caracterizacao da funcdo que atende aos dados coletados;

II. Utilizacdo de ferramentas algébricas (equacdes e foérmulas) e geométricas
(coordenadas cartesianas) para modelar as equac¢des que representam as leis das
funcdes presentes em cada situacao;

[ll. Utilizar os modelos criados e explorar o contexto abordado para retomar o ensino
dos tépicos relacionados ao estudo das funcoes.

e Validacdo do modelo:

I. Ajuste de curva do gréfico de disperséao no programa do Geogebra;

II. Exploracdo da funcdo modelada confrontando dados reais com os valores do
modelo.

3.1. 2 Tipos de variagao:

A construcdo ou andlise dos modelos matematicos de fenbmenos como
funcbes matematicas sdo formuladas através das variacbes das grandezas
relacionadas. Nesse caso, temos uma variavel y dependendo quantitativamente de
outra variavel independente x e para cada situacdo podemos escolher o tipo de

variacdo mais apropriado para o modelo. As variaveis podem ser formuladas em
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termos gerais, considerando-se as variaveis x e y discretas ou continuas® grandezas
discretas ou continuas (de valores naturais e decimais).
Considere a funcdo real f definidaem acr, ¥y=1f(X), Xe A . Sejam x, x,

elementos de A, entdo definimos:

A) Variacao simples (ou absoluta) de Y :

Ay = f(xz)— f(xl) é a diferenca da variavel dependente Y em dois estagios da
variavel independente X.
B) Variacdo Média (ou taxa de variacdo média):

ay _ fx)-f(x)
AX X, =%

é a proporcado entre as variagbes deY e X. A variagdo média mostra quanto variou
Y por unidade de X.
Figura 2: Variacdo Média da funcéo.

"

y

Fonte: Bassanezi, 2012.
Note que, os triangulos retangulos (veja figura 2) sdo semelhantes.

Entdo, tg a:%. Sendo este o coeficiente angular (ou inclinagéo) da reta que liga
X

0S pontos (x1 f(xl)) e (xz, f(xz)).

C) Variacéao relativa: LA [MJ L
Vi AX X1 X Yi

8 . ~ . . ; ’ . .
As grandezas discretas sdao aquelas em que a medida obtida é sempre um numero inteiro. As grandezas
continuas sdo aquelas em que a medida obtida é um nimero que pode ser ndo inteiro.
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A variagdo relativa mostra a variacdo de Y por unidade de X, relativa ao

estagio inicial y=Y,.

3.1.3 Ajuste de curvas

O ajuste de curvas se trata em encontrar uma fungdo que seja uma “boa
aproximacao” para valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com certa
margem de seguranca. Para Ruggiero (2% ed., p. 281), a necessidade de se ajustar
funcdes tabeladas ocorre quando:

a) E preciso obter um valor aproximado da fungdo em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar;

b) Os valores tabelados sdo resultados de algum experimento fisico ou de
alguma pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderdo conter erros
inerentes que, em geral, ndo sdo previsiveis.

O problema de ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos

(x, F(x), (%, (X)), ..., (X, T(X;)) com X, X,, ..., X,, pertencentes a um intervalo
[a, b], consiste em “ escolhidas” n funcées 0,(X),d,(X), ..., gn(x), continuas em
[a, b], obter n constantes @, @,, .. @, tais que a funcéo

o(X) =, 9,(X) + ¢, g(x)+---+€0ﬂ g,(X) se aproxime ao maximo de f(X). Dizemos que
este € um modelo matematico linear porque os coeficientes a determinar, @, @,,...,

a,, aparecem linearmente, embora as fungées 0;(X), 9,(X), ..., 9,(X) possam ser

X

fungdes ndo lineares de X, como por exemplo, §(X)=¢€", 0,(X)=1+%*, etc.

Ruggiero (2% ed., p. 282) ressalta ainda que, a escolha das funcdes pode ser
feita observando o grafico dos pontos tabelados ou baseando-se em fundamentos
tedricos do experimento que ndo fornecem a tabela.

Os principais tipos de ajustes’ dos quais utilizaremos no Geogebra para
identificar a melhor curva que se ajusta aos pontos gerados por dados coletados nos
experimentos que aplicaremos sao:

9

Disponivel:http://www.decom.ufop.br/marcone/Disciplinas/MetodosNumericoseEstatisticos/QuadradosMinim
os.pdf
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3.1.3.1 Ajuste a uma reta

Desejamos ajustar um conjunto de pontos a uma reta y =a-+bx onde ae b
sdo parametros a serem determinados. Nesse caso, estamos interessados em

minimizar a distancia a cada ponto (Xi ; yi) da tabela cada ponto (Xi , at Xi) da reta,

conforme mostra a figura.

Figura 3: Distancia de um ponto (x;; y;) aretay = a + bx.

v

y=a+ bx

(x;, i)

yi-a-bxi{;

atbx;

Fonte: Souza, acesso em 18 ago 2017 .

A distancia entre esses pontos € |y, —a—bx;| € a soma dos quadrados dessas

distancias é:
q=>(y,—a-bx)’ (2.1)
i=1

Os candidatos a valor minimo da funcdo 2.1 sdo aqueles para 0s quais Sao
nulas as derivadas parciais de g em relacdo a cada um de seus parametros, isto é:

aq L
=22 —a—bx.)=0
a Ei:l,(y. a—bx;)

A_ oy —a—bx )=
D ZiZ:l:Xi(yi a—bx)=0
Tendo em vista que:
D(yi—a-bx)=>y —>a->bx=>y, _na_(ZXin
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

e que:
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Zn:xi( . —a—bx;) Zx y, — (gxij a—[éxf} b

i=1

Obtemos o seguinte sistema de equagdes, denominado “equag¢des normais”
do problema, cujas incégnitas sdo os parametros ae b da equacdoy =a-+bx:

na+[iznl:xij b:iznl:y‘
(lexj a{izn;‘x‘zj b=ian‘,xiyi

3.1.3.2 Ajuste a uma exponencial

Vejamos, agora, como ajustar um conjunto de pontos (x;y,) a uma
exponencial do tipo y=a ebX  Esta funcd@o exponencial pode ser ajustada através

da seguinte transformagéao:

bx)z In & + bx

Iny:In(a e

Fazendo vy =Iny e a=In«a, reduzimos o problema de ajustes a tabela de
pontos (x;;y,) referente a uma exponencial ao problema de ajustes a tabela de
pontos (x,;y,) onde Y, =Iny,, a equacéo de umareta Y =a+bx.

3.1.3.3 Ajuste a um polinémio

O objetivo, agora, é mostrar como ajustar os pontos de uma tabela com n
pontos a uma funcgéo polinomial de grau m:

P(X)=a, +aXx+a,x> +..+a_ x"

onde m<n-1 . Neste caso, a soma dos quadrados das distancias de Y; a P(x,)é€
dada por:

q= Z(yi - P(Xi))2

e depende de m+1parametros ay, a, ..., am,
Para minimizar essa fungéo, temos que satisfazer as condi¢gdes a seguir:

o
08,

=0 Vi=0,1 .., m

a qual fornece um sistema de m +1equagdes normais.
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No caso da funcéo polinomial ser quadratica, isto €, P(x) = a, +a,x+a,x*, as

equacdes normais sao:

na, +[Zn:xij a1+(zn:xi2] a, :Zn:yi

i=1 i=1

i=1

i=1

3.1.3.4 Ajuste de curvas no Geogebra

(éxij ao+[ixi2] al+(§xi3J 2, =

Xi yi
=1

n

i=1

O método de ajuste de curvas conforme o propoésito das funcdes pretendidas

aqui sera executado através da planilha do Geogebra®™ 5.0 (figura 4) e é usado para

encontrar uma curva (ajuste linear, ajuste polinomial ou ajuste exponencial) que se

ajuste a uma série de pontos que possivelmente cumpra uma série de parametros.

No ambiente do Geogebra 5.0, o ajuste é feito pela analise do diagrama de

em “ Exibir” —"Planilha” —”Analise Bivariada” com o botao

Figura 4: Acesso para planilha no Geogebra.

% GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

[:% H g% °  Janela de Algebra
2* _:"" Planilha

ol

b Janela de Al 1% Janela CAS

- Texto @ Janela de Visualizacio
;: :::l{{' @ Janela de Visualizaco 2

£y Janela de visualizacio 3D
Protocolo de Construcio
Calculadora de Probabilidades

Teclado

EEY

Campo de Entrada

Layout ...

@ «

Atualizar Janelas

Recalcular Todos os QObjetos

Fonte: Autora, 2017.

1% pisponivel: https://geogebra.br.uptodown.com/windows/download

Ctrl+3hift+A
Ctrl+3Shift+3
Ctrl+3hift+K
CtrI+3Shift+1
Ctrl+3hift+2
Ctrl+3hift+3
Ctrl+3hift+L
Ctrl+3hift+P

Ctrl+F
Ctrl+R
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Figura 5: Comando para diagrama de disperséo.
f} GeoGebra
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N (SR>

v

vV

¥ Jang H . o Visualizacio
Analise Univariada
Texd

i
Hew o
l :f':, Analise Bivariada

Andlise Multivariada

#. Calculadora de Probabilidades
|
Fonte: Autora, 2017.

No processo de obtencdo do modelo matematico que estamos propondo, dois

procedimentos s&o executados:

Reconhecimento da melhor curva de aproximagéao de todos os pontos
gerados a partir dos dados experimentais. A ideia é gerar um grafico de
dispersédo de pontos a partir de dados tabelados (tabela 2) e obtidos
por meio de experimentos para em seguida ajustar uma curva que
melhor se ajusta aos dados disponiveis.

Tabela 1: Dados experimentais tabelados

A B |
i(s) h{cm)

25
40
45
40

L B e e e s B

Fonte: Autora, 2017.

Obter uma curva para ser ajustada aos dados por meio dos modelos
de regresséo disponibilizados na planilha do Geogebra. O objetivo &

encontrar uma funcéo f(x) gue seja uma boa aproximacdo para 0S
valores tabelados de h(t).
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Figura 6: Diagrama de disperséo

Y. B1:BG6
L]
40 1 @ @
]
20 1
0 @
1 2 3 4 il i]
HOATAB
Fonte: autora, 2017.
Figura 7: Ajuste por Método de Regressao polinomial
£7F Anélise de Dados >
< 1 = ] =
el ===
R K=Y -
Scatterplot ~ ==
Y. B1:BG

1 2 3 4 5
X AT AG
Modelo de Regressao
Polinomial ~ 3= —5x" + 30 x
2 ~ Awvaliar Simbolicamente: x = ¥ =

Fonte: Autora, 2017.

As instrucdes sequenciadas para a plotagem de graficos de dispersdo a partir
de dados experimentais no Geogebra serdo apresentadas com detalhes nas

atividades da sequéncia didatica.
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3.2 Modelando fenémenos em situacdes caracterizadas por funcdes

elementares

As funcdes afins séo, juntamente com as fun¢des quadraticas e exponenciais,
0s modelos matematicos mais utilizados para resolver problemas elementares como
0S que serdo tratados nas secdes 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3. Para saber se, numa
determinada situagdo, o modelo matematico a ser adotado recai em uma funcgéo
afim, quadratica ou do tipo exponencial é fundamental compreender a caracteristica
de cada uma. De sorte que, uma vez decidido que o modelo adequado para um
determinado problema é uma funcao afim, quadratica ou exponencial, a partir dai o
tratamento matematico da questdo ndo oferece maiores dificuldades. Por exemplo,
(Lima, 2013, p. 158) imagine que certa droga injetada em uma pessoa tem a
propriedade de que, em cada periodo de 4 horas, a metade da quantidade presente
no organismo seja naturalmente eliminada. Injetando-se 12mg dessa droga em uma
pessoa, pergunta-se que quantidade dela resta no organismo 6 horas apos a
aplicacdo. Este problema real, ndo traz em seu enunciado nenhuma férmula, mas o
fato que a cada acréscimo de 4 horas no tempo, a quantidade da droga presente no
organismo fica multiplicada por 0,5, mostra que uma funcdo do tipo exponencial é
adequada para modelar o problema.

Antes de manipularmos funcdes elementares como modelos matematicos em
problemas concretos, seja por coleta de dados ou por critérios que admitem
interpretacfes intuitivas, serdo apresentadas propriedades caracteristicas das

mesmas.
3.2.1 Caracterizagéo das FungOes Elementares

Antes de continuar, precisamos de definicdes importantes.

Uma fung&o afim é uma funcéo f:R — R tal que f(x)=ax+b para todo X

real, onde a e D s&o numeros reais dados, com a#0. Uma funcdo linear é uma

funcdo afim f como acima, tal que b=0.

Exemplo 1. A fungéo identidade f:R —» R, definida por f(x)=x paratodo xeR, é

afim. Também sé&o afins as translacdes f:rR >R, f(x):x+b, onde heR. s3o



38

ainda casos particulares de funcbes afins as funcbes lineares, f(x):ax e as
funcdes constantes f(x)=b.

O nimero b= f(O) as vezes se chama o valor inicial da funcdo f e quanto
ao coeficiente a, ele pode ser determinado a partir do conhecimento dos valores

f(xl) e f(xz) que a funcdo f assume em dois pontos arbitrarios X, e X,. De fato,

sendo
f(x)=ax+b e f(x,)=ax +b,
obtemos:
)= ().
Portanto,

X, =X

Dados x, x + h, com h=0, o nUmero a= [f(x+hr3— f(x)] chama-se a taxa de

variacao da funcdo f no intervalo x, x + h.

Um critério determinante para a identificacdo da funcéo afim como o modelo

f(x+h)- f(x)]
h

de certo fendmeno € o fato da taxa de variacéo a = [ ser constante por

unidade de crescimento ou decrescimento como vimos anteriormente no processo
de modelacao, conhecida como variagdo média da funcdo. Sem que os coeficientes
a e b sejam fornecidos explicitamente, obtém-se b como o valor que a funcédo dada
assume quando x=0.

Uma funcao quadratica ou de segundo grau € uma funcdo f :R —> R tal
que f(x)=ax?+bx+c, para todo X real, onde a, b e ¢c sdo numeros reais dados,
com a=#0. O discriminante A da funcdo f € o discriminante do trinbmio de

segundo grau ax* +bx+c, isto é, A=b* —4ac.

Proposigdo 1. Em relag&o a fungéo quadratica' f(x)=ax? +bx+c, temos que:

11 ~ ~ . . .
Se uma funcdo f é real de uma varidvel real, i. e.,, se f : X — R , com X < R, uma maneira de

declararmos sua imagem é escrevermos Im(f ): {y eY;y= f(X) para algum x e X }



(a) Se a>0, entédo Im(f):{—%; +00j.

(b) Se a<0, entéo Im(f):(—oo; —%}.

Ademais, em qualquer um dos casos acima, temos f(x)= VP iadiaia et
a a

Demonstracéo.

2
Para a =0 temos que [x+2£j >0 .
a
Agora, consideremos separadamente os casos a>0 e a<0.Se a>0, entdo
2 2 2
x+£ >0 =a x+£ >0 =a x+£ —AZ—A
2a 2a 2a 4a 4a
Se a<0, entédo
2 2 2
x+£ >0 = a x+£ <0 =a x+£ —AS—A
2a 2a 2a 4a 4a
Note que,
( bjz A , b b2 A, b? b2 —4ac
a | X+——| ——=a | X +=X+—| ——=ax" +bX+| ———— |=
2a 4a a 4a 4a 4a 4a

=ax? +bx+c

39

Para obter a imagem de f basta encontrarmos os y para os quais ax’ +bx+c=y.

~ A A .
Logo, se a >0, entdo ax® +bx+c> " Sy I e, segue, dai, que
a a

m()=yer; y2- 22 o)

~ A A .
Se a<0, entdo ax’ +bx+cs-4—@ ys—4—, de maneira que,
a a

v Al [
Im(f):{yeR, y < 4a} ( ’4a]

De sorte que, sendo f quadratica (a=0), temos

o

Para o que segue, convencionamos dizer que a imagem da funcdo f se anula para

valores de X do dominio que satisfazem
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2 2
ax’+bx+c=0<a {(x+£) —ﬁ}=o o (x+£) =A<:>x+£=i£

—b+JA
2a

= X=

Que s0 faz sentido se A>0. Se o discriminante A=hb* —4ac é positivo, a equagio

—b-+A —b+JA
——— e Xy =

ax’ +bx+c=0 tem duas raizes distintas X, = )
2a 2a

Definicdo 1. Seja | < Rum intervalo. Umafuncédo f:1 - R é dita:

(a) Crescente se, para todos X, <X, em |, tivermos f(x1)< f(x,).

(b) Decrescente se, para todos X, < X,em |, tivermos f(x1)> f(X,).

(c) Nao decrescente se, para todos X, <X, em |, tivermos f(x )< f(x,).

(d) N&o crescente se, para todos X, < X, em I, tivermos f(x)> f(x,).
Ademais, em qualquer dos casos acima, dizemos que a funcdo f é

mondtona em 1 2.

Exemplo 2. A funcdo afim f:R—> R, dada para xXeR por f(x)=ax+b, é
crescente se a >0 e decrescente se a<0. De fato, para niumeros reais quaisquer
X, <X,, tem-se que f(x,)— f(x)=(ax, +b)—(ax,+b)=a(x,—x) >0 donde segue de
a>0 que a(x,—x)>0 e f é crescente. Analogamente, segue de a<0 que

a(x,—x)<0 e f édecrescente.

Exemplo 3. Sejam a, b, ¢, com a=0,e f(x)=ax*+bx+c.

b
(a) Se a>0,entdo f é decrescente em (— w’_z_a} e crescente {—Z—a&OOJ.

b b
(b) Se a<0, entdo f é crescente em (— 00,—5} e decrescente em [—5&00).

* Nas notacBes desta definigéo, vale observar que, para alguns autores, uma funcéo f satisfazendo a
condicao do item (a) (resp. (b), (c), (d)) é dita estritamente crescente (resp. estritamente decrescente,
crescente, decrescente).
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Prova.
Facamos a prova do item (a), sendo a prova do item (b) completamente

analoga. Para x2>x12—2£, note que x,-x >0 e x2+xl>—£—£:—9. Dai,
a

2a 2a a
temos f(x,)— f(x)=a(x; —x)+b(x,—x)=a (X2_X1)(X2+X1+gj>o'

Da mesma forma, para x, < x, < —23 , tem-se que x,—x >0 e
a

ix< b b _ b

2a 2a a

Logo, x, +x1+2££—£+E

=0. Assim,
a 2a a

f(x,)—f(x)=a (X2 =x%1)+b (X, =x)=a (x, =% X, =%, )+b (x, =%, )=
=a (xz—xli(x2+xl)+g}; pois a=0.

Como X, > X, = X, — X, >0, donde concluimos que f(x,)— f(x;)<0. A prova do item

(b) € analoga. Observacdo: Nota-se que a funcdo quadratica nunca pode ser
monotona, dai quando tratamos de sua caracterizacdo, trabalharemos com a

hipétese de continuidade em vez de monotonicidade.

Exemplo 4. Seja a um numero real positivo, que suporemos sempre diferente de 1.
A funcéo exponencial de base a, f:R— R", indicada pela notacdo f(x)=a*, deve
ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x , yeR:

1) a*. a’ =a*"”;

2) a'=a;

3) x<y=a“<a’ quando a>1e x<y=a’<a*quando O<a<1.

A propriedade 3) diz que a funcéo exponencial deve ser crescente quando

a>1 e decrescente quando 0<a<1. Logo, essa fungdo € monotona injetiva®®.

B Umafuncdo f: X —Y é ditainjetora, ou injetiva, ou uma injecéo, se paratodo Y €Y , existir no
méaximoum x € X talque f(X)=y.
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Figura 8: Gréficos da funcédo exponencial

NS

Fonte: Autora, 2017.
Observacoes:

(1) Se uma fungdo f :R — R tem a propriedade f(x+y)=f(x).f(y) (assim
como vemos no exemplo 4), entdo f n&o pode assumir o valor 0, a menos que seja
identicamente nula. Com efeito, se existir algum x, tal que f(xo)zo entdo, para
todo x € R teremos

F(X) = F(x+(x=%)) = F(%). F(x=%)=0. f(x—x,)=0".
Portanto, f(x)=0 paratodo xeR. Dai, f é afuncdo nula. Mais ainda, f(x)>0 para
todo x € R. De fato, se f(x,)<0 para algum x, €R, entdo

2
0> f(x,)= f(x—2°+x—2°)= f(x—2°) . f(%‘)):[f(%’)} .

2
Logo, [f(%")} <0, uma contradi¢do. Assim, tanto faz dizer que o contradominio de
f € R como dizer que é R*. E recomendéavel tomar R* como contradominio de f,

a fim de torna-la uma funcéo sobrejetiva'* e, como ela é injetiva, consequentemente

uma funcao bijetiva™, o que a torna uma funcéo que admite inversa.

(2) Afuncdo f:R—R", definida por f(x)=a*, é ilimitada superiormente.

“Uma funcdo f : X — Y é dita sobrejetora, ou sobrejetiva, ou uma sobrejecéo, se sua imagem
for todo o conjunto Y , isto &, se, paratodo Y €Y , existir pelo menosum x € X talque f(X)=Yy.

Y Uma funcdo f : X — Y ¢ dita bijetora, ou bijetiva, ou uma bijecdo, se for ao mesmo tempo
injetora e sobrejetora.
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Com efeito, se a>1 entdo a”cresce sem limites quando x>0 é muito

grande. E se 0<a<1 entdo a*torna-se arbitrariamente grande quando x <0 tem
valor absoluto grande.
(3) A funcdo exponencial é continua™®.

Dado x, € R, é possivel tornar a diferenca [a*-a*

tdo pequena quanto se

deseje desde que x seja tomado suficientemente proximo de Xo.

(4) A fungdo exponencial f :R—R", f(x)=a", a=1, é sobrejetiva.

Definicdo 2. Sejam | < R um intervalo e f:l >R uma funcdo dada.
Dizemos que y, € o valor minimo de f em | (resp. y, € o valor maximo) se as

duas condic¢des a seguir forem satisfeitas:
(a) Im(f)c[yo ;+00), respectivamente Im(f) < (-oo ; y,].

(b) y, elIm(f).

Nesse caso, os pares reais (x,, Y,) tais que xoel e f(x,)=Yy, sdo

denominados os pontos de minimo (resp. de maximo) da funcdo f .

Proposicdo 2. Em relagdo a funcdo quadratica f(x)=ax’+bx+c se a>0 (resp.
a<0), entdo x, =—2£ € 0 Unico valor para o qual (x,, f(x,)) seja ponto de
a

A

minimo (resp. maximo) de f . Ademais, o valor minimo (maximo) de f é y, = 15
a

Exemplo 5. Encontre o valor de maximo ou minimo da funcdo quadratica

f(x)=x*—8x+23.

Solugdo. Como a=1>0, de acordo com a proposicéo 2, f(—2£)=—4A é valor
a a
- . (-8),  (-28) . -
minimo de f. Nesse caso, é f(- 5 )=— i1 =7 e (4, 7) é o ponto de minimo

dessa funcao.

' Uma funcdo f: X — R é continua em um ponto X, € X se a seguinte condicdo for satisfeita:
dado £>0, existe >0 tal que xe X, |x—X,|<d=|f(x)—f(x,)|<e&. Afungdo fé dita

continua se o for em todo X, € X.
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No que segue, apresentaremos critérios de natureza elementar para

reconhecer se 0 modelo para certo fendbmeno se trata de uma funcédo f(x)=ax+b,

f(x)=b.a* ou f(x)=ax’+bx+c.

Teorema 1. As seguintes afirmacdes a respeito de uma funcéo crescente f:R—>R
sao equivalentes:

(1) f(nx)=n f(x) para quaisquer neZ e xeR;

(2) f(x)=ax para qualquer xe R, onde a= f(1);

(3) f(x+y)=~f(x)+ f(y) para quaisquer x, yeR.

Demonstracéo.

Provaremos inicialmente que, para todo niumero racional r = f% m, NER, a

hipétese f(rx)=r f(x) também vale seja qual for xe R. Com efeito, se r:r%,
meZeneZ, temosquem=r.n.Dai, n. f(r)="f(nrx)=f(mx)=m f(x).
Logo,
f(rx)=%f(x)=r. f(x).
Note que, se a= f (1), temos por (1) que, f(r)=ar paratodor € Q.
como f(r)=f(r .)=f(.r)=f(@1) . r=a.r. Note que, 0<1l e como f ¢é
crescente, temos que f(0)< f(l)=a .

Para provar que (1) implica (2), suponhamos, por absurdo, que exista algum namero

real X tal que f(X)#a. Sem perda de generalidade, tome f(X)<ax, donde,

f(x) f(x)

—a <X, Tomemos um nUmero racional I, com —a <Ir<X, donde

f(x)<ar="f(r). sendo f crescente, r<x implica f(r)<f(x), uma contradicso.
Analogamente, ndo pode existir nenhum real X com f(x)>ax e, portanto f(x) =ax
para todo X. Partindo de (2), temos f(Xx+y)=a (x+y)=ax+ay= f(x)+ f(y), logo
(2) implica (3). Finalmente, supondo (3) imediatamente que f(n x)=n. f(X) para

todo XeR e ne N . Além disso,
f(0)=f(0+0)=f(0)+ f(0),
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Logo f(0)=0. Dai resulta, para quaisquer NN e XeR, que
0= f(-nx+nx)=f(-nx)+ f(nx)=f(-nx) +n f(X),

logo f(—nX)=-n f(x). Segue-se que, f(nx)=n f(x) paratodo neZ e todo xR,
provando que (3) implica (1).
Observacodes:

(1) O Teorema 1 vale também para f decrescente, s6 que nesse caso
a=f(1) é negativo.

(2) Uma consequéncia do Teorema 1 é que, para f crescente ou
decrescente, f(nx)=n f(x) paratodo xR e todo nezZ implica f(cx)=c f(x) para

quaisquer ¢, xeR.

(3) O nimero chama-se a constante de proporcionalidade.
A importancia do Teorema 1 esta na investigacdo quanto, a saber, se

f :R—R é uma funcéo linear.
A utilizacdo do modelo linear mais geral, y=ax+b, € regida pelos teoremas

seguintes:

Teorema 2. As seguintes afirmacdes a respeito de uma funcao crescente f:R—R

sao equivalentes:

(1) Para todo h e R*, 0 acréscimo ¢(h)= f(x+h)- f(x) depende de h, mas ndo de

xeR;

(2) Pondo a=f(1)-f(0) e b=1(0), tem-se f(x)=ax+b paratodo xeR.

Demonstracdo. Admitida a afirmagéo (1), definimos a fungéo ¢:R™ — R pondo, para

todo heR", q)(h)z f(x+h)—-f(x), onde xeR é qualquer. Dados h,, h,, temos

p(h +h,) = F(x+h+R) - £(x) = F(x+h+R) - F(x+h)+ F(x+h) - 1(x) = (h) +o(h)

Segue-se do Teorema 1 que se tem ¢(h)=ah para todo heR", com

a=¢@l)=f(@) - f(0). Consequentemente, para todo x R vale:
f(X)=FfO0+x)—f(0)+ f(0)=p(x)+ f(0)=ax+b

onde a=f()- f(0) e b=1f(0). Logo (1) implica (2). A outra implicacéo € imediata.
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Exemplo 6. (Examinando um fendmeno) O Teorema 2 descreve o que deve ser
observado em um determinado fendmeno para que a func¢éo afim seja o instrumento

apropriado para modelar. Note na figura que para cada intervalo At=t, -t , néo
importa onde esse intervalo esteja o acréscimo f(t,,,)— f(t,) dado a funcdo em tal

intervalo € sempre o mesmo, isto é, tal acréscimo depende somente de At.

Figura 9: Caracterizacdo da funcdo afim como modelo de um certo fenémeno.

N

fi2)=h+2a

a
— g S0 depende de Mt
f(1)=h+a

1. 1
fgl=b+ga

Fonte: Autora, (2017).

Diante dessa informacdo é possivel construir o resto da funcdo. De fato,
consideremos f(0)=b e que o acréscimo no valor da funcédo seja igual a
f()— f(O)=a. O acréscimo f(2)— f (1), isto é, quando passamos de t=2
para t =1, também é igual a a unidades. Assim, obtemos:
f(0)=b,
fQ-f(0O)=a= f@Q=b+a,
f2Q-f@Q=a= f(2)=a+(b+a)=b+2a,
f)—f(2Q)=a= f(@) =a+(b+2a)=b+3a,
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f(n)=b+an, YneN.

Supondo que se queira calcular a fungéo no ponto t = % até entdo sabemos

. o . 1
que a funcdo tem acréscimos iguais nos intervalos {0 ; 5} [1 : 3} e F : 1] Nesse

3 3
caso, quando o ponto passa de t=0 para t=%, 0 acréscimo na funcéo é de %a,
isto é,
f(0)=b,

f(%)—f(O)z%: f(%)=b+a. %

2 1, 1 1 1 2
fE)-fE)==a=f(@2)==a+(b+a. =)=b+—-a,
(3) (3) 3 (2 3 ( 3) 3

f(t)=b+at, VteQ, onde a é a taxa de variagdo da funcéo afim, ou seja, o que é
aumentado no valor da fungcédo por unidade de tempo t. Quando aplicamos esse
modelo na Fisica, necessariamente, no movimento uniforme, interpretam-se 0s
parametros b e a como a posicéao inicial e a velocidade constante de uma particula,
respectivamente.

Outro fato associado a caracterizacao das funcfes afins esta na propriedade
dessas fungBes transformarem qualquer progresséo aritmética, X,, X,, X,,... numa
progressdo aritmética y, = f(x,), y,=f(x,), ... y, = f(x.), ... . Com efeito, a
funcdo g:R— R, definida por g(x)= f(x)-f(0), transforma qualquer progress&o
aritmética noutra progressao aritmética.

Apesar de a funcdo afim ser um bom modelo, ndo atende a todas as
situacdes. Por exemplo, se analisarmos 0 que acontece com a componente vertical
(altura) de um projétil, lancado obliguamente em funcdo do tempo, constataremos
gue o modelo linear ndo se adéqua a esse problema, uma vez que 0 acréscimo
nessa funcdo ndo é proporcional a At, pois no caso do movimento uniformemente
variado, marcando a posi¢ao do corpo em intervalos iguais e sucessivos de tempo
(digamos, de segundo em segundo), a partir do inicio do langcamento, as distancias
percorridas em cada intervalo de um segundo vao crescendo e formando uma

progressdo aritmética de razdo g =9,8 m/s’* que ¢é a aceleracdo da gravidade. O



48

teorema de caracterizagcdo que provaremos a seguir garante entao que a altura f(t)

do corpo no lancamento obliquo depois de t segundos do inicio é uma funcao

quadratica 1‘(t):%at2 +bt+c onde a constante a chama-se a aceleragdo, b é a

velocidade inicial (no instante t=0) e ¢ € a posi¢ao inicial do ponto. Lima (2013)
explica que em qualguer movimento, dado por uma funcdo f, o quociente

f(t+h)—f(t) espago percorrido
h tempo de percurso

chama-se a velocidade média do ponto no

intervalo cujos extremos sao t e t+h.

[1a(t+h)2 +b(t+h)+c}{1at2 +bt+c}
feeh)- @ |2 2
h h

Para h cada vez menor, este valor se aproxima de at + b. Dai, v(t)=at+b é a

Note que,

=at+b+a—h
2

velocidade do ponto (no movimento uniformemente variado) no instante t. Visto que,

v(0) = b, essa € a velocidade inicial e como a=w para quaisquer t,h,

segue-se gque a aceleracao constante a € a taxa de variacao da velocidade, motivo

pelo qual o movimento se chama uniformemente variado®’.

Definicdo 3. Uma progresséo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (y,)
na qual as diferencas Ay, =vy,,,—Y,, entre cada termo e o termo anterior, formam

uma progressao aritmética usual.

Exemplo 7. A sequéncia (y,)=(L 3, 6, 10, 15, 21,....) € uma progress&o aritmética de
segunda ordem porque a sequéncia das diferencas entre cada termo e o anterior,

(b,)=(Ay,)=(Y,.—V,)= (2, 3, 4, 5, 6) é uma progressao aritmética usual.

Usaremos esse critério para reconhecer através de alguns dados coletados,
na acdo da modelagem matematica para situagbes ou fendbmenos onde configura

uma funcdo quadrética, a de que toda fungdo continua f:R — R que transforma

-b
' Uniformemente acelerado ou retardado, conforme v tenha o mesmo sinal de a (isto é, t > — ) ou tenha
a

sinal oposto ao de a (ou seja, t < — ).
a
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progressdes aritméticas em progressdes aritméticas de segunda ordem é da forma
f(x) = ax?*+bx+c. Analogamente, se yi, Y2, ..., ¥n, ... € uma P.A*® de segunda
ordem, existem numeros reais a, b e c tais que para todo ne N. Assim,
considerando a fungdo f(x)=ax*+bx+c, temos y = f(n) para todo ne N, de

modo que a restricdo de aos numeros naturais fornece os termos da P.A. de

segunda ordem dada.

Teorema 3. (Caracterizacao das funcdes quadraticas)

Afim de que a fungéo continua f:R — R seja quadratica & necessario e
suficiente que toda progressdo aritmética ndo constante X, X,,... ,X,, ... Seja
transformada por numa progressao aritmética de segunda ordem ndo-degenerada

Yi=1040), v, =f(%),.. e =T0X), -
Demonstracdo. Com efeito, as diferencas sucessivas y, —V,, Ys— Y «or Youg — Yoreer

formam uma P.A. ordinaria, cujo primeiro termo é d=y,—-y, e cuja razado

chamaremos de r; portanto seu enésimo termo é Y,,—Y, :d+(n—1) I, para
n=1 2, 3, ... Temos entao:

Yna = (yn+l - yn)+(yn - Yn71)+"'+(y3 - y2)+ Y1
= [d +(n—1)r]+[d +(n—2)r]+...+[d +r]+d +y
=nd +_n(n—1)

2

r+y

para todo ne N .
Para n=0, esta igualdade é igualmente verdadeira, 0o que permite

escrever:

¥ Uma P.A. pode ter razdo X X, = 0. Neste caso, trata-se de uma sequéncia constante: X Xy Xy e

n+l
Consequentemente, uma P.A. de segunda ordem pode reduzir-se a uma P.A. ordinaria, quando a razdo I' da

r
PA Y,—VY:, Ys—VY,, ... forigual a zero. Neste caso, a = 5= 0 eafuncio f(X)=a x*+b x+c, com

y,=f (n) n&o é quadrética, reduzindo-sea f(X)=b X+cC.
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=an’+bn+c

para todo ne N, com a:%, b:d—?’—;,c:r—d+y.

Reciprocamente, seja f : R - R uma funcao continua com a propriedade de

transformar toda P.A. ndo constante numa P.A. de segunda ordem néo degenerada.

Substituindo f(x) por g(x)= f(x)- f(0), vemos que g tem as mesmas
propriedades de f e mais a propriedade adicional de que g(0)=0.

Considerando a progresséo aritmética 1, 2, 3, 4, 5, ..., vemos que os valores
ag@, g(2), ..., g(4), ... formam uma P.A. de segunda ordem ndo degenerada. Logo,
existem constantes a =0 e b tais que g(n)=an®+bn para todo neR. (Deveria ser
g(n)=an®+bn+c, porém g(0)=0.)

Em seguida, fixemos arbitrariamente um nidmero pe N e consideremos a

. .. ,. 1 23 n
progresséo aritmética —, —, —, ..., —, ...
PP P
De modo analogo, concluimos que existem a #0 e b tais que

n . .
g(—) =an’+bn para todo ne N. Assim, para todo ne N, temos:

an’+bn=g(n)= g(n—;)j =a (np) +b(np)= (a'pz) n? +(b'p) n.

Portanto as fungdes quadraticas a x* +bx e (a'pz) X’ +(b'p) X coincidem para
a
e

todo x=neN. Isto obriga a a=a'p? e b=b'p, ou seja, a':p

. b
, b == Logo, para
p
quaisquer niumeros naturais N e p vale:
a b 2 n
g(ﬂJza' n+bn=— n*+— nza(ﬂJ +b(—j-
p p p p p
Vemos entdo que as funcBes continuas §(X) e a x> +bx s3o tais que
2 , . . n
g(r)=ar“+br para todo numero racional positivo r:E' Segue-se que

g(x)=a x*+b x para todo nimero real positivo X. De modo anélogo, considerando
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aP.A —1-2-3 ..., concluiriamos que g(x)=a x*+b x paratodo x <0. Logo, pondo
f(0)=c, temos f(x)=g(X)+c, ou seja, f(x)=a x*+bx+c paratodo xeR.
A funcd@o exponencial ocorre em uma série de aplicacbes matematicas em

gue o modelo linear ndo configura e goza da seguinte caracteristica:

Teorema 4. (Caracterizagéo da fungéo exponencial)
Seja f uma funcdo mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente). As
seguintes afirmacgdes sao equivalentes:

1) f(n x)z f(x)' paratodo neZetodo xeR;
2) f(x)=a" paratodo xeR, onde a= f(l);

3) f(x+y)=f(x). f(y) para quaisquerx,yeR.

Demonstracéo.

(1) = (2) Para todo numero racional r = m (commeZeneN)tem-se f(rx)=f(x)"
n

Com efeito, como n r=m, podemos escrever f(rx)"=f(nrx)=f(mx)=~f(x)",

m

logo f(r x)=f(x)" = f(x)'. Se pusermos f(l)=a, teremos f(r)=f(r.1)=f() =a',
para todo r €Q. Suponhamos que f seja crescente, logo 1=f(0)< f(})<a.
Vamos admitir, por absurdo, que exista um xeR tal que f(x)=a". Digamos, por
exemplo, que seja a=f(1). (O caso f(x)>a’seria tratado analogamente). Entao,

existe um numero racional r tal que f(x)<a" <a*, ou seja, f(x)< f(r)<a*. Como

f é crescente, tendo f(x)< f(r) concluimos que x<r. Por outro lado, temos
também a" <a*, logo r < x, completando por contradi¢do a prova de que (1) = (2) -
(2) = (3) Paratodo x,yeR, temos que f(x+y)=a""Y=a" a’=f(x). f(y). Pondo
a=f(l), obtemos f()=f(1+0)=a"’=a". a’=a.

(3) = (@ Supondo que f(x+y)="1f(x). f(y), VX, yeR, entdo para todo neZe

todo x+YyeR, ocorre f(n(x+y))=a""" = [ax+yr = [f (x+ Y)]n-
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Teorema 5. (Caracterizagéo das funcdes do tipo exponencial)
Seja g:R—>R" uma funcdo monoétona injetiva (isto é, crescente ou
(x+h)-g(x)
g(x)
9@

dependa apenas de h, mas ndo de X. Entdo, se b=g((0) e a=——-, tem-se

9(0)

decrescente) tal que, para x,heR quaisquer, o acréscimo relativo g

g(x)=b a* paratodo xeR.
Demonstracéo.

X+h
g(x+h) independe de X. Fazendo, f(x):w, onde

g(x) b

b. f(x+h) f(x+h)
b.f(x)  f(x)

Suponha que ¢(h) =

b=g(0), obtemos ¢(h)= independe de X e, agora, com

f(x+h)
f(x)

para todo heR, donde vemos que a fungdo monétona injetiva f cumpre

f(0)=%=1. Entdo, pondo x =0 na relacdo ¢(h) = , obtemos ¢(h) = f (h)

f(x+h)=f(x). f(h), ou seja, f(x+y)="f(x). f(y)para quaisquer X,yeR.
Seque-se entdo do teorema 4 que f(x)=a*, logo g(x)=b f(x)=b a*, como
gueriamos demonstrar.

Aplicando os termos x;, X,,..., X, ,...0e uma progresséo aritmética de razdo h,
isto é, x,,, =X, +h, nafuncdo f:R—>R, f(x)=b a* , veremos que os valores,
f(x,)=b a*, f(x,)=b a*,.., f(x,)=b a*, ..., formam uma progressio geométrica

de raz&o a" . De fato, temos que f(x,,)=b a*™ =b a**"=(b a*).a" = f(x ). a".

n+1

Sendo o (n+1) - ésimo termo da progresséao aritmética dado por x,,, =X, +nh, segue-
se que f(x,,)=ba™ =ba*"™=(ba")a"™=f(x,). (@")" = f(x).A", onde A=a"“. Na
pratica, usa-se esse procedimento para “discretizar” a analise das situagbes como a
de cultivo de colbnias de bactérias (como se discute em 3.2.4), em que se tem

crescimento ou decrescimento exponencial. Esta propriedade caracteriza também as

funcdes do tipo exponencial.
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3.2.2 Graficos de Funcdes

Para o que segue, lembre-se de que, dados conjuntos nédo vazios X eY , seu
produto cartesiano € o conjunto XxY = {(x : y) xeXeye Y}.

Quando X=Y =R, usualmente vemos X e Y como retas numeradas e XxY
como um plano, munido de um sistema cartesiano de coordenadas fixado.

O plano R? =RxR € 0 exemplo mais importante de produto cartesiano por se
tratar do caso particular que deu origem a ideia geral.

Os elementos (x; y) de R? sao, naturalmente, os pares ordenados de
nameros reais. Eles surgem como as coordenadas cartesianas de um ponto A do
plano II (x=abscissa, y =ordenada) quando se fixa nesse plano um par de eixos
ortogonais OX e QY , que se intersectam no ponto O, chamado a origem do

sistema de coordenadas (Lima, 2013, p. 75).

Figura 10: Coordenadas cartesianas de um ponto no plano numérico.

Fonte: Autora, 2017.

Dado o ponto AeIl, a abscissa de A é o numero X, coordenada do pé da
perpendicular baixada de A sobre o eixo OX, enquanto a ordenada de A é a

coordenada y do pé da perpendicular baixada de A sobre o eixo OY . Diz-se entdo
que (x; y)é o par de coordenadas do ponto A relativamente ao sistema de eixos

XOy. Os eixos OX e OY dividem o plano em quatro regides, chamadas quadrantes,



54

caracterizadas pelos sinais das coordenadas de seus pontos. No primeiro quadrante,
tem-se x>0 e y>0; no segundo, x<0 e y=>0; no terceiro, x<0e y<0; no
quarto, x>0e y<0.

A funcdo f :IT— R?, que associa a cada ponto A do plano IT seu par de

coordenadas f(A)=(x; y) relativamente ao sistema de eixos OXY, € uma

correspondéncia biunivoca. Conceitos e propriedades geométricas das funcoes
objetos desse trabalho s&o traduzidos para uma linguagem algébrica e,
reciprocamente, interpretar geometricamente relagdes entre os dados coletados
(reais discretos ou nao).

Como se pode exprimir a distancia do ponto P=(x; y) ao ponto Q=(u; v) em
termos dessas coordenadas?

A resposta pode ser obtida pelo Teorema de Pitdgoras. Considerando o ponto
auxiliar S=(u; y) que tem a mesma ordenada que P, teremos o segmento PS
horizontal (paralelo ao eixo OX), da mesma forma que QS é vertical (paralelo a QY).

Assim, o segmento PQ € a hipotenusa do triangulo retangulo PQS, cujos catetos

medem ‘X—U‘e \y—v\, respectivamente. Do Teorema de Pitagoras segue que:

d(P, QF =(x-uf +(y-v,

ou seja:

d(P, Q)= (x—u) +(y—v)’.
Em particular, a distancia do ponto P =(x; y) a origem O=(O; 0) € igual a
X“+y
Temos a seguinte definicdo importante.

Definicdo 3. Dada uma funcao f : X — Y, o grafico de f é o subconjunto G; do

produto cartesiano XxY , definido por G; :{(X : y)e XxY;y= f(X)}.

Quando f : X —Y é uma funcéo real de variavel real, com X < Ruma unido
finita de intervalos (possivelmente X = R), o gréfico de f reveste-se de significativa
importancia geométrica, uma vez que G; € XxY c RxR e, como vimos acima, esse

altimo conjunto pode ser identificado com um plano, munido com um sistema

cartesiano de coordenadas.
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Por outro lado, nem todo subconjunto do plano (munido de um sistema

cartesiano xoy) pode ser visto como grafico de uma fungéo. De fato, suponha dada
uma funcao real de uma variavel real f: X — Y, tal que X € uma unido finita de

intervalos.

Figura 11: Subconjuntos do plano que néo séo graficos de funcgdes.

Fonte: Caminha, 2015.

Se (Xo,y0>€ G;, entdo x, € X , pela definicio de grafico; por outro lado (e
mais importante), fixado x, € X , se A(x,,y,) e A,(x,,Y,)sd0 pontos sobre o grafico
de f, entdo, novamente pela definicdo de grafico, temos vy, =f(x,)=Yy,, de
maneira que A =A,. Em resumo, para X, €R, a reta vertical x=x, do sistema
cartesiano em questao intersecta o gréfico de f se, e somente se, x, € R ; ademais,

nesse caso tal reta intersecta o grafico em exatamente um ponto. Assim, o
subconjunto C do plano cartesiano, esbocado na Figura 11, ndo representa o
grafico de funcdo alguma f :[— 3, 3]—> R, uma vez que toda reta vertical paralela as
retas tracejadas e situada na faixa cinza intersecta C em mais de um ponto. Na
direcdo positiva, a linha continua da Figura € (cf. 14 indicado) o grafico de uma
funcao f :[a ; b)—)R.

Figura 12: Imagem x gréfico.
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Fonte: Caminha, 2015.
Ainda nesse sentido, h4 uma interpretacdo geométrica bastante simples para
a imagem de uma funcéo real de uma variavel real em termos de seu grafico.
Caminha (2015, p. 49) explica que para exibir tal imagem, marca-se no plano

cartesiano da Figura 12, os pontos de intersecdo do grafico da funcao
f :[a ; b)—)R com uma reta horizontal r, de ordenada y=y,. (Ha trés desses
pontos na figura 12, cujas abscissas denotamos como x,, Xo € X o.). Seja (x , yo)
um ponto comum a reta e ao grafico. Por pertencer ao grafico de f, o ponto

(x , yo) deve ser tal que XG[a : b) e f(x)=y,. Reciprocamente, dado um ponto

(x , YO) no plano cartesiano, com XE[a , b), temos claramente (x , yo)e r; além

disso, se f(x)=y,, entdo também teremos (X, yo)e G;. Dessa forma, a reta
horizontal de ordenada vy, intersecta o grafico exatamente quando y, pertence a
imagem de f .

O gréfico G de uma funcao afim f : X+ ax+b é uma linha reta.

De fato, considerando Pz(xl; ax1+b), Pz(xz; ax, +b) e P=(x3; ax, +b)
desse grafico, é necessario e suficiente que o maior dos trés numeros d(Pl; P, )
d(PZ; P, ) e d(Pl; P, ) seja igual a soma dos outros dois a fim de mostrar que esses

pontos sao colineares.

Figura 13: Gréafico da funcédo Afim f(x) =ax+b, para @, b>0.
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Fonte: Autora, 2017.

Suponha que as abscissas X;, X,e X, S8o tais que X, <X, < X, . Pela férmula

de distancia entre dois pontos, temos que,

d(P,P,) :\/(x2 —x, )? +a’(x, =%, )" =(x, —x, Wi+a?

d(P, P) = (x,—x, W1+a’
d(R, P,) = (x,—x W1+a® , donde vemos que,

d(P,,P,)+d(P,,P,) =(x, —x, W1+a® +(x, —x,)V1+a? = (x, —x,)V1+a? =d(P,, P,)).

Geometricamente, b € a ordenada do ponto onde a reta, que é o grafico da
funcdo f :x+> ax+b, intersecta o eixo OY . O numero a chama-se a inclinagédo, ou
coeficiente angular, dessa reta (em relagéo ao eixo horizontal OX ). Quando a>0, 0
grafico de f € uma reta ascendente (quando se caminha para direita) e quando

a <0, areta é descendente.

3.2.3 A Parédbola

Dados um ponto F e uma reta d no plano, com F =d , a parabola de foco
F e diretriz d (cf. Figura 14 ) € o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que
PF =dist(P;d).

O eixo da parabola é a reta que passa por F e é perpendicular a d, e o
vértice da parabola € seu ponto V de interse¢cdo com o0 eixo, sendo 0 ponto mais

préximo da diretriz.
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Figura 14: Parabola do foco F e diretriz d.

_|_|
——————— - — ==

1
1
|
Fonte: Autora, 2017.
Se girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma superficie
chamada paraboloide de revolugéo (Lima, 2013, p. 121) cujo uso tem importancia no

emprego das antenas parabdlicas.

Figura 15: Paraboloide de revolugéo

g

i
+
1
2
]
I

Fonte: Autora, 2017.
Em aparelhos de televisao, por exemplo, as antenas parabdlicas fazem com
que os débeis sinais advindos de um satélite reflitam sobre sua superficie e que sao

levados a convergir para um unico ponto: o foco, de maneira reforcada.

Figura 16: Sinais paralelos ao eixo do paraboloide refletem-se na superficie e se

concentram no foco.
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Fonte: Autora, 2017.

A parabola que é a intersecdo da superficie parabdlica com o plano que
contém o raio incidente, o raio refletido e o eixo de rotacéo (eixo da parabola).
Lima (2013, p. 122) explica que:
Quando um raio incide sobre uma superficie refletora, o &ngulo
de incidéncia € igual ao &dngulo de reflexdo. O &ngulo entre a reta
e uma curva gque se intersectam no ponto P é definido como o

angulo entre essa reta e a tangente a curva tragada pelo ponto
de intersecdo. E assim que se interpretam os angulos de

incidéncia e reflexdo. A tangente a uma parabola no ponto P ¢

a reta que tem em comum com a parabola esse Unico ponto P
e tal que todos os demais pontos da parabola estdo do mesmo
lado dessa reta.

No resultado seguinte, mostraremos que o grafico de toda funcdo quadratica

€ uma parabola.

Teorema 6 Para a, b, ceR, com a#0, o grafico da funcdo quadratica

b b A
f(x) =ax* +bx+c é a parabola de eixo <X=—-—_ e vértice V | ——,—— |, “aberta
2a 2a 4a

para cima” se a>0, e “ aberta para baixo” se a<0.

Demonstracéo.

Tomando ¢ =1-¢, procuramos X,, Y,, KeR tais que y,#k e, sendo

F(X.Y,) e d areta {y=k}, tenhamos PeG, < PF =dist (P,d). Sendo P(x, ),
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segue da definicdo de grafico que PeG, < y=ax’+bx+c; por outro lado, a

férmula para a distancia entre dois pontos do plano cartesiano garante que

2 2 2
2 Xy X +Yo +K

1
y=ax’ +bx+c e (x—x, ) +(y-y, ) =(y-k) =« y= x® — X+
’ ’ Z(YO - k) Yo — k Z(YO - k)
Para o que falta, basta resolvermos em x,, y,, € k, 0 sistema de equacdes

1 Xo xZ
_1 - _p, Yo
2(y, —k) Yo—k 2y, k)

1
+E(y0 +k)=c,

1 2ak -1
0 que é imediato (—k)za:>2ay0 -2ak=1=y, :2—a' gue substituido na
. —

segunda igualdade fornece x, :—23. Em seguida, substituindo a primeira igualdade
a

e X, =—2£ na terceira igualdade, segue que,
a

2

Xg 1 1 Xo
——+=(Yytk)=c=> =y, +k=C———
2(y0 —k) 2 (yo ) 2 yO 2(y0 —k)
2 2 2 _
= y+k=2 C_X—O =2|lc— b . 1 :Z,C_b_ zzl(M}:_ﬁ;
2(y, —k) 4a® 2ak-1 | 4a 4a 2a
2a
por fim, resolvendo o sistema vy, —k _ 1 YA +k:_ﬁ, obtém-se vy, zl__Ae
2a 2a 4a
1+A - . Lo ~ b
K = Uma vez que o veértice V da parabola € a intersecéo da reta x, = 0a
a a
. . b\ b A
com o grafico, sua ordenada y, ¢ y, =a |-— | +b |—— [+c=——.
2a 2a 4a

Exemplo 8 (Lima 2013, p. 113). O gréfico da funcdo quadratica f(x):x2 € a

parabola cujo foco é F =(0, %) e cuja diretriz é a reta horizontal y = —%. Com

efeito, a distancia de um ponto qualquer (x, xz) do gréfico de f(x): x> ao ponto

F :(0, %) é igual a \/x2+(x2—%)2 . A distancia do mesmo ponto (x,x?) a reta

y=—%éx2+%.

Figura 17: Grafico da funcéo f(x)= X2,
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iy

Fonte: Autora, 2017.

Como se trata de numeros positivos, para verificar a igualdade entre estas

duas distancias, basta ver que seus quadrados séo iguais. E, de fato, tem-se

x?2 +(x2 —%)2 = (x2 +%)2, paratodo x e R, como se verifica facilmente.

Exemplo 9 (Lima 2013, p. 114). Para todo a = 0e todo me R, o grafico da fungéo

quadratica f(x)=a(x—m)? é uma pardbola cujo foco é o ponto F = (m’%,a) e cuja

diretriz é a reta horizontal y = —% :

Figura 18: Gréafico da funcdo quadratica f (x) = a(x— m)z.

5 2
Loy =ar”

(e el o 2
{a,alxr — o))

1.
F={m,
‘m -lul

Fonte: Autora, 2017.
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Para se chegar a esta concluséao, tem-se duas opc¢des. Ou se verifica que,

2 2
para todo Xe€R, vale a igualdade (x—m} + [a(x i —%} = [a(x ~mYy + %} ou
a a

entdo se observa simplesmente que o grafico f(x)=a(x—m)* de resulta do gréfico

de g(x)= ax’ pela translacéo horizontal (x, y)|—> (x+ m, y), a qual leva o eixo X= 0

no eixo X=m.

Exemplo 10 (Lima 2013, p. 115). Dados a, m, ke R, com a=0, o gréfico da

funcdo quadratica f(x)=a(x—m)’+k € uma pardbola cujo foco € o ponto
1 o, . 1
F=|mk +4_a e cuja diretriz € a reta horizontal y =k ——.

4a

Figura 19: Gréafico da fung&o quadratica f(x)=a(x—m)* +k.

Fonte: Autora, 2017.

Vemos através do exemplo 10 que o grafico da funcdo quadratica
f(x)=a(x-m)’ +k é obtido do grafico de g(x)=a(x—m)’> por meio da translag&o

vertical (x, y)|—>(x, y+k), que leva 0 eixo OX na reta y=k e a reta yz—%a na

reta y:k—4i.
a

3.2.4 Os modelos no Movimento Retilineo, no Lancamento Obliguo e na

Reproducao de Micro-organismos.
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A hipotese de que f(x+h)— f(x) ndo depende de X as vezes se exprime
dizendo que a acréscimos iguais de X correspondem acréscimos iguais para f(x),
assim como ocorre no movimento uniforme em que um ponto percorre espacos
iguais em tempos iguais.

Suponhamos (Lima, 2013, p. 90) um ponto que se movimenta sobre um eixo.
Sua posicdo, em cada instante t, é determinada pela coordenada (abscissa) f(t).
Diz-se que se trata de um movimento uniforme quando o ponto se desloca sempre
no mesmo sentido (isto €, f é uma funcdo monoétona) e, além disso, em tempos
iguais percorre espacos iguais. Isto significa que f(t+h)— f(t), espaco percorrido
no tempo h, a partir da posicdo f(t), depende apenas de h, mas ndo de t. Entdo
€ uma funcdo afim: f(t)=at+b, onde a=f(t+b)— f(t), espaco percorrido na
unidade de tempo, chama-se a velocidade e b = f(0) é a posicéo inicial.

Figura 20:A variagao f(x+h)-f(x)

fle+h) - () depende somente de h.

f(x) flx+h)

i)

Fonte: Autora, 2017.

A variacdo f(t+h)— f(t) depende apenas de h e nao de t, visto que em

7

qualguer momento o espaco percorrido pelo moével no tempo h €é o0 mesmo,
independentemente do ponto onde ele esta. Isto é o que caracteriza 0 movimento
uniforme. Matematicamente, essa afirmacdo se traduz pela declaracéao
f(t+h)—f(t)=ah.

No langamento obliquo, exemplo do movimento uniformemente variado, 0
movimento de um projétil (uma bala, uma bola, uma pedra, etc.) é lancado por uma
forca instantdnea e a partir dai, sujeito apenas a acdo da gravidade, sendo
desprezada a resisténcia do ar. A trajetoria do projétil, embora o processo ocorra no

espaco tridimensional, pode ser vista em um plano determinado pela reta vertical no
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ponto de partida e pela direcdo da velocidade inicial. Como nesse caso, O
movimento ocorre no plano, a velocidade é expressa por um vetor (segmento de reta
orientado), cujo comprimento se chama a velocidade escalar do mével (tantos
metros por segundo). A direcdo e o sentido desse vetor indicam a direcdo e o
sentido do movimento. Tomando um sistema de coordenadas cuja origem € o ponto

de partida do projétil e tal que o eixo OY é a reta vertical que passa por esse ponto,
temos que a velocidade inicial do projétii € o vetor v=(v, v,) cuja primeira
coordenada fornece a velocidade da componente horizontal do movimento (a
projecdo do projétil sobre o eixo horizontal OX ). A Unica forga atuante sobre o
projétil é a gravidade, a qual ndo possui componente horizontal, entdo nenhuma
forca atua sobre este movimento horizontal, sendo, portanto um movimento
uniforme. De sorte que, se P =(x, y)€é a posicao do projétil no instante t, tem-se
x =V, t. Quanto a aceleragdo da gravidade, esta é constante, vertical e iguala — g .
Logo, a componente vertical do movimento de P € um movimento acelerado sobre

0 eixo OY , com aceleracdo — g e velocidade inicial v,. Dai, em cada instante t, a
ordenada y do ponto P =(x, y) € dada por y= —% g t>+v, t. Nesse caso o termo

constante se anula porque y =0 quando t=0.

Figura 21: Trajetéria do langamento vertical de um projétil.

Fonte: Lima, 2013.

Se v, =0entdo, para todo t, tem-se x=v,t=0, logo P=(0, y), com

y = _% g t>+v, t. Logo, a trajetdria do projétil € vertical.
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X .
Suponhamos agora que Vv, = 0. Entdo, de x=v, t vem t = — . Assim tem-se

Vi

2
1 (x X v v
que Yy=-Z-0 —| tV,— =~ 92 x*+| 2| X. Fazendo a=- 92 e b=-2%,
2 Vl Vl 2V1 V]_ 2V1 Vl

obtemos y =a x*+b x que mostra que a trajetdria do projétil € uma parabola.
Analisemos agora uma situacao classica presentes nos livros didaticos do
Ensino Médio: da expansdo do numero de bactérias se reproduzindo em uma
colénia ao longo do tempo sob condicBes favoraveis. Bactérias sdo organismos
unicelulares que se multiplicam via subdiviséo celular, onde uma célula se divide em
duas. Assim, se comega com um numero de individuos em uma col6nia (estagio 1),
guantificados em um determinado momento (inicio da contagem) e depois de algum

tempo essa colénia apresenta um nimero maior de individuos (estagio 2).

Figura 22: Na populacédo de bactérias configura um aumento relativo.

Fonte: Autora, 2017.

O modelo linear € um bom modelo para o0 que acontece com 0 crescimento
que a colbnia do estado 1 e a do estado 2 véo ter em 1 hora, isto €, o0 nUmero de
novas bactérias que aparecem na coldnia 1 é igual ao niumero de novas bactérias
que surgem na colénia 2 em 1 hora? E claro que néo, pois esse fenémeno permite

observar um maior numero de individuos na segunda colénia do que na primeira,
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afetando a premissa de que o aumento observado depende somente do tempo
decorrido. O aumento absoluto (aditivo) da populagdo de individuos nédo é
preservado nas duas coldnias, mas sim o aumento relativo.

Digamos, por exemplo, que em 1 hora, a coldnia do estado 1 produza 30% de
novos individuos. Entdo a colbnia do estado 2 também produzira 30% de novos
individuos, sendo esse aumento relativo, constante. Logo, o modelo que vai

configurar aqui € o modelo exponencial. De fato, considerando f(t) o nimero de
bactérias apés um tempo t, temos inicialmente f(0) =b bactérias. Quando se tem o
intervalo At, o aumento dado a f(t) ndo é absoluto ou ainda que f(t+ At)— f(t)
f(t+At)— f(t)

f(t)
chamada de variagdo relativa e é essa razdo de variacdo que é sempre constante.

ft+ ?2)— f) _ f(tf-gt)At) —1 constante acarreta %

constante, que caracteriza o tipo de funcdo que estamos querendo construir nesse

ndo € constante. A propriedade que caracteriza essa funcdo €

ser também

Note que,

fenbmeno. Enquanto no modelo linear, a diferenca f(t + At)— f(t) € uma constante,

no modelo exponencial que é o que se ajusta a situacdo, ndo é essa diferenca que é
constante mas sim a razdo. Voltando ao exemplo na figura, dizer que a populagéo X
(estado 1) aumenta 30% significa multiplica-la por 1,3 nesse tempo, da mesma

forma que a populacéo 2X, pois o0 acréscimo dado é multiplicativo.

Figura 23: Variacdo exponencial

1 /
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Fonte: Autora, 2017.
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O tipo de situacao que essa ferramenta que estamos construindo serve € para
modelar agueles casos em que para intervalos de mesmo comprimento, a razao de

acréscimo é a mesma, ou seja, depende apenas de At, ndo de t.

f(t+Ab)

Assim, usando a propriedade discutida e considerando ——— =a ,temos:

f(t)
f(0)=b,
f()=f(0)a=b . a,
f(2=f@)a=b. a’,

f(n)=b . a", n natural. Mas o que ocorre, por exemplo, no ponto onde se tem

tzg? Se o fator multiplicativo para 1 unidade (t = 1) é igual a a, qual vai ser o

acréscimo para tzg? Dividindo o intervalo [0, 1] em trés intervalos de amplitude

2
%, sabe-se que ff((}é)) = fz) = f =k . Assim o fator multiplicativo total de [0, 1] é

f(x) (%)

k®.

Fonte: Autora, 2017.

f(1) L

Como To)za,segueque a=k®=k=%a=a®. Assim,

1 : 3
f(gj: f(0). a3 =b . a®,
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1P » )
f[£j= f(0) . [an =b . a% p,qez. De modo geral, f(t)=b . a‘, teQ. E claro
q

que para t € R, a funcéo é valida desde que f seja continua ou monotona.

4 A SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo explanaremos a proposta didatica composta pela escolha de
experimentos, as metodologias utilizadas, as atividades de sala e o processo de
avaliacao.

Promover a aprendizagem qualitativa das funcbes afim, quadratica e
exponencial concedendo ao aluno um estudo exploratério e dinamico desses
conceitos, instrumentalizando-o para a realizacdo de um trabalho experimental que
possa desenvolver aplicacdes em situacdes concretas e cientificas foi motivagcéo
para a elaboracédo dessa sequéncia didatica.

As atividades foram elaboradas, testadas e algumas aplicadas em uma
escola publica da rede estadual, em Maceié — AL, no turno vespertino, no periodo de
julho a agosto de 2017 com os 20 (vinte) alunos de uma turma de 1° ano do ensino
médio. Nesta turma, todos os alunos apresentam um histérico de repeténcia ou
interruptos de estudo na escola e, devido a isso, consideravel defasagem de idade.
O que se percebe um funcionamento cognitivo mais lento, donde se faz necessario
um plano de ensino com o uso de aulas mais praticas e interativas que possam
mobilizar o aprendizado, pois, conforme Silva (2008), o aluno somente constréi o
conhecimento quando se envolve pessoalmente com o problema proposto pela

situacdo. De fato, percebe-se nos alunos maior envolvimento e disposicao para
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aprender quando as atividades propdéem o “fazer’, que leva ao “pensar’ para
“realizar” e s6 assim resolver o problema por meio de tarefas mais praticas.
Entretanto, vale ressaltar que a atividade pratica deve conduzir o aprendizado por
encaminhamentos que possibilitem a reflexdo de resultados e investigacbes
condizentes.

Nesta turma, professores de Quimica, Fisica e Biologia concordam que a falta
de dominio da Matemética influencia negativamente no bom desempenho dos
alunos, principalmente em situacdes de aplicacdo, onde se requer competéncia
leitora, de interpretacdo de dados, de procedimentos de calculo com nimeros em
diferentes representacdes (fracionarias e decimais), leitura grafica e habilidades com
ferramentas algébricas como equacdes e fungdes.

4.1 O uso de diferentes registros de representacao

A elaboracdo das atividades propostas se apoia na perspectiva de que €&
necessario oferecer ao estudante diversas representacdes de um objeto matematico
para facilitar sua compreensdo em relagdo ao tema estudado. No ensino bésico,
(Giraldo, 2012) as principais formas de representacdo empregadas na abordagem
de funcbes reais de variavel real sdo: algébricas (formulas), graficas (gréficos) e
numeéricas (tabelas). Entretanto, essas representacdes para funcées na escola séao
relacdes limitadas pela grande énfase que é dada a férmulas e procedimentos
algébricos rotineiros executados sem maiores reflexdes, favorecendo a concepcéao
de funcdo simplesmente como férmula. Em grande parte dos exercicios,
diferentemente do que se propde aqui, 0 roteiro seguido com essas principais formas
de representacdo para fungdes concerne em partir de uma férmula dada; depois
construir uma tabela por substituicdo de valores (em geral, inteiros positivos e
negativos proximos de 0) e, por fim, marcar os pontos correspondentes no plano
cartesiano e ligar pontos, obtendo um esboco do grafico.

Para Giraldo (2012, p. 58), este € um modelo essencialmente quantitativo,
pois se baseia apenas nos valores da funcdo em um numero finito (e em geral
pequeno) de elementos do dominio, com pouca reflexdo matematica levando em

conta caracteristicas qualitativas especificas da funcdo. Como consequéncia, ndo €&
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incomum que os alunos passem a considerar fungao como “tudo aquilo que tem uma
férmula”, ignorando outros aspectos importantes do conceito, confundindo-o, entre
outras ideias, a de equacao.

De acordo com Lourenco e Oliveira (apud, Souza; Dalto, 2016, p. 2), a forma
como o conteudo de funcbes € ensinado na educacdo basica tem gerado
dificuldades na aprendizagem dos alunos que, em geral, estdo ligadas a
comunicacdo e a compreensao do contetdo. Para compreender essas dificuldades,
a natureza delas e onde elas se encontram é necessaria uma abordagem cognitiva
cuja originalidade, segundo Duval (in Machado, 2013, p. 12), esta em procurar
inicialmente descrever o funcionamento que possibilite a um aluno compreender,
efetuar e controlar ele proprio a diversidade dos processos matematicos que |lhe séo
propostos em situagcdo de ensino. Ressalta ainda que, somente baseados na coleta
de dados podemos procurar compreender as reais causas das dificuldades dos
alunos e delimitar os problemas de aprendizagem da matemética em todos os
niveis. Mas o que caracteriza a atividade matematica no contexto de fung¢des do
ponto de vista cognitivo? Quais sistemas cognitivos sdo necessarios mobilizar para
acrescentar a esses objetos (conceitos) matematicos, cuja aplicacdo tem contribuido
(Souza; Dalton, 2016) para outras areas das ciéncias e a muitos dos fenbmenos de
outras areas da realidade que sao modelados por meio de funcbes? O que
possibilita efetuar as mudiltiplas transformacdes que constituem os tratamentos
matematicos? Essas sdo questbes que contribuiram para a formulacdo de uma
sondagem direcionada a analises dos conhecimentos prévios sobre as nocbes de
funcdes mateméticas para os alunos participantes desse trabalho. A investigacdo
realizada faz uso da teoria dos registros de representacdo semidtica na visdo de
Raymond Duval (2012) onde fala que:

[...] As representacdes semitticas sdo producbes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdes
que tém inconvenientes préprios de significacdo e de
funcionamento. A compreensdo em matematica implica a
capacidade de mudar de registro, pois nao se deve jamais confundir
um objeto e sua representacéo. Diferentemente dos outros dominios
de conhecimento cientifico, na matematica, os objetos matematicos
ndo sao jamais acessiveis perceptivamente ou instrumentalmente.

O acesso aos objetos matematicos passa necessariamente por
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representacdes semidticas e em meio a isso ndo se deve confundir
um objeto e sua representacao.

[...] Os dois tipos de representagfes semibticas (apud Machado,
2013, p. 16) sdo os tratamentos e as conversfes. Os tratamentos
sdo transformacdes de representacdes dentro de um mesmo
registro: efetuar calculo ficando estritamente no mesmo sistema de
escrita. As conversfes sdo transformacdes de representacdes que
consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos
denotados: passar da escrita algébrica de uma equacdo a sua
representacao grafica.

Todo objeto matematico tem uma natureza chamada “objeto do
conhecimento” e como tal ndo tem existéncia material, permitindo ser acessado por
suas representacfes: uma escrita, uma notacdo, um simbolo, um numero, uma
funcdo, um vetor, tracados e figuras como um ponto, um segmento, um circulo,... S6
sabemos que um objeto matematico existe porque o representamos, no entanto,
objetos matematicos e suas representacdes ndo devem ser confundidos entre si,
pois no contexto de aprendizagem, isso pode acarretar a perda de compreensao e
conhecimentos adquiridos podem ser esquecidos ou se tornarem representagdes
“‘inertes”. Para Durval (2012, p. 268) a distingdo entre um objeto e sua representagao
€ um ponto estratégico importante para a compreensdo da Mateméatica e mesmo
julgando ser o objeto matematico mais importante que suas possiveis
representacfes semidticas, estas sao absolutamente necessarias.

Nesse contexto, de um pré-teste aplicado, propomos problemas para a
identificacdo e para a analise de pelo menos quatro tipos de registros: linguagem
natural, numérica, algébrica e geométrica. Em algumas producdes dos alunos se
analisa também dificuldades em coordenar diferentes tratamentos e conversdes de
registros verificadas durante a resolucdo de uma categoria de funcbes ainda
abordadas no 9° ano do ensino fundamental.

Figura 25: Exercicio de modelacdo da funcédo Afim
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Fonte: Autora, 2017.

Nota-se na resposta do aluno « (Figura 25) que ndo ha identificacdo do
conceito de proporcionalidade, nem tdo pouco reconhece a funcdo Linear como a
mais apropriada a situagdo - problema em questédo, confundindo sua representacao
algébrica com o da funcdo quadratica no item (a). Observa-se também que no item
(b) ha confusédo sobre as variaveis da fungédo, havendo troca de valores para o
tempo (t) e a quantidade de paes fabricados (P). Entende-se que o aluno nao
conseguiu resolver a equacdo que deveria ser gerada no item (b) com a funcao
gerada no item (a). Os erros avaliados nesse exercicio sinalizam a incapacidade
matematica do aluno de conversao de registros no item (a), isto €, em passar de um
tipo de representacdo semidtica a outra, no caso, da lingua natural para a funcao ou
equacao. A maior parte das dificuldades com problemas elementares de aplicacao,
como os problemas de colocar em forma de equacado (Damm in Durval, 2013, p.20),
pode ser explicada pelo carater congruente ou ndo da conversdo de um enunciado
em uma escrita que permita efetuar os calculos. Vale lembrar que se tratando de
linguagem matematica, Durval (2013, p. 15) destaca que a compreensado matematica
supbe a coordenacéo de ao menos dois registros de representacdes semioticas. E o
gue se observa na produgdo do aluno § para a questdo anterior, como mostra a

figura 26.

Figura 26 : Evidéncia de coordenacédo entre diferentes representacdes para 0 mesmo objeto.
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Fonte: Autora, 2017.

No préximo exercicio (figura 27), do aluno g, € dada a funcdo quadrética da

distancia (d) de uma bola em fung&o do tempo quando percorre um plano inclinado.

Figura 27: Exercicio de funcdo quadratica

Fonte: Autora, 2017.

A Unica tarefa consiste em substituir na funcdo a distancia por 2,

transformando-a em uma equacdo do 2° grau incompleta. No entanto, o aluno S

demonstra ndo saber resolver tal equacdo. E quanto ao exercicio (b), o aluno
constréi a tabela como solicitado, mas ndo deixa o registro do procedimento de
célculo dos valores para a distancia, onde se tem evidentemente erros dos dados
tabelados.

Outro aspecto constatado foi a destreza quanto a construcdo grafico de
funcbes como se observa no exercicio do aluno 2 (figura 28).

Figura 28: Exercicio sobre grafico de funcédo
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Fonte: Autora, 2017.

A construcéo de gréfico se inicia pela constru¢do de uma tabela de dados em
gue os respectivos valores da variavel dependente sao devidamente calculados pela
funcdo dada, porém ao fazer a marcacdo de pontos no plano cartesiano, o aluno A

nao consegue fazer a correspondéncia entre as coordenadas X e y conforme a

tabela. Esse fracasso ou bloqueio do aluno se deve ao fato de que a converséo

requerida, mudar de uma equacao para um gréafico, ndo é congruente.

4.2 Recursos computacionais no ensino de funcdes

A incorporacdo de tecnologias computacionais no ensino de Matemética
possibilita novas abordagens, em alguns casos revelando aspectos dos conceitos
matematicos que dificilmente poderiam ser ensinados por meio de recursos
convencionais. No que diz respeito a integracdo de recursos computacionais nesse
trabalho tem-se como meta enfocar a construcdo de gréficos das funcdes
elementares fazendo-se uso dos recursos especificos incorporados no ambiente de
geometria dindmica do GeoGebra: eixos cartesianos, digitacao direta de expressoes
algébricas no campo Entrada, uso de Seletores para controlar valores de parametros
(no caso em que se pretende usar graficos dindmicos para representar familias de
funcdes), planilha eletronica ( para fazer ajuste de curvas) e lugar geométrico ou
rastro, que geram representacfes geométricas para o conjunto descrito por um ou

mais pontos de uma constru¢do quando um de seus elementos é variado. Quando o
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objetivo esta em ensinar tépicos especificos sobre funcdes reais e 0 comportamento
de seus gréficos, ndo ha motivo para desprezar os recursos do software que tornam
seu estudo mais acessivel (Giraldo, 2012).

Na proposta apresentada, deseja-se estudar a influéncia de determinados
coeficientes nos aspectos dos graficos de certas familias de fungbes. Por exemplo,
sabe-se que o coeficiente angular de uma fung&o polinomial do primeiro grau
determina a inclinagdo de seu gréafico. A possibilidade de articular representacdes
graficas e algébricas de forma dindmica em ambientes computacionais graficos
como o0 Geogebra pode ajudar em exploragdes desse tipo, especialmente em casos
nao téo simples.

Quando estudamos fun¢des quadraticas, sabemos que o coeficiente a esta
relacionado com a concavidade da parabola, e o coeficiente ¢ translada o grafico
verticalmente. Mas qual é a influéncia do coeficiente b, do termo de primeiro grau, no
aspecto da parabola?

Ainda, podemos explorar os significados dos parametros a, b e k na familia de
fungdes f:R—>R, f(x)=a (x-b)>+k . E o que se propde na Atividade 4
(Explorando tépicos do estudo da funcdo quadréatica). Analisamos separadamente
os casos f(x)=a x*, f(x)=a (x—b)*> e f(x)=a x*+k, e em seguida combinamos
as conclusoes.

O computador desempenha um papel importante ao permitir que um grande
namero de gréficos seja tracado com facilidade.

Em virtude disso, orientamo-nos pelo que recomenda Giraldo ( 2013, p. 72):

[...] O objetivo das atividades ndo deve ser o de desenvolver ou
avaliar a destreza dos alunos em tragar gréaficos, e sim estimular a
compreenséo qualitativa do problema. Deve-se partir da exploragéo
de um exemplo particular no ambiente gréafico, o que permite chegar
a uma conjectura sobre a solugdo do problema. Em um segundo
momento, verifica-se matematicamente a validade desta conjectura.
Em seguida, volta-se ao computador para a interpretacédo grafica do
resultado e finalmente, generaliza-se o resultado, por meio de

argumentos matematicos.

Vale ressaltar que este texto ndo visa propor um tutorial de uso do GeoGebra,

uma vez que as atividades explicitam claramente os procedimentos de uso para as
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ferramentas desse software. Manuais e tutoriais para 0 GeoGebra (software gratuito)

se encontram disponiveis gratuitamente na internet.

4.3 Atividades

Um dos objetivos desse projeto foi consolidar o ensino das fungdes tratadas
no 1° ano do ensino médio de forma integrada na préatica com contetdos da Fisica e
da Biologia, mas partindo de situacdes e experiéncias exploradas nos livros didaticos
ou do planejamento dos professores dessas areas para a contextualizacdo do
conteldo matematico relacionado, projetando a expectativa de mostrar o uso
funcional deste ultimo e minimizar o problema de correlacdo e aplicacdo entre os
mesmos.

Os instrumentos usados para a coleta de dados experimentais devem ser,
preferencialmente, selecionados (sob a orientagcdo dos professores) pelos alunos
apos a apresentacao da proposta de aula. Isso porque Bassanezi (2011, p. 8) diz
gue ensinar matematica tendo como pano de fundo alguma situacédo real € muito
mais motivador quando as situacdes ou temas forem escolhidos pelos alunos.
Porém, a pesquisa e busca dos experimentos contou com as sugestdes dos
professores das areas envolvidas que também participaram em parceria durante as
aulas préticas, enriqguecendo e compartilhando conhecimento sobre os fenbmenos
estudados.

Em todas as experiéncias presentes nessa sequéncia didatica, os
procedimentos para desenvolver habilidades de identificacdo e obtencédo do modelo
algébrico, referentes as fungdes tratadas seguem pelas seguintes acdes:

e Coleta de dados quantitativos através de um experimento e analise empirica

de alguns questionamentos sobre os fenébmenos estudados;

¢ Reconhecimento da funcdo como modelo adequado a situacédo fazendo uso
do processo de caracterizacao;

e Utilizacdo de um método ou técnica para modelar a funcéo;

e Validacdo da funcéo através de ajuste de curvas no Editor de Planilhas do
Geogebra;

e Utilizacdo do modelo criado para responder a algumas questdes levantadas
na situacao ou contexto estudado;
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e Utilizacdo das funcbes obtidas para exploracdo de tdpicos relevantes ao
estudo das funcdes no Geogebra.

Os experimentos usados sdo exemplos sugestivos onde se tem a pretenséo
de que as atividades agregadas sirvam como pratica de incentivo ao professor de
matematica em buscar outros experimentos gque assim como esses possam ser
pesquisados e aproveitados para o estudo contextualizado de topicos da matematica
do Ensino Médio, gerando situacBes problemas que aproximem o ensino dessa
componente com as demais do curriculo.

Considera-se também que o uso de experimentos e ou de aulas mais préticas
no ensino dos conceitos mateméaticos promovem melhor interagdo entre o aluno e o
conhecimento aplicado, despertando-o para a investigacdo matematica e interesse
em redescobrir o aprendizado, além do propdésito de agregar conteudos da
Matematica com o das demais areas, permitindo que o aprendizado matematico
aconteca em situacdes contextualizadas.

Almeida, Silva e Vertuan (2013, p. 32) defendem (in Anne Reynolds e
Grayson H. Wheatley) que, aprender Matematica € construir relacdes matematicas,
negociar os significados matematicos com os outros e refletir sobre a sua prépria
atividade matemética. Assim, para esta proposta os alunos foram distribuidos em
grupos a fim de promover o trabalho colaborativo e a socializacéo das ideias e do
conhecimento. Nas atividades e problemas onde houve aplicacdo, sempre que
necessario atribuiremos comentarios, serdo usadas letras A, B, C, D e E para

remeter comentarios e relatos dos alunos ou grupo de alunos.

4.3.1 Situacdo préatica 1: Modelando o movimento de uma bola no plano
horizontal

(a) Atividade 1: Teste de velocidade

Objetivo: Mostrar algumas caracteristicas de um movimento uniforme por meio de
um experimento, dentre elas a de que, em qualquer intervalo de tempo, a velocidade
escalar é constante.

Conteudo: Proporcionalidade; taxa de variagdo entre grandezas; funcao afim.

Tempo Estimado: 2 aulas — 1h 40 min
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Material necessario: 1 trilho de cortina de aproximadamente 2,5 m, com um trecho
de aproximadamente 25 cm de uma das extremidades levemente recurvado,
conforme a figura 29; 1 esfera de aco (pequena), 1 bolinha de gude ou 1 bola de

sinuca; 1 crondbmetro; 1 trena.

Figura 29: Experimento para teste de velocidade

i R R = F.

Fonte: Autora, 2017.

Problema 1. Determine os instantes t em que a esfera passa pelos pontos C, D, E e
F, situados respectivamente a 25 cm, 50 cm, 75 cm e 100 cm do ponto B, no final da

parte recurvada, considerando a origem dos espagos em A.

Figura 30: Alunos coletando dados experimentais para o tempo de percurso da bola.
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Fonte: Autora, 2017.

Para determinar esses diversos instantes, pode-se proceder da seguinte
maneira:
1) Cologue um obstaculo no ponto C e abandone a esfera do ponto A, a extremidade
recurvada do trilho, disparando o crondmetro no instante em que ela atinge o ponto
B.
2) Meca o intervalo de tempo decorrido desde a passagem da esfera pelo ponto B
até colidir com o obstaculo, em C. A seguir, passe 0 obstaculo para o ponto D e
repita a experiéncia.
3) Siga o mesmo procedimento para 0s outros pontos, E e F.

4) Preencha a tabela com os valores dos espacos s e 0s correspondentes instantes.

Tabela 2: Dados brutos do experimento Teste de velocidade

Fonte: Autora, 2017
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Responda: Qual é a velocidade escalar média da esfera entre as passagens por B e
C,CeD,DeeE, EeF?E quanto a velocidade escalar média da esfera entre as
passagens por B e D, e por D e F? Complete a tabela com as velocidades
calculadas para os trechos indicados e descreva 0 que ocorreu com as mesmas.

Como vocé classifica 0 movimento da esfera?

Para esta atividade, conceitos como ordem de grandeza (estimativa de
valores), conversdo de unidades de comprimento, espaco, referencial, velocidade e
aceleracédo foram abordados fazendo-se uso de aulas expositivas executadas pelo
professor de Fisica, pois sdo pré-requisitos para o estudo do movimento retilineo
uniforme.

Os dados brutos mostrado na tabela foram coletados de forma experimental
pelos alunos do grupo®®. O propésito foi fazer perceber, através da baixa variancia
entre as velocidades obtidas, que a velocidade durante o0 movimento da bolinha se
mantém constante durante a trajetéria retilinea no trilho usado, classificando o seu

movimento como Retilineo Uniforme, conforme é perguntado no final do problema 1.

Figura 31: Alunos registrando dados brutos do experimento.

Autora, 2017.
Todos os grupos preencheram a mesma tabela com suas respectivas

medicdes implicando na obtencdo de velocidades diferentes entre as tabulagdes,
porém, em cada uma houve a possibilidade de observar o mesmo fenémeno. E
importante orientar os alunos a ndo curvar demais a extremidade do trilho para ndo

dificultar as tomadas de tempo (o ponto de partida deve ficar de 2 cm a 5 cm acima

19 . e s ’, . . ;.
Os alunos devem ser divididos em grupos conforme o nimero de trilhos disponiveis.
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do trecho horizontal). Foi preciso destacar para os alunos que as medicfes de
tempo, fazendo-se uso do crondmetro em cada trecho de percurso, Ss&o
aproximagOes apenas, e ndo exatamente aqueles que deveriam ser no momento
exato da passagem da bolinha por um ponto e que isso interfere, portanto, nas
velocidades obtidas, respectivamente. Considerando, sem perda de generalidade,
que a velocidade da bolinha é constante, foi perguntado como em meio a todos os
valores possiveis, decidir pelo melhor para a velocidade. Entdo, um aluno sugeriu
fazer a média aritmética das velocidades, visto que sdo bem proximas, obtendo
assim, no caso da tabela 2, v=0,43 m/s que serd usada para fins explicativos da

sequéncia, quando conveniente.

(b) Atividade 2: Relacionando a funcdo afim e o movimento uniforme

Objetivos:

- Identificar e modelar a funcéo horaria do movimento a partir da caracterizacao da
funcéo afim observada na situagao;

- Validar a funcdo afim como modelo matematico do movimento estudado por meio
de ajuste de curva.

Conteudo: proporcionalidade; grafico; cinematica, funcéo afim, movimento retilineo
uniforme.

Tempo Estimado: 1 aula — 50 min

Material necessario: software Geogebra.

Problema 2 Agora que vocé ja sabe a velocidade em qualquer ponto da trajetoria
retilinea da prancha com a qual a esfera atingiria um obstaculo apds t (segundos),
situado a uma distancia s (centimetros) do ponto B, que por sua vez se encontra a
25 cm do referencial A, descubra um modelo mateméatico adequado que determine s
fazendo t variar.

DESCRICAO DOS PASSOS.
Para determinar o modelo matematico (funcdo do espago x tempo), deve-se

seguir 0s seguintes passos:

Reconhecendo a funcao presente na situagcdo ou fenbmeno analisado

Escolhe-se tempos ti, ty,..., tx € calcula-se os respectivos espacos s(t),

. A As s(t)-—s(t
s(t2),...,s( ty) utilizando a taxa de variagdo v=—= M

gue é constante. Ou
At t, —t_,
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ainda, verifica-se se as sequéncias (t) e (s(t) sé@o progressfes aritméticas,

caracterizando tal fungdo como afim.

Dado que a posicéo inicial em B é s(tp)=0,25 metros, o tempo inicial t,=0
segundos, e que 0 espaco s varia com o tempo t segundos v = 0,43 m/s, tem-se que,

S(tz _ts(tO) _s0 - 025 _\ - sty = 0,25+ 0,43t
Yo

apos cada instante t considerado durante o movimento da bola. A partir dai, definiu-
se funcéo afim e em seguida, construiu-se uma tabela com as posi¢cfes da bola apos
t=20;0,5; 1;1,5; 2; 2,5; 3; 3,5, 4; 4,5, 5; 5,5; 6; 6,5; 7, gerando a tabela de valores
abaixo:

Tabela 3: Conjecturando o modelo da funcgéo para o fenémeno

T s(t) t s(t)
0 0,25+0,43 .0 0,25 35 | 0,25+0,43 .35 1,755
0,5 | 0,25+0,43.0,5 0,465 4 0,25+0,43 4 1,970
1 0,25+0,43 .1 0,680 45 | 0,25+0,43 4,5 2,185
15 | 025+0,43.1,5 0,895 5 0,25+0,43 .5 2,400
2 0,25+0,43 .2 1,110 55 | 0,25+0,43 .5,5 2,615
25 |025+0,43.2,5 1,325 6 0,25+0,43 .6 2,830
3 0,25+0,43 .3 1,540 6,5 | 0,25+0,43.6,5 3,045

Fonte: Autora, 2017
Entdo, questionou-se sobre o comportamento dos valores para o espaco a

medida que os tempos relativos variam também. Foi facil para os grupos
perceberem que a medida que os valores de t tém acréscimos “somaticos” iguais a
0,5, os respectivos valores de s “sofrem” com acréscimos “somaticos” de 0,215, isto
é, a funcao s(t) transforma a progresséo aritmética 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4, 4,5;
5; 5,5; 6; 6,5 na progressao também aritmética 0,250; 0,465; 0,680; 0,895; 1,110;
1,325; 1,540; 1,755; 1,970; 2,185; 2,400; 2,615; 2,830; 3,045; 3,260, o que

caracteriza ser tal fungéo do tipo Afim.

Tabela 4: Variacdo simples da funcéo s(t)

k S (k1) — s(tk) As K | As = s(tgs1) — s(t) As

0 0,465 - 0,250 0,215 7 1,970 -1,755 0,215
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1 0,680 — 0,465 0,215 8 2,185-1,970 0,215
2 0,895 - 0,680 0,215 9 2,400 - 2,185 0,215
3 1,110-0,895 0,215 10 2,615 - 2,400 0,215
4 1,325-1,110 0,215 11 2,830 - 2,615 0,215
5 1,540 - 1,325 0,215 12 3,045 -2,830 0,215
6 1,755 -1,540 0,215 13 3,260 — 3,045 0,215

Fonte: Autora, 2017

Assim, os alunos se convenceram de que para cada situacao existe mais ou
menos uma matematica adequada para descrevé-la (Bassanezi 2011, p. 8), isto €&,
que situagcbes onde configuram uma funcdo com a propriedade descrita pode ser

resolvida por uma funcao Afim.

Il. Determinando o modelo algébrico para a funcao identificada

Utilize os pontos (a, b) e (t, s()) juntamente com a férmula

X para chegar a funcdo s(t) que relaciona as variaveis s e t.
k — k-1

A orientacdo sugere tomar, por exemplo, um par (2,5; 1,325) da tabela e
sabendo-se que a taxa de variacdo da funcdo afim é v = 0,43, substituir diretamente

s(t, ) —s(t , . .

em %:V. Para Bassanezi (2011, p.8), a apresentacdo e resolucao de
k — k-1

problemas classicos ajudam a entender novos problemas e que modelar, nesse

caso, passa a ser uma busca de analogias com situa¢cdes conhecidas. Esse passo,

da criacdo do modelo matematico pode ser também pela identificacdo de padrdes,

observando na tabela 3, a grandeza que varia no processo e a que se mantém fixo.

[l Identificac&o e validacao da funcdo modelada por ajuste de curvas num
editor de planilha:

1) Abra a planilha do Geogebra em “Exibir’ e construa uma tabela com os
dados experimentais de s(t) e t.



Tabela 5: Dados experimentais do espa¢co em func&o do tempo.

* Planilha
LN 1 BEEIE
A | B

1 |t st)

2 0 0.25
3 0.5 0.47
4 1 0.68
5 15 0.9
i 2 111
7 25 1.33
8 3 1.54
9 35 176
10 4 1.97
11 45 219
12 5 24
13 55 262
14 g 283
15 6.5 3.[15.

Fonte: Autora, 2017.
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2) Selecione os dados da tabela e obtenha um grafico clicando em inserir,

5
opcao * 2 analise bivariada.

Figura 32: Gréaficos de dispersdo de pontos

T F Anélise de Dados =
s Pal] 3 =
- —
T oo XEY =
-
Scatterplot ~ €1 ) K
¥ B1:B15
3
]
L
24 @
L]
@
@
o
1 °
L ]
@
-
a 1 2 3 4 5 7
X AT ANE

Modelo de Regressio

Menhum -

Fonte: Autora, 2017.

Os pontos gerados indicam que ha uma funcdo entre espaco e tempo. A

partir da dispersdo desses pontos é preciso determinar a curva que melhor se ajusta

a esse conjunto de pontos.
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3) Apos gerar o grafico, faca um ajuste de curva para achar o modelo gréafico
de funcdo que melhor se aproxima dos pontos gerados testando as opc¢oes
disponiveis em “modelo de regressao”.

Responda: Qual € a curva que melhor se ajusta ao conjunto de pontos

correspondentes aos dados da experiéncia? O modelo algébrico corresponde a

funcao obtida anteriormente?

Nessa etapa, os alunos percebem que o ajuste linear consegue captar mais

pontos do que, por exemplo, o ajuste polinomial ou o exponencial como mostram as

figuras 33, 34 e 35.
Figura 33: Ajuste grafico com regressao linear

©°F Andlise de Dados >
il
- ===
7o X&Y =
-
Scatterplot s <3 J K
Y. B1:B15

3

X AT AT
Modelo de Regress3o

Linear o 1y = 0.43 = + 0.25

MNenhum i Awaliar Simbolicamente: x= ¥=

Log

Paolinomial
Paténcia
Exponencial
Crescimento
Senoidal ~

Fonte: Autora, 2017.

Figura 34: Modelo de regresséo exponencial

Y. B1.B15

34

X ATANS
Modelo de Regressio

. NTE .
Exponencial -~ y = 0.45 e

Fonte: Autora, 2017.
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Figura 35: Modelo de regresséo polinomial

Y. B1B15

KOATAIS
Modelo de Regressao

Polinomial  ~ y=0x +0.43 1

9 Avaliar Simbolicamente; x= y=

Fonte: Autora, 2017.

(c) Atividade 3: Explorando topicos do estudo da funcdo afim a partir dos modelos
obtidos.

Objetivos:

- Relacionar o grafico da funcdo afim com aspectos da mesma no contexto do
experimento aplicado.

- Relacionar taxa de variagdo com a inclinacéo do grafico.

Conteudo: gréfico; cinematica, funcdo afim, taxa de variacdo, declividade ou
inclinacdo da reta.

Tempo Estimado: 1 aula — 50 min

Material necessario: software Geogebra, papel para célculo, slides das questées no
PowerPoint.

Problema 3. Utilizando a funcéo obtida, responda a questdes levantadas durante o
experimento:

(&) Na janela de visualizagdo do Geogebra, selecione malha. Digite na caixa de
entrada a funcao horaria s(t), obtenha seu grafico e a partir dele responda:

Qual é taxa de variacao de s(t)? O que ela representa? Qual € o valor inicial de s(t)?
Em que instante isso ocorre? Em que ponto da trajetoria isso ocorre na experiéncia?
Que tipo de funcgéo esté relacionado a esse movimento?
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(b) A que distancia a esfera colidiria com obstaculos posicionados em pontos G, F e
H se estes fossem atingidos apés 10s, 12s e 17s, respectivamente, desde a
passagem pelo ponto B?

(c) Qual seria a modificacdo no aspecto do grafico obtido se o trecho AB fosse mais
recurvado, de modo que a distancia do ponto A ao plano horizontal fosse maior?
Nesse caso, que caracteristica cinematica do movimento, a partir do ponto B, seria
modificada?

(d) Uma bolinha b, desloca-se a v, cm/s, indo no mesmo sentido de uma bolinha b,
gue se movimenta a vi; cm/s, na rampa. (Lance duas bolinhas diferentes na rampa
da atividade 1, conforme descrito e obtenha v; e v,.) Em certo instante, a bolinha b,
encontra-se no ponto D a frente da bolinha b, no ponto B. Em quanto tempo, a partir
do ponto B, a bolinha b; sera alcancada por b,? Em que posi¢éo da rampa, ocorrera
0 encontro das duas bolinhas?

Observacdo: Resolva o problema através das func¢bes horérias para o
deslocamento das bolinhas.

Apoés a identificacdo e a modelacdo da funcdo afim para o movimento da
bolinha no trilho, extraimos da situacdo, questdes pertinentes ao contexto, fazendo-
se utilizacdo dos modelos algébricos e o ambiente de geometria dinamica do
Geogebra. No item (a), o professor explora graficamente a relacdo entre as
grandezas tempo e deslocamento, isto é, o comportamento da funcdo s(t)
observando-se a taxa de variacdo como mostra a figura. No item (b), usou-se o
modelo s(t) = 0,43 t +0,25 para t= 10, 12, 17, isto é, s(10) = 0,43 . 10 + 0,25 = 4,55,
s(12)=0,43.12+0,25=5,41es(17)=0,43 .17 + 0,25 = 7,56.

Figura 36: Relacdo gréafico x funcao s(t).

A P @UE2 7 ] lame | <3

* Janela de Visualizagio

| S T2
i ‘NRI—M]-17

Fonte: Autora, 2017.
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Esses topicos sdo uma boa oportunidade para mostrar que a inclinacdo da
reta obtida esta relacionada com a velocidade da bolinha em movimento como o
questionamento feito no item (c). Apds ter tragcado o grafico, o aluno é levado a
prever como fica 0 mesmo gréafico se o ponto A, o ponto de partida, estiver mais alto
ou mais baixo. Como a velocidade é a taxa de variacdo de s(t) aumenta ou diminui
guando a extremidade do trilho fica mais ou menos recurvada, respectivamente, a
inclinacdo da reta dada pela tangente do angulo de inclinacdo «, isto €, tg(«)=
0,43=v sofre alteracdo. No item (d), conforme o procedimento apresentado tem-se
v; =043m/s e v, =0,50m/s, em que as bolinhas se encontram a 0,50 m de
distancia, uma da outra. A origem dos espacos que adotamos € a posicao inicial da
bolinha b, e trajetéria orientada de B para D.
Assim, as funcdes sdo s,(t) = 0,53 t e sy(t) = 0,43 t + 0,5. No encontro,
temos,
s, =s, =0,43t+0,5=0,53t =t =5 segundos.
O encontro das bolinhas ocorre em t = 5s. Entdo, substituindo esse tempo

em qualquer uma das funcdes, obtém-se s;(5) = 0,53 .5 =2,65 m.

Problema 4. Relacéo entre o grafico e os coeficientes envolvidos na fungéo afim

a) Trace os graficos das funcdes hl(x):%x—z,hz(x):%x—l : ha(x):%x e

1 : , , ~
h, (x) =EX+1 em um mesmo sistema de eixos. Tire conclusGes sobre os aspectos

das retas entre elas e em relagdo ao eixoy.

b) Em uma nova janela, clique no botfo ... e crie um controle deslizante a, de

modo este tenha min —4 e max 4. Na caixa de entrada, digite a funcdo h(x) =ax+3

e obtenha o gréfico. Responda o que ocorre com o grafico quando fazemos o
coeficiente angular a variar? O que ocorre com o grafico da funcdo afim quando

fazemos a=07?

(d) Atividade 4: Identificando e determinando o modelo linear em outras situagdes.
Objetivo: Aplicar os conhecimentos adquiridos para identificar e modelar a funcao

apropriada para o problema.
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Conteudo: Caracterizacdo da funcédo afim; parametros da funcéo, resolucdo de
equacdes do 1° grau.

Tempo Estimado: 1 aula — 50 min

Material necessario: Folha do aluno (atividade impressa).

Tendo em vista as explanacdes sobre a caracterizacdo da funcao afim feitas
nos topicos anteriores, apresentamos para o0s alunos a titulo de ilustracdo uma
atividade relacionada ao movimento uniforme e outra a um problema de vazéo de
agua em um tanque.

Problema 1. A tabela abaixo mostra a variacao de posicdo de um trem que passava
no quildmetro 40 de uma ferrovia quando 0 movimento comecou a ser observado
(t=0).

Tempo 0 1 2 3 4
(horas)

Espaco 40 70 100 130 160
(km)

Depois de quanto tempo apds o inicio da viagem, o trem passou pelo quildmetro 120
da ferrovia?

Problema 2. Uma caixa d"agua tem capacidade para 1000 litros. Quando ela esta
com 200 litros, uma torneira é aberta e despeja na caixa 25 litros por minuto. A
quantidade de agua na caixa para 0s cinco primeiros minutos sdo registrados em

uma tabela.

Tempo 0 1 2 3 4 5

(minutos)

Quantidade 200 225 250 275 300 305
de agua no
tanque
(litros)

a) De acordo com esses dados, que tipo de funcdo descreve a relagédo entre a
guantidade de agua y (em litros) com o tempo x (minutos)?
b) Obtenha a funcdo que relaciona as variaveis x e y.

c) Em quanto tempo a caixa estara totalmente cheia?
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4.3.2 Situacdo prética 2: Modelando o movimento de projéteis lancados pelo
Trebuchet

Nesta oficina, os dados utilizados para a identificacdo e obtencédo da funcao
quadratica como modelo no contexto do langcamento obliquo sao obtidos a partir de
arremessos de projéteis testados em uma catapulta chamada Trebuchet construida
com hashis® através da qual se tem a pretensado de fazer com que eles atinjam um
castelo de cartas como alvo. Esta acdo nos leva, a principio, investigar formas de
aperfeicoar o arremesso para obter o alcance necesséario. Nesse processo, 0S
alunos podem compreender na pratica a relacdo das caracteristicas do movimento
estudado com a parabola (observando aspectos da trajetéria com as variaveis
relacionadas como velocidade, altura do projétil, tempo de percurso, angulo do
lancamento e aceleracdo). Esse experimento possibilitou a coleta de dados sobre
as variaveis altura e tempo, relacionadas no modelo matemético que se pretende
investigar.

Diferentemente da sequéncia como o modelo algébrico e o modelo geométrico
da funcdo aparecem nos livros didaticos, exploramos a pardbola em seu aspecto
geomeétrico e analitico, antes de apresenta-la como o gréfico da fung¢édo quadratica, o
gue minimiza equivocos de visualizacdo por parte dos alunos ao confundirem essa
cbnica com outras curvas de aparéncia “semelhante”, ambiente de validacdo da
construcdo proposta para a parabola bem como no estudo dos efeitos causados
pelos parametros da funcdo em conjuntura com o GeoGebra.

Como se esperava, o calculo de distancia entre dois pontos e habilidades
com as coordenadas no plano cartesiano nao foram obstaculos dificultosos uma vez
gue estes foram objeto manipulativo da primeira situacédo pratica. No entanto, ao
remeter as atividades no GeoGebra, alguns alunos apresentaram problema para
reconhecer e acessar algumas ferramentas o que se fez necessario, fazer uma aula
de treinamento para reconhecimento e aprendizagem de uso das ferramentas

necessarias para a realizacdo dessas atividades.

(a) Atividade 1: Construcao da parabola com eixo focal OY

A atividade foi iniciada com a construgdo da pardbola no problema 1
fazendo-se uso de papel quadriculado, régua, esquadro e compasso. No problema

20 . . . . ~ . . '
Os hashis, popularmente conhecidos como pauzinhos ou palitinhos, sao varetas que muitos paises da Asia
utilizam para comer diariamente suas refei¢fes.
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2, tratamos da validacdo de propriedades repetindo 0os passos anteriores no
ambiente de geometria dinamica Geogebra. Em seguida, obtivemos no problema 3,
o modelo analitico da curva através do calculo de distancia entre pontos aplicando a
propriedade verificada ( distancia de um ponto genérico pertencente a curva € o
foco, igualada a distancia do mesmo ponto a diretriz) . Essa atividade aporta apenas
0 caso de pardbola com o vértice na origem e eixo focal OY. Os conceitos sobre
mediatriz, posicdo relativa de retas no plano, simetria axial entre pontos foram
previamente recordados, o que fez minimizar dificuldades nos alunos em manipular
as ferramentas no software Geogebra. Este por sua vez, apesar de ser um ambiente
bastante intuitivo, reforcamos a importancia de adentrar algum dominio sobre suas
ferramentas ou pelo menos aquelas que estdo vinculadas com a atividade proposta.
Objetivos:

- Construir uma parabola no Geogebra compreendendo a propriedade que a
caracteriza;

- Obter a equacdo de uma parabola analiticamente para a posteriori relaciona-la
com o grafico da funcdo quadratica.

Contetdos: Mediatriz; Reta perpendicular; Distancia entre dois pontos no R? Plano
cartesiano (R?); Produtos notaveis.

Tempo Estimado: Problemas 1 e 2: 2 aulas de 1 h 40 min (para cada problema);
Problemas 3, 4 e 5: 2 aulas de 1h 40 min no total.

Material necessério: Régua, esquadro; compasso; software Geogebra; papel

quadriculado.

Problema 1. Construa com régua e compasso uma curva P do plano, formada por
pontos que distam igualmente de uma reta horizontal L e um ponto F nao

pertencente a L, fixados.
Figura 37: Curva P

Fonte: Autora, 2017.
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DESCRICAO DOS PASSOS.

1) Trace duas retas perpendiculares | e L (sendo | vertical e L horizontal),

marcando sobre | o ponto F distante 8 centimetros de L (use o macro do papel).
Considere o ponto O tal que | "L ={0}.

2) Margue sobre areta L, os pontosA, B,C e D, distantes de O, 2 cm, 4
cm, 6 cm e 8 cm, respectivamente. Analogamente, obtenha pontos A, B,C e D,
simétricos de A, B,C e Demrelagéo areta |.

3) Trace areta I, L Lem Ae em seguida obtenha o segmento FA .

4) Com a abertura do compasso igual a FA, centre-o em F e gire-o para
cima e para baixo obtendo um circulo de centro em F. Em seguida, centre o

compasso com a mesma abertura em A e repita 0 procedimento obtendo duas

intersecdes entre os circulos, encontrando a mediatriz de FA . Denote por P, a
intersecéo da mediatriz com |, .

5) Repita o passo 4 para os pontos B,C,D,0,A, B,c' e D obtendo P,,P;,
P,,P,, P,P,, P, e P, sobre a reta L. Ligue todos os pontosP, (k=1 2, 3,...., 9) e

obtenha a curva chamada Parabola.

Figura 38: Aluno executando a constru¢cdo geométrica da parébola.
- 3 -

Fonte: Autora, 2017.

Responda os itens que seguem usando o problema 1.

(a) Compare a distancia entre F e P, com a distédncia de P, com a reta P, Que
propriedade deve ter um ponto do plano, assim como P,,P,,P,,P,, P,,P,, P, e R,

para pertencer a parabola construida?
(b) Na parabola P, destacamos como seus elementos:

Reta focal: |



Foco: F
Vértice: P,

Parametro (d( F, L))): 8 centimetros
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Problema 2. Construa no Geogebra a parabola P do problema 1 para validar a sua

propriedade caracteristica .

DESCRICAO DOS PASSOS.

1) Desabilite eixos e habilite malha na janela de visualizacdo do Geogebra.

Clique no botao /7 e selecione a ferramenta reta. Trace a reta horizontal L sobre

A

uma das linhas que compdem a malha. Em seguida, clique no botéo

e produza

um ponto F acima e distante 8 cmde L.

Figura 39: AretalL e o ponto F fora dela.

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exioir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

- — o Ren
" Segmento

2
o&*| Segmento com Comprimenta Fixa

" Seminreta L4

%, Caminha Paligonal

o vetor

-/’;p Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Autora, 2017.

2) Crie uma reta Ipor F, perpendicular & L usando a ferramenta

0 botao

localizado a direita e distante 6 cm de |.

.
—

‘. Com

¥ produza também uma reta paralela a | e intersectando L no ponto C,



Figura 40: Reta perpendicular areta L no ponto C.
£2 GeoGebra LT ————=——__
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DEE = SoBRN

N
T 1 RetaPerpendicuiar
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a=2
har'|

~*" RetaParalela

X Wediatiz
F
L& Bissetiz

O RetaTangente
ps

.\Q Reta Polar ou Diametral

;/-" Reta de Regressdo Linear

(\:( Lugar Geométrico

Fonte: Autora, 2017.

3) Com a ferramenta 4l construa o segmento FC .

Figura 41: Segmento FC.

¥ GeaGebra

Arquivo. Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda
— olf a=2
N = = S s N EES
-y — "~ Reta
1
" Segmento
& segmento com Comprimento Fixo
F
' semireta

*X.| Caminho Poligonal

| vetor

./;‘ Vetor a Partir de um Ponto

>

Fonte: Autora, 2017.

4) Selecione a ferramenta ><

e trace a mediatriz de FC obtendo o ponto Q
de intersecéo dela com a reta perpendicular.

94
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Figura 42: Mediatriz do segmento FC.

£2 GeoGebra
Arquivo Editar Exivir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

DEE S EOBEANDD

[ BEXL IR r——

*_  RetaParalela
o Mediatiz
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__U Reta Tangente.

Q| Reta Polar ou Diametal

‘s Reta de Regress3o Linear

S Lugar Geométrico

Fonte: Autora, 2017.

5) Faca esconder todas as retas com o botdo esquerdo do mouse: clique

e

‘ construa o

sobre os objetos e marque a opcdo EXIBIR. Com a ferramenta

cm
segmento FQ e QC . Meca esses segmentos com a ferramenta /

Figura43: FQ =QC
————————

IREREOEZNEE
T« Av|N ! Peweno v |# -‘i Angula

<, Angulo com Ampiitude Fira

Wil ————

='B i ~— FO=706
/ Inglinagio I D
{12} usta

anp Relagho

5/ inspator ge Fungaes

0c=708

Fonte: Autora, 2017.

6) Selecione HABILITAR RASTRO clicando sobre Q com o botdo esquerdo

do mouse. Em seguida, mova o ponto C ao longo da reta diretriz L .



96

Figura 44: Parabola de foco F e reta diretriz L
™ T —

Ferrame: janela Ajuda

pgdes ntas J:
<o)
|

=

Exibir O

NI

/

Fonte: Autora, 2017.

7) Defina paréabola a partir da figura descrita pelo rastro no passo 6.

Problema 3. Fixe o sistema de eixos coordenados na constru¢cdo do problema 1
fazendo o vértice Vv coincidir com a origem; isto €; V =(0 ; 0)e, a reta focal Icom
OY . Sabendo que F=(0; 4). Use a formula de distancia entre dois pontos e
determine a equacéo da parabola P. Observagédo: d(V ; F)=d(v ; L)=4.

Observe a janela algébrica do Geogebra e confira 0 modelo analitico que vocé

obteve para a parabola P.

Solucdo: Consideremos um ponto genérico S pertencente a parabola P e seja

C=(x; —4) oaprojecdo de S sobre adiretriz L . Ent&o,

d(S ; F)=d(S ; C) = (x=0f +(y—4F =/(x=xP +(- y—4)
:(— y‘°'—8y—16)+(y2—8y+16)=—x2

:y—lx2
8

Logo, a parabola P tem equagéo vy :%xz.

Problema 4. Determine a equacdo da parabola P com vértice na origem, cujo foco
é F=(0; —2)e parametro igual a 2.
Desafio: O que acontece com a parabola quando se move seu foco ao longo da reta

focal? Explique.
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Construa as parabolas dos problemas 3 e 4 no Geogebra para auxilia-lo

utilizando as ferramentas de ponto para o foco F e reta para a reta diretriz. Selecione

S
0 botdo  ™-.: para “plotar” a parabola.

Problema 5. (Ampliando o conhecimento) Figura 45: Antena parabolica de tv.

(Giovanni, 2013, p.152) Muitas vezes
podemos observar, no alto de casas ou
prédios, antenas conhecidas como
parabdlicas. O nome dado a esse tipo de
antena tem relacdo com seu formato, que

deriva da rotacdo de uma parabola sobre . :
Fonte: Gionvanni,2013.

seu eixo de simetria.

Figura 46: Exemplo de um paraboloide

Fonte: Giovanni,

Os paraboloides tém muitas aplicacbes na Fisica, por apresentarem
propriedades importantes. Uma delas € o fato de que qualquer conjunto de ondas
paralelas que chega a sua superficie interna é refletido para seu foco, conforme o

esquema abaixo.

Figura 47: Conjunto de ondas paralelas que chega a superficie interna de um
paraboloide e é refletido para seu foco.

Fonte: Giovanni, 2013.
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Dessa maneira, uma antena parabdlica de TV tem a propriedade de
aumentar a capacidade de capitacdo do sinal, pois o conjunto de sinais de TV que
chegam paralelamente a sua superficie interna € refletido para o foco, onde se
encontra o decodificador que gera imagens.

De que forma a distancia focal de uma parabola esta relacionada com o
aumento de captacdo de sinais do satélite? O desafio anterior ajuda a responder

essa questao? Explique.

(b) Atividade 2: Construcéo do Trebuchet e simulacéo de langamentos obliquos .
Objetivo: Usar e aplicar recursos matematicos na construcdo da catapulta
Trebuchet;

Conteudos: Congruéncia de triangulos; triangulos semelhantes.

Tempo Estimado: 4 aulas - 3h Figura 48: Material para o
Material necessério: Trebuchet

10 hashis; fita adesiva;

Cola quente;

Barbante;

Contrapeso de balanca (200 g);

Trés “porcas” de tamanhos diferentes
para serem os projéteis; Fonte: Autora, 2017.
Arame fino;
e Dois clips.

Procedimento para a construcdo do Trebuchet?;

Durante a construcdo da catapulta é bastante viavel explorar a riqueza
matematica dos contelddos que sdo aplicados para justificar os procedimentos
condizentes com o bom funcionamento do equipamento como angulagdes,
instabilidade dos palitos colados, resultante da disposicao triangular dos mesmos,
etc.

A estrutura béasica do Trebuchet sdo dois triangulos idénticos feitos de palitos
em que os laterais sdo cruzados, um sobre o outro no topo enquanto na base devem
apenas “encostar’. Reserve 2 cm de comprimento na base (ver figura 49) a partir do
ponto onde se pretende colar os palitos laterais. Use fita adesiva embaixo do local

onde vai colocar cola quente para que os palitos ndo escorreguem. Reforce a

2 Disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=y_ wFkAuNoVY
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colagem nas juncdes da estrutura, mas na base a cola ndo deve passar para baixo
do palito.

Depois da secagem, junte os dois triangulos conforme a lateral de uma
piramide, prendendo-os ha mesa com fita adesiva. Complete a base retangular do
Trebuchet com palitos a uma distancia menor que um hashi entre os triangulos. Em
seguida, separe os triangulos no topo, mantendo-os a uma distancia de 2 cm. Utilize
um pote cilindrico como apoio para manter essa distancia entre os triangulos no topo

da piramide e verifique o nivel de equilibrio entre eles com a ajuda de um palito.

Figura 49: Alunos construindo um Trebuchet (catapulta).

Fonte: Autora, 2017.

Utilizando o mesmo pote cilindrico de apoio, encaixe dois palitos sobre ele a
certa altura como se fossem retas concorrentes em uma secao paralela ao plano da
base do Trebuchet. Reforce com cola.

(c) Atividade 3: Criando o modelo matematico que descreve o lancamento na
atividade 2.

Objetivos:

- Coletar dados de forma experimental, fazendo-se o registro deles em tabelas que
informem sobre valores e variagdes simples quanto alcance, tempo da trajetoria e
altura méaxima do langamento aplicado.

- Compreender as caracteristicas do langamento obliquo através do experimento na

pratica;
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- Identificar o comportamento do modelo (funcdo quadratica) que se pretende obter,
analisando valores e variagbes simples por meio da reproducdo de tabelas e
caracterizagao;
- Compor o modelo matematico algébrico do lancamento aplicando a propriedade
geométrica da parabola em conjunto com outros a formula de distancia entre pontos
no plano R

- Validar a fungdo modelada confrontando dados reais coletados no experimento
com os valores do modelo por meio de ajustes de curvas no GeoGebra.
Conteudos: Distancia entre dois pontos; Produtos notaveis; Equacao da Parabola;
Funcédo quadrética; Parametros da fungcdo quadrética e o gréfico.
Tempo Estimado: 4 aulas — 3h

Material necessario: atividade impressa; software GeoGebra; papel sulfite; régua.

Apés a etapa de construcdo do Trebuchet, os alunos foram orientados a
pesquisar sobre as caracteristicas do langamento obliquo e apresentar situacées em

gue esse movimento esta presente.

Figura 50: Alunos expondo pesquisa sobre o Lancamento Obliquo.

Fonte: Autora, 2017.

As informacdes obtidas deram base conceitual para extrair respostas as
questdes levantadas sobre aspectos construtivos do instrumento e da eficacia
quanto a sua execucdo. Na etapa dos arremessos, exploramos o angulo e o alcance
pretendido para diferentes projéteis (bola de gude, borracha escolar, bola colorida
sintética, etc) fazendo a filmagem dos lancamentos posicionando um fundo
quadriculado desenhado no quadro branco.
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Figura 51: Preparagdo para 0s arremessos na catapulta.
o - - 5

o

Aok

Font: Autora, 2017.

Para determinar o modelo matematico (funcdo do deslocamento vertical x

tempo), vocé deve seguir 0s seguintes passos:

V. Reconhecendo a funcao presente na situacdo ou fenbmeno analisado

Filme o lancamento dos projéteis, deixando ao fundo da filmagem um
quadriculado de cartolina ou material que preferir (quadrado de 10 cm x 10 cm,
preferencialmente). Depois, pausando o video diversas vezes, obtenha as
coordenadas (t ,h(t)) de uma quantidade razoavel de pontos da trajetoria usando
proporcdo entre as medidas das alturas que o projétil atingiu no video e na
realidade.

Organize os dados coletados durante o langamento em uma tabela de forma a
obter as sequéncias, ti, t2 , ..., t, ... € h(ty), h(t2), ..., h(t), ..., verificando se a
sequéncia de termos yx+1=h(tk+1) — h(t) para o inteiro k >0 formam uma progressao

aritmética de primeira ordem, caracterizando tal funcdo como quadratica.

V. Determinando o modelo algébrico para a funcao identificada

Sabendo que a funcdo é quadratica, basta tomar trés desses pontos e
substituir as coordenadas na funcdo h(t)=at*+bt+c a fim de determinar os parametros

a, b e c resolvendo um sistema de equacdes para tais parametros.

VI. Identificacdo e validacdo da fun¢cdo modelada por ajuste de curvas no
GeoGebra:
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1. Abra a janela do Geogebra e construa uma tabela de valores com os dados
coletados no experimento (tabela 6).

4:'/‘
2. Obtenha um gréfico clicando em inserir, opcao i * 4, andlise bivariada.

3. ApOs gerar o grafico, faga um ajuste de curva para achar o modelo grafico de
funcdo que melhor se aproxima dos pontos “plotados” testando as opcgdes
disponiveis em “modelo de regressao”, clicando nas opg¢des disponiveis tais
como linear, polinomial e exponencial.

Responda: Qual é a curva que melhor se ajusta ao conjunto de pontos
correspondentes aos dados da experiéncia? O modelo algébrico corresponde a
fungéo obtida anteriormente?

Neste experimento, a quantidade de afericbes para obtencdo dos pontos
(t ,h(t)) vai depender do arremesso e do alcance atingindo pelo projétil que geram o

tempo total no video. Aqui, os alunos conseguiram, através do tempo indicado na
propria filmagem, obter as alturas da bola arremessada em apenas trés pontos da
trajetoria (parat = 0, 1 e 2 segundos), ocasionando uma modificacdo na ordem dos
procedimentos onde se pretendia, através da caracterizacdo, identificar o tipo de
funcdo relacionada ao fendmeno analisado, no qual para iSso € necessario uma
quantidade maior de pontos. Entdo, foi necessario, a priori, usar 0 ajuste de curvas
para identificar a funcdo quadréatica e em seguida, o modelo algébrico para aprender
a caracterizagao dela.

Para a determinacdo das alturas atingidas pela bola em 0s, 1 s e 2 s,
pausaram o video e calcularam de forma proporcional as alturas reais como
seguem:

Tabela 6: Obtencao das alturas atingidas pelo projétil na catapulta.

t= 0 segundos t= 1 segundos t= 2 segundos

h =10 cm . 0 unidades | h=10cm . 9 unidades | h =10 cm . 8 unidades

h=0cm=0.0m h=90cm=09m h=80cm=0.8m

Fonte: Autora, 2017.
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Em seguida, os dados geraram o grafico de dispersdo da figura 52 que

aponta a existéncia de uma funcao.

Figura 52: Gréfico de disperséo de pontos para o modelo polinomial
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Fonte: Autora, 2017.

Pelo ajuste de curva é facil ver que dentre os testes com a escolha dos
modelos de regressdo, 0 que mais se aproxima dos pontos “plotados” € o modelo

polinomial de dimensé&o 2 que compreende um modelo de uma funcdo quadratica.

Figura 53: Ajuste de curva por uma funcéo quadrética
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Awvaliar Simbolicamente: x= y=

Fonte: Autora, 2017.

A partir da funcéo y= -0,5 x? + 1,4x, construimos as sequéncias Xn, Yn, Ay €

A(Ay) conforme mostra a tabela 7.
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Tabela 7: Sequéncias de dados para a caracterizacédo da funcdo y =-0,5 x°+ 1,4x

X, 1 2 3 4 5 6 7 8
Y. 09 08 03 24 55 96 -147 -208
AY=Y. ., -V, 01 -11 21 -31 -41 51 -61
Alay)=ay,,, —ay, -1 -1 -1 -1 -1

Fonte: Autora, 2017

Outra vez, como os alunos ainda nédo estudaram o conceito de progressao
aritmética, foram orientados a observar a regularidade da sequéncia Ay, e
consequentemente, convencidos de que a medida que os valores X, sofrem
acréscimos de 1 unidade, os valores de Ay=y,.,—Y, sofrem acréscimos
constantes, sendo suficiente para identificar uma funcdo como quadratica.

Foi uma 6tima oportunidade de explorar o modelo matematico determinado
para responder a questionamentos sobre a altura maxima atingida pela bola no
lancamento, seu alcance maximo e o tempo de permanéncia no ar, 0S quais nao
seriam possiveis pelo video produzido.

Analisaram que quando a bola retorna ao solo, sua altura € nula, isto é, h(t) =
0, donde se tem que, —05t2 +14t =0 =t .(—0,5t+L4)=0:>t =0se t=28s, os
zeros da funcdo. Como a trajetéria da bola € uma pardbola, esta Gltima possui um

eixo de simetria (atividades 1 e 2) que passa pelo ponto (k ; O), intersecgéo entre o
eixo de simetria e o eixo t. Temos também que, os pontos (O ; O) e (2,8 , O) sao

equidistantes de (k X 0), dai obtém-se k calculando a média aritmética das

abscissas 0 e 238 dos pontos (0 , 0) e (2,8 ; 0). Assim, tem-se que

0+28_, 28
2

t=k =k

=k=14
Substituindo k =1,4 na lei da funcéo, calcula-se a altura maxima h,,,:

hos =—05t,° +14t =h . =.—05(4)" +14(1,4)=h_, =0.98 metros.

max —
O ponto (1,4 ; 0.98) € 0 vertice da parabola, que neste caso é um ponto de
maximo.

(d) Atividade 4: Explorando topicos da fungéo quadrética.
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Objetivos: - Entender a influéncia grafica dos parametros a, b e ¢ da funcéo
quadratica s(t) = a t? +bt +c;

- Obter translacdes verticais e horizontais da parabola;

- Obter o eixo de simetria da parabola;

- Relacionar as coordenadas do vértice e os parametros da funcéo.

Conteudos: Funcdo quadrética, grafico, translagdo, concavidade do grafico; vértice;
pontos de méaximo e de minimo.

Tempo estimado: 1 aula de 50 minutos

Material Necessario: Geogebra e material impresso da atividade.

DESCRICAO DOS PASSOS.
1) Habilite malha na janela de visualizacdo do Geogebra. Clique no bot&o

... e selecione a ferramenta controle deslizante. Ajuste os valores de max. e min.

do parametro a com um valor real positivo e um valor real negativo, respectivamente.

Figura 54: Controle deslizante do Geogebra.

Controle Deslizante -
. Maome
(®) Mumero
(O Angulo d
O Inteiro [] Aleatério (F9)

Intervale  Controle Deslizante  Animacio

min: [-4 max 4 Incrementa:

OK Cancelar

Fonte: Autora, 2017.
2) Na caixa de entrada digite a funcdo h(t)=at’e obtenha o gréfico.

Responda:

a) Faca o controle deslizante variar entre os valores positivos (ou negativos). O que
ocorre com a abertura da parabola quando os valores do parametro a aumentam ou
diminuem em modulo?

b) O que ocorre com a parabola quando a = 0? Nesse caso, a funcédo continua

quadratica?
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c) O que ocorre com a concavidade da paradbola quando o parametro assume
valores negativos e o0 que ocorre quando os valores sdo positivos?

d) Trace os graficos das fungdes h, (t)=2t*, h,(t) =-2t* , h3(t):%t2 e hﬁl('[):—%t2

em um mesmo sistema de eixos. Tire conclusbes sobre os aspectos de concavidade

e de abertura das parabolas.

3) Em uma nova janela, cligue novamente no botdo i....:# e crie controles

deslizantes a e ¢ de modo que o primeiro tenha min —4 e Max 4 e,o segundo tenha

min 0e max 7.
4) Na caixa de entrada, digite a funcdo h(t)=at’ + ¢ e obtenha o grafico. Responda:

a) O que ocorre com o grafico quando fazemos c variar? (Mantenha o controle

deslizante a >0, fixado). Qual é o eixo das parabolas? Nesse caso, o0 grafico tem um

ponto de maximo ou de minimo?

b) Se repetirmos o procedimento do item (a) para a<0, o gréafico terd um ponto de
maximo ou de minimo?

c) Comparando os graficos de h(t)=at’e h(t)=at*+c, que relagdo ha entre as
parabolas? As pardbolas sdo congruentes?

5) Na caixa de entrada, digite a familia de fungbes h(t)=2(t—k)*para
k=-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3. Em seguida, determine os eixos dessas parabolas. O que

se observa sobre as abscissas dos vértices? As pardbolas congruentes? Que

relacdo ha entre essas parabolas?
6) (Vitor Giraldo, p. 70, adaptado) Considere a familia de parabolas h(t) =2t* + bt + 3,

com beR. Crie um controle deslizante —10<b<10. De que forma o parametro b

influi o aspecto gréfico das curvas?
7) (Vitor Giraldo, p. 80) Considere a funcdo p:R—R , p(x)=2x*. Esboce os
graficos de p e das funcdes definidas por p,(x)=p(x—-2), p,(x)=p(x)+1le

p;(X) = p(x—2)+1. Qual é a relagéo entre esses graficos?

A atividade 4 leva o aluno a estudar a influéncia de determinados coeficientes
com aspectos do gréfico das familias de funcéo quadratica recorrendo ao ambiente

dindmico do Geogebra. A possibilidade de articular (Giraldo, 2013, p. 70)
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representacbes graficas e algébricas de forma dinamica em ambientes
computacionais graficos pode ajudar em exploracfes desse tipo. A exploracdo dos
itens no GeoGebra possibilitou a aprendizagem qualitativa quanto ao efeito do
coeficiente a relacionado com a concavidade da pardbola, do coeficiente ¢ que
translada o gréfico verticalmente e do coeficiente b que indica se a parabola

intersecta 0 eixo y no ramo crescente ou decrescente. Apos a aplicacdo dessa

atividade, os alunos fizeram relatorios da aula. Nos registros produzidos, observa-se

no relato do aluno D o fato de que a variacdo que o coeficiente b produz nos
graficos da familia de pardbolas h(t)=2t* + bt +3, sugere que o lugar geométrico

descrito pelos vértices é uma curva com forma semelhante a uma parabola. Isso se
deve a estrutura da atividade que ndo € a de desenvolver ou avaliar a destreza dos
alunos em tracar gréficos, e sim estimular a compreenséo qualitativa do problema.

No item 7, propomos a exploracdo da forma candnica e das translacbes entre

parabolas. Foi possivel deduzir que a parabola p,(x) =2(x—2)?é uma translacédo de
2 unidades na horizontal de p(x)=2x’e, que a pardbola p,(x)= p(x)+1é uma

translacéo de 1 unidade na vertical.

Figura 55: Item 7 da atividade 4 ( Familia de funcdes)

Fonte: Autora, 2017.

Ainda, a parabola p;(x)=p(x—2)+1 é a transla¢do horizontal seguida de

outra vertical a partir de p(x) =2x?. Assim, concluimos com os alunos que qualquer

parabola é dada por uma translacdo de uma pardbola com mesmo valor de a e
vértices na origem. Decorrendo que, quaisquer duas parabolas com mesmo valor de
a, sdo congruentes e da forma canodnica observamos a existéncia de um eixo de

simetria e a propria férmula das raizes.
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(e) Atividade 5: Identificando e determinando o modelo polinomial do 2° grau em
outras situacgoes.

Objetivo: Aplicar os conhecimentos adquiridos para identificar e modelar a funcao
apropriada para o problema.

Conteudo: Caracterizacdo da funcdo quadratica; parametros da funcéo, resolucéo
de sistemas de equacées do 1° grau.

Tempo Estimado: 1 aula — 50 min

Material necessario: Folha do aluno (atividade impressa).

Problema 6. Um estudante anotou a posicdo de um movel ao longo do tempo e

obteve a seguinte tabela:

Tempo 0 10 20 30 40 50
(s)
Posicéo 17 45 81 125 177 237
(cm)

Calcule a posi¢do do movel nos instantes 5 s e 35 s.

Problema 7. Uma bolinha é largada do topo de uma rampa cuja inclinagdo em
relacdo ao plano horizontal da superficie terrestre € de 30° (68 = 30°). Realizando o
experimento diversas vezes, um estudante mede, a cada segundo, a distancia s(t),
em centimetros, da bolinha em relagdo ao topo da rampa. Os dados foram anotados

na tabela abaixo:

OGS

s(t) 0 2.45 9.8 22.05 39.2 61.25

a) Observando os dados da tabela, que tipo de funcdo vocé escolheria para

descrever a relacdo entre as variaveis s e t?
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Uma funcéo afim

Uma fungéo quadratica
b) Fazendo uma estimativa aproximada até a primeira casa decimal, pode-se
concluir que a distancia percorrida pela bolinha 7,5 segundos apés ser largada no

topo da rampa é de:

138,4 centimetros
137,8 centimetros
127,0 centimetros

Nenhuma das alternativas anteriores.

4.3.3 Situacdo pratica 3. Quantificacdo de micro-organismos cultivados por
alimentos

Esta sequéncia didatica, elaborada para o estudo e modelacédo da funcéo do
tipo exponencial, se encontra organizada em trés atividades das quais a primeira
permite preparar os alunos para a contextualizagdo conhecendo caracteristicas dos
micro-organismos como bactérias. Quanto a segunda e a terceira, tratam de uma
pratica no laboratério de Ciéncias em que colbnias de bactérias podem ser
cultivadas, quantificadas e analisadas, permitindo aos professores de Biologia e
Matemaética explorarem e ensinarem sobre os temas interdisciplinares do 1° ano do

Ensino Médio compreendendo as caracteristicas do “crescimento exponencial”.

4.3.3.1 O crescimento bacteriano

Nesta experiéncia, tem-se o propoésito de investigar o nivel de contaminacéo
de um alimento causada pela bactéria Escherichia Coli que se desenvolve em meios
significantes de glicose. A Escherichia coli retira a maior parte de seu carbono da
glicose, que por oxidacdo ou fermentacdo, também proporciona a energia. A partir
de ingredientes como extrato de carne e gelatina é possivel compor um meio sélido
capaz de suportar o crescimento da E. Coli. Alem do conhecimento dos nutrientes

apropriados para a cultura das bactérias, para Pelczar (1980, p. 119), é preciso
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saber quais as condicdes fisicas ambientais para melhor desenvolvimento
microbiano.

As bactérias apresentam alto poder de reproducao assexuada por biparticao.
Para Osoério (2013, p.42), as bactérias, em geral, se reproduzem por cissiparidade,

processo assexuado no qual uma célula da origem a duas.

Figura 56: Representacédo do crescimento bacteriano

Geragdo 1 2
N. de
microrganismos

1 2 4

Fonte: Autora, 2017.

Por esse processo, em algumas horas, sob condicdes ambientais adequadas,
uma unica bactéria pode dar origem a milhares de descendentes geneticamente
idénticos entre si (clones). Por divisdo das células, as formas coloniais crescem. O
crescimento bacteriano indica o0 aumento do nimero de bactérias em determinada
cultura. O intervalo entre uma geracgado e outra € chamado de tempo de geracgéo. Ele
corresponde ao periodo necessario para que a célula se divida. A maioria das
bactérias, segundo Osoério (2013, p. 42) pode dividir-se a cada trés horas, embora
algumas levem mais de 24 horas. No caso da E. Coli, o tempo de geracdo é bem

curto: em condig@es ideais, essa bactéria pode dividir-se a cada vinte minutos.

(a) Atividade 1: Pesquisando sobre micro-organismos e a forma como eles
influenciam na qualidade de vida dos seres humanos.
Objetivos:

- Conhecer micro-organismos benéficos e nocivos a saude;
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- Discutir e levantar questionamentos sobre a analise quanto a verificagcdo de
contaminacdo alimentar e quanto a reproducdo de micro-organismos presentes em
material de exame de biopsia ou cultura.

Conteudo: Micro-organismos; Método de quantificacdo; Mecanismos de reproducao
das bactérias.

Tempo Estimado: 2 aulas — 1h 40 min

Material necessario: Internet (laboratério de informatica); livros didaticos de
Ciéncias e Biologia, enciclopédias ou qualquer outra fonte de informacédo sobre
bactérias como documentarios®® encontrados no Youtube; Datashow para
apresentacao de slides; videos produzidos pelos préprios alunos, papel e lapis para
anotacoes.

Inicialmente se devem levantar questionamentos sobre como os micro-
organismos interferem na qualidade de vida do ser humano, exibindo o video
sugerido ou outro conforme a preferéncia do professor orientando os alunos a
pesquisarem sobre tdpicos relevantes ao assunto tais como fabricacao de alimentos
e vacinas, contaminacao alimentar, desenvolvimento de doencas, etc. Em seguida,
organizar explanacdes a cerca das informacdes coletadas na pesquisa promovendo
discussbes e apresentando o contexto onde serd desenvolvido o experimento de
modelacdo da funcéo exponencial que tratara em conhecer e aprender a quantificar
bactérias através de procedimentos usados na andlise laboratorial aplicada pelos
técnicos da vigilancia sanitaria quando ha suspeita de contaminacao alimentar.

O cultivo dos micro-organismos, em condicdes laboratoriais, € um pré-
requisito para seu estudo adequado (Pelczar, 1980). Dentre as praticas laboratoriais
utilizadas comumente para contagem de micro-organismos presentes em uma
determinada amostra, destaca-se a técnica de espalhamento em superficie (spread-
plate). Essa técnica consiste em sucessivas diluicbes da amostra, e que em cada
diluicdo é espalhada em duas placas de Petri contendo meio de cultura 0,1 ml da
amostra. Também conhecido como método das diluicbes seriadas, este método
serve tanto para o isolamento quanto para contagem de micro-organismos. Apos o
plagueamento e incubacdo, por tempo e temperatura adequados, as células ou

pequenos agrupamentos vao crescer isoladamente, dando origem a colénias que

2 Disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=1XC-S6p0di4
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serdo contadas na diluicdo apropriada e, portanto, chamadas de unidades

formadoras de col6nia (UFC).

(b) Atividade 2: Preparacao dos meios de cultura e inoculagao.

Objetivo: Desenvolver um meio artificial para crescimento de micro-organismos com
fontes de carboidratos, proteinas e lipidios.

Conteudo: metrologia (medidas de massa, capacidade, volume, temperatura e de
tempo), instrumentos de medicéo.

Tempo Estimado: 2 aulas de 50 minutos.

Material necessario: Tubos de ensaios; Alcool; Pepitas; 6 Placas de Petri; Becker;
Algca/Bastéo; Balanca; Bico de Bunner (vela); Estufa; Meio de cultura (alimento) ou

agar; Luvas de borracha.

Figura 57: Material para a preparacdo do meio de cultura
|

Vidrarias

Estufa de madeira

Fonte: Autora, 2017.

E importante que as vidrarias sejam lavadas com agua e sabZo e que a
chama da vela esteja acessa para desinfeta-las durante o preparo do meio de

cultura.

1° dia: Preparo do meio de cultura ( 1 aula de 50 minutos)
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Quadro 2: Procedimentos para o preparo do meio de cultura

Ferver 300mL de agua destilada estéril e

separar 100mL.

Em seguida adicionar 1 pacote de
gelatina incolor e 1 caldo de carne ou
similar com 1 colher de acucar. Misture

bem.

Depois de dissolvida a gelatina adicione
cerca de 15 mL dessa mistura nas
placas de Petri estéril sempre proximo
da chama para evitar contaminagodes.
Deixe esfriar e armazene em geladeira.
Esse meio de cultura nédo deve
permanecer por mais de uma semana na

geladeira.

Fonte: Autora, 2017.

Esse meio de cultura pode ser substituido por agar nutriente, um agente
solidificante, que é bastante usado para deixar alimentos como sorvete e geleias
mais espessos. Para utilizagdo em laboratorio, o 4gar é mantido em banho-maria a
uma temperatura préxima de 50° C. Nessa temperatura, 0 4gar ndo causa dano
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algum aos micro-organismos quando adicionado sobre eles, e apds a solidificacéo

do meio de cultura.

2° dia: Inoculacdo (1 aula de 50 minutos)

Quadro 3: Procedimentos para a etapa de inoculagéo.

Pesar 1g do alimento na balanca
analitica e adiciond-lo em um tubo de
ensaio contendo em seu interior 9 mL de
agua destilada estéril medida com um
frasco Becker. Homogeneizar. Essa sera
a primeira diluicdo seriada da andlise

(corresponde a diluicdo 10™). Separar.

Com a ajuda de uma pipeta de 5mL
transferir ImL dessa diluicdo para um
tubo de ensaio contendo 9mL de agua
destilada estéril(essa correspondera a
segunda diluicdo seriada 107%).Separar.

Com outra pepita estéril de 5 ml pepitar
1 ml da diluicdo anterior (107 e
adicionar em um novo tubo de ensaio
contendo 9 ml de agua destilada estéril 9

diluicao seriada final de 107®). Separar.

Selecionar para cada diluicdo duas
placas de Petri contendo em seu interior
0 meio de cultura estéril. Efetuar a
desinfeccdo da bancada de anélise com

uso de &lcool a 70%, ou alcool iodado.
Do tubo de ensaio com a diluicdo 10*
retirar 0,1mL e adicionar na superficie do
meio de cultura em placas em duplicata.

Efetuar o mesmo para as diluicbes de
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107 e 10°. Com o auxilio de alca de
Drigalsky devidamente flambada em
alcool e esfriada espalhar o in6culo da
superficie do meio de cultura. Efetuar em
todas as placas contendo o meio de
cultura e o in6culo, lembrando de
sempre mergulhar em élcool a alca e
flambar em fogo cada vez que sair de
uma placa para outra. ldentificar cada
placa com sua respectiva diluicdo e
amostra. Incubar as placas em estufa de

cultura a 35-37°C para a contagem das

colénias de  bactérias que se

desenvolverdo apés 24-48-72 horas.

Fonte: Autora, 2017.

A estufa tem dimensdes 50 cm X 40 cm X 20 cm e compartimento para duas
lampadas. Deve-se usar lampada incandescente de watts para atingir a temperatura
de 36 graus Celsius, exatamente. Essa temperatura simula a temperatura do corpo
humano para propiciar a producdo dos micro-organismos no meio de cultura.
Recomenda-se ligar a estufa no dia anterior a etapa de inoculagcdo a fim de

estabilizar a temperatura ideal verificada com um termometro digital.

Figura 58: Verificacdo de temperatura da estufa (36 graus)

Fonte: Autora, 2017.
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(c) Atividade 3: Quantificacdo de micro-organismos cultivados por alimentos
(UFC/q).

Objetivos: Quantificar o nimero de bactérias presentes nas colénias em UFC e
problematizar situacdes para conjecturar o0 modelo da funcdo do tipo exponencial
gue relaciona as grandezas tempo e populacéo.

Conteudo: Potenciagcbes de base 10; Caélculo com expressfées em notacao
cientifica.

Tempo Estimado: 3 dias para a observacdo e leitura das placas formadoras de
colbnias.

Material necessario: caneta marcadora, tabela em folha sulfite para anotar os
dados.

Apés todas as diluicbes seriadas serem efetuadas, inicia-se a analise. A
analise consiste em quantificar as unidades formadoras de colbnias a cada 12 horas
(de preferéncia), porém em nossos testes realizamos trés leituras contadas 24, 48 e
72 horas apés a incubacao das placas na estufa, visto que as bactérias conseguem

permanecer vivas nessas placas até no maximo por 3 dias.

Figura 59: Col6nias de bactérias cultivadas nas 24 primeiras horas do experimento.

Colbnias em placas duplicadas

Meio de diluicdo -1 Meio de diluicao -1

Meio de diluicdo -2 Meio de diluicdo -2
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Meio de diluigcdo -3 Placa de dilui¢cao -3

Fonte: Autora, 2017.

Para a contagem simplificada das unidades formadoras de colénias deve-se:
1) Com uma caneta marcadora, dividem-se as placas em guadrantes e marcam-se

pontos 0 maximo de coldnias visualizadas em um quadrante por placa.

Figura 60: Método de quantificacdo das col6nias

Fonte: Autora, 2017.

2) Nas placas de mesma diluicdo, contam-se o numero de unidades formadoras de
colénias (UFC) em um quadrante e multiplica por 4. Em seguida, soma o numero de
UFC das duas placas, calcula a média aritmética e divide pelo fator de diluicdo. Por

fim, faz a média aritmética dos trés resultados:

e Primeira leitura (Ap6s 24 horas de incubagéo)
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Placa de diluigdo 10™ — 70 UFC
Placa de diluicdo 10™ — 80 UFC
(70 . 4+80 . 4):2=300=300:10" =300 . 10=3000=3,0 . 103UFC/ ml ou g

Placa de dilui¢do 10> — 93 UFC
Placa de diluicdo 10 —80 UFC
(93.4+80.4):2=346=>346:10" =346 . 100=34600=3,46 . 10° UFC/ ml ou g

Placa de diluicdo 10 — 72 UFC
Placa de dilui¢do 10° — 68 UFC
(72 . 4+68 . 4):2=280=280:10"° =280 . 1000 = 280000= 2,8 . 10°UFC/ml ou g

Logo, (3.10°+3,46.10" +2,8 .10°):3=105866,666...=105867 =1,05867 . 10° UFC/ml ou g

e Segunda leitura (Ap6s 48 horas de incubacéao)

Placa de diluicdo 10" — 48 UFC
Placa de diluicdo 10™ — incontaveis
48 . 4=192=192:10" =192 . 10=1920=1,92 . 10°UFC/ ml ou g

Placa de dilui¢do 107> — 27 UFC
Placa de diluicdo 10> — 32 UFC
(27 . 4+32.4):2=118=118:102 =118 . 100=11800=118 . 10 UFC/ ml ou g
Placa de diluicdo 10~ — 28 UFC
Placa de diluicdo 10~ — 39 UFC

(28 . 4+39 . 4):2=134=>134:10"° =134 . 1000=134000=1,34 . 10° UFC/ml ou g

Logo, (1,92 .10°+118.10* +1,34 .10°):3=49240=4,924 . 10*UFC/ml ou g

e Terceiraleitura (Ap6s 72 horas de incubacéo)
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Placa de diluicdo 10" — incontaveis
Placa de diluicdo 10™ — incontaveis

Placa de dilui¢do 10 —50 UFC
Placa de diluicdo 107> - 49 UFC
(50 . 4+49 . 4):2=198=>198:10"° =198 . 100=19800=1,98 . 10°UFC/ ml ou g

Placa de diluicdo 107° — 43 UFC
Placa de diluicio 10° — 41 UFC
(43 .4+41.4):2=168=168:10"° =168 . 1000=168000=1,68 . 10° UFC/ml ou g

Logo, (1,98 .10 +1,68.10°):2=93900=9,39 . 10°UFC/ml ou g

Como a contaminacdo atingiu em valores consideraveis de unidades
formadoras de col6nias na placa de menor concentracao, isto é, a de diluicdo -3,

significa que o alimento esta inapropriado para consumir.

Problema 1. (Geovanni, 2013, p. 205) As células bacterianas sdo pequenas e
medidas em micrometro (zm). 1 equivale 0,001 MMou 1.10". Na maioria das
vezes, o tamanho médio de uma bactéria € de 1-10 gm.

Com formato cilindrico e medindo, em média, 2um de comprimento engquanto

viva, a bactéria E. Coli é considerada um dos maiores patdgenos entéricos
predominantes no célon dos animais e homem.

Figura 61: Bactéria Escherichia coli

Fonte: http://brasilescola.uol.com.br/biologia/escherichia-coli.htm

A maior bactéria conhecida é a Epulopiscium fishelsoni, que foi encontrada
no mar vermelho e na costa da Australia no intestino de um peixe com mais de
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600 um de comprimento. A menor bactéria tem 2um (Chlamydia). Compare o

tamanho da E. Coli em relacdo as bactérias Epulopiscium fishelsoni e Chlamydia
utilizando poténcias de 10 para expressar os valores.

(d) Atividade 4: Relacionando a funcao exponencial e o crescimento bacteriano da
E. Coli

Objetivos:

- Identificar e modelar a funcéo relativa ao crescimento bacteriano da experiéncia a
partir da caracterizagédo da funcéo exponencial observada na situagéao;

- Validar a funcédo exponencial como modelo matematico do fenbmeno observado
por meio de ajuste de curva.

-Resolver problema do contexto.

Conteudo: taxa de proporcionalidade; grafico; progressdao geométrica, funcao do
tipo exponencial, crescimento populacional, equacdo exponencial.

Tempo Estimado: 2 aulas — 1h 40 min

Material necessario: software Geogebra, folha de papel sulfite, Datashow.

Utilizamos a contextualizacdo anterior para modelar o crescimento bacteriano
da E. Coli, mostrando que se trata do crescimento exponencial. No entanto, a
contagem em UFC ndo permite com precisdo, saber o numero de bactérias
presentes nessas colbnias, pois sdo em milhares. Assim, problematizamos situacdes
advindas desse contexto que é favoravel conforme Moraes Filho (2014, p. 11),
afirmando que boas contextualizacbes sdo que, por meio de “problematizacéo”,
envolvam aplicacdes e manipulacdes, podendo vir ou ndo acompanhadas de
férmulas que as modelem, desde que as informacdes contidas no problema sejam
reais, ou simulem a realidade, fazendo conexao entre temas da prépria matematica,
entre esses temas e outras ciéncias. Moraes Filho (2014, p. 19) ressalta ainda que,
ao modelarmos um problema que envolve crescimento populacional com uma
funcdo exponencial, devemos estar atentos ao fato de que a funcédo exponencial

possui um crescimento muito rapido em curto espago de tempo.

Problema 2. Descubra um modelo matematico adequado que determine o nimero
P de individuos na populacéo fazendo o tempo t variar.
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DESCRICAO DOS PASSOS.
Para determinar o modelo matematico (funcdo da populacdo x tempo),

devemos seguir 0s seguintes passos:

VIl. Reconhecendo a funcgéo presente na situacao ou fendbmeno analisado

Escolhemos tempos de geracéo t,, t,,..,t. € calculamos as respectivas

P(t,)

populagdes P(t,), P(t,),...,P(t,) utilizando a taxa de variagéo q= P )
k-1

gue deve

ser constante. Ou ainda, verifica-se se as sequéncias (t,) e (P(t,)) séo progressoes

geomeétricas, caracterizando tal funcdo como do tipo exponencial.

No experimento anterior, consideremos as unidades formadoras de col6nias
nas placas de diluicdo -2 lidas 24 h depois do inicio de incubacdo. Suponha que
nesse momento, deva haver 1000 bactérias por mililitro da E. Coli em uma das
colénias e sabendo que essa bactéria dobra a cada 20 minutos, quantos micro-
organismos tera nessa populacao apés 1h, 2h, 3h, 4h e 5h?

O problema 2 é explorado para caracterizar e modelar matematicamente a
fungéo exponencial relacionada com o fenébmeno do crescimento populacional da E.
Coli. Como mencionado anteriormente, o numero de geragfes da E. Coli apds 1 h,
2h, 3h, 4h e 5h sdo de 3, 6, 9, 12 e 15, visto que o tempo de reproducdo dessa
bactéria ocorre em 20 minutos?>.

Assim, temos

Inicialmente — P(0) =1000 bacterias

Apbs 1 hora ou 3 geracbes — P(3) = [(1000 . 2) .2] .2=1000 . 2°
Ap6s 2 horas ou 6 geragdes — P(6) = [(1000 . 2°.2) .2] .2=1000 . 2°%
Apos 3 horas ou 9 geragdes — P(9) =[(1000 . 2°. 2) .2] .2=1000 . 2°
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Apo6s 4 horas ou 12 geracbes — P(12) = [(1000 .2°.2) .2] .2=1000. 2
Apos 5 horas ou 15 geragBes — P(15) =[(1000 . 2°. 2) .2] .2=1000 . 2**°

Nesta atividade de investigagcédo, o registro escrito possibilita a observacéao

direta de uma regularidade para P(t) em funcdo do numero de geracdes t por

observacao direta dos dados. Para Ponte (2015, p.33),

23 . . . , -
Como existe um momento em que o0 experimento se encerra, temos que o crescimento do nimero de bactérias
ndo se da por tempo indeterminado.
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[...] Esse trabalho indutivo tende, muitas vezes, a ficar confinado ao
pensamento do aluno, ndo existindo uma formulacdo explicita da
conjectura. No entanto, o teste de conjecturas € um aspecto do trabalho
investigativo que os alunos, em geral, interiorizam com facilidade e que se
funde, por vezes, com o préprio processo indutivo.

Entdo, pela conjectura dos dados obtemos como modelo exponencial
P(t) =1000 . 2'que descreve o fendmeno estudado, explicitando que conforme a
tabela 8, a populacéo de bactérias cresce rapidamente e diferentemente da funcéo
afim, os acréscimos dados aos valores de P(t) sdo multiplicativos, ndo “somativos”,
isto é, a funcdo do tipo exponencial P(t)=1000. 2" transforma a sequéncia
(t,)=(, 3, 6,9, 12, 15) de acréscimos “somativos” constantes (progressao

aritmética) na sequéncia (P,) = (1000, 8000, 64000, 512000, 4096000, 32768000)de

aumento multiplicativo (progressdo geométrica), o que caracteriza essa funcéo ter
um crescimento (ou decrescimento) muito rapido em relagdo a Afim.

Note que, a mesma funcdo pode ser explicitamente modificada se
considerarmos o tempo em j horas. De fato, teriamos t = 3 j, onde t € o niUmero de

geragdes em 1 hora. Assim, P(j)=1000 . 2° seria a lei da fung&o, considerando a

variavel j em horas.
Tabela 8: Dados de P(t) em funcéo de't.

e Flamilina
| v s | | [ | =
- | =
1 T ol o 0 ]
= (] e R
= = =S0o000
=4 = S0
L] = S 12000
= 1= 09SO0
i 15 BETEBDDD-
Fonte: Autora, 2017.
VIIl. Identificacdo e validagcdo da fungcdo modelada por ajuste de curvas no

GeoGebra:

4. Abra a janela do Geogebra e construa uma tabela de valores com os dados
coletados no experimento ( tabela).

e
. . . . ~ o s . .
5. Obtenha um grafico clicando em inserir, opcao : = * 4, analise bivariada.
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6. ApoOs gerar o grafico, fagca um ajuste de curva para achar o modelo grafico de
funcdo que melhor se aproxima dos pontos “plotados” testando as opcdes
disponiveis em “modelo de regressao”, clicando nas opg¢des disponiveis tais
como linear, polinomial e exponencial.

Responda: Qual é a curva que melhor se ajusta ao conjunto de pontos
correspondentes aos dados da experiéncia? O modelo algébrico corresponde a
funcao obtida anteriormente?

Seguindo as orientagdes de VI, obtemos o conjunto de pontos gerados

pelos dados da tabela 8 onde se percebe a existéncia de uma funcdo de

crescimento muito rapido.
Figura 62: Disperséo de pontos para os dados do crescimento bacteriano da E. Coli
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== =1
K=Y
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-
(=] 16

12 14
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A AT
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Fonte: Autora, 2017.

Figura 63: Testando o modelo de regresséao linear

o
¥ Andlise de Dados =
Arquive Editar Exibir OpgBes Ferra Entrar.
[% +H =P ie== I
g al|==
0 3 L !
: a2 XY sl
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1 |t P(t)
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2ET 5 9 512000
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7 15 32768000
2
e 2
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X ATAT A
= 12
I Modelo de Regressao
T o » = 1681400 x — 6369000 13
14
Avaliar Simbolicamente: x = y= 7
[ >

Entrada

Fonte: Autora, 2017.

Na figura 64, a distancia entre os pontos e a reta é consideravel, sinalizando

este modelo de regressao ndo ser o mais proximo do conjunto de pontos testados.
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Figura 64: Testando o modelo polinomial de grau 2
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Fonte: Autora, 2017.

Ao testarmos o modelo polinomial, este consegue um ajuste melhor do que o
modelo linear, porém ainda ndo € a melhor curva visto que além do aspecto gréfico,
€ possivel verificar através dos dados que os valores da fun¢do ndo formam uma

progressao aritmética de segunda ordem.

Figura 65: Testando o modelo de regressédo exponencial
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Fonte: Autora, 2017.

Testando o0 ajuste de curvas pelo modelo regressdo exponencial,
observamos que esta curva é a que melhor consegue captar o maior nimero de

0,69t

pontos, sendo a fungdo P(t)=1000. e o melhor modelo matematico para

descrever o fendbmeno observado. No entanto, como nas situacfes das funcdes

anteriores, usamos 0 recurso do ajuste de curva para validar a funcao

P(t) =1000 . 2* modelada pelo recursivamente por conjectura. Nota-se que o
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e? onde se faz necessario realizar uma mudanca para a

programa utiliza a base
base 2. Num primeiro momento, aos alunos ainda nao foi oportunizado estudar o
logaritmo e suas propriedades necessarias para fazer a conversdo entre as bases
dos dois modelos equivalentes de funcdo do tipo exponencial em questdo. Dessa

forma, utilizamos o modelo de regressao chamado “crescimento” como mostra a

figura 66.
Figura 66: Testando o modelo de regresséo crescimento para validar a funcao P(t).
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: Cee | r
H o0 ‘e
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Fonte: Autora, 2017.

Em outro momento, estudando as propriedades do logaritmo, € viavel voltar a
esses dois modelos de regressao e mostrar algebricamente como se faz a alteragéo
entre suas bases. De fato, se queremos mostrar que as funcdes P(t) e f(x) sdo
equivalentes com a primeiro de base 2, entdo estariamos procurando um numero A
tal que para todo t € R teriamos,

1000 . A' =1000 . *** < InA" =Ine®™ <t .InA=0,69% < InA=0,69 < A=2

Problema 3. ApoOs 48 horas de incubacgéo das placas e suas respectivas dilui¢cdes,
verificou-se que em uma das placas de diluicdo -1, as unidades formadoras de
colonias estavam incontaveis, devido o aparecimento de fungos. Isso sinaliza o
tempo limite de crescimento da bactéria ou sua meia vida no meio de cultura
cultivada. Usando a hipotese do problema 1 de que havia, inicialmente, 1000

n

24 I . T 1
A definigdo tradicional de € faz-se pondo: € =lim, (1+—] .
n
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bactérias por mililitro nessa placa, qual foi o tempo do experimento se no final,
obteve-se um total de 2,62144 . 10° bactérias por mililitro?

a) 6 horas e 40 min
b) 6 horas
c) 6 horas e 20 min
d) 4 horas
No problema 3, resolvemos uma equagédo exponencial aplicada a situacao
pratica do experimento, que pode ajudar o aluno a compreender o valor do calculo

exponencial. Queremos achar t tal que P(t)=2,62144 .10°. Entdo, resolvemos

1000 . 2' =2,62144 . 10° = 2' =2,62144 .10° = 2' =262144 < 2' =2 <1t=18 . Como

um periodo de 60 minutos corresponde a trés geragbes, segue-se que t =360
minutos ou 6 horas.
Utilizamos o modelo de funcdo exponencial do experimento para explorar

propriedades dessa funcao através de seu aspecto grafico no ambiente Geogebra.

(e) Atividade 5: Explorando tépicos da funcéo do tipo exponencial.

Objetivo: Entender o comportamento da funcao do tipo exponencial construindo seu
gréafico no plano do Geogebra.

Conteudos: Funcdo do tipo exponencial, gréfico, crescimento e decrescimento;
condi¢Oes de existéncia.

Tempo estimado: 1 aula de 50 minutos

Material Necessario: Geogebra e material impresso da atividade.

DESCRICAO DOS PASSOS.

1) Habilite malha na janela de visualizacdo do Geogebra. Clique seletor ... %
e selecione a ferramenta controle deslizante. Ajuste os valores de max. e min. do

parametro a variando de -5 a 5 e com incremento de 0,1.
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Figura 67: Controle deslizante para a curva y=1000.2".
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0K Cancelar

Fonte: Autora, 2017.

2) Na caixa de entrada digite a funcédo f(t)=3.(a"t)e obtenha o grafico.

Observe que o seletor @ é a base da funcao.
.A

3) Acione o botdo MOVER “ e faga variar o valor de a.
Responda:
a) Faca o controle deslizante variar entre os valores positivos (ou negativos). O que
ocorre com a curva quando a<0?
b) O que ocorre com os valores da fungéo quando 0<a<1? E quando a=1? E para
a>1?
c) Agora digite a funcdo f(t)=2*. No Geogebra, vocé deve digitar assim:
f(t) =2"(a*t). Faca o parametro a variar e descreva o que acontece com o grafico

dessa funcéo.

(e) Atividade 6: Identificando e determinando o modelo exponencial em outras
situacoes.

Objetivo: Aplicar os conhecimentos adquiridos para identificar e modelar a funcao
apropriada para o problema.

Conteudo: Caracterizagédo da funcédo exponencial; equacao exponencial.

Tempo Estimado: 1 aula — 50 min

Material necessario: Folha do aluno (atividade impressa).

Muitos fenbmenos naturais e sociais como 0 crescimento populacional, a

meia vida de uma substancia, a medida da pressao atmosférica, o calculo do
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montante em um sistema de juros compostos e o resfriamento de um corpo séo
exemplos de assuntos que trazem problemas modelados por fun¢des exponenciais.
E 0 que apresentamos no proximo problema, partindo de informagdes contidas em
um texto de fatos reais que trata sobre o tema da Radioatividade e que traz as
informacBes necessarias a resolucdo do problema formulado na descricdo da
situacao problema, cabendo aos alunos o processo de resolucdo. Segundo Brucki
(2011, p. 69), nesse caso, ndao ha necessidade do levantamento de dados fora da
sala de aula, pois a investigacéo € realizada na propria situacao proposta e, quando
os dados estdo no problema, tratando-se da “problematizacdo” de um episodio real:
a partir das informagOes qualitativas e quantitativas propostos na situacéo

apresentada, o aluno desenvolve a investigacéo.

Texto adaptado (Brucki, 2011 p. 69):
Radioatividade “Sim ou nao”

A radioatividade, quando utilizada de forma controlada, pode trazer muitos
beneficios para o homem. Hoje em dia ela é utilizada sobre trés formas basicas:

1 — Uso da energia do nucleo do &tomo;

2 — Uso das radia¢cfes que tém a capacidade de atravessar a matéria e velar filmes
(raio x);

3 — Uso da capacidade (Radioterapia ou esterilizacdo de material médico).

Ao mesmo tempo em que as radiagcbes podem trazer beneficios para a
humanidade, também podem trazer maleficios como, por exemplo, a bomba
atdbmica. A Area que mais utiliza a radiacdo hoje em dia é a medicina, como na
radiologia, na radioterapia e na medicina molecular.

A incidéncia da radiacao sobre o tecido humano pode causar cancer. Entao,
surge a davida: por que os médicos utilizam a radiacdo no combate ao cancer?

Embora pareca incoerente, ndo é. As células cancerosas sdo mais fracas
gue as normais, por isso uma dose controlada de radiac&o incidindo apenas no local
do tumor pode matar as células cancerosas.

Para isso, sdo usadas radia¢des provenientes da desintegracdo do cobalto
60 ou ceésio 137. O tempo para desintegracdo da metade dos atomos radioativos
inicialmente presentes em qualquer substancia radioativa recebe o nome de meia-

vida ou periodo de semidesintegracdo. Seu simbolo é T, ou P. Por exemplo, o
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cobalto 60, usado na medicina, possui meia vida igual a cinco anos. Isso significa
que uma amostra de 120 gramas de cobalto 60, apds cinco anos tera apenas 60

gramas.
http://www.if.ufrj.br/teaching/radioatividade/utilizacao.html

Problema 4: Desde o acidente nas usinas nucleares de Fukushima — Jap&o, no dia
11 de marco de 2011, o noticiario mundial vem alertando para o perigo da presenca
dos is6topos *’C (Césio 137) e o ™! (lodo 131) sem citar outros is6topos,
certamente presentes e mais abundantes naquelas usinas.

Por que entdo se fala tanto no *'C e no *11? A explicacéo esta no fato de
que, os outros elementos, possuem meia vida muita curta. J& o **'C é radioativo,
volatil (Trszo = 28° ¢) e o pior: tem meia vida de cerca de 30 anos.

a) No ano de 2071, aproximadamente, a cidade de Fukushima no Japédo ainda
estard contaminada com que porcentagem de material radiativo, levando-se em
conta apenas o Césio 1377

b) Para que um montante inicial Qg disperso na natureza caia para

aproximadamente 1% do inicial, teriamos que esperar quanto tempo?

Para aplicacdo dessa atividade, orientamos que os alunos sejam divididos em
grupo e distribuidos entre eles cépias do texto “Radioatividade Sim ou nao”, sem que
tenha a necessidade da intervencdo do professor para a leitura que deve ser
espontanea entre o0s estudantes. No entanto, para que essa situacdo de
aprendizagem favoreca discussdes sobre o que é radioatividade, € necessario que o
professor realize muita pesquisa sobre o assunto.

No item “a@”, tem-se como objetivo a ideia de relacionar o periodo de meia
vida do Césio com o tempo, no caso o ano de 2071. Ao analisar as palavras meia
vida, deve-se observar se os alunos assimilam a ideia de metade. Oriente-0s para
gue exibam os dados resultados dos calculos efetuados, organizando em tabelas

como a mostrada a seguir:

Tabela 9: Dados sobre a quantidade do Césio ap6s cada periodo de 30 anos.

Ano 2011 2041 2071
Meia vida (t) 0 1 2
Quantidade Qo Q1= Qo.0,5 Q2=Q0.0,25

Césio Q(t)

Fonte: Autora, 2017.
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Inicialmente - Q(0) =Q,
Ap6s 2041 —Q(1)=Q(0).05=Q, .05=50% de Q, =Q,.2™
Ap6s 2071 - Q(2)=Q() .05=Q,.05.05=Q,.0,25 =25% de Q, =Q,.2°*

Logo, em 2071, o Césio estaria reduzido a 25% em relacédo a 2011.

Apoés a construcdo da tabela, os alunos devem analisar o comportamento
das sequéncias formadas pelas meias vidas a cada ano e as respectivas
guantidades Q(t) de Césio afim de identificar o modelo de funcdo que descreve o
Q(ty..)
Q(ty)

intervalo de 30 anos ou 1 meia vida. Oriente-0os a buscar um padréo, conjecturando

é constante e igual a 0,50u 2 a cada

fendbmeno, observando que a taxa

os resultados com poténcias de base 2, a fim de chegar ao modelo da funcéo
exponencial relacionada. O modelo devera ser usado no item “b” para determinar o
tempo de desintegracdo do Césio. Salientando que, se pode responder ao mesmo

item estendendo as sequéncias:

Inicialmente > Q(0) =Q,

Apds 2041 —Q(1)=Q,.2" =0,5Q,

Apds 2071 —Q(2)=Q,.27* =0,25Q,

Apds 2101 —Q(3)=Q,.2"° =0,125Q,

Apds 2131 —Q(4)=Q,.2™* =0,0625Q, ~ 6% Q,
Apds 2161 —Q(5)=Q,.27° =0,03125Q, ~3% Q,
Apds 2191 — Q(6)=Q,.27° =0,015625Q, ~ 2% Q,
Apds 2121 —Q(7)=Q,.2”" =0,0078125Q, ~1% Q,

Assim, para que um montante inicial Q, disperso na natureza caia para

aproximadamente 1% do inicial, teriamos que esperar da ordem de 2 séculos
(aproximadamente 7 meias — vidas). Depois de identificar o tipo de funcéo
caracteristica da situacdo, solicite aos alunos que resolvam o mesmo problema
utilizando o modelo construido, isto é, Q(t)=Q,.2", em que t é o numero de
periodos de 30 anos ou 0 numero de meias vidas contadas a partir do ano inicial da

contaminagéo onde queremos obter t para o qual Q(t) <0,01Q,.
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4.4 Avaliando o conhecimento

A avaliacdo, segundo Ponte (2015, p. 109) permite ao professor saber se os
alunos estdo progredindo de acordo com as suas expectativas ou se, pelo contrario,
€ necessario repensar sua acao. As atividades de modelagem e caracterizacao das
funcBes sdo uma atividade de aprendizagem e, portanto € preciso haver avaliacao.
Os objetivos da avaliacdo na perspectiva desse trabalho concernem em pretender
gue o aluno reconheca determinada funcédo em situacGes abrangentes e ser capaz
de usar conhecimentos mateméaticos na resolucdo de tarefas propostas. Para
avaliar esses objetivos, fez-se uso de relatorios escritos individuais produzidos sobre
algumas atividades exploradas no computador, referentes as funcbes Afim e
Quadratica, referindo a conclusbes das tarefas realizadas como também dos
processos que usaram para chegar a essa conclusdo®. Embora um relatério possa
ser uma tarefa em que tenha inicialmente algumas dificuldades (Ponte, 2015, p.111),
ele pode ajudar, por exemplo, a compreender melhor os varios assuntos tratados
nas aulas e a desenvolver a capacidade de comunicar por escrito o trabalho que
realizou.

Utilizamos também avaliacdo quantitativa para verificar o objetivo de
aprendizagem desse trabalho que estd em reconhecer e modelar o tipo de funcéo
em determinado problema. A andlise da atividade realizada®® pelos alunos aponta
que os 17 alunos avaliados demonstraram compreender e usar os métodos de
caracterizacdo das funcdes afim e quadratica. No entanto, a habilidade algébrica
ainda € insuficiente na tarefa de modelar as equacfes envolvendo os parametros a,
b e c necessarios para a construcdo da funcdo quadratica, sendo necessario
substituir as coordenadas de ao menos trés pontos da tabela de valores.

A observagao informal dos alunos durante a realizagdo das atividades
relacionadas as funcdes Afim e Quadratica também foi uma forma natural de
avaliacdo enquanto eles trabalhavam numa situacdo pratica e interdisciplinar. A
partir dessa observagcdo pode ser analisada a maneira como eles mobilizam os
conhecimentos matematicos tomando como pressuposto a atitude dos alunos

durante a resolucdo de problemas propostos.

25
Conforme o anexo B.
26 /0
Conforme os graficos no anexo D.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Buscamos com esse trabalho, propor multiplas abordagens, através de aulas
praticas e uso de experimentos, no ensino de funcbes privilegiando o que se
percebe terem pouca énfase nos livros didaticos que é o estudo variacional das
funcBes Afim, Quadratica e Exponencial, importantes pelas aplicacdes que elas tém
em muitas situacdes praticas da vida do estudante no contexto de Ensino Médio.

Assim como as funcbes tratadas nessa producdo, outros topicos da
Matematica do Ensino Médio podem ser explorados a partir de contextos presentes
nas demais disciplinas do curriculo, podendo aperfeicoar a aprendizagem e
potencializar o ensino interdisciplinar, onde permitira ao aluno entender a
funcionalidade dos conteudos que lhes sdo apresentados na aula de Matemética e
conhecer suas aplicacdes em outras areas do conhecimento.

O ensino da Matemética evidencia-se passivo e demasiadamente tedrico,
tornando o aluno observador do seu conhecimento. A aprendizagem mediante a
atividade em que o aluno participa de modo ativo na resolucéo de problemas reais,
ou seja, problemas que séo propostos de modo a aplicar conceitos de forma pratica,
ou na realizacdo de atividades com modelos da realidade, transforma-o no
construtor do seu conhecimento. Os experimentos propostos, testados no 1° ano do
Ensino Médio, além de despertar o espirito investigativo, consolidam praticas mais
interdisciplinares entre os professores das disciplinas envolvidas, Fisica e Biologia,
refor¢cando a ideia de que a Matematica esta em tudo.

No decorrer dos experimentos observou-se que os alunos “aprenderam a
aprender”, visto que conseguiram identificar o tipo de funcdo que representa como o
melhor modelo o comportamento das variaveis relacionadas em uma situacéo
problema, demonstrando desse modo que as aulas praticas de modelagem
mobilizam o saber e a capacidade de investigacdo, motivando o aluno a buscar
respostas para questdes propostas, bem como aquelas que surgem no decorrer do
processo.

No entanto, nota-se ainda uma consideravel dificuldade de habilidade na
manipulacdo de ferramentas algébricas como equacdes, sistemas de equacdes e
expressfes numéricas, uma vez que ha o reconhecimento das funcbes elementares,

mas durante a mudanca de um tipo de registro para outro (texto e uso de equacgdes),



133

nao conseguem conduzir as propriedades necessarias para chegar aos resultados
corretos.

Em virtude dos fatos mencionados, evidencia-se que uma proposta de ensino
pratico e contextualizado contribui para um melhor aprendizado e desenvolvimento
das habilidades matematicas dos alunos. Espera-se, portanto, que este trabalho
possa auxiliar o trabalho dos professores do Ensino Médio com sugestdes de
praticas mais ativas de ensino, bem como a possibilidade de aplicagdo direta em

sala.
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APENDICE A — Sondagem sobre o conhecimento prévio dos alunos

DISCIPLINA: Matematica | PROFESSOR: Edvéania Ribeiro
ANO: 1° | TURMA: | TURNO:  Vespertino
ASSUNTO: Sondagem | BIMESTRE:
ALUNO: | DATA:

Conhecimentos béasicos sobre as fun¢cdes elementares

Questdo 1. O grdfico mostra como varia a velocidade de um corpo em fung¢éo do
tempo.

v(m/s) 4

4

T

0-...5....«;)

Utilizando o grdfico e suas informagdes, responda os itens que sequem.

1. Qual é a velocidade do corpo no instante zero?

2. Qual é a lei matemdtica que mostra como a velocidade varia com o tempo, no
intervalo de 0 a 5 sequndos?

3. Em que instante a velocidade do corpo é de 25 m/s?

4. De 0 a 5s, o que acontece com a velocidade do corpo: diminui, aumenta ou se
mantém constante?

5. Para t =5, avelocidade do corpo aumenta, diminui ou se mantém constante?

Questdo 2. Um corpo lan¢ado do solo verticalmente para cima tem sua posi¢do, em

fungdo do tempo, dada pela lei h(t) = 40t —5t®, em que a altura h é dada em metros

e o tempo 1 é dado em segundos.

Determine:

(a) Diga se a fung¢do é afim ou quadrdtica. Justifique sua resposta.

(b) A altura em que o corpo se encontra em relagdo ao solo no instante t =3s;

(c) Os instantes em que o corpo estd a uma altura de 60 m do solo.

(d) A altura mdxima atingida pelo projétil.

(e) Faga um esbogo do grdfico dessa fungéo.

Questdo 3. Relacione cada fungéio com seu grdfico correspondente.
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Fungées:  f(X)=-5+6x—x’ h(x) = 4x -3

Questdo 4. Um padeiro fabrica 300 pdes por hora. Considerando esse dado,
pede-se:
a)a equagdo que representa o numero de pdes fabricados (p) em fungdo do tempo (t).

b) a quantidade de pdes que sdo fabricados em 3 horas e 30 minutos.com seu grdfico
correspondente.

Questdo 5. A formula d = 32 % fornece a distdncia d, em centimetros, que uma
bola percorre descendo por um plano inclinado em t segundos.

O~

a) Quanto tempo a bola leva para percorrer 2 metros?

b) Construa uma tabela com valores da distdncia d com t variando de 0 a 5
segundos.
Questdo 6. Construa o grdfico da funcdo f :R — R, dada por f(x)=x+1.
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APENDICE B - Folha do aluno — Avaliagdo Qualitativa por meio de relatério

Z
ﬁj

o T

DISCIPLINA: Matematica | PROFESSOR: Edvéania Ribeiro
ANO: 1° | TURMA: | TURNO:  Vespertino
ASSUNTO: Roteiro de elaboracdo de um relatério | BIMESTRE:
ALUNO: | DATA:

Na elaboracéo do relatorio pode ter em conta, entre outros, 0s seguintes aspectos:

Identificacdo do aluno ou grupo de alunos

Titulo

Objetivo do trabalho incluindo as questdes iniciais

Descricdo do processo de investigacdo (incluindo tabelas e /ou esquemas,
esbocos de gréficos, organizacdo dos dados recolhidos...), das tentativas
realizadas e das dificuldades encontradas

Conclusdes

A sua apreciacao critica da tarefa proposta

Apreciacao autocritica da sua investigacao no trabalho

Bibliografia e outros materiais consultados

Aspectos que serdo considerados na avaliacao:
Organizacgéao do trabalho

Descricao e justificacdo dos procedimentos utilizados
Correcéo e clareza dos raciocinios

Correcéo e clareza da linguagem utilizada
Criatividade
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APENDICE C - Folha do aluno - Avaliagdo Quantitativa

2 DISCIPLINA: Matematica | PROFESSOR: Edvania Ribeiro
@ ’ ANO: 1° | TURMA: D [ TURNO:  Vespertino
/| ASSUNTO: Avaliacdo sobre fungbes Afim e Quadraticas | BIMESTRE:

==& [ ALUNO: | DATA:

Problema Uma pessoa possui um gravador de video muito antigo de um contador
que registra o numero de voltas dadas pelo carretel da direita. A fita de 2 horas de
duragdo esta parcialmente gravada. O contador indica 850 ao final de um trecho
gravado e 1000 final da fita. O problema ¢é saber quanto tempo de gravacio ainda
esta disponivel no final da fita. Considerando que a fita se enrola em cada carretel
segundo circulos concéntricos igualmente espacados, denotemos por N o ndmero
de voltas e por T o0 tempo de gravacdo ( em segundos). O que queremos é
descobrir a funcdo T(n).

a) Medindo o tempo de gravagao correspondente as primeiras 100,200, 300, 400 e
500 voltas, foram encontrados os dados abaixo.

Tabela: Dados do problema.

Volta Tempo (S)
0 0
100 540
200 1120
300 1740
400 2400
500 3100

Observando os dados da tabela, que tipo de funcdo vocé escolheria para descrever
arelacdo entre as variaveis T e N?

O Uma funcéo Afim

O Uma funcédo Quadratica

b) De acordo com a funcéo identificada no item (a), escolha entre os modelos
T(n)=an’+bn+cou T(n)=an+baquele que melhor se ajusta ao problema e
determine os coeficientes que definem a expressao algébrica T(n).

¢) Quanto tempo de gravacao resta na fita?
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APENDICE D — Resultado — Grafico de dados sobre o desempenho dos alunos na avaliag3o final

Item (a) — Identificagdo da funcéo presente na situagao- problema

Item (b) — Determinagdo do modelo algébrico e dos pardmetros da funcao

100%
0%
B0%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Item (c) — Quantidade de alunos que calcularam o valor numérico da fungéo

16

14

12

10

Sim Nao



