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Resumo

O presente trabalho académico apresenta uma proposta pedagdgica de ensino das fungdes
trigopnométricas através de atividades interdisciplinares de investigacdo e modelagem as
quais envolvam temas transversais. Usamos as seguintes ferramentas tecnolégicas como
suporte educacional: o software educacional GeoGebra, as plataformas do Google Maps
e Imagens. A escolha tema decorre do fato de haver a necessidade de demonstrar os
meios onde ocorre a aplicagao deste conteudo, que por muitas vezes é tido como muito
abstrato e de dificil aplicacdo. Essa proposta tem como publico alvo a terceira série do
Ensino Médio do Estado do Espirito Santo, a qual possui em sua grade curricular o conteudo
de funcdes trigonométricas e devem fazer as avaliagcbes do ENEM (Exame Nacional do
Ensino Médio) e do PAEBES TRI (Programa de Avaliagdo da Educacgéo Basica do Espirito
Santo Trimestral). Tendo como base os conceitos de interdisciplinaridade, de investigacao
em sala de aula e do uso de tecnologias no ensino de matematica foram elaboradas trés
atividades interdisciplinares utilizando os recursos que dispomos na escola ou de possivel
acesso. A primeira atividade envolve conceitos de engenharia e artes, trabalhando com a
modelagem das fungdes trigonométricas inseridas no design de construgdes como pontes,
casas e prédios. A segunda atividade envolve conceitos de urbanismo e da geografia,
analise de mapa, paisagismo e os elementos geograficos naturais de determinado local. A
terceira atividade leva em consideracao o estudo da fisica sobre ondas sonoras em tubos,
trabalhando as duas primeiras oitavas das notas musicais emitidas pelas flautas doce.
Através dessas atividades, procuramos auxiliar os professores de matematica no ensino de
fungdes trigopnométricas proporcionando aulas diferenciadas e dindmicas para os alunos.

Palavras-chaves: Interdisciplinaridade, Func¢des trigopnométricas, Tecnologias, Ensino de
Matematica.



Abstract

This academic work presents a pedagogical proposal to teaching the trigonometric functions
per interdisciplinary research activities and modeling activities which involve transversal
themes. Will be used the technological tools: GeoGebra educational software, the Google
Maps and Images platforms. The choice of theme stems from the fact that there is a need
to demonstrate the situations where the applications of these contents occur, which are
often considered too abstract and difficult to apply. This proposal has as public target the
third series of the high school in the state of Espirito Santo, which has in its curriculum the
content of trigonometric functions and the students, must to do out of the evaluations of
ENEM (National High School Examination) and of PAEBES TRI (Program of Evaluation
of Basic Education of the State of Espirito Santo Quarterly). Based on the concepts of
interdisciplinary age, classroom research and the use of technologies in mathematics
teaching, three interdisciplinary activities were elaborated using the resources that we have
in the school or of possible access. The first activity involves concepts of engineering
and art, working with the modeling of the trigonometric functions inserted in the design of
constructions like bridges, houses and buildings. The second activity involves concepts of
urbanism and geography, map analysis, landscaping, and the natural geographic elements
of a particular location. The third activity takes into account the study of physics about
sound waves in tubes, working the sound of two octaves of the musical notes emitted by the
musical instrument flutes. Through these activities, we seek to help mathematics teachers in
the teaching of trigonometric functions by providing differentiated and dynamic classes for
students.

Key-words:Interdisciplinary, Trigonometric Functions, Technologies, Mathematics Teaching.
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Introducao

O trabalho a seguir possui como tema central o ensino das fungdes trigonométricas
no Ensino Médio. Esse conteludo é muito importante na aprendizagem dos alunos para
aprofundarem seus conhecimentos tanto na geometria como na algebra. Alguns dos con-
ceitos utilizados dentro da trigonometria estao envolvidos e influenciam temas importantes
dentro de outras ciéncias como medicina, astronomia e fisica, nesta ultima propiciando uma
interagdo em certa medida ainda no Ensino Médio.

Esse tema teve um marco especial enquanto licenciando no Instituto Federal do
Espirito Santo (IFES), pois tive um contato aprofundado com esta disciplina em sala de
aula e fora dela, como nas monitorias de calculo diferencial ou como bolsista no Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (Pibid). Durante este periodo, pude trabalhar
com a trigonometria em sala de aula, porém em muitos casos por diversos fatores, as
funcdes trigpnométricas ndo possuem certa énfase. Um desses fatores era o tempo previsto
para ser lecionada devido ao curriculo, em outros, como cita Oliveira (2006, p. 11), é o
excesso de formalismo e a formalizacdo precoce que “impede o aluno de compreender
significativamente os conceitos ou utiliza-los em outros contextos”.

Dos alunos que concluem o Ensino Médio, nem todos prosseguirdo com seus
estudos adentrando em um curso facultativo, ou um curso técnico que requer um aprofunda-
mento dentro dos conteldos matematicos. Pensando nesse fato e a questao da dificuldade
de certos contelidos como as fungdes trigonométricas, os PCN' (BRASIL, 2000) sugerem
aos professores que os alunos devem compreender o conteudo, em sua forma basica, de
tal forma que ele possa gerenciar as situagdées-problemas. Portanto,

0 que deve ser assegurado sdo as aplicagbes da Trigonometria na resolugéo
de problemas que envolvem medig¢des, em especial o célculo de distancias
inacessiveis, e na constru¢gdo de modelos que correspondem a fendmenos
periodicos. Nesse sentido, um projeto envolvendo também a Fisica pode
ser uma grande oportunidade de aprendizagem significativa.(BRASIL, 2000,
p. 44)

O conteudo de fungdes trigonométricas é, em grande parte, abstrato, gerando
dificuldade em expor aplicacdes praticas para elas. Por vezes, considerando que nos

' Parametros Curriculares Nacionais
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cursos de exatas, essas funcdes serdo melhor empregadas em disciplinas como o célculo
diferencial ou geometria analitica. No entanto, podemos ver a presenca dessas fun¢des nos
meios mais inesperados como na natureza com a forma de alguns rios, ou movimentos de
uma cobra ou peixe, ou mesmo ainda em algumas construcdes feitas pelo homem.

Em alguns trabalhos podemos analisar essas aplicagdes no dia a dia como o trabalho
com rampas de acesso de Schelck (2015), ou sua insercdo na Fisica dentro do Movimento
Harmonico Simples(MHS) trabalhado por Persicano (2014), ou as modelagens de Delfino
(2015) sobre o Tsunami Sendai, o Big Ben e o processo respiratério, ambos os trabalhos
utilizam o software GeoGebra como suporte no ensino e aprendizagem de conceitos das
funcbes trigonométricas. A partir de seus trabalhos, notamos que ha a aplicacdo das
fungdes trigopnométricas em diversos meios, nesse cenario o Curriculo Basico da Escola
Estadual do Espirito Santo (CBEE), afirma que cabe ao docente possibilitar situacoes,
praticas ou ndo, que estimule o estudante a “validar estratégias e resultados, de forma que
possam desenvolver o raciocinio e processos, como intui¢do, inducao, deducao, analogia,
estimativa, e utilizarem conceitos e procedimentos matematicos”(ESPIRITO SANTO, 2009,
p. 84-85)2. As situacdes e o ambiente devem ser propicios para que o discente desenvolva
tais habilidades e conhecimentos, construindo uma base sélida desenvolvida a partir de
praticas diferenciadas que possam despertar sua busca por conhecimento.

Schelck (2015) promove a interdisciplinaridade entre a Fisica e a Matematica, de-
monstrando como é feito o processo de planejamento para construgcao das rampas de
acesso. A autora trabalha a conscientizacao sobre as dificuldades do dia a dia dos cadei-
rantes, apresentando trés atividades que utilizavam os conceitos de Fisica para identificar a
forca necessaria de propulsao para subir uma determinada rampa. Na Matematica utiliza-
se 0s conceitos da trigonometria para estudar os parametros de construcdo das rampas,
tendo suporte do GeoGeobra para dimensionar e ilustrar as situagdes que aparecem nas
atividades.

A Matematica e a Fisica tem outros temas em comum além das rampas de acesso,
como podemos ver através do Movimento Harmdnico Simples trabalhado por Persicano
(2014). Trabalhando com a resolugéo de problemas, o autor possui como objetivo a melho-
ria da didatica do professor e utiliza o GeoGebra como facilitador nas interpretacdes das
situacdes-problemas. Os problemas propostos sao questdes que envolvem fungdes trigo-
nométricas selecionadas de vestibulares ou criados pelo autor, e estao divididos em duas
partes: os com aplicagao em Matematica e os que trabalham as fungées trigonométricas
dentro de problemas propostos na Fisica.

Delfino (2015) apresenta um material de apoio ao professor com topicos relacionados
a trigonometria, dentro desses tdpicos ele traz aplicagées das funcdes trigonométricas e
sugere o uso do GeoGebra para o ensino de trigonometria e resolugao de problemas. As

2 Secretaria de Estado da Educagéo
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atividades que o autor destaca e utiliza as fungdes trigopnométricas para modela-las séo
atividades sobre o processo respiratorio e o relégio “Big Ben”. Delfino (2015) destaca o
uso das ferramentas tecnolégicas como o projetor multimidia que foi disponibilizado pelo
Ministério da Educacdo(MEC) para as escolas interessadas e que pode ser de grande
auxilio no trabalho com o GeoGebra em sala de aula.

Ziegler et al. (2015) buscando desenvolver a autonomia do discente, por meio de
atividades diversificadas, elaboraram uma sequéncia de roteiros de atividades distintas
desenvolvida com os alunos utilizando o software GeoGebra para a construgao e anélise
de uma circunferéncia trigpnométrica e os graficos das fung¢des seno, cosseno e tangente.
Segundo os pesquisadores, utilizando o software possibilitou uma aprendizagem mais
significativa, viabilizando trabalhar a geometria em conjunto com a algebra e agilizou a
resolugao de problemas e compreenséo do conteudo em sala de aula.

Outros trabalhos interessantes que tratam das fungdes trigopnométricas que podemos
citar, entre tantos, seriam o de Pinheiro (2008) e de Oliveira (2006). Para o primeiro, ao
pensar na didatica para o ensino de trigonometria encontrou variaveis como a questao
curricular, o método de ensino e as possibilidades metodolégicas. O autor sugere uma
sequéncia didatica, com atividades de concepg¢éao construtivista e investigativa utilizando o
meétodo da descoberta guiada de Paul Ernest, com objetivo de dar sentido aos conceitos
aprendidos. No segundo caso, o pesquisador evidencia a forma como os contetdos de
matematica sdo formalizados, precocemente, levando-o a propor uma metodologia de
ensino construtivista a partir da Engenharia Didatica. Ambos propdem aulas diferenciadas
que incentive o aluno a participar da aula, criando um ambiente onde

o professor deixa de ser o centro e passa a ser um mediador entre o aluno
e 0 objeto estudado. A interagao se da principalmente entre aluno e aluno.

[..]

A mudanga do modelo de aula tradicional — nas quais os alunos ficam todos
inquietos, copiando e fazendo longas listas de exercicios repetitivos — para
uma aula em que eles buscam inquietamente solucionar problemas e fazer
descobertas representa um grande contraste. (OLIVEIRA, 2006, p.41-42)

Ao analisar estes trabalhos, notamos que propor aulas diversificadas, despertam
nos alunos a vontade de participarem, de se envolverem e aumentam suas curiosidades
sobre o conteudo.

Para esta finalidade, pretende-se neste trabalho enriquecer e contribuir significa-
tivamente com as praticas docentes em sala de aula através da interdisciplinaridade, da
investigagdo em sala de aula e da modelagem matematica, promovendo um ensino de fun-
cOes trigonométricas diferenciado, por meio de atividades que envolvam temas trabalhados
dentro da engenharia, da geografia e da fisica, fornecendo aos discentes oportunidades
de utilizarem seus conhecimentos prévios, enquanto (re)aprendem um conteudo e experi-
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mentam na pratica os contetdos estudados. Além de fazer uso de ferramentas tecnoldgicas
como o software educacional GeoGebra e as plataformas do Google Maps e Imagens. Este
conjunto de instrumentos tem por objetivo auxiliar o professor em sua pratica em sala de
aula e dinamizar o seu processo de ensino e aprendizagem.

Nas etapas do processo de construgdo da proposta apresentada ha os seguintes
objetivos especificos:

» Apresentar um breve relato histérico da trigonometria e das aplicagées abordadas.
» Apresentar as definicdes e propriedades das fungdes trigonométricas.

« Utilizar a informatica e material didatico disponivel nas escolas da rede estadual como
apoio no ensino das funcdes trigonométricas.

+ Apresentar uma proposta de ensino que possibilite ao estudante utilizar materiais
didaticos disponiveis na escola para a construgao de conhecimento sobre o conteddo
abordado.

Essa dissertacao esta organizada em capitulos, divididos da seguinte forma:

No Capitulo 1, realizamos a abordagem das funcgées trigonométricas no PCN (BRA-
SIL, 2000) e sua interagdo com o CBEE® (ESPIRITO SANTO, 2009) e o PAEBES TRI*
(ESPIRITO SANTO, 2016), como eles influenciam na programagao e na preparagdo do
professor. Em seguida, estaremos fazendo uma andlise do uso de novas tecnologias no
processo de ensino e aprendizagem.

No Capitulo 2, apresentamos o software GeoGebra como suporte no ensino de
matematica, apresentando algumas de suas fungdes e usos dentro do contexto matematico.
Também estaremos apresentando as plataformas do Google Imagens e Google Maps
como tecnologias que podem ser aproveitadas pelo professor no processo de ensino-
aprendizagem que em conjunto com o GeoGebra podem ser um facilitador na compreensao
do conteudo de fungdes trigonométricas e suas aplicagoes.

No Capitulo 3, apresentaremos um breve relato histérico da trigonometria de modo
geral e ao decorrer das suas segdes, estaremos abordando alguns fatos histéricos que
fazem parte de seu desenvolvimento. Em seguida estaremos apresentando as definicées
que envolvem o estudo das fungdes trigonométricas abordando o seu desenvolvimento a
partir das cordas e da circunferéncia trigpnométrica.

No Capitulo 4, apresentamos a proposta de atividades interdisciplinares voltadas
para o ensino de fungdes trigonométricas. Para isso utilizaremos a modelagem matematica

3 Curriculo Béasico da Escola Estadual do Espirito Santo
4 Programa de Avaliagdo da Educagéo Bésica do Espirito Santo Trimestral
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e um método investigativo que possibilite aos alunos explorar e compreender as aplica-
cOes dessas fungdes, utilizando ferramentas computacionais que possam auxiliar na sua
visualizagao e identificacao.

No Capitulo 5, apresentamos trés atividades interdisciplinares que podem ser utiliza-
das pelo docente, afim de demonstrar os lugares e temas o0s quais podemos encontrar as
fungdes trigonométricas. A primeira atividade, possui um tema que abrange a arquitetura e
a arte. A segunda atividade, relaciona conteldos de geografia e de construcao civil. Por fim,
a terceira atividade trabalha com conceitos envolvendo ondas sonoras dentro da fisica.

Finalmente, sdo apresentadas as consideracdes finais do trabalho, seguidas das
referéncias bibliogréaficas e trés apéndices para complementar esse estudo. O Apéndice A,
corresponde aos links relacionados as imagens e localizagées dos mapas. O Apéndice B,
demonstra algumas formas de apresentar as fungdes trigonométricas aos alunos em um
passo a passo e o Apéndice C, um conjunto de atividades do PAEBES TRI e do ENEM®.

O Anexo A, descreve por meio de imagens, 0 passo a passo sobre como cadastrar,
salvar e explorar construgcées na plataforma on-line do GeoGebra e no seu aplicativo para
smartphones e tablets.

5 Exame Nacional do Ensino Médio
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Capitulo 1

As funcoes trigonomeétricas no Ensino
Medio

1.1 A abordagem das funcoes trigonométricas no Curriculo Na-
cional, no Curriculo Estadual e nas diretrizes do PAEBES
TRI

O professor de matematica, em seus anos de formacao inicial possui um aprofun-
damento do conteudo da circunferéncia trigonométrica como base para a introducéo as
fungdes trigonométricas, equagdes trigopnométricas e inequagdes trigonométricas. Porém,
em alguns casos, esses conteudos sdo negligenciados durante seu periodo de estudo,
devido a dificuldade e demanda de tempo para o aprendizado. Em algumas instituicdes,
como a que estudei, temos uma disciplina especifica que trata desses contetdos, no entanto
nao podemos dizer que exista em todas as faculdades.

Uma base soélida, durante o ensino basico e superior, desse conteudo implica
em possibilidades em seu ensino, ao que os PCN (BRASIL, 2000) retratam o carater
docente como instigador da curiosidade do discente, levando-os a explorar as alternativas
e materiais didaticos disponiveis, em alguns casos criar metodologias ou jogos. Uma das
referéncias seria a utilizagao da interdisciplinaridade entre matematica e fisica para o estudo
de trigonometria. Em conjunto deve-se levar em conta as aplicagbes no dia a dia, dos
conteudos aprendidos, como no caso das medidas de distancias inacessiveis, usando a
trigonometria e expondo uma situagao problema a qual incentive o discente a refletir sobre
como medir? Qual conceito utilizar? Quais sdo as outras formas de descobrir a distancia?

Geralmente, no caso de medidas de distancias inacessiveis é utilizado o conteudo
de trigonometria. Essa situacao problema possui um contexto antigo o qual podemos utilizar
a histéria da matematica como base para fazer uma ligacao entre teoria e pratica. Nesse
ponto, os PCN(BRASIL, 2000) abordam que nao basta somente esses casos, mas propor
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situacdes mais atuais ou que podem aparecer no dia a dia, possibilitando a contextualizacao
e interdisciplinaridade entre os conceitos matematicos e a realidade do discente, pois o
“ensino isolado desse tema nao permite a exploragdo do carater integrador que ele possui.
Devemos observar que uma parte importante da Trigonometria diz respeito as funcdes
trigonométricas e seus graficos” (BRASIL, 2000, p. 43).

Na formacao do discente, a matematica contribui para o desenvolvimento de proces-
sos de pensamentos e aquisicao de atitudes, promovendo estimulo ao saber e autonomia
pessoal. Nesse aspecto, admitimos que o processo de aprendizagem pode incluir novas
tecnologias e saberes, contribuindo para a

formacao de uma visdao ampla e cientifica da realidade, a percepgéo da
beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capa-
cidades pessoais.

[..]

Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matematica como um
sistema de codigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicagao
de ideias e permite modelar a realidade e interpreta-la. (BRASIL, 2000,
p. 40)

O desenvolvimento tecnolégico possibilitou uma extensao nas medidas de ensino
e aprendizagem, diversificando as metodologias empregadas pelo docente e as formas
de ensinar os conteudos. Em conjunto, o Curriculo Basico Escolar Estadual do Espirito
Santo(CBEE) incentiva o docente a ir além, fazer mais, dinamizar, trabalhando a motivagao,
compreensao duradoura, modelizagdo e conexao com os alunos. O docente deve ser
participativo e promover aulas que trabalhem a exploracéo e investigacdo dos temas ou
conteldos. Portanto, a disciplina de matematica tem como fungao

- Estimular o espirito de investigacdo e desenvolver a capacidade de resol-
ver problemas.

-Estabelecer relagao direta com a tecnologia em uma via de méo dupla:
como a Matematica colabora na compreenséo e utilizagao das tecnologias e
como as tecnologias podem colaborar para a compreensao da Matematica.

-Possibilitar situagdes que levem o estudante a validar estratégias e resul-
tados, de forma que possam desenvolver o raciocinio e processos, como
intuicdo, inducéo, dedugéo, analogia, estimativa, e utilizarem conceitos e
procedimentos matematicos, bem como instrumentos tecnolégicos disponi-
veis. (ESPIRITO SANTO, 2009, p. 109-110)

Considerando essas funcdes, o uso da tecnologia permite trabalhar os contetdos
matematicos em sala de aula implementando metodologias para desenvolver 0os processos
de raciocinio, de trabalho em grupo, de deducédo e analogia. Dentre esses conteudos,
podemos destacar o estudo das fungdes, pois possui carater maleavel, permitindo modelar
diversas situagdes-problema do cotidiano. Sua relagdo com as tecnologias computacionais
vém sendo estudadas hé algumas décadas, desde o uso da calculadora grafica, para
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plotagem de graficos, tais como fatores de crescimento e decrescimento em um grafico,
periodicidade, dominio, imagem e lei de formagao.

A trigonometria no ensino médio regular no Estado do Espirito Santo é trabalhada
de forma gradual durante as seriacées. O CBEE (ESPIRITO SANTO, 2009), como uma
sugestao, sugere ao docente trabalhar as relagées métricas e trigopnométricas no triangulo
retdngulo, assim como lei dos senos e lei dos cossenos e as medidas de distancias
inacessiveis na segunda série do Ensino Médio. Posteriormente, na terceira série havera
uma revisdo desses conteudos, incluindo o conceito de seno, cosseno e tangente na
circunferéncia trigonométrica, seguido de uma introdugédo das fungbes trigonométricas.
Esse trabalho tem como objetivo trabalhar as fungdes seno, cosseno e tangente, porém o
professor pode continuar o estudo das demais fungoes.

Seguindo com base no curriculo basico estadual, temos o Programa de Avaliacao
da Educacéao Basica do Espirito Santo trimestral (PAEBES TRI), administrado por meio
de prova com o propdsito de avaliar trimestralmente o desempenho escolar dos alunos. O
programa é realizado por meio de uma parceria entre a SEDU" e o CAEd?.

O PAEBES TRI (ESPIRITO SANTO, 2016) correlaciona os contelidos que serdo
cobrados durante o trimestre com as diretrizes educacionais previstas pelos PCN (BRASIL,
2000). O contelido de trigonometria é dividido em dois momentos como no CBEE (ESPIRITO
SANTO, 2009). O primeiro, € cobrado na segunda série do ensino médio durante o segundo
trimestre, abordando a trigonometria no triangulo retangulo, a lei dos senos, a lei dos
cossenos, e a medida de distancias inacessiveis. O segundo momento, esta presente
na terceira série do ensino médio, o qual durante o segundo trimestre, sera feita uma
revisdo sobre o contetido de seno, cosseno e tangente, sua interpretacao através do circulo
trigonométrico para posteriormente trabalhar as fungdes trigonométricas seno, cosseno e
tangente. Pede-se que o aluno desenvolva competéncias de andlise e interpretagao das
funcdes.

1.2 O uso do computador no ensino e aprendizagem de mate-
matica

O uso de tecnologias para auxiliar no ensino aprendizagem tem se expandido desde
o momento em que o ser humano desenvolveu sua primeira forma de linguagem a “escrita”,
ou especificamente os “desenhos em cavernas”. A principio 0 homem utilizava esse método
para descrever os acontecimentos do dia a dia ou os memoraveis, utilizando ferramentas
rusticas como o carvao, utensilios feitos com ossos, 0 sangue, ou mesmo as maos, entre
outros materiais. Ao decorrer da histéria, com o desenvolvimento do ser humano constituiu-

Secretaria Estadual de Educacao

2 Centro de Politicas Publicas e Avaliacdo da Educagéo



Capitulo 1. As fungbes trigonométricas no Ensino Médio 26

se 0 conceito de escola, ensino e aprendizagem, fazendo ser um senso comum a utilizacao
de materiais como lapis, borracha, caneta, quadro negro ou quadro branco, assim como o
giz ou pincel. Todas essas ferramentas utilizadas, mesmo o carvao, podem ser consideradas
tecnologias empregadas pelo homem no processo de ensino.

Ao longo de tal desenvolvimento em linguagem e ensino, temos o surgimento de
novas tecnologias que estdo aos poucos ganhado seu espaco na chamada “Era Digital”,
um conceito que vem crescendo desde a década de 80, que € o uso do microcomputador
ou somente computador nas salas de aula, além do celular smartphone. Na maior parte
dos casos ha um laboratério de informatica nas escolas o qual esta a disposi¢cédo para os
professores e alunos utilizarem como meio de pesquisa ou ensino. Isso ocorre devido o
Ministério de Educacgéao do Brasil, estar investindo para possibilitar o acesso a informatica
desde a década de 80 com programas como o Educom?®, Formar* e Proninfe®, como
descrevem Borba e Penteado (2016).

A informatizacao e a internet auxilia a vida dos docentes e dos discentes em diversas
areas do ensino e aprendizagem. Existe uma facilidade ao acesso de informagdes para
estudos e assuntos diversos, porém deve-se estar atento para saber filtrar essas informa-
¢bes. Mas, mesmo com esse desenvolvimento persiste a pergunta em muitos educadores:
até que ponto as Tecnologias da Informacéao (Tl) contribuem ou prejudicam o ensino? A
metodologia que faz uso de computadores seria melhor ou pior do que as tradicionais?
Borba e Penteado (2016, p. 10) relatam que “interessa-nos as possibilidades e dificuldades
que se apresentam, sem comparar se sdo melhores ou piores do que aquelas nas quais
essa tecnologia nao é utilizada”.

Outro fato que levou o repudio inicial da utilizagdo dos computadores como ferra-
mentas de ensino seria a questao de serem pecas de equipamentos, aparentando ser
dispositivos mecanicos de aprendizagem, programados e limitados, como relata Matos
(2001). Ou seja, utilizamos uma nova ferramenta didatica, mas a pratica continua a mesma.
Isso ocorre se os computadores juntamente com os programas forem utilizados sem a
orientagao profissional adequada. O computador, assim como o software, sao ferramentas
didaticas as quais o professor pode estar utilizando, mediante planejamento, em sua aula
para enriquecer o contetudo e motivar os alunos. Por essas duvidas, o CBEE nos chama a
atencédo para

nao fazer do computador uma simples transferéncia de agdes que ja ocor-
rem com a utilizagdo de outros meios e sim para potencializa-las com a

3 Primeira proposta governamental de implementagéo de centros-pilotos com infra-estruturas relevantes
para o desenvolvimento de pesquisas voltadas para as escolas de 2° grau.

4 Projeto voltado para a formacéo de profissionais da rede publica do Brasil para trabalharem em centros de
informatica educativa.

5 Programa Nacional de Informatica Educativa, que pretendia desenvolver a informatica educativa no Brasil
por meio de projetos e atividades fundamentadas em teorias de aprendizagens sélidas e atualizadas da
época.
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incrementagao de tarefas dificeis ou impossiveis de serem realizadas sem
um meio virtual, valorizando o papel do professor como intermediador desse
novo processo de aprendizagem. Nessa perspectiva, para contribuir com
a aprendizagem da Matematica € necesséario que pensemos no uso do
computador dentro de uma abordagem que permita a agao do sujeito e a
reflexdo sobre essa agao, e para isso deve-se buscar utilizar ambientes com-
putacionais que valorizem a experimentacéo e a investigagdo.(ESPIRITO
SANTO, 2009, p. 113)

Portanto, é importante construir um ambiente propicio para o ensino aprendiza-
gem da matematica que permita ao professor e aluno utilizar o computador para realizar
experimentagdes e investigacdes possibilitando maior interagdo, dinamismo e incentivo
na aprendizagem. Nesse ambiente, para Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), as atividades
investigativas devem ser apresentadas por meio de um tema transversal e sugerem para
o ensino de funcdes reais realizar pequenas investigacoes, além de agregar o uso de
tecnologias como os softwares computacionais.

Dentre as competéncias gerais que devemos desenvolver juntos aos educandos
segundo o CBEE (ESPIRITO SANTO, 2009) e os PCN (BRASIL, 2000), seria o uso de novas
tecnologias de computacao e informacao, trabalhar a investigacao e analise de graficos
sobre temas socioecondémico e técnico-cientifico. Assim, como promover projetos que
oportunizem a utilizagdo dessas tecnologias, em grupos ou individualmente, em especial no
Ensino Médio.

As tecnologias de computagéo e informagao em sala de aula criam possibilidades,
se utilizadas de acordo com um planejamento apropriado. Ressaltamos que mesmo o lapis
ou a caneta sao ferramentas tecnolégicas importantes presentes no processo de ensino.
Voltando-se para o ensino de matematica, ao incluir o uso de softwares computacionais
podemos oferecer aulas diferenciadas e dindmicas. Ao longo dos anos alguns programas
se destacaram, como foram os casos do Cabri Il, 0 Supermaticas, o Fracionando, o Divide
and Conquer, 0 PROLOG, o PASCAL, o BASIC, o Excel, o Factory, o Bulding Perspective e
0 LOGO. Esses programas atuam em areas diversas da matematica.

Para o ensino de fungdes, os software que se destacam sédo o Excel, o FUN, o
Graphmatica, o GeoGebra e o WinPlot. Além desses softwares, ha as Calculadoras Graficas
que sao disponibilizadas on-line na internet e de forma gratuita, em alguns casos elas
possuem certas limitacdes, porém sdo de grande ajuda na analise e exploragao de graficos.

Com relagao ao uso do computador em sala de aula, temos alguns pesquisadores
que utilizam as teorias como a de Skinner, de Watson, Hull e entre outros, como afirma
Carraher (2001, p. 172), que apontam trés caracteristicas basicas:

1. a énfase no comportamento observavel,

2. a énfase no papel do reforcamento, e
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3. uma teoria de condicionamento que descreve como ocorre a aprendizagem.

O uso de programas computacionais para o ensino envolve a manipulacdo de sim-
bolos, necessitando de uma abordagem tedrica e pratica. Uma teoria de aprendizagem que
possa trabalhar com processos de mediagao, relacionar os conhecimentos estabelecidos,
as estratégias de representagao e a resolugdo de problemas. Essa relagédo possibilita a
construcao e interpretacdo de conceitos matematicos. Deve também ser capaz de lidar
com questdes especificas do campo de estudo, gerar possibilidades de investigacbes e
exploragéo dos conteudos da aprendizagem, portanto

Uma teoria da aprendizagem com auxilio do computador teria que ser
construtivista, no sentido de oferecer subsidio para analisar como o conhe-
cimento do aluno é assentado nos conceitos e estruturas mentais elabora-
dos através da interagdo do aluno com o ambiente, no caso, 0 ambiente
simbdlico sustentado pelo computador.

[...]. A algebra, os graficos, a trigonometria, as leis de Newton correspondem
a conhecimentos e sistemas de representagdo que nao seriam inventados
pelos alunos através de suas interagdes com o mundo fisico. As teorias
de aprendizagem precisam investigar os processos de aquisi¢cdo de co-
nhecimentos ja estabelecidos, bem como analisar o papel dos mediadores
nesses processos. (CARRAHER, 2001, p. 186)

Como Carraher (2001) expde, faz-se necessario uma teoria da aprendizagem que
insira o computador como suporte no ensino de matematica proporcionando uma interagao
diferenciada, a qual o aluno tera a oportunidade de realizar experimentos e investigar as
caracteristicas de conteidos como a trigopnometria, da mesma forma como o fazem nas aulas
experimentais de Fisica, de Quimica ou de Biologia, como afirma Borba e Penteado (2016).
Conforme ocorre em aulas experimentais, a investigacao é o epicentro das descobertas.

No caso das fungdes na Matematica, é possivel investigar como diferentes coeficien-
tes de um polindmio influenciam ao tragar um grafico quando um determinado coeficiente é
alterado. O mesmo ocorre ao analisar e investigar as mudangas quando modificamos os
coeficientes (parametros) de uma fungéo seno expressa por f(z) = a-sen (bx + ¢) + d, com
a, b, c e d coeficientes. Portanto, por meio da experimentagao dentro das fungoes reais, é
possivel seguir a ordem: a investigacao e, entdo, a teorizagao.

Uma midia, ou uma ferramenta didatica, por si s6 nao determina a pratica pedagdgica
do docente, estamos trabalhando com o intuito de promover o uso da informatica que possa
melhorar ou criar novas praticas. Pois, toda pratica que esteja em harmonia com a visdo da
construgcao de conhecimento que busca privilegiar o processo e néo o resultado em sala de
aula, entendera que o conhecimento dependera do esforgo e estudo por parte do sujeito,
como afirma Borba e Penteado (2016). Desse modo, o papel de insercao da informatica no
ensino deve contribuir para modificar e melhorar as praticas de ensino. E, nesse processo,
atrair o interesse dos estudantes, incentivando-os a participar das atividades desenvolvidas
em sala de aula.
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Num contexto onde as Tl's e a ensino de matematica trabalham em conjunto teremos
um cenario, o qual cria-se um ambiente para o ensino e aprendizagem dos conceitos
matematicos a partir de ferramentas dindmicas que incentivem atividades voltadas para
a exploracdo, a investigacao e a busca na compreensao das caracteristicas de conceitos.
Para formar esse cenario o CBEE (ESPIRITO SANTO, 2009, p. 110) orienta que devemos
estabelecer uma “relagao direta com a tecnologia em uma via de mao dupla: como a
Matematica colabora na compreenséo e utilizagdo das tecnologias e como as tecnologias
podem colaborar para a compreensdo da Matematica”.

Portanto, no proximo capitulo propomos o uso do software GeoGebra como suporte
para o ensino de fungdes trigonométricas e para trabalhos de cunho interdisciplinar com
outras disciplinas como a fisica e geografia. O programa podera auxiliar a modelar questdes
ou situagdes problemas que ocorrem no dia a dia ou em areas de atuagao de ciéncias como
a arquitetura, ou mesmo na biologia de alguns seres vivos.
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Capitulo 2

O uso de Techologias no ensino de
funcoes trigonomeétricas

2.1 O software GGeoGebra na educacao matematica

O software GeoGebra, segundo o Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro (IGRJ,
2017), foi criado por Markus Hohenwarter da Flérida Atlantic University, sendo um software
de matematica dinamica desenvolvido para o ensino aprendizagem de matematica para
todos os niveis de ensino, seja ele basico ou universitario.

O GeoGebra, para Brandt e Montorfano (2007), € um software de Matematica dina-
mico que reune a geometria, a algebra e o célculo. Criado em 2001, este € um software
gratuito, disponivel para download, escrito em linguagem Java, compativel em computa-
dores com sistemas operacionais como o Windows, Linux e Mac OS, recentemente para
smartphones. Esse software reine um conjunto de recursos matematicos como geometria,
algebra, gréficos, probabilidade, tabelas, estatistica e calculos simbdlicos em um mesmo am-
biente computacional, proporcionando uma vantagem didatica para o ensino de matematica
tanto para o Ensino Basico, como para o Ensino Superior.

Segundo Serrano (2014, p. 11) a popularidade do programa “tem crescido continua-
mente e hoje 0 GeoGebra é usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, com mais de
300.000 downloads mensais”. Além disso, existem 62 Institutos de GeoGebra em 44 paises.
No Brasil temos referéncia do IGRJ’, situado na Universidade Federal Fluminense (UFF?) e
o Instituto de GeoGebra em Sao Paulo localizado na PUC-SP3, podemos localizar outros
institutos na opcao Institutes do site oficial do GeoGebra(https://www.geogebra.org).

O GeoGebra é capaz de lidar com varios processos ao mesmo tempo, ou variaveis
como numeros, pontos, vetores, derivagoes e integragdes de fungdes. Sua plataforma

Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro
Universidade Federal Fluminense
3 Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo
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€ acessivel e interativa possibilitando ao aluno, experimentar, investigar e organizar as
variacoes de conceitos os quais podem ser incompreensiveis durante um longo periodo de
tempo em sua aprendizagem. Ao oferecer tal ferramenta aos alunos, temos como objetivo
motiva-los, tornando o ensino de Matematica acessivel e possibilitando melhores resultados
em sua aprendizagem. Observe na Figura 1 alguns comandos que o software pode oferecer
para estudo de fungoes.

Figura 1 — Possibilidades do GeoGebra.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 2, estd uma demonstra¢do do uso da calculadora de probabilidades do
GeoGebra que pode ser utilizado em conteddos inseridos na estatistica.

Figura 2 — Calculadora de probabilidades do GeoGebra.
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Segundo Coelho (2016), a partir da versao 5.0 o GeoGebra permitiu trabalhar com a
geometria em trés dimensdes, tornando-se uma importante ferramenta para o ensino de
geometria analitica. O IGRJ, ao apresentar o programa afirma que além dos aspectos dida-
ticos, 0 GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustragoes profissionais para
serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX. Disponivel em portugués, o
GeoGebra é uma multiplataforma. O IGRJ visa trabalhar com a formagéao e capacitagéo de
professores de matematica no uso de GeoGebra para o ensino, disponibilizando materiais
que podem ser utilizados em sala de aula e videos tutoriais.

2.2 Nocoes basicas do GeoGebra

Apresentaremos agora as nogdes basicas do GeoGebra em sua versao para compu-
tadores que esta disponivel para download no enderego eletronico:https://www.geogebra.org.
Vamos nesta secao, conhecer um pouco sobre alguns comandos e fungdes basicas do
programa.

Primeiramente ao acessar o programa, sera aberta uma janela inicial como apre-
sentada na Figura 3. Essa tela inicial apresenta-nos duas janelas, a Janela de Algebra, &
esquerda, que tem por funcéo organizar todo termo ou expressao algébrica que inserirmos
no programa. A Janela de Visualizacao, a direita, expressa geometricamente ou plota as
imagens das expressoes algébricas. Ambas as janelas, podem ser excluidas ou inseridas
de acordo com a necessidade do momento, para isso bastar ir no item exibir do menu e
clicar para ativar/desativar a op¢ao de janela a escolha.

Figura 3 — Interface do Programa.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Ainda, no item exibir do menu, podemos selecionar a inser¢cao da planilha, da janela
CAS, da janela de visualizacao 2, da janela de visualizagao 3D, do protocolo de construgéao,
do teclado ou da calculadora de probabilidades. Observe na tela inicial (Figura 3), que ao
abrirmos o programa no lado direito da tela o software disponibiliza op¢des de inicio como
Calculadora Grafica, Janela CAS, Planilha de Célculos, entre outras.

Outra funcéao presente na tela inicial € a da caixa de “Entrada” , situada na parte
inferior da tela, que permite ao usuario digitar as expressdes ou lugares geométricos como
ponto, fungdes, equagdes de figuras conicas, entre outras. Na parte superior aparece uma
barra de ferramentas para acesso rapido das funcdes oferecidas pelo programa como
apresenta a Figura 4.

Figura 4 — Barra de Ferramentas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Cada icone da barra de ferramentas possui, além das apresentadas, outras opgdes
relacionadas com as func¢des descritas em seus simbolos, abaixo esta a relagao de algumas
dessas funcdes:

(a) icone da secao destinada a movimentagdes realizadas no programa;

(b) icone pertencente a sec¢ao de pontos, como ponto entre retas, ponto médio, entre
outros;

(c) icone pertencente ao trabalho com retas, semirreta, segmento de reta, entre outros;

(d) icone pertencente a reta perpendicular, da secdo das relagdes entre retas como
mediatriz, bissetriz, entre outras;

(e) icone pertencente a se¢ao de constru¢ao de poligonos;
(f) icone pertencente a secédo que trabalha com a construgéo de figuras circulares;
(g) icone pertencente a secao que trabalha com a construgao de figuras conicas;

(h) icone pertencente a secdo que disponibiliza a exploracdo de angulos, distancias,
areas, entre outros;

(i) icone pertencente a secéo que disponibiliza a exploragéo de reflexdes, inverséo de
ponto, rotacado, entre outros;
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(j) icone de controle deslizante, pertencente a secao que possibilita edicao de texto,
insercdo de imagens, entre outros;

(k) icone pertencente a se¢cao de movimentacao e edi¢cdo na janela de visualizagao.

Esses sdo os icones e secbes com as fungdes relacionadas ao trabalho de constru-
cbes matematicas. Além destas opgdes, é possivel a insercao da “malha” ou a “barra de
navegacgao” basta clicar com o botdo direito sobre a janela de visualizagao e selecionar estas
opcoes. A malha em especial € um recurso importante para o ensino de funcées, auxiliando
o aluno na compreensao dos pontos no plano cartesiano. Outra forma de usa-la, seria na
confeccao de figuras geométricas. Quanto a barra de navegagéao, pode ser utilizada para
verificar o passo a passo de uma atividade, auxilia na identificacdo de um erro durante a
confecgao, ou pode auxiliar o professor a verificar os processos que o aluno fez, lembrando
que ele pode fazer o mesmo ao analisar o protocolo de construcao.

Nas fungdes trigonométricas geralmente utilizamos o eixo x em radianos. No Geo-
Gebra, para alterar o eixo x de uma real para uma reta em radianos basta clicar com o botao
direito do mouse na janela de visualizagao e selecionar o item “Janela de Visualizag&o...”,
na janela de preferéncias selecione a aba “EixoX”. A aba EixoX determina as propriedades
desse eixo, na caixa de “Unidade” selecione o item “7”. Desse modo podemos trabalhar
com as fungdes trigonométricas com o eixo x em radianos.

2.3 O Google Imagens e Google Maps no ensino de funcoes

trigonométricas

O Google Inc. é uma empresa que fornece desde suporte cibernético como produtos
fisicos que facilitam a vida dos usuarios e promove também o lazer. Um de seus é o Google,
uma plataforma de busca e pesquisa com diversas fungdes e aplicativos para suporte ao
usuario.

Segundo o Google (2017b), sua histéria comeca em 1995, na Universidade de
Stanford, com Larry Page e Sergey Brin, sendo respectivamente, pds-graduando e gradu-
ando. Ambos trabalharam em seus dormitérios para construir um mecanismo de busca que
utilizava links para determinar o grau de importancia na World Wide Web que foi chamado
de Search Engine Backrub. Posteriormente, esse mecanismo foi renomeado como “Google”,
nome originado de uma expressdao matematica para o numero 1 seguido de 100 zeros. Um
dos objetivos era organizar as informagdes do mundo e torna-las acessivel e util ao dia a
dia.

Em 1998, ao comecar a se expandir e chamar atencao da comunidade académica,
Page e Brin receberam apoio de Andy Bechtolsheim, co-fundador da Sun, possibilitando a
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empresa Google Inc. nascer oficialmente montando seu primeiro escritério e formagéo de
uma equipe. Atualmente, a empresa ganha destaque em diversos paises e seus produtos
atendem “bilhdes de pessoas em todo 0 mundo”’(GOOGLE, 2017b).

Entre muitas funcdes e plataformas de pesquisa que o Google oferece iremos focar
no Google Imagens e no Google Maps, sendo possivel a utilizagao da “Pesquisa” do Google.
O Google Imagens é um servico prestado pela Google Inc. que consiste em fazer busca de
imagens por nome ou conteddos relacionados. Segundo Katie (2017b), o servico oferece
copiar ou salvar imagens, mas devemos ressaltar que em alguns é preciso ter cautela, pois
essas imagens possuem direitos autorais .

Podemos realizar a pesquisa por imagens, por meio de nome ou URL, porém “a
pesquisa por imagens funciona melhor quando a imagem tem chances de aparecer em
outros lugares na Web”(KATIE, 2017a). Outro fator importante na pesquisa é ter pontos
de referéncia ou identificar as caracteristica. Na pesquisa, também é possivel filtrar os
resultados e qualidade da imagem de acordo com a necessidade.

Falando em termos educacionais, a pesquisa por imagens promove uma analise de
informacdes melhor para o aluno em determinados conteudos. Na Matematica, por exemplo,
nem todo aluno possui habilidades suficiente para transcrever certas formas geométricas
ou possuem dificuldades em identificar suas caracteristicas abstratas. Mas, por meio de
uma imagem ele pode tirar estas duvidas e explorar de forma eficiente, tendo uma base
para quando for resolver ou estudar assuntos semelhantes.

Com relacao as fungdes trigonométricas o aluno teria a oportunidade de conhecer
alguns graficos contendo a senoide, cossenoide, entre outros graficos. Além de poder ver
imagens que realizam comparacdes entre essas funcoes e situagdes onde estdo inseridas,
ou mesmo situagdes-problemas. Cabe ao professor direcionar um estudo ou um tarefa a
qual possa instigar o discente a procurar e explorar estes tipos de imagens que podem ser
encontradas utilizando o servigo do Google Imagens. Observe na Figura 5 um exemplo de
pesquisa no Google Imagens.

O Google Maps, segundo o Google (2017¢e), é uma plataforma de pesquisa e
visualizacdo de mapas e imagens de satélite da Terra gratuitamente. Ele disponibiliza
imagens de satélite do mundo todo, com a possibilidade de zoom em algumas cidades.

O Google (2017a) possui a ferramenta Local Business Center que permite a em-
presas, instituicdes ou escolas a realizarem um cadastro que permitira ao cliente/usuario
identificar informagdes de seus estabelecimentos como telefone, horario de funcionamento,
fotos, entre outras. Uma fungé@o que nos chama a atengao seria a identificacdo do local onde
0 usuario esta e a partir de alguns cliques identificar estabelecimentos como restaurantes
ou lojas nas proximidades, além de visualizar os comentarios que outras pessoas deixaram
sobre esses estabelecimentos.
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Figura 5 — Demonstragao do Google Imangens.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A funcao Street View, segundo o Google (2017c), juntamente com satélite proporci-
ona ir a lugares conhecidos ou descobrir novos lugares como se estivesse passeando em
uma cidade. Infelizmente, essa fungao por vezes ndo cobre toda a cidade, sendo excluida
periferias ou ruas ainda nao registradas.

Esse servigo dentro do ensino de geografia cobre a compreenséo da leitura de
mapas, escalas e identificacdo de latitude e longitude. Além, de fornecer imagens e acesso
a monumentos histéricos que foram um marco no desenvolvimento da arte e histéria da
humanidade. Observe um exemplo de pesquisa no Google Maps na Figura 6.

Na matematica, podemos trabalhar com o sistema de coordenadas, distancia entre
pontos, areas, entre outros conteldos se levarmos em consideragdo os mapas. Porém,
se trabalharmos com a fung&o satélite juntamente com o Street View, além de fazer um
tour pela cidade podemos notar sua arquitetura realizando comparacées com figuras e
formas estudadas, ou mesmo integrar o estudo de fungdes, em intervalos, em algumas
construgdes e obras civis. Isso ocorre com as fung¢des trigonométricas que estao inseridas
em lugares como a estrutura de estradas, a formacao de alguns rios, a arte em alguns
muros, retoques em construgdes, muros, gradeados ou o0 conjunto de correntes com as
hastes de isolamento.
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Figura 6 — Demonstragcao do Google Maps.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A matemética é tida como uma disciplina abstrata, no entanto, sua aplicagéo esta
inserida desde os meios mais simples aos da mais elevada complexidade. E o papel do
professor incentivar os alunos a enxergarem o mundo com um sentido critico e possibilitar o
uso de ferramentas que os auxiliem nesse processo.
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Capitulo 3

As funcoes trigonomeétricas

Neste capitulo, estaremos estudaremos e desenvolveremos as definigbes, caracteris-
ticas e peculiaridades sobre o contetdo de fungbes trigonométricas. Mas, antes de trabalhar-
mos com estas fungdes, observaremos os pré-requisitos para seu estudo. Compreendem
a base para o estudo de funcdes trigopnométricas: as nocdes de razdes trigonométricas
no triangulo retangulo, a medida dos angulos, a circunferéncia trigonométrica, a funcao de
Euler e as funcgdes periddicas, além de um breve relato do inicio da histéria da trigonometria.

Como as fungbes trigonométricas devem ser trabalhadas no segundo trimestre
escolar da 3 série do EM de acordo com o CBEE(ESPIRITO SANTO, 2009) e o PAEBES
TRI(ESPIRITO SANTO, 2016), os professores devem se organizar para lecionar esse
conteudo em um periodo entre cinco a seis semanas.

O livro didatico utilizado pela rede escolar da SEDU é o Matematica Paiva, de Paiva
(2013), composto por trés volumes separando o contetdo do ensino médio.

Neste capitulo, estaremos tomando como base o ensino de fungdes trigpnométricas
proposto por Paiva (2013) e Dante (2009), complementando com os estudos de Neto e
Caminha (2013), Lima et al. (1998) e Lima (2013)

3.1 Um pouco da histoéria da trigonometria

O desenvolvimento da trigonometria, por assim dizer, pode ser datado desde a
pré-histéria como afirma Kennedy (1992). Portanto, sua origem nao € precisa, sabemos que
surgiu devido a necessidade de se medir distancias inacessiveis em problemas que surgiram
na agricultura, agronomia, navegacao e medicina. Esse fato pode ser identificado, por
exemplo, nas primeiras tentativas de se medir o tamanho da sombra durante as horas do dia,
ou relacionar as sequéncias numéricas com o comprimento das sombras. Algumas dessas
tentativas geraram tabelas com o objetivo de montar um esquema para medir o comprimento
da sombra por meio de uma vara vertical (um “gnémon”) ou uma pessoa, durante as horas
do dia, obtendo como resultado da sombra ser longa pela manha, diminuindo a um minimo
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ao meio-dia e depois aumentando durante a tarde.

Paiva (2013), cita outro exemplo de tentativa em formalizar uma técnica a partir de
uma necessidade do antigo Egito (cerca de 3000 a.C.), onde as enchentes anuais do rio Nilo
desfaziam os marcos de delimitacao para o cultivo de agricultura as margens do rio. Apos,
as enchentes os agrimensores deveriam remarcar 0s campos, o qual conta-se que era feito
por uma corda, com 12 nés espacados igualmente a uma distancia d, que eles esticavam
sob a forma de um tridngulos de lados 3, 4 € 5 na unidade d. A partir de uma situacao
problema, eles desenvolveram algo parecido com o que conhecemos atualmente como um
triangulo Pitagdrico, portanto existiam os “esticadores de corda” que eram chamados, apés
as inundacgdes para refazer as marcacodes e tinham o conhecimento sobre esse tridngulo.

Entre as técnicas desenvolvidas durante os tempos mais remotos, as mais completas
foram desenvolvidas por Hiparco, que por volta de 150 a.C. escreveu um tratado de cordas
que desapareceu. Esse tratado, segundo Kennedy (1992), se baseava em uma unica fungéo,
a corda de um arco de um circulo arbitrario. Os gregos através do comércio e da guerra,
absorveram parcialmente algumas culturas, sendo uma delas a dos babilénicos, adotando
as fragbes sexagesimais e o conhecimento sobre astronomia. A partir dessa interagéo
Hipisicles (em 180 a.C.) foi o primeiro a fazer sua contribuicdo para a trigopnometria e
astronomia, dividindo o circulo do zodiaco em 360 partes, no entanto,

Ninguém sabe por que os babildnicos escolheram 60, embora haja muitas
teorias interessantes a respeito. E possivel até que o uso de 60 tinha sido
decorréncia da facilidade de se dividir um circulo em seis partes iguais

1
usando seu raio como corda. Toda a fonte original de 60 seja — de 360. A

ideia de 360 partes em um circulo poderia ter resultado de uma estimativa
ligeiramente errbnea de 360 dias num ano. Todavia, parece provavel que o
sistema sexagesimal moderno tenha precedido a divisédo do circulo em 360
partes — certamente precede a subdivisdo de cada parte em 60 subpartes.
(KENNEDY, 1992, p. 34)

Segundo Oliveira (2014), Hiparco de Nicéia (180-125 a.C.) ampliou a ideia de
Hipisicles, dividindo qualquer circulo em 360 partes e posteriormente construiu a primeira
tabela trigopnométrica, sendo reconhecido como “O Pai da Trigonometria”. O conceito de
angulo era utilizado por Euclides (em 300a.C.), mas foi com o aleméo H. Schotten, em
1893, que teve uma sumarizacdo em suas definicdes. Em 1643, com Pierre Herigone,
num trabalho francés, que foi usado o simbolo “<” para representar um angulo. Kennedy
(1992) afirma que o termo “radiano”, € utilizado no estudo da circunferéncia trigopnométrica,
apareceu pela primeira vez num exame aplicado por Thomson Muir, em 1873. No entanto,
sua apresentacao ao publico geral ocorreu em 1874, em Londres.

A trigonometria (do grego, trigonon significa “triangulo” e metron significa “medida”)
€ um ramo da matematica que possui uma interagao entre teoria e aplicagéao, tendo “como
resultado de uma interagdo continua e fértil entre oferta e demanda”(KENNEDY, 1992, p. 1),
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estando interligada a outros ramos da matematica e ciéncias. Podemos observar que a
trigonometria esta presente desde o estudo com arcos de Hiparco passando por analises,
modificagdes, descobertas e formalizando-se até se inserir no calculo diferencial.

3.2 A trigonometria do ensino fundamental

O estudo das fungdes trigonométricas se inicia desde o Ensino Fundamental sendo
enfim formalizado na 3? série do Ensino Médio. Portando, desde o Ensino Fundamental,
o aluno sabe que em um tridngulo retangulo, conforme a Figura 7, de hipotenusa BC e
angulos E, @, opostos respectivamente os catetos AC e AB, possuem como definicdes as
seguintes relagoes:

sen ( E) C  cateto oposto
1 = =
BC hipotenusa

~ AB  cateto adjacente
cos (B) = = )

BC hipotenusa

e, consequentemente, temos as relagdes:

S

cos (C) = g:g sen (C) =

Figura 7 — Tridngulo reto em A.

A

(1

Fonte: Elaborada pelo autor.

As relagdes acima, definem o seno e cosseno de um angulo agudo qualquer, pois
todo angulo agudo sera um dos angulos de um triangulo retangulo, tal que B+C = 90°. Note
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que o sen (B) e cos (B), depende exclusivamente do angulo B, mas ndo necessariamente
do triangulo retdngulo ao qual B pertence. Portanto, suponha dois triangulos retangulos

quaisquer que possuam um angulo agudo igual a B, ou seja semelhantes, conforme a
Figura 8.

Figura 8 — Tridngulos retangulos semelhantes.

A

B C 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomando os triangulos ABC e A’BC", sendo ABC = A'BC’, a semelhanca entre
os dois resulta em

AC AT . AB A'B
BC  BC' BC BC"

~ ~

sen (B) =sen (B) e cos(B) = cos(B).

Assim, podemos notar que o seno e 0 cosseno pertencem ao angulo, e ndo a determinado
triangulo retéangulo.
Segundo Lima (2013),a base de sustentacédo da trigonometria € a semelhanca de

triangulos. Por ela, podemos organizar tabelas de valores de sen (B) e cos (B) para todos
os angulos agudos de B.

Uma vez conhecido o valor da hipotenusa e do angulo agudo LA?, podemos utilizar o
Teorema de Pitagoras

a? =0+ c?

e asrelagdes b = a - sen (B) e ¢ = a - cos (B) para determinar os catetos b e ¢ do triangulo
retdngulo.
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Sendo o Teorema de Pitagoras, aplicado ao triangulo retangulo ABC, onde AB = ,
AC = be BC = a, nos mostra a relacéo:

b+ =a’
(a- sen(f?))2 + (a- COS(E))Q =a®
a® - sen 2(@) +a?-cos 3(B) = a?

a® - sen %(B) N a%-cos 2(B)  a?

a? a? a?
sen 2(B) + cos 2(B) = 1.

A relagéo fundamental

~

sen 2(B) 4 cos 2(B) = 1

nos mostra que, a rigor, basta construir uma tabela de senos para ter a de cossenos, ou
vice-versa.

Lima (2013, p.188), afirma que “o cosseno de um angulo agudo é igual ao seno
do seu complemento e vice-versa”. Por isso, a palavra “cosseno”, ou seja, 0 seno do
complemento.

3.3 A Funcio de Euler e as Medidas de Angulos

Tomando a relacao fundamental

sen *(a) + cos *(a) = 1

temos que para todo angulo «, os numeros cos () e sen («) serdo as coordenadas de
um ponto sobre uma circunferéncia de raio unitario, ou circunferéncia unitaria, e centro
na origem de R 2. Indicaremos com a notagdo I" essa circunferéncia(Figura 9) com I' =
{(z,y) e R[22 +y? =1}
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Figura 9 — Ponto na Circunferéncia Trigonométrica.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

A qual observa-se, que para todo ponto (z,y) € 'tem-se —1 <z <le—-1<y< L.
Para definir as fungdes cos : R — R e sen : R — R, associamos cada numero real c a
um angulo, considerando o valor de seno e cosseno daquele angulo. Logo, o numero ¢
representara a medida do angulo. Tomando B € I', temos um arco AB =c (radianos), tal
que, c € R, conforme a Figura 10.

Figura 10 — Comprimento do arco com extremidades em A e B.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto,
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—1<sen(c) <1
—1<cos(c) <1

Existem duas unidades que se destacam para medir os angulos: o radiano, a mais
usada para representar fungdes trigpnomeétricas, e o grau, sendo o mais comum e utilizada
no ensino de trigopnometria no tridngulo retangulo.

A definicdo das fungdes trigonométricas tem como partida a fungéo de Euler, se-
gundo Lima (2013, p. 190), aqual £ : R — I', que faz corresponder a cada numero real ¢
o ponto E(c) = (z,y) = (cos ¢,sen c¢) da circunferéncia unitaria obtido de modo que :

. B(0) = (1,0)

+ Se ¢ > 0, percorremos sobre a circunferéncia I, a partir do ponto A(1,0), um caminho
de comprimento ¢, sempre no sentido anti-horario (sentido trigonométrico, ou sentido
contrario ao do relégio). O ponto final do caminho sera chamado de E(c).

* Se ¢ < 0, E(c) terd a extremidade final sobre I', de comprimento |c|, partindo de

A(1,0) sempre no sentido horario.

A funcao de Euler E : R — I' pode ser imaginada como um processo de enrolar
um carretel de linha, no entanto, estariamos enrolando a reta real sobre a circunferéncia I,
sendo que o ponto 0 € R esteja sobre o ponto (1,0) € I

Figura 11 — Circunferéncia Trigonométrica relacionada a reta real.

Y

e} (1,0) X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, suponhamos que o ponto c descreve na reta real um intervalo de compri-
mento d, sua imagem E(c) percorre igualmente sobre a circunferéncia um arco de compri-
mento d. Particularmente, como a circunferéncia unitaria possui comprimento 27, quando
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o ponto c percorre um intervalo de comprimento 27, sua imagem da uma volta completa
sobre I retornando ao ponto de partida. Logo, para todo ¢ € R, tem-se E(c + 27) = E(c),
generalizando, seja k € Z e ¢ € R, tem-se E(c+ 2km) = E(c).

Esse processo decorre para todo arco pertencente a I'. Portanto,
sen (¢ + 2km) = sen (c)
cos (¢ + 2km) = cos (¢)
Para todo k € Z.

Marquemos os pontos A = (1,0) e O(0,0). Para cada ¢ € R, ponhamos B = E(c).
Dizemos neste caso que o angulo AOB mede c radianos. Por esta definicdo podemos
realizar as seguintes observacoes:

» Pode-se ter B = E(c) com ¢ < 0. Portanto esta forma de medida é orientada,
permitindo um angulo ter medida negativa.

* A medida do angulo AOB é determinada apenas ao menor multiplo inteiro de 2,
1
pois B = E(c) implica B = E(c + 2kw) para todo k € Z. Logo, o angulo 5 radiano,

1
por exemplo, € também um angulo de 5~ 27 radianos. Generalizando, se B = E(c)
entdo B = E(c — 2m) pois ha dois arcos que vao A até B, um de comprimento |c| e
outro de comprimentos |c — 27|. Veja a Figura 12.

Figura 12 — Generalizagao da correspondéncia de dois angulos na funcao de Euler.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

o A ~ 1 .
* De acordo com esta definicdo, o angulo AOB mede 5 radiano se, e somente se, 0

o . A , . . 1
arco AB da circunferéncia I', por ele submetido, tem comprimento igual a 7"
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« Em uma circunferéncia de raio r, a medida de um angulo central AOB («) em radianos

[ , . . N
deve ser —, onde [ é o comprimento do arco submetido por esse angulo.
T

2-m-r 2.7
{

* A medida do angulo AOB em radianos também pode ser expressa através da area

a , . o .
por —, onde a representa a area do setor circular AOB e do raio 7.
T

IS
Ik

2-a
o= —
r2

Como a circunferéncia inteira tem 27 radianos e 360 graus, segue-se que 27 = 360°,
ou seja,

2nrad ~360°
Irad  «
360°
o =
27

o = 57, 3 graus.

Consequentemente, temos que 180° = 7 rad, 90° = g rad, e assim por diante.

Existem certas simetrias da fungédo de Euler £ : R — I', que se traduzem em
propriedades das fung¢des seno e cosseno. Podemos deixar claro através das Figuras 13,
15, 14,16 e 17 que, se E(c) = (x,y) entdo E(m — ¢) = (—z,y), E(c + 7) = (—=,

E(—c) = (z, —y),E(c+g) = (—y,x)eE(g—c) = (y, 7). )

—¥),
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Figura 13 — E(m — ¢) = (—x,y).

Y

(—=,y

(%)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 14 — E(—c) = (z, —y).

Y

(z.y)

o

(z,—y)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 15— E(c+m) = (—z, —y).

Y

>

(. y)

(—=,—¥)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura16 — E(c+ §) = (—¥, 7).

(—y,x)

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — E(5 —¢) = (y, ).

b

(y,x)

n (@, y)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.4 As funcoes Trigonométricas

Como vimos anteriormente na fungao de Euler, uma das principais caracteristicas
das fungdes trigonométricas corresponde a sua periodicidade e aplicagao em diversas areas
de conhecimento. Dante (2009) afirma que o primeiro indicio do tratamento funcional da
trigonometria surgiu em 1635, quando Giles Perssonne de Roberval esbocou pela primeira
vez a fungdo seno como uma curva.

Mas, segundo Kennedy (1992), a funcdo seno comecgou a tomar forma quando
alguém pensou em calcular e usar a metade da corda de um arco duplo, construindo assim
a mais antiga tdbua de senos conhecida, descoberta na india. Portanto, o estudo sobre as
fungbes trigonometrias possuem um longo histérico de desenvolvimento.

As fungbes sen : R — R e cos : R — R sdo conhecidas como fungéo seno e
funcdo cosseno, respectivamente, definidas a partir da funcéo de Euler, tal que para cada
c € Rtemos

E(c) = (cos (c),sen (c))

onde x = cos (¢) e y = sen (c), sendo respectivamente a abscissa e a ordenada do ponto
E(c) na circunferéncia unitaria.

Uma funcdo f : R — R é chamada de periédica quando existe um nimero 7" £ 0
tal que f(c+ T) = f(c) para todo ¢ € R. Se isso ocorre, entdo f(c + kT) = f(c) para
todo ¢ € R e k € Z. Definimos como periodo da fungdo f o menor nimero 7" > 0 tal que
flc+T) = f(c) para todo ¢ € R.

Dizemos ainda que a fungéo f : R — R é par quando se tem f(—c) = f(c) para
todo ¢ € R. Por outro lado, se f(—c¢) = —f(c) para todo ¢ € R, entdo a fungdo f serd impar.

Por essa definigdo, se na fungdo de Euler temos que E(c + 2kr) = E(c), para todo
ce Rek e Z,entdo ela é periddica, com periodo de 27. Consequentemente, as funcdes
seno e cosseno sao periodicas, de periodo 27.

Portanto, para todo ¢ € R, a funcéo de Euler

E(c) = (cos(c),sen (c))

E(—c) = (cos (c), —sen (c)).
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No entanto, como vimos na se¢éo anterior, quando F(c) = (x,y) temos que E(—c) =
(z,—y). Ou seja, podemos dizer que cos (—c¢) = cos (c¢) e sen (—c¢) = —sen (c¢) para todo
¢ € R. Assim, a fungcéo cosseno é par e a fungcao seno é impar. Resultando, de modo
analogo, nas outras relacdes estabelecidas na sec¢ao anterior que, para todo ¢ € R, temos
as seguintes expressoes:

cos (m — ¢) = —cos (¢) sen (m — ¢) = sen (c)

cos (Eﬁ—i_ c) )z —cos (c) sen (E’ﬂ_—i- c) ): —sen (c)
cos (= —c) =sen(c) sen (— —c) = cos(c)
cos <02+ g) = —sen (c) sen <02—|— g) = cos (c)

As fungdes seno e cosseno sao analisadas como valores a partir da circunferéncia
unitaria, juntamente de coordenadas no plano cartesiano, dependendo do quadrante em
que se encontram, surge a necessidade das propriedades citadas acima.

3.4.1 Funcao seno e Funcao Cosseno

As fungbes cos : R — R e sen : R — R, chamadas de fun¢do cosseno e
funcéo seno respectivamente, definidas para cada ¢ € R na fungdo de Euler E(c), tal que
cos: R — Resen: R — R, temos

cos: R — R sen: R — R
¢ —> cos(c) ¢c — sen(c).

Assim, como na fungdo real temos o lugar geométrico expresso por (z, f(z)), na
funcdo cosseno e na fungédo seno, os lugares geométricos sdo dados por (c,cos(c)) e
(¢, sen(c)) respectivamente.

Na Figura 18, podemos observar que nos graficos de y = senx € y = cos ©
as curvas geradas pelas fungdes seno e cosseno estdo contidas num intervalo (0, 27),
repetindo-se indefinidamente tanto para o eixo positivo como para o eixo negativo das
abscissas, expresso em radianos.

Outra caracteristica dessas fungdes € o fato de —1 < y < 1 em ambas, definindo a
imagem da fungdo seno e fungao cosseno no intervalo de [—1, 1].
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Figura 18 — Esbocgo das fungdes seno e cosseno.

(a) Funcao Seno.

(b) Fungao Cosseno.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir do esbogo das fungdes seno e cosseno, Figura 18, sdo geradas um conjunto
de pontos pertencentes a X os quais correspondem a um ponto em Y. No grafico da funcéo
cosseno, na Figura19, existem correspondéncias relacionando as medidas dos arcos com o
valor do cosseno, como vemos em cos(0) = 1, cos (g) =0, cos(m) = —1, e cos(2m) = 1.

Estas relagdes, entre arcos e valores de cosseno, sédo convenientes para determinar

os valores que satisfazem a equagdes como

cos ¢ =
1
cos ¢ = 3
3
cos ¢ = —, entre outras.

Das funcbes seno e cosseno derivam as outras fung¢des trigopnométrica, sendo elas
1
. Chamadas de tangente,

€ cossecxr =

sen x
tgx = , cotgax = , secxr =

COS T sen ZB COS T sen T
cotangente, secante e cossecante respectivamente. Estas fungbes sao definidas por meio

de quociente, assim cabe observar que seus dominios devem ser restritos aos numeros

reais para os quais o denominador seja diferente de zero.
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Figura 19 — Fungéao cosseno relativa a circunferéncia trigonométrica.

yn—————l

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4.1.1 Estudo da fungao Cosseno

As funcoes trigonométricas assim como toda fungao real sofre reflexao e translacao
de acordo com a mudancga de seus parametros. Vamos neste item demonstrar como ocorre
essas variacdes e 0 que cada parametro altera na fungao cosseno.

Tomemos a fungéo cosseno, cos : R — R, em sua forma geral dada por f(z) =
a - cos (bx + ¢) + d, com a, b, ¢ e d reais, sendo a e b ndo nulos. Note que, se a e b forem
nulos, descaracterizaremos a fungao cosseno.

O parametro a € responsavel por regular a amplitude e a flutuagao da fungéo. Quanto
maior for o valor do |a|, maior serd o intervalo da imagem da fungao, reciprocamente quanto
menor for o valor do |a|, menor serd o intervalo da imagem da fungéo cosseno. De acordo
com o sinal do parametro a sera alterado a flutuagao da fungéo. Caso tenhamos o grafico
da funcao cosseno para determinar a amplitude, basta subtrair o valor minimo da funcéo do
valor maximo e dividi-lo por dois. Observe o que ocorre com a amplitude da fungao cosseno
de acordo com o seu parametro a na Figura 20.

Figura 20 — Parametro a na fungao cosseno

¥ 1y

7
B
5 P -
4
3

flz) =2 cos(x)

5 unid.
Amplitude

2 x‘

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O parametro b € responsavel por alterar e/ou definir o periodo da funcédo cosseno.
Quanto maior for o valor do |b|, menor seré o periodo da fungdo cosseno. Em contrapartida
quanto menor for o valor do |b

, maior sera o periodo da fungao cosseno. Observe na Figura
1
21 que quando b = 3 o periodo é maior do que quando b = 2. Para determinar o periodo da

2T

0]
funcdo. Para determinar o periodo de uma fungao por meio do grafico desta basta dobrar o

funcdo cosseno utilizamos a equacdo P = —, onde b # 0 e P representa o periodo da

valor do comprimento de um arco, ou medir o comprimento da onda formada pela fungao
ou observar quando a funcao realiza um ciclo completo.

Figura 21 — Parametro b na funcéo cosseno
a.y . Ny

i 1 #
flx) = cos (5 .';:) glx) = cos(2x)

" o N 6. T L W 5 W 4.
T/ 4] drrad —

I 21 Periodo L

[

#'rhd
2ripdo

Fonte: Elaborada pelo autor.

O parametro ¢, ou angulo de fase, é responsavel por realizar o deslocamento
horizontal da fungao cosseno. Se ¢ > 0w, entao temos um deslocamento horizontal para
a esquerda. Se ¢ < Om, entdo o deslocamento horizontal sera para a direita. Caso ¢
seja nulo, entdo ndo ha deslocamento horizontal. Observe na Figura 22, o deslocamento
horizontal realizado da fungdo f(x) = cos (x) para a fungdo g(x) = cos <x - %) onde ha

um descolamento horizontal de %rad para a direita .

Figura 22 — Parametro ¢ na funcdo cosseno

24 — rad

%
N

il

— j[;] = (‘_(),I,'(;;;] — g[.‘;.‘] = C0s (.‘;.‘ — 1)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por fim, temos o parametro d, o qual é responséavel pelo deslocamento vertical
da fungdo cosseno. Se d > 0, entdo o teremos um deslocamento vertical para cima. Se
d < 0, entdo o deslocamento vertical sera para baixo. Caso d seja nulo, entdo a fungao
permanecera no eixo central. Observe na Figura 23, que da fungéo f(x) = cos (z) para a
funcdo g(x) = cos (z) + 2 temos um deslocamento vertical de duas unidades para cima,
enquanto que da f(x) = cos (z) para a fungdo g(x) = cos () — 2 sdo duas unidades para
baixo.

Figura 23 — Parametro d na fungdo cosseno

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os parametros a, b, c e d possuem fungdes analogas nas outras fungdes trigonomé-
tricas. As diferengas que podem surgir competem ao dominio, imagem e lei de formagao
das outras fungdes trigopnométricas.

3.4.2 Funcao Tangente e Funcao Cotangente

A fungéo tangente,

cujo dominio é restrito a R — {g + lmr} para todo k € Z, isso ocorre devido a formagao

da tangente, onde para algum ¢ teremos cos (¢) = 0. Portanto, se ¢ = g + km, entao
cos (¢) = 0, assim a fungéo tangente esta contida em um conjunto de intervalos abertos
dado por <g — km, g + lmr).

Da mesma forma, a fungao cotangente,

g(c) = cotg (c) =
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com dominio é restrito a R — {0 + k7 } para todo k € Z, onde para algum c teremos
sen (¢) = 0. Portanto, se ¢ = 0+ k7, entdo sen (¢) = 0, assim a fungéo tangente esta contida
em um conjunto de intervalos abertos dado por (km, 7 + k).

A funcéao tangente e fungéo cotangente, assim como nas fungdées seno e cosseno,
sao fungao periddicas, isto €, na tangente para todo c¢; € R — {g + lm}, com k € Z, existe
um 77 > 0, tal que f(c1) = f(c1 + T1), sendo que 17 é o menor valor inteiro para o intervalo,
dado por . O mesmo ocorre na cotangente onde para todo ¢; € R — {Ox + kn}, com k € Z,
existe um Ty > 0, tal que f(c2) = f(co + T3), sendo que T é o menor valor inteiro para o

intervalo, dado por 7. Logo

sen(c; +m)  —sen(c)
t = pum— pum— t
glent) cos (c; +m)  —cos(c) gler)
cos (co +m)  —cos(cy

cotg (co +m) = )) = cotg (¢2)

sen (co +m)  —sen (¢

= ~ . m
Portanto, a funcéo tangente por notacao pode ser escrita como c € R — (5 + k:w),
tal que, y = f(c) = tg(c) ou

tg:R—(%—l—lm) — R
c — tg(c).

E, a fungéo cotangente pode ser escrita como ¢ € R — (0 + k), tal que, y = f(c) =
cotg (¢) ou

cotg: R — (0 + km) — R
c —  cotg(c) .

A funcgao tangente é crescente, enquanto a fungdo cotangente é decrescente. Ambas
as fungdes tem uma correspondéncia biunivoca num intervalo aberto de comprimento 7 e a
reta inteira R. Os graficos das fungdes tangente e cotangente marcam um ponto como lugar

geométrico no plano R 2, tendo na tangente 0 lim tg(c) = +ooeo lim N tg (c) = —o0,
c— (5 - c— (5
enquanto que na cotangente o li(m)+ cotg (¢) = +o0eo li(r% cotg (¢) = —oo, conforme
c—(m c—(m)~

as Figuras 24 e 25 respectivamente.
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Figura 24 — Funcéao Tangente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Funcéo cotangente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, a imagem da fungéo tangente e fungao cotangente, ambas sdo dadas pelo
conjunto dos reais.

Como na fungdo seno e cosseno, na funcao tangente para cada valor de ¢ €
R — (g + knr) temos um valor y = f(c¢) como correspondente, trabalhando com os valores
obtidos nos quadrantes de seno e cosseno obtemos as correspondéncias tg (m — ¢) =
—tg (c), tg(m + ¢) = tg(c) e tg(—c) = —tg(c). O mesmo ocorre na fungédo cotangente.

Comparando o que ocorre com o grafico da tangente (Figura 24), note que tg (0) = 0,
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s T 3 5% I
tg <§) = A tg (Z> =1, tg (Z) =1, tg <Z) =1, tg <I> =1,etg(2m) =0, seus

pontos coincidem-se como ilustrado na Figura 26.

Figura 26 — Correspondéncia da funcéo tangente com a circunferéncia trigopnométrica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As funcgao tangente e cotangente sdo ambas fungdes impares, pois para todo c os
quais as funcdes estédo definidas temos tg (—c) = —tg(c) e cotg (—c¢) = —cotg ().

3.4.3 Funcgao cossecante e fungao secante

A fungéo secante,

1
cos (¢)’

f(e) =sec(c) =

cujo dominio é restrito a R — {g + lm} para todo k € Z, isso ocorre devido a formagao

™
da secante, onde para algum c teremos cos (¢) = 0. Portanto, se ¢ = 5 + km, entéo
cos (¢) = 0, assim a fungdo secante esta contida em um conjunto de intervalos abertos dado
™ ™
or { = —/{:7?,——1—]@’7?).
por (5 2
Por outro lado, a fungédo cossecante,

1

= CO = —
g(c) = cossec (¢) on ()’
com dominio é restrito a R — {0 + kn} para todo k € 7Z, devido a formagéo da cossecante.
Pois, para algum c teremos sen (¢) = 0. Logo, se ¢ = 07 + km, entdo sen (¢) = 0, assim a

fungdo cossecante esta contida no intervalo aberto dado por (k7,7 + k).

A funcao secante (Figura 27) e a fungao cossecante (Figura 27) possuem as respecti-
vas notagoes sec : R— {z + k:w} — R, talque y = f(c) = sec(c), e cossec : R—{km} —
R, tal que y = g(c) = cossec (c), ou
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sec: R—{Z+kr} — R cossec: R —{kn} — R
c —  sec(c) c —  cossec (¢)

Dessa forma, ambas as fungées em seus graficos formam parabolas com conca-
vidade para cima e para baixo em intervalos intercalados. Assumindo as caracteristicas
baseadas do cosseno e do seno as fungbes secante e cossecante possuem periodo de 27.
O conjunto imagem em ambas as fungdes é dado por R — (—1,1).

A funcéao secante € par, pois para todo c onde a secante esta definida, tem-se que
sec(—c) = sec(c). Em contrapartida, a fungédo cossecante é impar, pois para todo ¢ onde a
cossecante esta definida, tem-se que cossec (—c) = —cossec (c).

Figura 27 — Representacao da funcao secante e da funcéao cossecante.
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a) Fungao secante. (b) Fungéo cossecante.

Fonte: Elaborada pelo autor.



58

Capitulo 4

A interdisciplinaridade e o ensino de
funcoes trigonomeétricas

4.1 Atividades interdisciplinares como proposta de ensino

No presente trabalho, estamos propondo ensinar o contetdo de fungbes trigonomé-
tricas para os alunos da 32 série do Ensino Médio com um foco interdisciplinar, possibilitando
aos discentes uma interacao entre a teoria e a pratica. Para isso, estaremos nos baseando
em conceitos interdisciplinares descritos por Alves (2010), na metodologia de investigagao
em sala de aula explorada por Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), e explorando a modelagem
matematica para situagdes-problemas reais que ocorrem no dia a dia ou que sao utilizados
em outras ciéncias.

Segundo Alves (2010), quando lidamos com a interdisciplinaridade devemos ter
um olhar critico e rigoroso, além de dispor de diferentes referenciais teodricos. Pois ao
desenvolver tarefas ou atividades os alunos podem apresentar davidas, questionamentos ou
hip6teses as quais o professor ndo tenha pensado inicialmente, mas que podem enriquecer
o seu trabalho.

O uso da interdisciplinaridade em sala de aula pode ser considerada uma categoria
de acéao, que segundo Alves (2010, p. 132-133), precisa ser efetivada e desenvolvida em
um local propicio. Esta acao é dependente da atitude docente perante seu conhecimento,
na busca de se superar como profissional trabalhando de forma diferenciada.

Quando falamos em atividades interdisciplinares o professor deve pensar de uma
forma transversal e buscar trabalhar com os professores das disciplinas para as quais
convergem o tema de seu projeto ou atividade. Ndo se deve trabalhar de forma isolada,
afinal o corpo escolar € um grupo com objetivo de promover uma educagao de qualidade.
Pois, com respeito a interdisciplinaridade o
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entendimento de que todo conhecimento mantém um dialogo permanente
com outros conhecimentos, podendo se manifestar sob a forma de questio-
namento, de confirmagéo, de complementacao, de negacao ou de ampli-
acao de aspectos nao distinguidos. A interdisciplinaridade constituir-se-ia
como o eixo integrador, a partir do desafio que o entendimento de uma
determinada situagao provoca, onde uma disciplina isolada ndo consegue
dar respostas, sendo necessarios diversos e diferentes olhares. (ALVES,
2010, p. 113)

Além de trabalhar em conjunto com outras disciplinas, o professor deve atentar

para a “contextualizacdo” que envolvera atividades interdisciplinares. Esse fator interfere

na exploracao e interpretagao das situagdes encontradas no decorrer de tais trabalhos. A

contextualizagao na interdisciplinaridade tem o papel de relacionar a visao pessoal, social e

cultural, mobilizando as competéncias e saberes adquiridos ao longo da vida do discente.

Assim, Alves (2010, p. 140-144) a partir de seus estudos sobre os PCN(BRASIL,

2000), LDB, entre outras fontes, e experiéncias com a interdisciplinaridade em sala de aula,

sistematiza cinco fundamentos os quais contribuem para a atitude do docente interdisciplinar

e sua pratica. Esses fundamentos estao dispostos na seguinte ordem:

10

20

30

4°

50

Movimento dialético: Ciéncia da atitude interdisciplinar, por meio da reflexao sobre
novas praticas docentes, utilizando como base a experiéncia acumulada ao longo de
anos lecionando.

Recurso da memoéria: Com a possibilidade do movimento dialético e uma releitura
critica de fatos ocorridos em sala de aula, teremos uma diversidade de perspectivas.
O recurso da meméria propde enriquecer o trabalho do docente, partindo de diversos
detalhes e perceptivas, para isso podemos usar ferramentas como o diéario de bordo,
meio eletrénico, registros fotograficos ou em papel, entre outros.

Parceria: Nesse fundamento cabe ao professor buscar apoio em materiais de refe-
réncia para compreender o que falta em sua perspectiva ou esta incongruente com o
proposto. Lembramos que a pratica interdisciplinar requer um tempo diferenciado e
um ambiente preparado, mas uma vez que trabalhando de forma multidisciplinar um
tema transversal, este pode ser trabalhado com outros profissionais.

Perfil da sala de aula interdisciplinar: Requer a preparacdao do ambiente e dos alu-
nos para um conceito desconhecido. A proposta € um trabalho diferenciado, portando
procura-se a construcao do conhecimento de forma a torna-lo significativo e atrair a
atencéao dos alunos. O professor deve propor e convidar os alunos a participarem e
nao impor que participem.

Respeito: Cada individuo possui suas proprias caracteristicas, habilidades e dificul-
dades, por isso deve-se respeitar seu tempo. Esse fundamento estimula o sujeito a
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busca por autonomia, levando-o procurar por seus proprios meios a construcao de
conhecimento.

Esses fundamentos nos chamam a trabalhar como um grupo, o professor de mate-
matica tem o papel de organiza-lo, mas existe a possibilidade de receber auxilio de outros
professores ou sujeitos que compde o corpo escolar. A participacao dos alunos é vital,
pois eles devem ser os mais interessados em trabalhar a construgdo de conhecimento, a
aplicacédo desse conhecimento e utilizar seus conhecimentos prévios nesse processo.

Como proposta de realizagdo de um trabalho interdisciplinar, Alves (2010, p. 113-
114) aborda que podemos elaborar um projeto de investigacdo ou um plano de intervencéo,
sendo o projeto “interessante porque nos mostra que a interdisciplinaridade nao dilui as
disciplinas, ao contrario, mantém sua individualidade”.

Nesse ponto, Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) nos questionam quanto a nossa
conduta em relagéo as atividades que realizamos até hoje. No momento que nos deparamos
com uma situacao problema, imediatamente buscamos um meio matematico de resolvé-la.
No entanto, ndo consideramos se existe a possibilidade de ir além da proposta inicial do
problema, ou identificamos quais sao as caracteristicas nao-matematicas inseridas nela
que sao importantes para nossos conhecimentos gerais e especificos.

Durante o periodo em que fui discente no IFES', meus professores enfatizavam que
o0 aluno deveria possuir 0s conhecimentos basicos para acompanhar o curso ou a disciplina
em questdo. Contudo, em muitos casos, essa ndo é uma premissa. Em nossos estudos
concluimos que esse fato acontece desde a base inicial do processo de aprendizagem.
Provavelmente pelo fato do professor ndo considerar e nem explicitar as caracteristicas
basicas que compéem uma situagcao problema, e, ou, ndo ir além do que esta explicito no
enunciado da questao

4.2 A investigacao matematica em sala de aula

Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) propde utilizar a investigacdo em atividades
para criar um senso critico no estudante e um olhar matematico. Segundo o dicionério o
significado de investigacao € o ato de perscrutar minunciosamente e rigorosamente sobre
alguma coisa, campo cientifico e/ou artistico, levando-nos a uma série de pesquisa ou
estudo. A investigacao policial, por exemplo, ela se baseia em uma averiguacao sistematica
consistindo no seguinte processo: inquiricao, indagacao e apuracao.

A investigacdo matematica, por sua vez, pode ser trabalhada como um aporte para
a interdisciplinaridade, pois além envolver os conceitos abordados anteriormente, aproveita
os conhecimentos prévios dos alunos e os incentiva a buscar por informagdes, critérios

' Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Espirito Santo
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e fundamentos necessarios para resolver cada situacao problema proposta. Esse tipo de
investigacao esta ligada a resolucao de problemas e exploragao de conceitos, por isso

uma investigagdo matematica desenvolve-se usualmente em torno de um
ou mais problemas. Pode mesmo dizer-se que o primeiro grande passo de
qualquer investigacao é identificar claramente o problema a resolver. Por
isso, ndo é de se admirar que, em Matematica, exista uma relagao estreita
entre problemas e investigagdes. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016,
p. 12)

Essas investigacdes podem ser trabalhadas em sala de aula com resolucéo de
problemas, tarefas orientadas, atividades investigativas, aulas diferenciadas, entre outras.
Dependera do professor e do perfil da turma que ele trabalhara a investigagdo. Sua in-
troducéo inicial e proposta metodolégica tem funcédo condicionadora na participacédo e
aprendizagem dos estudantes.

Quanto as atividades investigativas, estas serao divididas em quatro momentos
principais: o reconhecimento da situacéo, a formulagcado de conjecturas, a realizagédo de
testes e a argumentacgéo da situagdo estudada. Cada um desses momentos inclui uma
diversidade de dados a serem observados, como indica no Quadro 1.

Quadro 1 — Momentos na realizagcao de uma investigagao

e Reconhecer uma situagéo problematica
Exploracao e formulagdo de questdes | e Explorar a situacao problematica

e Formular questdes

e Organizar dados

Conjecturas e Formular conjecturas (e fazer afirmagdes
sobre uma conjectura)
Testes e reformulacao e Realizar testes

e Refinar uma conjectura

e Justificar uma conjectura
Justificacao e avaliacao e Avaliar o raciocinio ou o resultado do
raciocinio

Fonte: Ponte, Brocardo e Oliveira (2016, p.15-16)

Esses momentos estdo intimamente relacionados , pois a comunidade matematica
solicita que toda divulgacao deve ser demonstrada, assim sendo validada. E, o CBEE
(ESPIRITO SANTO, 2009) e os PCN(BRASIL, 2000), afirmam que os objetivos do curso de
matematica no Ensino Basico, deve estimular o espirito investigativo do aluno, relacionar
0s conhecimentos matematicos e desenvolver o raciocinio e processos, como intuicao,
indugéo, deducdo e analogia. A partir desses processos, os alunos estardo trabalhando em
métodos de demonstracao dentro da investigacao e exploracao de situacbes problemas.
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Situagdes que podem gerar temas a serem aplicados no PAEBES TRI (ESPIRITO SANTO,
2016).

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2016, p. 19), uma atividade investigativa
desenvolve-se em uma ou mais aulas de acordo com trés fases:

12 Introducao da tarefa, em que o professor faz a proposta a turma, oralmente ou por
escrito;

2% Realizagdo da investigagao, individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com
toda a turma;

3? Discusséao dos resultados, em que os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado.

Os momentos antes citados estao contidos nessas trés fases. Na primeira fase, o
professor introduzira a sua proposta aos alunos convidando-os a participar da atividade,
cabe ao professor elencar os pontos principais da proposta e descrever o processo da
atividade, ou como ela ira ocorrer. Na segunda fase, iremos trabalhar os trés primeiros
momentos do Quadro 1. Na terceira fase, estaremos trabalhando o quarto momento do
Quadro 1. O professor deve estar atento quanto ao tempo que ira demorar esta atividade e
as muitas maneiras de concretiza-la, pois pode ser que ela tenha de ser prolongada devido
a “multiplicidade de situagdes que podem ocorrer” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016,
p. 19).

Portanto, no proximo capitulo, estaremos apresentando atividades que podem ser
trabalhadas em sala de aula e sugestdes para a criagao e formacao de outras atividades de
cunho investigativo. Essas sugestdes tem por objetivo incentivar o professor a criar suas
proprias atividades e possibilitar aos alunos aulas diferenciadas, permitindo-os compreender
que a Matematica esta presente no nosso entorno.

4.3 A Modelagem Matematica

A modelagem matematica é o ato de obter um modelo matematico a partir de uma
situacao-problema, ou seja, a modelagem matematica expressa em termos matematicos
uma situagao da realidade através de um modelo. Portanto, um modelo matematico € “o
que da forma a solucao do problema enquanto que a Modelagem Matematica é o processo
de obtencdo dessa solugdo”(JUNIOR, 2015, p. 19).

Segundo Barbosa (2001), um modelo matematico € a representagdo por meios
matematicos de uma situacao real, o qual ndo é formulado como um fim em si mesmo, mas
para resolver uma situacao-problema. Um modelo matematico é importante por conter “uma
linguagem concisa que expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além
de proporcionar um arsenal enorme de resultados (teoremas)”(BASSANEZI, 2016, p. 20).
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A modelagem matematica, por sua vez, compreende um conjunto de acdes e proce-
dimentos aos quais nos permitem representar uma situagao real por meio de um modelo
matematico. No ensino de Matematica, a modelagem se insere como uma ferramenta
educacional com o objetivo de dinamizar o aprendizado do estudante mediante investigacao,
analise, reflexdo, deducao e demonstragdao de uma situacao real. Portanto, podemos dizer
que a

modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situacdes da
realidade em problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpreta-
das na linguagem usual.

A modelagem é eficiente a partir do momento que nos conscientizamos que
estamos sempre trabalhando com aproximagdes da realidade, ou seja, que
estamos elaborando sobre representagcées de um sistema ou parte dele.
(BASSANEZI, 2016, p. 24)

Nessa perspectiva, Bassanezi (2016) identifica as possibilidades ofertadas pela
modelagem matematica, as quais oferecem suporte ao professor de Matematica com o
objetivo de apresentar aos alunos aplicacées reais dos conteudos estudados em sala de
aula. Essa ferramenta permite trabalhar situagées reais, ou do cotidiano, representado-as a
partir de um modelo matematico, o qual usaremos os conhecimentos adquiridos em sala de
aula e/ou acumulados ao longo dos anos como estudante, no sentido de desenvolvé-lo e
valida-lo.

A modelagem matematica também desempenha o encargo de realizar a transi-
cao de um problema ndao-matematicos para um modelo matematico. Pois, ao tomar uma
situagcao-problema, realiza-se uma investigagao executando o levantamento de pressupos-
tos, identificando as variaveis e relacionando-as.

Esse processo relativo a modelagem matematica deve ser feito minunciosamente.
Por esse motivo, Bassanezi (2016, p. 26-31) evidencia que a modelagem matematica de
uma situacao ou problema real deve seguir cinco etapas para a constru¢do de um modelo
matematico. Simplificadamente essas etapas estao dispostas em:

1. Experimentacdo: E uma atividade laboratorial onde se processa a obtencéo de
dados. Pode-se utilizar técnicas e métodos estatisticos na pesquisa para dar maior
confiabilidade aos dados.

2. Abstracao: E o procedimento que resultara na formulagdo dos Modelos Matematicos.
Procura-se nesta etapa estabelecer: a selecdo das variaveis, a problematizacao, a
formulacao de hipoteses e a simplificacao dos dados(restringir e isolar o campo de
estudo).
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3. Resolucao: O modelo matematico é obtido quando substitui a linguagem natural das
hipéteses por uma linguagem coerente. A resolugdo de um modelo relaciona-se ao
grau de complexidade vinculado em sua formulagéo.

4. Validacao: E o processo de aceitacdo ou ndo de um modelo proposto. Nesta etapa,
os modelos e suas hipéteses sao testados em confronto com os dados empiricos,
comparando suas solugdes e precisdes com os valores reais. O modelo deve adequar-
se no minimo aos fatos que o originaram e manter a simplicidade.

5. Modificacao: Os modelos podem possuir fatores que contribuam ou nao para sua
aceitacdo. Nenhum modelo pode ser considerado definitivo, 0 mesmo pode ser
melhorado e esté sujeito a criacdo de novos modelos. Um modelo, além de considerar
as simplificacbes e idealizagcbes da realidade deve estar sujeito reformulagoes e
melhorias, esse € um processo fundamental na modelagem.

Essas etapas compdem os processos que devem ser realizados para a obtencao de
um modelo matematico. Cada etapa tem sua prépria caracteristica e finalidade, a qual faz
referéncia a conceitos matematicos e ndo-matematicos. Na problematizacao, por exemplo,
€ recomendado realizar uma investigacao sistematica, empirica e critica com a finalidade
de formular problemas com enunciado claros e compreensiveis(BASSANEZI, 2016).

Quanto a aplicacao da modelagem em sala de aula em conjunto com temas dife-
renciados, Barbosa (2001) destaca que a modelagem matematica possui um ambiente
de aprendizagem no qual os discentes devem ser convidados a indagar e/ou investigar,
por meio da matematica, situacdes de acordo com uma situagao-problema real ou ndo. O
aluno nesse ambiente passa a ser 0 elemento principal da construgdo de conhecimento e
aprendizagem, sentindo a “necessidade de interagir na construgdo do modelo demonstrando
motivagao e senso participativo.”(JUNIOR, 2015, p. 59).

Nesse sentido, Barbosa (2001, p. 32) afirma que “os conceitos, no¢des e algoritmos
matematicos sao utilizados na indagacédo e na investigagao da situacédo-problema”. No
ambiente de aprendizagem, a matematica mostra sua dimenséo aplicada, em conjunto com
temas ndo-matematicos evidenciando a sua individualidade, necessidade e possibilidades.
Portanto, a modelagem matematica e a investigacdo criam novas possibilidades para
a aprendizagem dos discentes, inserindo-se em casos que propiciam o tratamento de
situacoes reais, as quais pode haver a aplicagdo dos conceitos matematicos estudados.

4.4 Procedimentos Metodologicos de Ensino

Nessa proposta, a metodologia consiste num conjunto de procedimentos e técnicas
de exploracao, investigagdo, modelagem matematica, assimilagéo e analise de informagoes,
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e aprimoramento do conhecimento apresentando como caracteristica predominante a
pesquisa e aplicacdo dos conhecimentos adquiridos.

Por sua vez, a investigacao e exploracao constitui-se em pesquisar as caracteristicas
e particularidades que surgem de uma situagéo problema. A investigacdo em sala de aula
caracteriza-se em estimular o processo de indagar, criar hipoteses e testa-las, para em
seguida justificar o que ocorre em determinada situacdo. Em outras palavras, a investi-
gacao trabalha a “formulagao de questodes, elaboracdo de conjecturas, tese, refinamento
das questdes e conjecturas anteriores, demonstracdo, refinamento da demonstragao e
comunicagao aos seus pares esta ao alcance dos alunos na sala de aula de matematica”
(PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016, p. 16).

Sob o anseio de focar o ensino de fung¢des trigonométricas interdisciplinarmente
com o ensino de fisica, de geografia e conceitos de arquitetura, concebeu-se o propésito
de trabalhar atividades investigativas em conjunto de temas transversais. As quais em
se tratando de interdisciplinaridade “ndo se pretende a construgdo de uma superciéncia,
mas uma mudanca de atitude frente ao problema do conhecimento, uma substituicdo da
concepcao fragmentaria para a unitaria do ser humano.” (FAZENDA, 2002 apud ALVES,
2010, p. 62)

Com a intencao de envolver sujeitos e os objetivos desta proposta propdem-se
trabalhar com atividades interdisciplinares, com foco em investigagées matematicas por
meio de temas transversais, vinculando o ensino de funcdes trigonométricas a tépicos
da geografia, da fisica e da arquitetura, separadamente. As atividades e sugestdoes de
atividades foram elaborados com intencéo de atingir alunos da 32 série do Ensino Médio,
visto que o contetido de Funcdes Trigonométricas é contemplado no CBEE (ESPIRITO
SANTO, 2009) desse nivel de ensino, além do PAEBES TRI (ESPIRITO SANTO, 2016) que
trata desse conteldo ser aplicado no mesmo nivel de ensino.

As atividades propostas neste trabalho devem ser aplicadas apés a introducao das
funcdes trigonométricas aos discentes, para que os mesmos tenham uma base e possam
formalizar os conhecimentos adquiridos. Essas atividades interdisciplinares juntamente com
a investigacado e modelagem matematica contribuirdo para a compreensdo do contetdo em
sua forma abstrata e sua aplicagcdo em diferentes meios.

Essas atividades terdo suporte de tecnologias da informatica como o software Ge-
oGebra e as plataformas de pesquisa Google Imagens e Google Maps. As tecnologias
empregadas na educacgéo tem um fator importante, principalmente para a matematica,
pois “hd uma grande associacado do ensino de matematica ao uso das tecnologias da
informatica (softwares especificos para construcao de graficos e andlise de fungoes, tra-
tamento estatistico de dados, etc)’(ALVES, 2010, p. 66). Esses recursos da informatica,
auxiliam os trabalhos contextualizados e investigativos, ofertando condi¢ées significativas
na aprendizagem dos conceitos a serem abordados.
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Em relacao as atividades interdisciplinares e investigativas, enquanto instrumento
no ensino de funcdes trigonométricas, o0 modelo para planeja-las, elabora-las e estrutura-
las, baseia-se nas teorias expostas nos Capitulos 1, 2 e 3, respectivamente, segundo as
concepcdes de Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) e Alves (2010), expostos na Secao 4.1.

As atividades foram planejadas e elaboradas a partir dos seguintes temas

e Atividade relacionada a Arquitetura: As funcdes trigonométricas em construcoes;
o Atividade relacionada a Geografia: As funcdes trigopnométricas dentro da cidade;

¢ Atividade relacionada a Fisica: As fungdes trigopnométricas em tubos sonoros.

No que concerne a aplicagao das atividades, propdem-se como acao pedagdgica
do professor:

Pré-estudo com o GeoGebra: Trata-se da aprendizagem e conhecimento basico sobre
como utilizar o software GeoGebra proposta no Apéndice B;

e Proposta do uso da interdisciplinaridade: Norteara o trabalho do professor no desen-
volvimento das aulas, a partir de uma disciplina e tema em comum;

e Proposta de atividades investigativas: Propde tarefas, exploragédo, pesquisa e coman-
dos a serem desenvolvidos pelos alunos a partir das orientacées do professor;

e Atividade complementar: Proposta no Apéndice C, o pés-atividade é um conjunto de
questdes do Enem e do PAEBES TRI, com a finalidade de avaliar o avango do aluno
apos as atividades. Esse instrumento contribuira também para trabalhar os conceitos
ainda ndo assimilados pelos discentes ou sanar davidas ainda sobressalentes.

As atividades elaboradas no presente trabalho prop6em que cada aula tenha duragao
de 55 minutos, e para a efetivacdo das atividades propostas é recomendado a utilizacdo de
materiais basicos ao cotidiano escolar como cadernos, lapis, borracha, régua e fita métrica.
A utilizagéo do laboratério de informatica, com apoio do data show, se a escola dispor do
recurso.

As propostas de atividades no Capitulo 5 visam oferecer elementos colaborativos
e significativos ao processo de ensino das funcdes trigonométricas, além de ampliar a
discussao na qual a matematica esteja inserida no cotidiano do discente ou que possa ser
aplicado em meios de facil acesso ao mesmo. Cabe relatar que estas atividades ndo sdo um
produto acabado, mas concebe-se o propdsito de adapta-las, ou reformula-las, conforme a
necessidade.
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Capitulo 5

Proposta de atividades
interdisciplinares

Abordando temas interdisciplinares envolveremos a aplicagao das fungdes trigono-
métricas dentro de conteudos de Geografia, de Arquitetura, de Artes, da(s) Engenharia(s) e
da Fisica.

Vamos por meio desses temas investigar os padroes de comportamento ou de
construgcbées que ocorrem em determinados corpos, sendo estes obras civis, objetos ou
mesmo armagoes.

A seguir teremos em cada secao a apresentacao do contetdo e o tema pertinente a
atividade. Posteriormente, temos a descrigcdo do processo realizado para a investigacéo e
exploragao, utilizando os recursos citados. Por fim, sera modelado a fungdo que representa
0 objeto pesquisado, seguido das consideracdes finais que trata das peculiaridades da
atividade, sugestdes para novas atividades ou temas a serem abordados.

5.1 Atividade relacionada a Arquitetura

A arquitetura esta intimamente ligada a Matematica, Fisica, Quimica e a Arte. Desde
a fundacéao e estruturacdo de uma construcao é o arquiteto que supervisiona o projeto.
Sao eles os responsaveis pelas grandes obras espalhadas pelo mundo que tornaram-se
patriménio da humanidade. A arquitetura contribuiu em muitos estudos ao longo dos anos
como podemos ver nas grandes obras elaboradas na Grécia, Roma ou no Egito que foram
consideradas inovacdes e fora de seu tempo.

Essas construgdes se observadas com um olhar mateméatico, possuem varias figuras
e formas matematicas, em alguns casos fazendo referéncia a prépria forma como é o caso
das piramides. No Brasil, temos grandes obras que foram construidas ao longo de seu
desenvolvimento ou mesmo estruturas que sdo pouco conhecidas, mas recebem um toque
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especial de quem as projetou. Temos, por exemplo, o arquiteto Oscar Niemeyer que é
considerado um dos principais inovadores da arquitetura moderna no Brasil.

Dentro desse ramo de diversidade de formas e figuras, podemos destacar o con-
teldo de trigonometria, no entanto, ndo somente nas relagdes trigonométricas do triangulo
retdngulo. Vemos a presenca forte das fungdes trigopnométricas em construgdes como
aquedutos romanos, pontes, telhados, casas ou edificios. A seguir, nas Figuras 28 , 29 e 30
temos exemplos de construgdes brasileiras nas quais ha a utilizacdo de arcos e conceito
de fungdes trigonométricas em sua construg¢ao. A Figura 31, no entanto, € uma construgao
localizada em uma universidade canadense que possui uma estrutura semelhante a uma
onda.

Figura 28 — Arcos da Lapa, RJ. Figura 29 — Ponte dos Arcos, PR.
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Fonte: Rafael Andrade - 21.jan.2010/Folhapress. Fonte: Porto Amazonas. Veja no apéndice A
Veja no apéndice A

Figura 30 — Hotel Palace, ES. Figura 31 — Ponte em Moncton, CAN.

Fonte: Google Maps. Veja no apéndice A

Fonte: Université de Moncton Edmunston Moncton
Shippagan. Veja no anexo A
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Podemos visualizar que em alguns desses casos, para modelar a funcao cujo grafico
representa a estrutura em uma situacao-problema devera ser a fungao seno ou cosseno,
como no caso da Figura 31. Mas, para a Figura 29, podemos utilizar essa mesma classe
de funcéo, porém fazendo uso do modulo, ou seja, uma funcdo modular e trigonométrica.
No livro de Paiva (2013), ha uma situagdo-problema utilizando uma telha ondulada, a qual
em alguns casos podemos trabalhar com a fungao seno ou cosseno, desde que tomemos
cuidado com os parametros das fungoes.

Para o aqueduto, como mostra a Figura 28, podemos utilizar uma fungao cossecante,
para modela-la com os alunos. O mesmo poderia ser feito com o Hotel Palace, na Figura
30. Note que o grafico das funcdes trigonométricas, estao inseridas nos meios ou formas
mais inesperados, 0 que torna interessante mostrar sua aplicacdo em sala de aula. A
seguir estaremos propondo um modelo de atividade que podemos utilizar em sala de aula
envolvendo este tema, usando os recursos do GeoGebra e Google Imagens.

5.1.1 Atividade 1 - As fungoes trigonométricas em construcgoes

5.1.1.1 Objetivos

e Orientar e ensinar formas de pesquisar sobre determinado tema;

e Utilizar a plataforma Google Imagem para conhecer obras, construgdes ou corpos
que utilizam arcos em sua formacao;

e |dentificar com qual fungéo trigonométrica podemos modelar matematicamente uma
construcao que contenha caracteristicas adequadas ao nosso estudo;

e Investigar o que ocorre com os parametros da fungao trigonométrica que modela os
arcos de determinadas pontes;

e Incentivar o aluno a ter um olhar critico e matematico ao observar uma ponte ou
construgao.

5.1.1.2 Procedimentos Metodologicos

Essa proposta busca ampliar o conhecimento dos alunos sobre como deve ser
realizado uma pesquisa através de um tema. Assim, possibilitando reunir informacées
suficientes a qual possamos realizar uma analise e adequar os parametros das fungoes
trigonométricas no objeto estudado. Como em uma ponte de arcos, devemos ter informagdes
como amplitude, comprimento e flecha para nos certificar que o aluno possa explorar e
adequar cada parametro, assim como identificar qual funcao a representa.
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Em decorréncia, podemos a partir de uma imagem, e com informacdes suficientes,
demonstrar como é realizado a aplicagao dos conceitos das fungdes trigonométricas em
lugares de comum acesso.

A atividade proposta esta prevista para ser desenvolvida em 4 tempos de aula, de 55
minutos cada uma. S&o necessarios para realizagao desta atividade os materiais didaticos:
caderno, lapis, borracha, régua, lousa e pincel. Além destes materiais devemos dispor
de um laboratério de informatica com acesso a internet e auxilio do software GeoGebra,
podendo fazer uso do projetor multimidia.

Iremos, a seguir, demonstrar um exemplo de atividade de investigagcdo e exploracao
através da Ponte Internacional Bardao de Maua(Figura 32), seguido de um estudo sobre sua
construcao ou reforma e a modelagem da fungé@o que representa esta ponte, levando em
consideragao o ambiente onde foi construida e seus aspectos histéricos. Esse processo
corresponde as aulas 2, 3 e 4.

5.1.1.3 Descricao da atividade

Para a AULA 1, sugere-se que o professor organize a turma em duplas ou grupos
de trés alunos. Em seguida, solicite que discutam sobre os usos da trigonometria e das
funcbes trigonométricas no seu dia a dia e registrem as informagdes obtidas durante o
didlogo. Sugere-se ao professor indagar aos alunos sobre:

* Quais sao os conceitos basicos da trigonometria?

» Observando os graficos das fungdes trigpnométricas, o que elas representam? Como
representam? A periodicidade trigonométrica pode atuar em que campos cientificos?

» Realizando uma reflexao, quais os lugares que encontramos a presenga dos conceitos
das fungdes trigonométricas?

O registro pode ser feito em forma de tdpicos ou anotagdes corridas sobre os temas
que surgirem durante o dialogo.

Na AULA 2, recomenda-se ao professor que conduza os alunos ao laboratério de
informatica, oriente-os a tomar um micro-computador a disposicéo do grupo e os capacitem
na utilizagado do GeoGebra (o docente pode fazer uso da Secéo 2.2 e do Apéndice B) e o
Google Imagens. Apds uma breve introducao, distribua entre os grupos nomes de estruturas,
como as mostradas nas Figuras 28, 29, 30 e 31, para serem trabalhadas por eles.

A seguir, solicite que busquem através da plataforma do Google Imagens das
estruturas que lhes foi dada, salvando-as em uma pasta separada no micro-computador
em que estao situados. Sugere-se que o professor oriente os alunos na hora da busca
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pelas imagens, que deem preferéncia a figuras que mostrem as construgdes inteiras, dando
enfoque nos arcos/ondas e preferencialmente as de boa resolugao.

Ainda nesta aula, o professor pode realizar algumas demonstracées da influéncia
dos parametros nas fungdes trigonométricas (amplitude, translagcao, periodo, dngulo de
fase e comprimento) por meio do software GeoGebra. Outra possibilidade seria a utilizagao
do software WinPlot, o qual possui uma plataforma simples e versatil. Embora ndo possua
tantas possibilidades quanto o GeoGebra ele atende os objetivos dessas demonstracdoes.

Na AULA 3, recomenda-se ao professor que conduza os alunos ao laboratério de
informatica, oriente-os a tomar o micro-computador a que ficou a disposicdo do grupo na
AULA 2. Em um primeiro momento oriente os grupos a selecionarem uma das imagens
escolhidas na aula anterior, pesquisem sobre a estrutura desta imagem, sua origem, nome
da estrutura, localizagdo, medidas conhecidas e suas principais caracteristicas. Com os
dados em maos, solicite aos alunos a realizarem a modelagem da fungdo que representa a
estrutura, considerando as medidas, localizagao, nivel do mar e os parametros da funcéo,
tais como deslocamento horizontal, periodo e translacao. Tomaremos como exemplo a ser
trabalhado pelos alunos a Ponte Internacional Barao de Maud, mostrada na Figura 32.

Figura 32 — Ponte Internacional Bardo de Maua
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Fonte: Lino Marques Cardoso. Veja o anexo A

A Ponte Internacional Bardao de Maua(Figura 32), foi construida entre 1927 e 1930
para ligar o Brasil ao Uruguai, gerando mais de 6215 empregos para pessoas de diversas
nacionalidades. A construcdo, passa sobre o Rio Jaguaréo, entre Rio Branco, no Uru-
guai, e Jaguarao no Brasil. Ela é considerada um simbolo de vitoria entre os dois paises,
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aproximando-os nos setores politico, econémico e cultural.

A ponte foi financiada pelo Uruguai em decorréncia de uma divida que tinha com
Brasil, devido a empréstimos durante a Guerra de Prata. Em 1977, a construcéo foi declarada
Monumento Histérico Nacional pelo Uruguai, e em 2011 foi tombada pelo IPHAN'. O nome
da ponte € uma homenagem ao grande envolvimento do banqueiro Irineu Evangelista
de Souza, mais conhecido como Bardo de Maua, que foi o mediador e o financiador do
empréstimo ao Uruguai.

Respectivamente do Brasil para o Uruguai, a ponte é na verdade um complexo com
extenséo total de 2.255,86 metros de comprimento, 13 m de largura e tem em seu centro
uma via férrea. A ponte possui 276 m sobre o rio, com nove arcos, sendo 3 centrais. Os
arcos de cada cabeceira possuindo 13 metros “destinados a passagem de ribeira em ambas
as margens, formando parte dos contrafortes que tem um comprimento de 27 metros, dando
um comprimento total de 330 metros”(DNIT, 2013, p.10).

O préximo passo, é instruir os alunos a pesquisarem na plataforma do Google
Imagens, fotos ou esquemas relacionados a ponte e explorar suas caracteristicas anotando
tudo que acharem relevante ou duvidas sobre ela.

Em um segundo momento, estaremos pedindo aos alunos que identifiquem as
caracteristica da ponte, com foco no conteudo de fungdes trigonométricas, tais como
amplitude, periodo, translacéo ou dilatacdo. Observando como base na Figura 32, notamos
que nem todas essas caracteristicas citadas estdo explicitas, mas sob orientacdo os alunos
podem a partir das medidas obtidas durante sua pesquisa explorar e investigar estas
caracteristicas.

Depois dessa analise, solicite que procurem na mesma plataforma imagens que
destaque todos os nove arcos da ponte de um ponto de vista frontal, salvando a imagem
que selecionaram no computador. Utilizaremos o GeoGebra para verificar se os dados
obtidos a partir da investigagc&o anterior corresponde com imagem selecionada, para isso
faremos uma andlise utilizando a ferramenta “Inserir imagem” do programa em conjunto
com a “Entrada”. Para fazer as representacdes utilizaremos a Figura 32.

Inserindo a imagem, marcamos as medidas dadas no inicio da investigac¢do, criando
os pontos C, D, E e F. Em seguida dimensionamos a imagem, tal que as extremidades
destes arcos fiquem sobrepostos aos pontos C e D, como mostrada na Figura 33. Vale
ressaltar que o eixo x representara o nivel do rio Jaguarao.

A ponte, ndo possui todos os arcos com mesma medida, porém em sala de aula,
modelaremos os arcos como se fossem congruentes. Neste caso, daremos inicio a determi-
nacao do periodo da fungéo. Se seus arcos sdo congruentes, entdo dividindo o comprimento
da ponte pela quantidade de arcos obtemos o comprimento de um arco equivalente a % m.

' Instituto do Patriménio Histérico e Artistico Nacional
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Figura 33 — Inserindo imagem no GeoGebra.
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No entanto, para determinar o periodo precisamos do dobro dessa medida que equivale a
% m. Ao descobrir o periodo da funcédo que se projeta sobre a ponte, o aluno questionara
sobre a amplitude. Nesse momento, o professor pode fornecer a informagao transmitida
pelo DNIT (2013) a qual cada arco tem flecha de 5,57 m ou essa informacéo pode ser
encontrada mediante pesquisa.

Portanto, descobrindo que a amplitude e o periodo, respectivamente,medem 5,57 m
e % De posse dessas informacgdes, iremos modelar a funcao cujo grafico representa a
arquitetura dos arcos da Ponte Internacional Barao de Maug, utilizando os parametros a, b,

ce ddafungdo seno, f: R — R, delei f(z) = a-sen (bx + ¢) + d.

O parametro a corresponde a medida da flecha, porém devemos descobrir 0 para-
metro b através do periodo:

2T

P
184 21
3
184.]b] = 67
3T

bl =+
92

Inicialmente, observamos que esta funcao é simétrica entre seus arcos verticalmente

~ . , , . 4
e que ela ndo possui pontos abaixo de seu eixo central, logo podemos dizer que b = »

e 0 seno esta contido no médulo. Quanto ao parametro ¢, a ponte néo se desloca no eixo
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horizontal, portanto ¢ = 0. Caso utilize a fungdo cosseno para realizar esta modelagem,
entdo ¢ # 0. Juntando essas informagdes e levando em consideragdo a ponte estar no nivel
do rio Jaguardao podemos dizer que néo haveré translagao, logo d = 0. Assim, a lei que

3
sen | —x
92

Figura 34 — Funcdo da Ponte Maua, sobre o rio Jaguargo.

define esta fungao é representada por f(x) = 5,57 - , veja a Figura 34.
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No caso, se formos considerar o nivel do mar, a cidade de Jaguardo possui altitude
de 11 metros acima do nivel do mar, causando uma translagéo na fungéo anterior, resultando

3
nalei f(x) = 5,57 - |sen (g—gx) + 11.

Orientando os alunos a inserirem a fungao no GeoGebra, os mesmos notarao que

a imagem e a funcdo néo estao sobrepostas. Podemos sobrepd-las, como na Figura 35
através dos pontos A e B, adicionando o 11 unidades a seus valores de y, ndo esqueca de
fazer o mesmo com os pontos C, D, Ee F.

Conforme a Figura 35, a fungdo nao correspondera exatamente com a imagem por
causa do angulo da foto e a diferenga na medida entre os trés arcos centrais e os outros.
Porém, o grafico sera aproximado, nos permitindo ver como a arquitetura e a engenharia
trabalharam juntas para construir tal obra de arte.

Na AULA 4, os grupos deverdao compartilhar com a turma as informagdes sobre o
objeto trabalhado, o processo de modelagem e sua experiéncia durante o desenvolvimento
desta atividade. Com relagao ao processo de modelagem o professor pode sugerir aos
alunos a separarem-no na seguinte ordem: experimentacao, abstragéo, resolugao, validacao
e modificacdo. Esse processo cria um ponto comum entre a situacao real, o modelo e a
matematica, formalizando a modelagem matematica.
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Figura 35 — Fungao da Ponte Maua, sobre o nivel do mar.
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5.1.1.4 Consideracoes finais

As atividades investigativas com pontes para o ensino de fungbes trigonométricas
facilita a compreenséao e uso destas. Porém, a contribuicdo da arquitetura e engenharia nao
abrange somente este tipo de construcdo, como podemos ver na Figura 30.

Ao trabalhar com este tipo de atividade faz-se importante o professor se inteirar sobre
as condicdes da construcdo, pois a partir da exploragdo podem surgir duvidas variadas
entre os alunos. Um exemplo, seria a atividade com a Ponte Maua, consideramos 0s seus
arcos com suas medidas iguais para facilitar a modelagem, mas antes citamos que nao
0 sdo. As medidas dos arcos compreendem 30 m de corda para os trés arcos centrais e
27 m para os demais. Com essas informagées em maos, o professor pode elaborar uma
atividade complementar a citada, no entanto deve-se observar que teremos uma fungao
com mais de uma sentenca.

Outras construgoes similares que podem ser utilizadas para trabalhar de forma
investigativa seriam a Ponte dos Arcos (Figura 28), os Arcos da Lapa (Figura 29), a Ponte
Akashi Kaikyo, a ponte Bay Bridge ou a Ponte do Brooklyn.

5.2 Atividade relacionada a Geografia usando o Google Maps

Ainda dentro da arquitetura e a engenharia, podemos observar enquanto estamos
passeando pelas ruas da cidade ou indo para o trabalho/escola que existem algumas
construcdes que fazem uso dos arcos como uma forma artistica ou de embelezamento.
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Isso ocorre principalmente com construgcdes antigas dentro das cidades, em alguns casos
vemos essa ocorréncia em muros, portdes ou mesmo pinturas.

Como o meio de transporte principal dos alunos da rede publica sdo os énibus
publicos, muitas vezes durante seu percurso eles se deparam com tais construcées. Nesse
aspectos podemos aproveitar essas ocorréncias do dia a dia em sala de aula utilizando o
Google Maps, o qual € um meio seguro de levar os alunos a certos lugares normalmente
inacessiveis, ou de acesso demorado devido as concessdes necessarias.

O Google Maps é um GPS (Global Positioning System), disponibilizado pela empresa
Google Inc., com acesso no micro-computador ou por aplicativo para smartphone tornando-
se acessivel para muitas pessoas. As possibilidades que essa plataforma oferece sao
grandes, por exemplo, a busca por satélite e Street View possibilitam o individuo a descobrir
em sua procura como é a casa ou a localidade a qual necessita ir.

Segundo o Google (2017d), se um “conteudo for aceito para publicagdo externa,
ele ficara publicamente visivel para qualquer pessoa que acessa 0s muitos produtos do
Google, incluindo Pesquisa e Maps”. Cabe ainda as pessoas da localidade pedirem por
atualizagdes decorrentes de mudancgas pela prefeitura ou Estado, ou para localizar novos
estabelecimentos ou iméveis.

5.2.1 Atividade 2 - As funcoes trigonométricas dentro da cidade

5.2.1.1 Objetivos

e Trabalhar a leitura de mapas;

e Utilizar a plataforma Google Maps para conhecer melhor a cidade e buscar pontos
que contenham a presencga de arcos;

e Investigar o que ocorre com os parametros das fungdes trigonométricas ao modelar a
funcdo em determinados objetos ou situagao-problema;

e |dentificar o grafico de qual fungéo trigpnométrica corresponde a determinados objetos
ou situagao-problema;

e Incentivar o aluno a explorar as forma geradas por arcos, amadurecendo sua percep-
cao da matematica inserida em seu cotidiano.

5.2.1.2 Procedimentos Metodologicos

Essa proposta busca ampliar o conhecimento dos alunos sobre a cidade e a aplica-
cao dos conceitos das fungdes trigpnométricas em lugares de comum acesso.

A atividade proposta esta prevista para ser desenvolvida em 3 tempos de aula,
de 55 minutos cada uma. S&o necessérios para realizagdo desta atividade os materiais
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didaticos: caderno, lapis, borracha, régua, fita métrica, lousa e pincel. Além destes materiais
devemos dispor de um laboratério de informatica com acesso a internet e auxilio do software
GeoGebra, podendo fazer uso do projetor multimidia. Caso a escola possua uma lousa

digital, o uso deste um recurso pode sera util as demonstracdes e as explanacdes do
docente expostas durante as aulas.

A seguir, demonstraremos alguns exemplos de como as funcdes trigonométricas es-
tao presentes em nossa geografia e paisagismo. Apresentaremos através de uma atividade,

0s meios onde as fungdes trigonométricas estao presentes, como podemos analisa-las e
por fim modela-las.

5.2.1.3 Descrigao da atividade

Para a AULA 1, sugere-se que o professor organize a turma em duplas ou grupos de
trés alunos. Em seguida, recomenda-se a condugao dos alunos ao laboratério de informatica,

oriente-os a tomar um micro-computador a disposicéo do grupo e apresente o Google Maps
para os alunos.

ApGs organizar os grupos no laboratério de informatica, sugere-se que o professor
solicite aos alunos a abrirem o navegador e entrarem na plataforma do Google Maps pelo
link <https://www.google.com.br/maps>. Os alunos notardo que o Google Maps ira localizar
0 ponto no mapa onde esta ocorrendo 0 acesso, destacando a area proxima deste local.
Esse ponto sera a escola, peca para que os alunos mudem a visualizagao para o modo
“satélite”, clicando sobre o quadrado escrito Earth. Na Figura 36, o circulo azul indica a
posicdo onde estamos sobre 0 mapa, e seta vermelha indica o local que deve-se clicar para
alterna entre 0 modo mapa para o modo satélite, e vice-versa.

Figura 36 — Google Maps.
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Ao redor da localizagdo onde o aluno realizar o acesso, estardo destacados os
estabelecimentos comerciais ou instituicdes diversas, isso ocorre devido o cadastro realizado
no Google Maps por elas. Solicite aos alunos que no modo satélite, aproximem-se com o
botdo de rolagem(Scroll) do mouse quando a seta estiver sobre a escola e cliquem sobre
ela, marcando a escola. No nosso caso, na Figura 36 aproximaremos da EEEFM? “Newtro
Ferreira de Almeida”.

Ao marcar a escola na parte esquerda da tela surgira uma aba com as informacoes
registradas da escola, 0 mesmo ocorre com outros estabelecimentos registrados também.
Em um segundo momento, solicite que os alunos cliquem duas vezes sobre a rua da escola
e naveguem pelas ruas do bairro onde esté localizada usando o modo Street View.

Sera observado ao comegar nesse modo, no canto esquerdo superior, uma caixa
com as informacgodes sobre a rua, a cidade, o Estado e o Ultimo ano que as imagens tiveram
atualizagado. Na aba inferior é possivel ver os locais préximos como mostrado na Figura 37.

Figura 37 — EEEFM Newtro Ferreira de Almeida.
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Fonte:Elaborada pelo autor

Solicite aos alunos a procurarem por uma construgao ou estradas que retratem as
funcdes trigpnométricas. Para as estradas o aluno pode realizar uma pesquisa prévia e usar
o modo mapa. Os alunos podem também procurar pelo trajeto que fazem de énibus ou em
outras localidades conhecidas.

Caso algum grupo ndo conheg¢a nenhuma construgéo ou localidade que possua
algum ponto geografico ou imével que utilize as fungdes trigopnométricas, o professor pode
instruir os alunos a pesquisarem um determinado local que tenha os objetos de pesquisa.
Geralmente nas partes centrais das cidades ha edificios, ou casas antigas, ou algum
conjunto de objetos que contenha formacgdes periddicas que podem ser trabalhados. Solicite

2 Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio
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aos grupos, que apos encontrarem uma estrutura ou objeto que lhes seja satisfatério, os
mesmos devem salvar o link em uma pasta com o nome dos integrantes do grupo no
micro-computador através “Bloco de Notas” e fazer um “Print”, salvando sua imagem na
mesma pasta.

A seguir, nas Figuras 39 e 41 temos estradas as quais seus formatos possuem
caracteristicas das fung¢des trigonométricas e nos lembra a periodicidade. Na Figura 38, o
gradeado do muro é composto por arcos, assim como a estrutura da varanda na residéncia
ao fundo da imagem, e ambos possuem caracteristicas periddicas. Na Figura 40 , o muro
da residéncia para a rua tem caracteristicas perioddicas, onde atinge a medida maxima no
eixo horizontal.

Figura 38 — BR - 482, Alegre, ES. Figura 39 — Rodovia Atlantica, Noruega.

99 BR-482

R ‘,MIC Martins

Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 40 — Av. Vitdria, Vitoria, ES. Figura 41 — Los Caracoles, Chile.

Fonte:Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor.

Na AULA 2, recomenda-se ao professor que conduza os alunos ao laboratério
de informatica, oriente-os a tomar o micro-computador que ficou a disposicao do grupo
na primeira aula. Essa aula, tem por objetivo modelar a estrutura/objeto que os grupos
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selecionaram na primeira aula. Admitiremos que os alunos conhecam as nocdes basicas
sobre o GeoGebra.

Sugere-se ao professor que solicite aos grupos de estudante a realizarem inici-
almente uma pesquisa prévia sobre os conceitos envolvidos na construcao no objeto a
ser modelado, identificar as caracteristicas das fungdes trigonométricas as quais eles se
adequam, enquadrar as caracteristicas aos parametros, realizar as experimentagoes e
posteriormente modelar uma funcao que o represente. Na Figura 42, existe um exemplo de
objeto que pode ser utilizado pelos alunos.

Figura 42 — Supermercado Casagrande, Cachoeiro de ltapemirim, ES.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomaremos a Figura 42 como exemplo de objeto de estudo. Ao fundo da imagem
esta presente um supermercado conhecido em sua cidade, mas nao sera ele o que iremos
explorar, observaremos algo mais simples que as vezes € quase imperceptivel para quem
observa esta imagem ou para quem viaja em um veiculo publico, estamos falando sobre as
“hastes de isolamento”, como podemos visualizar na Figura 43. Estas hastes tem o papel
de isolar o estacionamento do supermercado, preservando as vagas para determinadas
pessoas, taxis ou para seus caminhdes, como podemos ver na Figura 42 ha a presenca de
uma barraca anunciando algum produto ao fundo.

Figura 43 — Haste de isolamento e correntes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De posse da imagem que iremos trabalhar e o objeto a ser investigado, as hastes e
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a corrente, devemos realizar uma pequena pesquisa sobre os padrées de medidas para
as hastes. Como elas servem para isolamento ou orientacdo as medidas podem variar
entre 90 cm a 106 cm, ou até maior. Podemos usar a informagao da pesquisa ou para ficar
mais dindmico, sugerimos descobrir sua altura a partir de um aluno que passou no local e
pedir para se recordar qual a altura de uma destas hastes com relagédo a sua prépria altura.
Posteriormente, com uma fita métrica medimos a altura que o aluno deduz, suponha aqui
que ao medir tenhamos obtido 92 cm.

Observe que estas hastes sao de metal, encaixadas em determinado local e igual-
mente espagadas. A corrente € de metal, presa em suportes e passa no topo de cada haste.
Retornamos ao aluno que respondeu sobre a altura da haste para identificar aproximada-
mente a que altura o ponto minimo do arco esta do solo realizando 0 mesmo processo com
a fita métrica, vamos supor que o arco atinge a altura de 70 cm em seu ponto minimo. Logo
a flecha do arco equivale a diferencga entre a altura da haste e a distancia do ponto minimo
ao solo, equivalente a 22 cm . Portanto, a amplitude desses arcos mede 22 cm ou 0,22 m.
O mesmo processo pode ser feito com outro aluno que tenha passado pelo supermercado.

Como as hastes estao isolando o estacionamento, solicitamos aos alunos a pesqui-
sarem sobre como é realizado as medigdes para marcar os estacionamentos, podemos
sugerir pesquisar da seguinte forma “parametros da (cidade) para estacionamentos”. Em
Cachoeiro de Itapemirim/ES, onde se situa este supermercado uma vaga deve conter 25m?
para estabelecimentos como este ou hotéis.

Sobre as vagas de estacionamento para um automével de passeio, esta deve conter
no minimo 2,5 m de largura, peca aos alunos que fagam uma proporgao entre a largura e
comprimento respeitando os 25m?, para que possa ser estacionado um carro de passeio,
uma caminhonete ou um Veiculo Urbano de Carga(VUC). Para o VUC, ele deve respeitar
uma largura maxima de 2,2 metros e um comprimento maximo de 6,3 metros.

Lembrando que a area de um retangulo corresponde a Area = comprimento x largura.
Portanto, nesta cidade se a largura da vaga for 3,5m, entdo o comprimento devera ser
7,14m aproximadamente. Estaremos utilizando estas medidas como base, pois a largura
€ suficiente tanto para um carro de passeio como para o VUC. O professor pode instruir
aos alunos a realizarem este processo com outras proporgdes, desde que se adeque aos
limites estabelecidos anteriormente.

Com base em todas estas informagdes, podemos modelar uma fungao que corres-
ponda com o traco formado pelas correntes e hastes da Figura 42, utilizando os parametros
a, b, ce ddafungdo seno, f : R — R, de lei f(x) = a-sen (bx + ¢) + d. Entretanto, tais
funcdes sdo melhores modeladas por leis do tipo f(x) = a - cosh (bz + ¢) + d por serem
catenarias, podendo ser aproximadas pela lei f(x) = a - senh (bx + ¢) + d.

Consideraremos a calgada como o eixo X. O eixo principal dos arcos deve situar-se
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na altura das hastes e ser paralelo ao eixo X, implicando na translacéo da funcédo em 92 cm
acima do eixo X, logo d = 0,92. A flecha dos arcos corresponde a 22 cm, porém como 0s
arcos estao abaixo do eixo principal, teremos que a = —0, 22. O préximo passo é descobrir 0
periodo e o parametro b. Como um arco possui o comprimento de distancia entre as hastes
equivalente a 3,5m, entdo o seu periodo sera o dobro medindo 7m. Quanto ao parametro b:

27
P=—
|b]
27
T = —
0]
7.]b] =27
2m
bl = —
ol ==
27
b=+—
7
L , . . o 2w
Como o primeiro arco esta abaixo do eixo principal usaremos b = — € 0 seno

contido no médulo, pois todos 0s arcos estao de um mesmo lado do eixo. O parametro ¢
serd nulo, pois ndo ha deslocamento na horizontal. Portanto, a fungao trigopnométrica que

27 n
sen | ——=x
7

Observe que na Figura 44, ao inserir a fungao no GeoGebra, fazemos a representa-

representa esses arcos serd uma fungao seno, com a lei f(z) = —0,22 -
0,92.

céo para a fungdo no dominio real(Janela de Visualizagao) e para o intervalo [0; 11, 5](Janela
de Visualizacdo 2), pois como podemos observar na Figura 43 ha apenas trés arcos. O
segmento h representa a distancia entre o solo e o ponto minimo da corrente. Os pontos C
e D representam o inicio e o fim da area de isolamento.

Na AULA 3 os grupos deverao compartilhar com a turma as informacdes sobre o
objeto trabalhado, o processo de modelagem(a experimentagéo, a abstragao, a resolugéo,
a validacao e a modificagdo) e sua experiéncia durante o desenvolvimento desta atividade.
Sugere-se ao professor orientar, no inicio da atividade, os alunos a anotarem no decorrer da
atividade as dificuldades enfrentadas e as solugdes que eles obtiveram para expor durante
essa troca de experiéncia.

5.2.1.4 Consideracgoes finais

Na atividade utilizando o Google Maps, nem sempre poderemos utilizar a fungéao
“Inserir Imagem” do GeoGebra, devido ao angulo em que a foto foi retirada. Mas, a plataforma
€ muito util levando o aluno rapidamente a lugares que seria possivel de ir com o professor,
porém demandaria tempo, organizacdo e burocracia. Ou, levando-os a outros paises,
possibilitando ao aluno conhecer na integra diversos lugares.
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Figura 44 — Fungao das hastes de isolamento.
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Nesta atividade é possivel trabalhar também com outros temas da matematica como
escala, formas geométricas e a geometria analitica. Além de ser uma importante ferramenta
para ensinar a ler mapas na geografia urbana de determinada cidade, estado ou pais.

Na atividade em questao, podemos analisar a percepcao geografica dos alunos,
nocao de distancia, medigdo a partir de comparacao, regras de planejamento da cidade
para determinadas situagées, seu conhecimento paisagista da cidade, entre outros. Citamos
a possibilidade de pesquisar sobre os padrdes para elaboragdo e construcao de estacio-
namentos, e padrdées de comprimento e largura do VUC, mas caso o professor ndo queira
trabalhar desta forma, ele podera usar artificios como medida em pés por comparacao da
mesma forma que usamos na altura da haste.

No decorrer da atividade mostramos construcdes e estradas que formam arcos
continuos, em algumas dessas podemos utilizar outras fungdes trigonométricas, como a
funcdo cosseno, a fungao cossecante ou a fungdo secante, dependera da necessidade
demonstrada na investigagdo da sua estrutura. No exemplo mostrado (Figura 43), em
especifico, o professor pode aproveitar para ensinar os conceitos de catenarias(Curvas
geradas por uma corda, com extremidades fixas, suspensa que sofre influéncia da gravidade)
ou conceitos de trigonometria hiperbdlica.

Com o GeoGebra podemos representar as hastes e correntes por meio de desenhos
com suas fungdes geométricas, ou mesmo representar em formato 3D, caso os alunos
tenham conhecimento sobre geometria espacial. Pelo CBEE (ESPIRITO SANTO, 2009)
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esses conteudos podem ser estudados na mesma série, enquanto que nas diretrizes do
PAEBES TRI (ESPIRITO SANTO, 2016), os dois sdo estudados no segundo trimestre da
terceira série.

Dentro dos conteudos da geografia, ainda podemos modelar fungdes trigopnométricas
a partir de temas como a temperatura do dia durante o equinécio, a qual se mantém regular
e periddica em determinados intervalos de tempos. Ou, trabalhar com a forca de Coriolis
que surge ao observar os movimentos do ar em um sistema de coordenadas fixo sobre a
superficie girando com ela.

5.3 Atividade relacionada a Fisica

Nesta secdo, estaremos tomando como base o ensino de ondas e acustica proposto
por Filho e Silva (2013) para a 3? série do Ensino Médio e complementando com os estudos
de Holzner (2012).

Trabalharemos nesta atividade as fungdes trigpnométricas dentro das ondas sonoras.
No estudo de ondas, na fisica, levamos em consideracdo o comprimento da onda, a
amplitude, os periodos (ou ciclos) e a frequéncia. Além, dessas caracteristicas citadas as
ondas podem conter velocidade, que por sua vez dependera do meio onde se propagam ou
ressoam.

O comprimento, o periodo e a amplitude de uma onda podem ser calculados medi-
ante a seus conhecimentos sobre as fung¢des trigonomeétricas. No entanto, para a frequéncia
e a velocidade, repassaremos alguns conceitos que sdo ensinados em fisica.

5.3.1 Ondas

Uma onda é uma perturbacao periddica de alguma grandeza fisica que se propaga
em um meio material ou espago. A propagacao de uma onda se caracteriza principalmente
pelo transporte de energia, sem o transporte da matéria.

Uma onda pode ser caracterizada em mecéanica ou eletromagnética. As ondas
mecanicas necessitam de meios materiais para se propagar, onde uma porgao do meio
oscila em torno do ponto de equilibrio. As ondas mecénicas nao se propagam no vacuo.
Porém, as ondas eletromagnéticas nao dependem do meio para se propagar, um exemplo
seria as ondas de radio.

Dependendo da direcao de vibragdo da pertubacao em relacdo a diregao de propa-
gacgao da onda, podemos classificar a onda em transversal ou longitudinal.

Nas ondas transversais, cada ponto do meio de propagacao se desloca perpendicu-
larmente na dire¢ao de propagacao da onda. Porém, nas ondas longitudinais cada ponto do
meio de propagacao se movimenta na mesma diregdo de propagacao da onda.
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5.3.1.1 Elementos de uma onda

Consideremos uma corda cuja extremidade esta ligada a uma fonte capaz de produzir
um movimento vibratério continuo a sua posicao de equilibrio como mostrado na Figura 45.

Figura 45 — Representacao de uma onda na forma de uma senoide.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando a Figura 45, temos a representagao de uma onda, na qual é destacado
as seguintes caracteristicas:

« Amplitude A: representa a variagdo maxima da grandeza fisica que oscila em relagcao
ao seu valor médio. A maior ou menor amplitude depende, respectivamente, da maior
ou menor energia transportada pela onda.

+ Comprimento de onda \: representa a distancia entre dois pontos sucessivos da
onda que estdo na mesma fase de oscilacdo. Pode ser pensado também como a
distancia que uma pertubacao percorre durante um periodo 7.

* N6: n6 ou nodo da onda que corresponde ao ponto que sofre interferéncia destrutiva.

As ondas sao periodicas, alternando-se entre valores maximo € minimo, ou de

pico para pico. O tempo que leva para concluir uma dessas oscilagbes € chamado de
periodo(7).

O numero de oscilagbes efetuadas na unidade de tempo (s) € chamada de frequén-
cia (F'), ou seja, a frequéncia mede o numero de vezes que as oscilagbes(ciclos completos)
acontecem por segundo. Calculamos a frequéncia, na unidade de medida Hertz(H z), da
seguinte forma:

F= (5.1)
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Realizando uma analogia com o movimento uniforme, podemos determinar a veloci-
As

At
Por definicdo, o deslocamento de uma onda durante um periodo 7' € o comprimento

dade de propagacao de uma onda. Sabemos que v =

de onda )\, ou seja, As = XA e At = T'. Portanto

As A
U—E—Touv—)\F (5.2)

5.3.1.2 Grafico de uma onda

Graficamente, uma onda pode ser criada utilizando uma fungéo seno ou uma fungao
cosseno. Dependera da situacdo em que a onda sera submetida e o meio de propagacao
desta, ou a descricao que o professor ira utilizar. Realizaremos aqui a representacao pela
funcé&o seno como exemplo.

Segundo Holzner (2012), no plano cartesiano, o eixo das ordenadas representara a
magnitude da perturbagéo criada pela onda, enquanto que o eixo das abscissas representara
o tempo dessa perturbacdo. Um ciclo de uma onda ocorre em um periodo, sendo que um
ciclo na fungao seno ou cosseno ocorrem em 27 radianos, portanto em um periodo a onda
passara por 27. Podemos representar esse processo com a fungao:

2rt

o) =sen (77) 53)

Figura 46 — Representacao da onda sonora como uma fungéo seno.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Substituindo (5.1) em (5.3), teremos a funcao

f(t) = sen (27t F) (5.4)
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A funcéao pode sofrer alteracdo dependendo de seus argumentos, podendo variar de
acordo com a amplitude (A) da onda e o deslocamento horizontal(Ah), também chamado
de angulo de fase (), obtendo

y=A-sen (2ntF + 0) (5.5)

Figura 47 — Parametros da fungéo seno.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.1.3 Ondas estacionarias

A onda estacionaria € uma onda que nao viaja, ou seja, 0S picos oscilam no mesmo
lugar sem se propagar. Esse tipo de onda ocorre quando temos uma onda confinada, como
um pedago de corda ou um som dentro de um tubo.

As ondas sonoras estacionarias s&o um pouco diferentes da onda senoidal, pois para
cria-las necessitamos de ondas sonoras refletidas e incidentes. Segundo Holzner (2012,
p. 144) elas “sdo duas ondas idénticas, com a unica diferenca de que elas se propagam em
direcbes opostas”. Uma das caracteristicas das ondas estacionarias € possuir nés (N) e
antinodos, também chamados de ventres (V).

Ao observar a Figura 48, podemos notar que um né é formado pelo momento onde
nao ha deslocamento, ou seja, é a parte da onda que cruza o eixo. Esses nds sdo os pontos
de interferéncia destrutiva.

Os ventres sdo pontos de maior amplitude durante a oscilagao da onda. Como estao
em concordancia de fase e apresentam interferéncia construtiva.

» A distancia entre dois nds consecutivos ou dois vértices consecutivos vale 5
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Figura 48 — Ondas estacionarias.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

» A distancia entre um né e um vértice consecutivos vale T

5.3.2 Acitstica ou Ondas sonoras

As ondas sonoras sao ondas longitudinais e de origem mecanica, necessitando
de um meio material para se propagar. Por esse motivo 0 som nao se propaga no vacuo.
5.3.2.1 Velocidade do som

A velocidade de propagacao do som é maior no meio solido do que no meio liquido,
e maior no meio liquido do que no gasoso. Em sintese podemos dizer que:

‘/;élido > ‘/h'quido > ‘/gés

Nos sélidos, quanto mais duro for o meio, mais rapida sera a velocidade do som.
Para calcula-la, utilizamos uma combina¢ao entre uma medida da rigidez de materiais
uniformes chamada de mddulo de Young (Y) e a densidade do sélido (p), formando

1/2
_ (X) (5.6)
p

Nos liquidos, o som se movimenta mais rapido do que em gases. isso acontece
devido aos liquidos serem menos elasticos do que os gases, curvando-se menos sob uma
forma aplicada. Assim, nos liquidos a equagéo da velocidade som relaciona o modulo da
massa adiabatica(nenhum calor trocado é trocado com o ambiente) simbolizada por 3.4 € a

1/2
v = (@> (5.7)
p

densidade do liquido (p).
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Nos gases a velocidade do som é a mais baixa. Para calcular a velocidade do som
em um gas ideal, ou seja, um gas que obedece as leis dos gases ideais: relacao entre
pressao, volume e temperatura, utilizaremos

onde v é uma constante adiabatica, que para o ar é 1,40, x é a constante de Boltzman
da termodinamica igual a 1,38 x 10723 J/K , 7 é a temperatura do gas ideal na escala
Kelvin e m é a massa de uma uUnica molécula em quilogramas(kg), para o ar ela mede
aproximadamente 4, 80 x 10~2%kg.

5.3.2.2 Caracteristicas do som

As caracteristicas basicas do som consistem em altura, intensidade e timbre. Sao
caracteristicas que podem ser notadas através da sensibilidade auditiva humana.

A altura esté relacionada com a frequéncia (F') da onda sonora e recebe a qualidade
de som grave ou agudo. Tal que, quanto maior for a frequéncia, mais agudo sera o som, em
contrapartida quanto menor a frequéncia, mais grave sera o som, veja a Figura 49.

Figura 49 — Altura do som.

Fonte: Editoria de Arte, (FILHO; SILVA, 2013, p. 235)

A intensidade (/), caracteriza-se pelo som forte ou fraco produzido por uma fonte
de vibragao, veja a Figura 50. Dessa forma, a intensidade de uma onda esta relacionada a
energia transportada por segundo através da unidade de 4rea e com a amplitude de uma
onda.

Figura 50 — Intensidade do som.

Fonte: Editoria de Arte, (FILHO; SILVA, 2013, p. 236)

O timbre ¢ a caracteristica que nos permite distinguir dois sons de mesma altura e
mesma intensidade, emitidos por duas fontes sonoras diferentes.
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5.3.2.3 Tubos sonoros

Instrumentos como flautas, trompetes e clarinetes funcionam com base em tubos
sonoros, e sao capazes de produzir sons agradaveis. Os sons dentro de um tubo, caracteriza-
se pela formacédo de ondas estacionarias longitudinais, pois a coluna de ar é afunilada na
embocadura, gerando uma vibra¢ao que produz o som.

Os tubos sonoros s&o divididos em dois tipos: abertos e fechados.

Um tubo fechado caracteriza-se por possuir uma de suas extremidades fechada.
Neste tubo, quando a oscilagdo de um diafragma coincide com o ventre de uma onda
estacionaria, dizemos que a onda esta em seu modo normal. Assim, identificamos que as
ondas estacionarias estdo em um modo normal quando o comprimento de onda )\, € dado
por

onde L o comprimento do tubo.

As frequéncias dos modos normais de vibragdo sdo chamadas harménicas. A
primeira harménica (n = 1) € chamada de frequéncia fundamental. A Figura 51 mostra
alguns modos normais para um tubo com uma das suas extremidades contendo uma
barreira. Assim, o eixo horizontal mede a distancia entre o diafragma e a barreira, e o eixo
vertical o deslocamento da onda sonora.

Figura 51 — Modos normais em um tubo fechado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Um tubo aberto possui as duas extremidades abertas, as ondas estacionarias
apresentam ventres em ambas as extremidades, como representado na Figura 52.

Figura 52 — Modos normais em um tubo aberto.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em um tubo aberto a coluna de ar vai da embocadura para a outra extremidade.
Ao atingi-la, sofre reflexdo e refragao, pois encontra um meio diferente, que apresenta
variacao de temperatura , pressado e densidade em relagdo ao meio existente dentro do
tubo. Portanto, os comprimentos de onda no tubo aberto sdo dados por

2L
_7’L

An (n=1,2,3,..) (5.10)

onde L o comprimento do tubo.

Consequentemente, substituindo (5.9) em (5.2), para tubos fechados teremos:

nv
F,=— =1 A1
n=1r (=135, (5.11)

E, para tubos abertos, substituiremos (5.10) em (5.2), obtendo:
nv

F,=— =1,2,3,.. 12
n 2L (n Y 737 ) (5 )

Uma caracteristica interessante no estudo das ondas sonoras em tubos € o fato de
quanto maior a frequéncia da onda sonora, maior sera o numero de vezes que a amplitude
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da vibragdo do som atingira seu pico conduzindo um harménico. Portanto, o tubo pode ter
um numero infinito de frequéncias.

5.3.3 Atividade 3 - As funcoes trigonométricas em tubos sonoros

5.3.3.1 Objetivos

Identificar as formas geométricas presentes em tubos;

e Utilizar as fungdes seno e cosseno para demonstrar o comportamento de ondas
sonoras em tubos;

e Investigar o comportamento das ondas sonoras em tubos abertos;

e |dentificar em que casos devemos utilizar a fungéo seno ou a fungéo cosseno, para
representar as ondas sonoras nos tubos;

e Apresentar aos discentes os variados meios que podemos encontrar as funcoes
trigonométricas.

5.3.3.2 Procedimentos metodoldogicos

Essa proposta busca integrar os conteudos de fisica e matematica com materiais
manipulaveis, utilizando o GeoGebra para demonstrar graficamente o comportamento das
ondas e trabalhar com algumas notas musicais presentes na flauta doce. Utilizaremos as
funcdes trigonométricas para descrever o comportamento das ondas sonoras de uma forma
basica, pois dentro do conteudo de ondas e musica sabemos que para gerar uma melodia
ou ritmo necessitamos de um conjunto de sons.

A atividade proposta esta prevista para ser desenvolvida em 4 tempos de aula, de 55
minutos cada uma. Sao necessarios para realizacao desta atividade os materiais didaticos:
caderno, lapis, borracha, régua, material impresso, flautas doce, fita métrica, lousa e pincel.
Além destes materiais devemos dispor de um laboratério de informatica com acesso a
internet e auxilio do software GeoGebra, podendo fazer uso do projetor multimidia.

A seguir, demonstraremos um exemplo de como as funcdes trigopnométricas estao
presentes no campo das ondas sonoras modelando o comportamento da coluna de ar
dentro da flauta doce através da nota Si agudo.

5.3.3.3 Descrigao da proposta

Nesta atividade, sugere-se ao professor que entre em contato com a diregao do
colégio para solicitar a obtengdo de no minimo quinze flautas doce. Caso nao caiba no
orcamento da instituicdo, organize junto aos alunos, previamente, uma forma de obter as
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flautas doce para serem trabalhadas em sala de aula. As flautas doces que iremos utilizar
podem ser encontradas em lojas especializadas na venda de brinquedos.

Para a AULA 1, em sala de aula, o docente deverd realizar um estudo do tema
com os discentes. Seu objetivo é apresentar o conceito de ondas sonoras para os alunos,
explicando sobre as caracteristicas das ondas sonoras, o comportamento das ondas e
identificando suas similaridades com as funcdes trigonométricas. Essa apresentacao se
estendera até as ondas estacionarias e suas aplicagdes em tubos fechados e abertos
em suas extremidades. O docente, pode utilizar recursos como o projetor multimidia, o
notebook, o software Geogebra, videos interativos, entre outros para essa apresentacao
com intuito de dinamizar a aula.

Para a AULA 2, sugere-se que o professor organize a turma em duplas ou trios de
alunos e distribua entre as(os) duplas(trios) as flautas doce para que os mesmos possam
conhecer e/ou identificar sua forma. Em seguida, recomenda-se que o professor distribua
para os alunos um folheto explicativo sobre as notas musicais da flauta doce e as posi¢oes
dos dedos sobre os furos como mostrado na Figura 53, ou as demonstre através do projetor
multimidia. Essas informagdes podem vir juntamente com a flauta ou podem ser encontradas
no site da Yamaha(Apéndice A) ou Giannini(Apéndice A).

Conforme os dedilhados mostrado na Figura 53, existem sete notas musicais: DG,
Ré, Mi, Fa, Sol, La e Si que compdem a primeira oitava. Se quisermos as mesmas notas
com som mais agudo chamaremos de segunda oitava. Essas notas sdo expressas na
digitacado Germanica pela Giannini como:

D6' Ré' Mi' Fa' Sol' L&' Si' | D62 Ré? Mi2 Fa2 Sol? Laz? Si?

A diferenca entre as duas digitacdes esta nas duas versdes de flautas doce soprano
que sao comercializadas atualmente, sendo elas a germanica e a barroca, a diferenca esta
nos furos como ilustrado na Figura 54.

Sugere-se que o professor instrua os alunos a tentarem tocar as notas musicais
da digitacdo Germéanica e Barroca analisando a posicao dos dedos, fluxo da coluna de ar
dentro da flauta e através dos orificios, a diferenca entre a intensidade com que é tocada e
a frequéncia.

O objetivo desta aula é observar o que ocorre com as ondas sonoras na flauta doce.
Pois, os sons e as frequéncias variam conforme as notas tocadas, e o movimento do ar
dentro do tubo. No lugar onde o ar se movimenta mais a pressdo é menor, que por sua vez
forma um né. Em contrapartida, no lugar que o ar se movimenta menos a pressao sera
maior, coincidindo com o antinodo(ventre) da onda.

Observando a Figura 55, note que a parte em vermelho representa as entradas e
saidas de ar, ou seja, o lugar onde ha uma maior movimentagdo no ar. Porém, a parte
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Figura 53 — Dedilhado das notas musicais na flauta doce.
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Fonte: Giannini, Apéndice A.

amarela, representa os locais onde o ar se movimenta menos e a pressao é maior. Os
tons que a flauta podera gerar dependem também da distancia que o ar se movimenta, por
exemplo, na primeira e segunda flauta temos duas situagdes semelhantes, no entanto, o ar
percorre uma distancia maior no primeiro caso produzindo um som diferente do segundo.

Além de analisar os sons emitidos, nesta aula os alunos devem investigar como a
flauta doce é construida, suas partes, sua forma, medidas e posi¢cao dos furos. Na Figura
56 podemos ver o esbogo das partes de uma flauta doce, enquanto que na Figura 57
analisamos algumas de suas medidas utilizando uma régua comum.

Para a AULA 3, recomenda-se a condugéo dos alunos ao laboratério de informatica,
oriente-os a tomar um micro-computador a disposicdo da(o) dupla(trio) formada(o) na
segunda aula. Em seguida, devera ser distribuido entre as(os) duplas(trios) duas notas
musicais diferente, da primeira e outra da segunda oitava, expressas na Figura 53, a
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Figura 54 — Diferenga entre 0 modelo germanico e barroco.
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Fonte: Charlene Peruchi Dalmolin. Apéndice A

Figura 55 — Esquema de saida de ar da flauta.
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Fonte: Quinta Essentia quarteto. Apéndice A

cada dupla(trio) para que os alunos possam modelar as fun¢des correspondente as notas
recebidas. Deverao ser modeladas as fungdes estacionarias contidas dentro da flauta doce,
dependendo de cada nota.

Em seguida, tomando como orientagdo o processo de modelagem: a experimenta-
cdo, a abstracdo, a resolugao, a validagao e a modificacéo, os alunos devem a partir das
informacdes obtidas durante as duas primeiras aulas desenvolver 0 modelo das notas que
ficaram a cargo da(o) dupla(trio) formada(o) na segunda aula.
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Figura 56 — Parte da flauta doce. Figura 57 — Medidas basicas da flauta
doce.
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Fonte: Charlene Peruchi Dalmolin. Apéndice Fonte: Elaborada pelo autor.

A

A seguir, vamos tomar como exemplo a sexta flauta da Figura 55, e modelar as
funcdes pelas medidas aproximadas obtidas da flauta doce (Figura 57) na segunda aula.
Modelaremos as fungdes referente as ondas estacionarias da nota musical Si, segunda
oitava, da digitacdo germanica, ou seja, um Si agudo.

Consideremos a coluna de ar que percorrera dentro de uma flauta doce com de 300
mm, retirando o bico, sendo que o didmetro do tubo de 18,5 mm. As medidas devem estar
em metros, logo temos um didmetro de 0,0185 m e comprimento de 0.30 m. A amplitude da
onda estacionaria, corresponde a metade do didmetro do tubo, portanto, a amplitude da
onda estacionaria sera equivalente a 0,00925 m.

Observe que a flauta doce é um tubo aberto e a nota estudada tem trés pontos onde
sera atingido a maior amplitude, portanto temos trés meios de comprimento de onda, dessa
forma utilizando a equacao (5.10) determinaremos o comprimento dessa onda

2L
Ap = —

Para representar a fungao da onda estacionéria, consideraremos o periodo () como
comprimento de onda A3, portanto iremos descobrir o coeficiente que altera o periodo ou
podemos dizer o que acompanha x(distdncia em metros)
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p_2"
m

1_ 2
5 |ml
|m| = 107
m = £10x

Portanto, como mostrado nas Figuras 51 e 52, iremos representar a onda incidente e
a onda refletida por meio da fungdo seno f(x) = A-sen (mx+q), como ndo ha deslocamento
horizontal ¢ = 0. Portanto, a onda refletida é dada por f(z) = 0,00925 - sen (107zx) e a
onda incidente sera semelhante, porém se propaga em direcédo diferente, logo temos
f(z) = —0,00925 - sen (107x).

Observe na Figura 58 o que ocorre com as ondas estacionarias, ela se difere com a
Figura 52 devido diferenca de pressao e saida do ar.

Figura 58 — Representacao das ondas estacionarias na flauta com a fungao seno.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Também podemos representar as ondas estacionarias através da fungéo cosseno

f(x) = A - cos (mx + q), sendo a amplitude e coeficiente de alteragao do periodo o0 mesmo
da fungé@o seno. Mas, nesse caso existira um deslocamento horizontal. Para identificar esse
deslocamento, considere f(0) = 0, portanto
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f(x) =A-cos(mz +q)

f(0) =0.00925 - cos (10 - 7 - 0 + q)
0 = 0.00925 - cos (q)

0 = cos (q)

Para cos (¢) = 0, temos que ¢ = g + km,com k € Z. Logo, se k = 0, entdo ¢ = g

Assim, a onda refletida é dada por f(z) = —0,00925 - cos (107r:z: - g) e a onda
incidente serd semelhante, porém se propaga em diregao diferente, logo temos f(x) =
0,00925 - cos (10m + g) Observe na Figura 59, que as amplitudes das fungbes que
representam as ondas incidente e refletida sdo opostas as representadas na Figura 58.

Figura 59 — Representag¢ao das ondas estacionarias na flauta com a fungédo cosseno.
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Por fim, na AULA 4, sugere-se que professor leve os alunos ao auditério ou sala de
video e organize a apresentacao dos grupos, formados na segunda aula, a qual tera quatro
momentos:

» Demonstracao dos sons emitidos pelo instrumento;

» Apresentagdo do modelo(s) de funcao(bes) trigopnométricas que descrevem as ondas
estacionarias emitidas por cada nota musical;

» Descri¢ao das dificuldades apresentadas durante o processo de execugao da ativi-
dade.
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Consideracoes finais

Na atividade relacionada a fisica com o tema de ondas sonoras em tubos, podemos
observar que possuimos uma variedade de formas para trabalhar com os alunos. Nesta
subsec¢ao propomos trabalhar com a flauta doce, enfocando como se da o comportamento
das ondas dependendo da coluna de ar, do orificio aberto ou fechado e mostrando as
variagdes que ocorrem, a partir de um tubo aberto ou fechado.

Ao trabalhar com materiais manipulaveis, possibilitamos uma experiéncia concreta da
aplicacao dos conteudos estudados aos alunos proporcionando um aprendizado dinamico
e interativo. Conforme a proposta se desenvolve, note que a atividade em duplas ou trios
tem por finalidade enriquecer o aprendizado dos alunos, possibilitando troca de ideias,
experiéncias, exposicao de erros e acertos durante os testes, e modelagem das fungées
caracteristicas que modelam as ondas estacionarias do som na flauta doce. O ultimo
momento da atividade, Ihes proporciona identificar as dificuldades semelhante que obtiveram
durante a atividade convidando os alunos a realizar uma reflexao sobre seu trabalho
comparando-o aos das(os) demais duplas(trios).

Dentro do tema de ondas na fisica, pode ser trabalhado também a propagacéao
da onda sonora no ambiente, as ondas através da frequéncia, as ondas eletromagnética
e o conceito de luz com os alunos, cabe ao professor decidir qual seria o mais viavel.
O contetido de ondas pelo ESPIRITO SANTO (2009) é ensinado dentro de fisica na 22
série do ensino médio, portanto os alunos que irdo estuda-lo em conjunto com as funcdes
trigopnométricas, na 32 série, possuiram um conhecimento prévio que os ajudard em sua
compreensao.
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Conclusoes

A educagao com o avango tecnolégico proporciona uma interacao diferenciada com
as disciplinas ensinadas tanto no ensino basico como no superior. Utilizar tecnologias
diversas durante as aulas possibilita despertar o interesse dos discentes e sua curiosidade
sobre os conteudos ensinados. Além de suprir dificuldades dos alunos com relagao a
desenho, esbogo de gréficos, andlise de grafico, dentre outros. Vale ressaltar a importancia
do docente se preparar e estudar para a aplicagao de aulas interdisciplinares abordando o
uso de tecnologias , visando facilitar o ensino de conteldos 0s quais caracterizam-se por
serem abstratos ou por conter muitos codigos.

Voltando-se para o aluno e o professor, no presente trabalho foi proposto atividades
diversificadas com intuito de despertar a curiosidade e a criatividade dos alunos. Nas
atividades prop6em-se a formacao de grupo incentivando a troca de ideias e supléncia de
dificuldades individuais que impedem os estudantes de avangar em determinados conteldos,
além de incentivar a troca de experiéncias ao final de cada atividade. Essa interagéao é
importante tanto para avaliagdo como exposi¢cao do processo de construcao e resolucao
das atividades propostas, possibilitando ao aluno expressar também os erros, dificuldades
e acertos que podem surgir na aplicagao.

O que tratamos nas atividades sao exemplos de situagbes envolvendo as funcdes
trigonométricas. Situagdes que nos passam despercebidas ou quando questionados se
hé aplicagao para o conteudo o professor ndo se aprofunda com receio de apresenta-lo.
Nesse contexto, a interdisciplinaridade em conjunto com atividades investigativas e de
modelagem proporcionam um diferencial, pois além de demonstrar a aplicagao do conteudo
induz o estudante a coletar informacgdes, analisar estas informagdes, desenvolver hipéteses,
demonstrar matematicamente um modelo, realizar testes e refletir sobre o produto obtido e
0 processo.

Além disso, entende-se que este trabalho apresenta um dos métodos de ensino das
fungdes trigonométricas o qual aborda sua aplicacdo em meios fisicos e/ou manipulaveis.
Mas, existem outros métodos que podem ou ndo abordar a aplicagao desse conteudo que
sdo tao eficiente ou melhores quanto, dependera da realidade dos atores envolvidos. Na
matematica ha diversas formas de resolver uma situagao-problema ou de se aprender
um mesmo conteudo, assim como ha inimeras abordagens as quais se pode ensinar um
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conteudo possibilitando gerar novas discussdes e propostas de trabalhos futuros.

Assim, esperamos que ao apresentar essa proposta de atividades, as quais podem
ser executadas em sala de aula ou no laboratério de informatica, possamos aumentar as
possibilidades de ofertar uma aula de qualidade para os discentes e acrescentar praticas
exitosas na vida profissional do professor de matematica.

Devemos esclarecer que as atividades propostas neste trabalho sao flexiveis, mu-
taveis e podem ser adaptadas conforme a realidade dos sujeitos envolvidos no processo
de aprendizagem das fung¢des trigopnométricas. Portanto, as atividades propostas podem
ser adaptadas quanto a conveniéncia do professor, somos conscientes sobre as mesmas
poderem abranger uma gama maior de itens, objetos ou constru¢cées para se modelar.
Além disso, trabalhando nas plataformas interativas do Google Imagens, do Google Maps
e do GeoGebra através de atividades interdisciplinares existe a possibilidade de melhorar
cada atividade aqui proposta, além de inserir ou trocar os objetos estudados como outro
instrumento na terceira atividade, ou outros tipos de construgdes na primeira atividade, ou
analisar outros objetos os quais contém caracteristicas das funcdes trigonométricas na
segunda atividade. E possivel ainda, através da interdisciplinaridade nos aprofundarmos
mais nas disciplinas citadas neste trabalho, ou trabalhar em conjunto outras como a biologia
e historia.
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APENDICE A

Links para consulta

Segue abaixo a relacao das imagens contidas neste trabalho.

 De autoria prépria: Disponivel em

<https://drive.google.com/open?id=0By6BqVdgPrwzVzdTcTFPVjhXeXM>

 Figura 28: Disponivel em <http://fotografia.folha.uol.com.br/galerias/2497-arcos-da-lapa#
foto-49241>. Acesso em 25 de janeiro de 2017.

« Figura 29:Disponivel em <http://www.portoamazonas.pr.gov.br/tur7.htm>. Acesso em
25 de janeiro de 2017.

+ Figura 30:Disponivel em <https://www.google.com.br/maps/@-20.3216388,-40.3409533,
3a,82.2y,4.6h,101.56t/data=!3m6!1e1!3m4!1s-bYJAYy06Dfz79INtCkzyA!2e0!7i13312!
8i6656>. Acesso em 25 de janeiro de 2017.

 Figura 31:Disponivel em
<https://s-media-cache-ak0.pinimg.com/564x/a3/39/8b/a3398b00a4537f26611ce15889404594.

jpg>. Acesso em 15 de fevereiro de 2017.

+ Figura 32: Disponivel em <http://casadanelci-jaguarao.blogspot.com.br/> . Acesso em
4 de abril de 2017.

 Figura 55: Disponivel em <http://quintaessentia.com.br/flauta-funciona/> . Acesso em
5 de maio de 2017.

Os arquivos das funcgdes e demais formas construidas utilizando o software GeoGe-
bra estédo disponiveis no link <https://ggbm.at/zXhzVaWy>.

Para consultas referentes aos comandos e propriedades do software GeoGebra é
possivel consultar o seu manual através do link: <https://wiki.geogebra.org/pt/Manual>.


https://drive.google.com/open?id=0By6BqVdqPrwzVzdTcTFPVjhXeXM
http://fotografia.folha.uol.com.br/galerias/2497-arcos-da-lapa#foto-49241
http://fotografia.folha.uol.com.br/galerias/2497-arcos-da-lapa#foto-49241
http://www.portoamazonas.pr.gov.br/tur7.htm
https://www.google.com.br/maps/@-20.3216388,-40.3409533,3a,82.2y,4.6h,101.56t/data=!3m6!1e1!3m4!1s-bYJAYy06Dfz79INtCkzyA!2e0!7i13312!8i6656
https://www.google.com.br/maps/@-20.3216388,-40.3409533,3a,82.2y,4.6h,101.56t/data=!3m6!1e1!3m4!1s-bYJAYy06Dfz79INtCkzyA!2e0!7i13312!8i6656
https://www.google.com.br/maps/@-20.3216388,-40.3409533,3a,82.2y,4.6h,101.56t/data=!3m6!1e1!3m4!1s-bYJAYy06Dfz79INtCkzyA!2e0!7i13312!8i6656
https://s-media-cache-ak0.pinimg.com/564x/a3/39/8b/a3398b00a4537f26611ce15889404594.jpg
https://s-media-cache-ak0.pinimg.com/564x/a3/39/8b/a3398b00a4537f26611ce15889404594.jpg
http://casadanelci-jaguarao.blogspot.com.br/
http://quintaessentia.com.br/flauta-funciona/
https://ggbm.at/zXhzVaWy
https://wiki.geogebra.org/pt/Manual
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Segue abaixo links relacionados a atividade de fisica da secao 5, sobre a flauta

doce.
* Manual da flauta doce da Yamaha: Disponivel em <https://br.yamaha.com/files/
download/other_assets/5/656985/recorder_pla_201604_R1_web.pdf>

+ Manual da flauta doce Giannini: Disponivel em <http://www.giannini.com.br/imgs/
downloads/1_arquivo.Folheto_Flauta.pdf>

» Partes da flauta: Disponivel em <http://charlene-peruchi.wixsite.com/fisica-e-musica/
flauta-doce>


https://br.yamaha.com/files/download/other_assets/5/656985/recorder_pla_201604_R1_web.pdf
https://br.yamaha.com/files/download/other_assets/5/656985/recorder_pla_201604_R1_web.pdf
http://www.giannini.com.br/imgs/downloads/1_arquivo.Folheto_Flauta.pdf
http://www.giannini.com.br/imgs/downloads/1_arquivo.Folheto_Flauta.pdf
http://charlene-peruchi.wixsite.com/fisica-e-musica/flauta-doce
http://charlene-peruchi.wixsite.com/fisica-e-musica/flauta-doce
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APENDICE B

Usando o GeoGebra

B.1 Esboco grafico de uma funcao e a lista pontos

O software GeoGebra proporciona trabalhar com varias janelas simultaneamente
como foi mostrado na figura 1. Nesse caso, podemos esbogar uma funcéo a partir de seus
pontos se estes estiverem inseridos em uma planilha como mostra a Figura 60, a qual
considera a fungdo f cuja lei de formagéo é dada por f(x) = tg (x). Este gréafico pode ser
visualizado na janela do meio digitando na caixa de entrada y = tan (z) ou y = tg(x), em
seguida apertando a tecla Enter.

A planilha, tem como possibilidade criar uma tabela para representar a correspon-
déncia entre = e y. Neste caso, os valores para = foram selecionados mediante os pontos
notaveis e suas correspondéncias na circunferéncia trigopnométrica, com excec¢ao do valor
da célula A9 que foi expresso para ficar mais préximo do ponto com abscissa de 3—7T Para
o programa realizar a correspondéncia desses pontos, na célula B2 digitamos tan (A2),
em seguida passe 0 mouse sobre a célula B2 no canto inferior a direita, onde ira aparecer
uma cruz na dire¢ao do Ultimo nimero de z, assim os valores das células de A2 a An farao
correspondéncia com os pontos B2 a Bn, comn € N.

Agora selecionamos os valores dispostos no quadro e clicamos em seguida com
botao direito do mouse, selecionando a opgéo “criar”, a seguir clique em “lista de pontos”.
Assim, aparecerao no plano cartesiano os pontos encontrados no quadro de correspon-
déncias. O esboco no gréafico dos pontos pode ser feito com a identificacdo dos pontos ou
somente a marcagao, podemos modificar clicando sobre o ponto e ativar/desativar a opgao
“Exibir Rétulo”.

. , ™ L. - -
Como dito anteriormente, o ponto de x = 5 serd indefinido. Na tabela, como néo
se pode realizar o calculo, por conveniéncia, o programa representa com um ponto de
interrogacéo, porém a Janela de Algebra representa como indefinido.
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Figura 60 — Construgao gréfica e a lista de pontos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

B.2 Construcao da Circunferéncia Trigonométrica

O programa possibilita a construgéo da circunferéncia trigonométrica realizando as

correspondéncias entre angulos ou comprimentos. A seguir, descrevemos 0 processo de

construgao da circunferéncia.

i)

Digitamos na caixa de entrada a equagao da circunferéncia x> + y? = 1 ou podemos
utilizar a ferramenta “Circulo dados Centro e um de seus Pontos”. Para o segundo, na
caixa de entrada marque o ponto A = (1,0), em seguida ative a ferramenta "Circulo
dados Centro e um de seus Pontos" clicando na origem e no ponto A. Nos dois
casos, construimos uma circunferéncia de raio 1. Uma terceira op¢ao seria utilizar
a ferramenta “Circulo dados centro e raio”, marcando a origem O(0,0) como centro,
surgira solicitando que indique a medida do raio, digitamos “1” na caixa, assim surgira
o circulo de raio unitario, na janela Algébrica aparecera a equacgéo da circunferéncia
como mostrado na primeira opgao.

Utilize a ferramenta “Ampliar” para visualizar melhor a circunferéncia, para isso ao
ativar a ferramenta faga um quadrado em torno da circunferéncia. Temos também a
opcéao de aumentar ou diminuir do zoom na tela com o mouse. Ampliando podemos
organizar a posi¢ao da circunferéncia usando a ferramenta “Mover Janela de Visuali-
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zacao”, clicando com o botédo esquerdo e arrastando a figura ao lado esquerdo da
tela.

iii) Selecionamos a ferramenta “Controle Deslizante” e escolhemos um ponto qualquer

iv)

Vi)

no canto superior direito. Surgird uma caixa de dialogo deste controle deslizante,
escolhemos a opgéao angulo e nomeamos como «. Observamos na Figura 61, que na
caixa de dialogo o intervalo serd de no minimo 0° e no maximo 360°, e em seguida
clicamos em “OK”.

Figura 61 — Caixa de diadlogo do Controle Deslizante.

= MNome
() Nimero

® Angulo
Qintelro 7 preatgrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animac&o

min: |0° max: |360° Incremento: |1°
oK Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Criaremos um limite maximo de oscilagdo para o angulo da circunferéncia utilizando
o comando “Angulo com Amplitude Fixa”. Clicamos consecutivamente nos ponto A
e O, surgindo uma caixa de diadlogo a qual escrevemos « no angulo e marcamos a
opcao de “sentido anti-horario”, em seguida confirmamos com Ok. Observamos que
houve o aparecimento do ponto A’ e do angulo 3, ao correr o marcador do controle
deslizante de «, 0 angulo de 8 mudara de acordo com o valor de «. Clicamos com o
botdo direito sobre o controle deslizante e selecionamos a opgéo propriedades, no
menu bésico selecionamos na caixa de opg¢des do rétulo a opgao “Valor”.

Selecionamos a ferramenta “Segmento” para tragarmos um segmento de reta com
extremidade A e A’, posteriormente clicamos com o botdo direito do mouse sobre a
reta e desativamos a funcéo de exibir rotulo.

Na secao de texto e controle deslizante, ativamos o comando “Campo de Entrada”,
e clicamos abaixo do controle deslizante de «, surgindo uma caixa de dialogo cujo
campo da “Legenda” digitamos (3 € no campo de “Objeto Vinculado”, selecionamos a
opcao «, e confirmarmos a operacao. Com o botao direito do mouse clicamos sobre
campo de entrada e desativamos a funcao de fixar objeto, assim poderemos mové-la
caso haja necessidade. Ainda em propriedades, selecionamos o menu de estilo, indo
na caixa “comprimento de campo do texto”, digite 3, pois estamos trabalhando em um
intervalo entre 0° e 360°.
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Figura 62 — Circunferéncia Trigonométrica com Controle Deslizante.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos observar o resultado da operagéo anterior na Figura 62, onde temos a
circunferéncia unitaria e podemos percorrer os 360° com o controle deslizante. A parti de
agora, iremos comecar a representar as correspondéncias dos angulos com relacdo aos
eixos x e y, e a origem, possibilitando a abordagem da circunferéncia trigonométrico.

i) Continuando do ponto anterior, inicialmente apagamos o segmento de reta OA’, em
seguida iremos usar o comando “Reta Perpendicular” para tracar retas com relagcao
aos eixos x e y. Com o comando ativado clicamos no ponto A’ e em seguida no eixo
X, faca 0 mesmo processo com o eixo y. Para a reta que passa pela origem utilize o
comando “Reta”, e marque os pontos O e A'.

ii) Selecionamos o comando “Intersecao entre dois Objetos”, assim de dois a dois iremos
selecionar uma reta e a circunferéncia criando os trés pontos B, C' e D. Sobre cada
reta clicamos com o bot&o direito do mouse e desativamos as fungdes de “Exibir
Objeto” e “Exibir Roétulo”, logo as retas ndo serdo mais exibidas, porém os pontos
correspondentes a elas estardo presentes sobre a circunferéncia.

iii) Selecionamos o comando segmento, e tragamos os segmentos A’B, BC, C'D, A'D,
A'C' e BD. Desativamos seus rétulos apertando o botdo direito do mouse e sele-
cionando esta opg¢ao, com o mesmo procedimento selecionamos a fung¢ao de pro-
priedades, surgindo a tela de preferéncias. Escolhendo a aba “Estilo” procuramos
na caixa de estilo a propriedade das linhas e mudamos de linha continua para linha
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ii)

de tracejado grande (a segunda opcao na versao 5.0), fazemos isso para todos os
segmentos.

Com o comando “Intersecao entre dois Objetos” selecionamos cada segmento na
vertical e o eixo x e cada segmento na horizontal e o eixo y, criando os pontos E, F', G e
H. Criamos segmentos de retas entre a origem e cada um dos pontos anteriores com o
comando segmento, posteriormente mudamos a cor de cada segmento, aumentamos
sua espessura dentro de suas propriedades e desativamos seus rétulos.

Selecionando o comando “Reta Perpendicular” construimos duas retas perpendicula-
res sobre o eixo x nos pontos (-1,0) e (1,0). Em seguida utilizamos o comando reta
para criar as retas W e ﬁ realizando a intersec¢ao sobre as duas retas perpen-
diculares ao eixo x, marcamos seus pontos de intersecao e desativamos os rétulos
de cada reta desta operagao, assim como o objeto das mesmas. Neste momento
surgirem os pontos I, J, K e M. Construimos os segmentos de reta A.J, AM, IL e
IK.

Ativamos a funcao de planilha, onde iremos construir uma tabela para determinar as
correspondéncias dos angulos no 1°, 2°, 3° e 4° quadrantes. Além de seus respectivos
valores para seno, cosseno e tangente, como mostra a figura 63.

Figura 63 — Planilha da Circunferéncia Trigonométrica.

£ Planilha - circunferencia_02.ggb - [m] x
P
YAy | BEE|D | B =
4 v
A B c D E
1 Angulo Seno Cosseno | Tangente A~
2 1°Q
3 |2°Q
4 |3°Q
5 [4°Q
A

v
< >

Fonte: Elaborada pelo autor.

vi) Para preencher a planilha iremos colocar os comandos nas células para B2 = o, B3 =

Angulo[B], B4 = Angulo[C] e B5 = Angulo[D]. Selecione o comando "Mover" e organize
os angulos em cada quadrante. Para os valores de seno colocaremos na célula C2
= y(F), com isso aparecera o valor de y do ponto F, consecutivamente teremos C3
=y(F), C(4) = y(H) e C5 = y(H). Da mesma forma usaremos o comando x(<Ponto>)
para determinar o cosseno, assim preencheremos as células D2 = x(E), D3 = x(G),
D4 = x(G) e x(E). Para a tangente usaremos o comando parecido com o do seno,
y(<Ponto>), portanto as células ficaram E2 = y(J), E3 = y(L), E4 = y(K) e E5 = y(M).
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Figura 64 — Circunferéncia Trigonométrica com tabela de correspondéncia de angulos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Como produto final teremos uma circunferéncia trigonométrica como ilustrado na
Figura 64. Como o GeoGebra € um software voltado para auxiliar em trabalhos matematicos,
temos em mente que podemos trabalhar com os valores em radianos, para isso temos
de alterar sua configuracédo. Para mudar a visualizacao para radianos vamos no menu do
programa, clicamos em “Opgdes” e selecionamos a item “Avancgado...”, surgindo uma janela
de “Preferéncias-Avang¢ado”, na se¢ao de unidade de medida de &ngulos selecionamos
a opc¢ao de radianos, fechando a janela. O estudante podera fazer sua exploracédo e
investigacao a partir do controle deslizante, onde escolhera um angulo do 1° quadrante
visualizando suas correspondéncias nos outros quadrantes, assim como o valor para seno,
cosseno e tangente.

B.3 Construcao da funcao cosseno através da Circunferéncia

Trigonométrica

Nesta construgdo podemos analisar como os valores do cosseno sdo alocado a partir
da circunferéncia trigonométrica no plano cartesiano expresso em uma fungdo cosseno.
Para isso esteremos usando a funcéo “Rastro” do programa que permite-nos visualizar o
desenvolvimento da fungéo.

Estaremos mostrando um dos processos para esbogar uma fungdo cosseno com
a demonstracao das entradas dos valores do cosseno para mostrar os pontos dessa



APENDICE B. Usando o GeoGebra 115

funcdo. Assim, descreveremos esta funcao como uma continuagcao do processo que gerou

a Figura 62. No entanto, faremos duas configuragées, a primeira sobre mudar o eixo x de

numeros reais para radiano, como foi mostrado na segéo 2.2. A segunda, seria modificar a

visualizacédo de angulos para radianos citada na secao anterior.

Dessa forma, para esbogar a fungdo cosseno f, com a lei de formagéo f(x) = cos ()

realizamos o seguinte processo.

i)

ii)

Primeiramente, iremos aumentar a espessura do segmento O A’ e mudar sua cor para
vermelho (opcional). Note que ao modificarmos a unidade de medida de angulos para
radianos o intervalo do controle deslizante de a estara com um minimo de O rad e
maximo de 6,28 rad, isso devido a aproximagao de duas casas decimais. Outro fator,
seria a referéncia da unidade em radiano, pois ela esta representando o comprimento
do arco OA.

Selecionamos o comando “Reta Perpendicular”, marcamos o ponto A’ e o eixo X.
Com a ferramenta interse¢ao entre dois objetos, clicamos na reta criada € no eixo X,
surgindo um ponto B, logo ¢ N Ox = {B}.

Com o comando segmento, tragamos o segmento OB. Com o botao direito do mouse
clicamos neste segmento e selecionamos a op¢ao propriedades, surgird uma caixa de
didlogo a qual na aba “Cor” modificaremos de preto para azul(opcional) e na aba estilo
mudamos a espessura do segmento para destaca-lo. Em seguida, desabilitamos a
fungao exibir rétulo e exibir objeto da reta g = (A’HB).

Selecionando o comando “Ponto”, criamos um ponto C' em um espaco qualquer da
janela de visualizagao. Sobre o ponto (', clicamos com o botao direito do mouse e
selecionamos o item propriedades, surgird uma caixa de diadlogo a qual escolheremos
a aba “Basico” e na caixa de entrada do item “Definicdo” no lugar do valor de x digita-
mos « e no lugar do valor de y digitamos z(B), gerando («, z(B)), posteriormente
clicamos na tecla Enter.

Na janela de algebra, sobre o ponto C', clicamos com o botao direito do mouse e
selecionamos o item “Habilitar Rastro”. Agora movimentando o controle deslizante,
observamos que ha a formagao de uma ondulagéo feita pelo rastro onde o ponto C
passou, quanto mais devagar repetimos o processo, mais nitido fica o traco, assim
esbogando o gréfico da fungdo cosseno f(x) = cos (x) no intervalo de [07, 27].

Com a fungéo rastro podemos ver os momentos e coordenadas que o ponto C,

parou no traco da funcao cosseno. Para visualizarmos melhor ativamos a fung¢ao “Malha”,

.. ~ m
do GeoGebra, que nos possibilita notar pontos especiais da fun¢ao, como O, 5 m, entre
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Figura 65 — Fungé@o Cosseno através da Circunferéncia Trigonométrica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

outros. Em nosso grafico, ilustrado na Figura 65, o trago ficou azul devido o ponto C' estar
na presente cor, mas € possivel nas propriedades modificar a cor.

Podemos utilizar outras ferramentas para dinamizar ainda mais a fungao, utilizando
por exemplo o comando “Animar” incluido na ferramenta controle deslizante. Ressaltamos
que o processo para a construcao das fungdes seno e tangente sdo semelhantes, porém
€ necessario observar o processo de construgdo da circunferéncia trigonométrico para os
valores de seno e tangente da segéo B.3.

B.4 Construcao grafica da funcao seno com animacao

O software GeoGebra possui o comando “controle deslizante”, o qual em conjunto
com a “Animacao” nos permite realizar uma exploracao diferenciada das fungdes reais. Essa
modalidade do programa permite-nos investigar as variagdes e mudancas das caracteristi-
cas das fungdes trigonométricas a partir de seus coeficiente.

Com a funcao Animacéao podemos notar todos os trajetos que a fungdes trigopnomé-
tricas podem ter em determinados intervalos de tempo. Caso exista mais de uma fungao
deve-se diferencia-las por cores. Descreveremos a seguir o processo para fazer a animagao
gréafica de uma fungdo seno do tipo f(z) = a - sen (z) + b.

i) Digitamos na caixa de entrada a fungéo f cuja lei de formagéo é dada por f(z) =
a-sen (x)+ b através do comando y = a *sen (x) + b, em seguida teclamos Enter, com



APENDICE B. Usando o GeoGebra 117

ii)

a,b € R. Abrird uma janela com as op¢des “Criar Controles Deslizantes”, e “Cancelar”,
clique na primeira. Consequentemente estara visivel na “Janela de Algebra”, uma
funcéo cuja lei se expressa como f(x) = 1-sen(z) + 1. Essa fungdo seno possui
periodo de 27, imagem [0, 1] e esta acima do eixo x devido a translacéo sofrida.

Selecionando a ferramenta “Mover”, arrastando o controle deslizante para onde
desejarmos seja ele 0 a ou b. Desse modo, mudaremos os valores de a € de b para —1
e 3 respectivamente e observaremos o que ocorre com o grafico, como as mudancgas
no periodo, na amplitude ou o deslocamento da funcgéao.

Clicamos agora com o botao direito do mouse sobre o “controle deslizante a”, se-
guindo em propriedades. Aparecerda uma janela onde escolheremos o menu “controle
deslizante”, para alterar o intervalo para um minimo de —1 e maximo de 3. Dessa
forma, os valores de a irdo variar entre —1 a 3. Feche a janela, retornando para a
janela principal, repita 0 mesmo processo para o controle deslizante b, alterando o
intervalo para um minimo de 1 e maximo de 4. por fim, feche a janela e volte para a
tela principal.

Novamente clicamos com o botao direito do mouse sobre o “controle deslizante a” e
marcamos a caixa “Animar”. A partir de entao, o coeficiente da fungao sera alterado
automaticamente enquanto seu grafico se movimenta. Surgird proximo a caixa de
entrada uma nova ferramenta com a fungcao de “pausar”, a animacgao. Basta clicar
sobre ela para parar e/ou iniciar. Do mesmo modo clicamos com o botéo direito do
mouse sobre o “controle deslizante b”, e marcamos a caixa “Animar”.

Pausamos a animacao e arrastamos cada controle deslizante para extremidades
opostas. Clicamos com o botao direito sobre a lei da funcéo expressa na “Janela Alge-
bra”, e selecionamos “Habilitar Rastro”, (o0 procedimento € o mesmo para desabilitar).
Em seguida, reativamos a animagéao para observar o comportamento do gréfico da
funcéo.

Observe como fica a animagao grafica da fungdo seno do exemplo citado acima na

Figura 66. Quando pausar a animacao e efetuar qualquer acao que possa movimentar o

grafico, os rastros tragados anteriormente serdo apagados.
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Figura 66 — Animacao gréfica da fungao seno.
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POS-ATIVIDADE — FUNGOES TRIGONOMETRICAS

1. (Enem 2010) Um satélite de telecomu-
nicagdes, t minutos apos ter atingido sua
Orbita, esta a r quildmetros de distancia do
centro da Terra. Quando r assume seus
valores maximo e minimo, diz-se que o
satélite atingiu o apogeu e o perigeu, res-
pectivamente. Suponha que, para esse
satélite, o valor de r em fungao de t seja
dado por r(t) = o865

140,15 cos(0,06t)"
Um cientista monitora o movimento desse

satélite para controlar o seu afastamento
do centro da Terra. Para isso, ele precisa
calcular a soma dos valores de r, no apo-
geu e no perigeu, representada por S.

O cientista deveria concluir que, periodica-
mente, S atinge o valor de

a)12765 km. b)12000 km.
d)10965 km. €)5865 km.

c)11730 km.

2.(Enem 2015) Um
consertar o termostato do aparelho de

técnico precisa

ar-condicionado de um escritério, que esta
desregulado. A temperatura T, em graus
Celsius, no escritério, varia de acordo com
afungdo T'(h) = A+ B-sen (%(h - 12))
sendo h o tempo, medido em horas, a
partir da meia-noite (0 < h < 24)e Ae
B os parametros que o técnico precisa
regular. Os funcionarios do escritério
pediram que a temperatura maxima fosse
26°C' a minima 18°C e que durante a
tarde a temperatura fosse menor do que
durante a manha.

Quais devem ser os valores de Ae de B
para que o pedido dos funcionarios seja
atendido?

a)A=18 e B=8. b)A=22 e B=—4.
C)A=22 e B=4. d)A=26 e B=—8.
e)A=26 e B=8.

3. (Enem 2015) Segundo o Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE), produtos sazonais sdo aqueles
que apresentam ciclos bem definidos
de producdo, consumo e preco. Resu-
midamente, existem épocas do ano em
que a sua disponibilidade nos mercados
varejistas ora é escassa, com precos
elevados, ora é abundante, com precos
mais baixos, o que ocorre no més de
producdo maxima da safra. A partir de
uma série historica, observou-se que o
preco P, em reais, do quilograma de um
certo produto sazonal pode ser descrito

pela fungdo P(z) = 8+5-cos (M; T ,

onde x representa 0 més do ano, sendo
x=1 associado ao més de janeiro, x=2 ao
més de fevereiro, e assim sucessivamente,
até x=12 associado ao més de dezembro.

Disponivel em:www.ibge.gov.br.

Na safra, o més de produ-
¢cdo maxima desse produto é
a)janeiro. b)abril. c)junho.
d)julho. e)outubro.
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4. (PAEBES TRI 2015) O fluxo de ar nos
pulmdes, em litros por segundo, de um
adulto em condigdes fisicas normais e em
repouso pode ser descrito como fungéo
do tempo t, em segundos,

f(t) =0,6-sen (0,4nt).

De quantos em quantos segundos o fluxo
de ar nos pulmdes € maximo?

a)2,4. b)5. c¢)1,27.

d)27. e)bm.

5. (PAEBES TRI 2016) Considere a
equagao

2+tg (z+ %) =3,

Os valores reais de x que solucionam a
equacao dada e que pertencem ao inter-
valo [0, 27| sdo

T 37 3r  Tm
T T T 37 T
yes dpyey
e)0, e 27

6. (PAEBES TRI 2015)Observe abaixo

o grafico de uma fungao trigopnométrica
Ya

54

2

i, SRR

f:]0,7] — R.
A lei de formacao dessa funcao é dada por

QO

f(z) = 3cos (g)

)/ (

b)f(x) = 5cos (2z).
c)f(z) =3+ 2cos <§>
d)f(z) =2+ 3cos (2z).
e)f(z) = —1+5cos(x).

7. (PAEBES TRI 2015) A temperatura

média semanal 7', em °C, em uma deter-
minada regido durante o periodo de um
ano, é expressa em funcao do tempo ¢,
contado em semanas a partir da primeira
semana do més de janeiro, por meio da

t+ 10
fungdo T'(t) = 10+ 12-sen (27T« —22 )
para 0 <t < 5H2.

Nessa regido, em que més a temperatura

média semanal foi maxima?
b)Abril.  c¢)Julho.
e)Dezembro.

a)Janeiro.
d)Outubro.

8.(PAEBES TRI 2016)
funcdo trigonométrica f
definida por f(z) = 1+ 2 -
grafico dessa fungao é

considere a
R — R,
sen (z). O
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ANEXO A

O Uso do GeoGebra em Smartphones

A.1 O GeoGebra como aplicativo
* Informagdes extraidas de Coelho (2016, p. 47-49)

Neste anexo, veremos algumas das aplicabilidades do GeoGebra em celulares e
tablets que operam com o sistema operacional Android. O aplicativo nesses aparelhos
apresenta a mesma interface como mostra a Figura 67.

Figura 67 — Aplicativo GeoGebra.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 47).

O aplicativo do GeoGebra, além de ser mais completo do que muitos outros dis-
poniveis, por ser totalmente gratuito ndo traz desconforto aos usuarios com anuncios
indesejados. Apesar de nao oferecer todos os recursos disponiveis que ha em sua versao
para computadores, ele apresenta diversas fungdées em sua “Janela de Visualizagdo”, que
séo de grande utilidade no estudo da matematica. Além disso, disponibiliza um sistema de
busca por temas ja elaborados com animagéao grafica como a Rosa Polar, Curvas Senoidais,
Teorema de Pitagoras entre outros.
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Ao abrir o aplicativo pelo celular ou tablet, vemos sua janela “Algébrica”, e “Geomé-
trica”, como mostra a Figura 68 na sua disposicao vertical e horizontal. Na parte inferior da
janela ha uma caixa de entrada para inserir a notagao algébrica de uma fung¢ao, pontos
ou equacoes. Na parte superior, temos a disposi¢cao cinco menus: o primeiro abre a barra
de ferramentas como a apresentada anteriormente na Figura 4; o segundo com o logo
em forma de uma engrenagem, dispde cores, estilo de linhas e espessura do objeto; o
terceiro expresso por uma seta em curva, tem a funcdo de desfazer sucessivamente as
Ultimas acgdes realizadas; o quarto cujo simbolo é uma lupa, abre um campo de busca
on-line por temas ja disponiveis na internet; e o quinto menu com icone em forma de trés
tragcos horizontais, disponibiliza as ferramentas: criar nova janela, abrir, salvar, compartilhar
e ajuda.

Figura 68 — Interface do aplicativo.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 48).

Ao tocar na caixa entrada surgird um teclado para digitacdo como mostra a Figura
69. Através do teclado inicial, acessamos os teclados de fung¢des e alfabeto usando as
teclas “%”, e “ABC”, respectivamente. Ao abrir o teclado do alfabeto, temos a opgédo de
mudar para o alfabeto grego pela tecla “a S v”. A tecla “a*”, do teclado inicial é utilizada para
possibilitar a escrita de um expoente, as teclas “<”, e “>”", fazem voltar ou avancar com o
cursor de digitacao, e a tecla maior (enter) que aparece nesse teclado tem a fungao de
entrar com o valor digitado. Logo, para fazermos o esbo¢o grafico da funcao obtida pela lei
y = 2% — 3, por exemplo, teclando “y”, “=", “2”, “a™”, “>", “=", “3”, e “enter”.

Tocando na regido do plano cartesiano, o teclado sera recolhido pela caixa de
entrada deixando visivel apenas as janela do campo algébrico e geométrico. Podemos
ocultar a janela algébrica tocando na seta similar ao simbolo “>" ou “<”, que aparece no
canto superior direito da janela algébrica. Neste mesmo procedimento conseguimos ativar a
janela algébrica novamente para tornar visivel a funcdo. Tocando sobre a lei que descreve o
grafico, surgird uma caixa de edicdo onde ponderemos altera-la.
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Figura 69 — Teclados do aplicativo.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 48).

As construcdes elaboradas no aplicativo sé poderao ser salvas apdés a realizagao
de um cadastro de e-mail e senha de acesso como mostra a Figura 70. Isso pode ser feito
tanto pelo celular quanto por um computador. Uma das vantagens desse cadastro, € poder
acessar as construgdes salvas pelo aplicativo através do site do programa diretamente de
qualquer computador conectado a internet. Ao entrar na pagina: https://www.geogebra.org/,
efetuamos o login (pelo nome de usuario ou e-mail e senha). Ao clicar no nome do usuario
que aparecera no canto superior da janela de navegagao, encontraremos as construgoes
salvas.

Figura 70 — Cadastro no site do Geogebra.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 49).

A.2 Plataforma on-line do GeoGebra

* Informacgdes extraidas de Coelho (2016, p. 93-96)
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Neste anexo segue-se um passo a passo sobre como fazer o cadastro e salvar
construcdes na plataforma on-line do GeoGebra utilizando um smartphone ou tablet. A Gltima
janela exemplifica como podemos escolher uma das construgdes salvas para visualizagéo.
Ainda nesta janela, caso o arquivo desejado nao esteja visivel, basta digitar seu nome no
campo de busca e tocar na lupa para efetuar a pesquisa.

Figura 71 — Passos 1,2 e 3.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 93).

Figura 72 — Passos 4, 5 e 6.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 93).
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Figura 73 — Passos 7, 8 e 9.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 94).

Figura 74 — Passos 10, 11 e 12.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 94).

Figura 75 — Passos 13, 14 e 15.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 94).
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Figura 76 — Passos 16, 17 e 18.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 95).

Figura 77 — Passos 19, 20 e 21.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 95).

Figura 78 — Passos 22, 23 e 24.
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Fonte: (COELHO, 20186, p. 95).
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Figura 79 — Passos 25, 26 e 27.

- x
Gravar
ENTRAR..
fungdo exponencial
+ Nowvo 1 I L)
' :] b
CANCELAR 0K A Abric g |y B
B  Gavar *
<, Compartilhar
v
gwertyuiop (7]

Ajuda o _vj.-
- T
asdfghijk.|I

4 zxcvbnrnm@

ne . Q@ ) O
Janela do GeoGebra Janela do GeoGebra Janela do GeoGebra

Fonte: (COELHO, 2016, p. 96).
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