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RESUMO

O dinamismo em apresenta¢gbes multimidias proporciona a transmissdo das
informacdes através de diversos meios, principalmente no que concerne ao visual e
auditivo, possibilitando uma interagcdo com o0 que se esta apresentando. Exposicdes
que primam pelos aspectos textuais, gréficos, sonoros, figurais e com destaque
enfatico em elementos essenciais na resolucdo de problemas, por exemplo, auxiliam
bastante na compreensao do que se esta assistindo. No ambito da educacéo basica,
no ensino de geometria, esse recurso metodologico possibilita ao aluno uma
visualizacdo concreta dos elementos e propriedades desse ramo da matemética.
Este trabalho esta voltado a importancia, principalmente, dos aspectos visuais
durante a resolucdo de problemas referentes a geometria. O desenvolvimento deste
trabalho € parte da producdo de um material multimidia com resolucdes audio
visuais e com animacdes de algumas questbes do nivel 3 das Olimpiadas Brasileira
de Matemética das Escolas Publicas — OBMEP elaboradas no software Power Point,
que possibilitou a insercdo de construcdo e animacdo dos elementos e figuras
geomeétricas, e apresentadas através do software Camtasia Studio, ao qual se deve

a edicdo da narracao e video da apresentacao.

Palavras-chave: material multimidia;, geometria;, OBMEP; Power Point; Camtasia
Studio.



ABSTRACT

The dynamism in multimedia presentations provides the transmission of information
through various media, especially in relation to the visual and auditory, enabling an
interaction with what is being presented. Exhibitions that strive for textual aspects,
graphics, sound, and figured prominently in emphatic essential in problem solving, for
example, help a lot in understanding what you are watching. Within the framework of
basic education in the teaching of geometry, this feature allows the student a
methodological view of concrete elements and properties of this branch of
mathematics. This work focuses on the importance, especially the visual aspects
during the resolution of problems related to the geometry. The development of this
work is the production of a material with resolutions multimedia audio and visual
animations of some issues of the Olimpiadas Brasileiras das Escolas Publicas -
OBMEP prepared in Power Point software and submitted using the software
Camtasia Studio.

Keywords: multimedia material; geometry; OBMEP, Power Point, Camtasia Studio.



1. INTRODUCAO

O seguinte trabalho € parte constituinte de um trabalho desenvolvido por um
grupo de trés integrantes. Sendo o trabalho integral um material multimidia contendo
resolucbes audio visual de quarenta e cinco questdes comentadas e com
animacoes. Este trabalho versa sobre a resolugdo comentada de quinze questbes
do nivel 3 das Olimpiadas Brasileira de Matematica das Escolas Publicas — OBMEP,
onde as treze primeiras questdes sdo das provas da segunda fase e as duas ultimas
do Banco de Questdes 2013.

As ferramentas utilizadas para a confec¢cdo do trabalho integral foram os
softwares PowerPoint para a producdo dos Slides, onde o mesmo possibilitou a
construcdo com animacgfes dos elementos e figuras geométricas, e o Camtasia
Studio, que proporcionou a edicdo da narracdo e dos videos de cada resolucdo das

questodes.

Um dos nortes para a confeccdo do trabalho integral veio do fato de que
existem poucos materiais desse tipo, existe muitas aulas em video, mas resolucéo
audio visual comentada e com animacdes dispdem-se de muito poucas,
principalmente em geometria. Ademais, os alunos, que atualmente fazem parte da
educacdo bésica, ja& nascem inseridos em um mundo tecnolégico onde as
informacgdes séo transmitidas de modo dindmico e com diversos recursos destinados
a prender sua atencdo. Segundo os Parametros curriculares nacionais. 2.
Matematica: Ensino de quinta a oitava séries

(...) “a atual tecnologia de producéo de videos educativos permite que conceitos,
figuras, relacdes, gréficos sejam apresentados de forma atrativa e dindmica. Nos
videos, o ritmo e a cor sao fatores estéticos importantes para captar o interesse do
observador. Além disso, esse tipo de recurso possibilita uma observacdo mais
completa e detalhada na medida em que permite parar a imagem, voltar,
antecipar” (Brasil, 1998, p. 46).

O intuito do desenvolvimento do presente trabalho foi possibilitar a
compreensdo através de argumentacdes visualmente animadas dos conceitos e
propriedades inerentes a geometria proposta ao Ensino Médio da educacao basica,
pois nos problemas geométricos o visual é fundamental no entendimento das
resolucdes, principalmente nessa etapa do ensino basico onde se tem uma grande

aplicacdo algébrica nesse campo do saber matemético, e as quais muitas vezes ndo
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séo apresentadas dessa forma nos livros didaticos. Pensou-se em disponibilizar um
material didatico diferenciado com um enfoque tecnolégico que tornara mais

prazeroso o ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento matematico.

Desejamos que este trabalho sirva como um instrumento inovador na
construcdo do conhecimento geométrico e que 0 mesmo seja assistido por todos os
envolvidos no ensino e aprendizagem da geometria, principalmente pelos novos

talentos que estédo sendo revelados pela OBMEP.



2. QUESTOES
QUESTAO 1 (OBMEP — 2005)

Quincas Borba uniu quatro blocos retangulares de madeira, cada um com de

comprimento, de largura e de altura, formando o objeto mostrado na figura.

o S | o

4 cm

(a) Qual é o volume deste objeto?

(b) Quantas arestas tem este objeto?

(c) Qual a &rea da superficie deste objeto?
RESOLUCAO - ITEM (a)

A figura € formada por paralelepipedos retangulos, observe

(217

o |/

O volume de um paralelepipedo retangulo é dado pela férmula
V=abhb.c

Onde a, b e ¢ séo as dimensdes do paralelepipedo, assim, consideremos

b

10



Temos do enunciado:
a=4cmeb=c=1cm.
Logo,
V=4.1.1cm
E por fim, o volume total sera 4 .4 = 16 cm3. Pois sdo 4 (quatro) paralelepipedos.
RESOLUCAO - ITEM (b)

Observando a figura e sabendo que aresta € qualquer segmento que une dois

vértices consecutivos, contamos:

Base inferior: = 12 arestas
Base superior: [A[A L = 12 arestas
Lateral: Z Z l_ = 12 arestas
Logo o total de arestas é
12+12+12 =36
RESOLUCAO - ITEM (c)

A superficie da base inferior do objeto consiste de quatro retangulos de éarea

4 x 1 = 4 cm? cada um, totalizando 16 cm?.

Y 4,

.
g
WA

11



O mesmo acontece com a superficie da base superior do objeto, ou seja, a &rea dos

quatro retangulos é 16 cm?.

Z

A superficie lateral consiste de quatro retangulos de area 4 x 1 = 4 cm?, totalizando

16 cm?,

quatro retangulos de area 3 x 1 = 3 c¢m?, totalizando 12 cm?

1

/

e quatro retangulos de area 1 x 1 = 1 cm?, totalizando 4 cm?.

—
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Logo a area da superficie do objeto é

16 +16 + 16 + 12 + 4 = 64 cm?

QUESTAO 2 (OBMEP — 2005)

Um prefeito quer construir uma praca

quadrada de 10m de lado, que terd
quatro canteiros triangulares de pedra e
um canteiro quadrado de grama, como
na figura. O prefeito ainda ndo decidiu
qual sera a area do canteiro de grama, e
por isso o comprimento do segmento AB

esté indicado por x na figura.

(a) Calcule a area do canteiro de grama para x = 2.
(b) Escreva a expressao da area do canteiro de grama em funcao de x.

Sabe-se que o canteiro de grama custa R$ 4,00 por metro quadrado e 0s canteiros
de pedra custam R$ 3,00 por metro quadrado. Use esta informag&o para responder

aos dois itens a segquir.
(c) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir 0s cinco canteiros?

(d) Se o prefeito tem apenas R$ 358,00 para gastar com o0s cinco canteiros, qual é a

area do maior canteiro de grama que a praca podera ter?
RESOLUCAO - ITEM (a)
Como a praca é quadrada, sua area sera

Apracq = 100 m?

Para encontrarmos a area do canteiro de grama diminuiremos da area da praca a

area dos canteiros de pedra.

13



7

Da figura temos que cada canteiro triangular € um triangulo retangulo e esses

triangulos séo congruentes, pois seus lados tém a mesma medida.

A * B

10

Denotemos os vértices de cada triangulo como abaixo.

E como, AG = AH + =10¢e =AB =x =2.Dai AH = 8

A * B C

A area de um triangulo é dada por:

b.h
2

A=

Onde b é o comprimento da base e h é o comprimento da altura do triangulo.

Sendo 8 a altura e 2 a base dos triangulos retangulos. Tem-se que a area de cada

um sera:

A 2.8 8 m?
= —= m
2
Portanto a area dos quatro canteiros de pedra € 4.8 = 32 m?.
14



Assim a area do canteiro de grama sera:
Agrama = 100 — 32 = 68 m?
RESOLUCAO - ITEM (b)
Ja sabemos que o canteiro de grama € um quadrado.
A area de um quadrado € dada pela formula.
A=1?
Onde I é o tamanho do lado do quadrado.

Como os lados do quadrado sdo as hipotenusas dos triangulos retangulos, basta

encontrarmos o valor de uma dessas hipotenusas em funcao de x

Temos da figura o seguinte triangulo retangulo

X

Denotemos por [ sua hipotenusa.
Do Teorema de Pitagoras, temos
I = x* 4+ (10 — x)?
2 = x% + 100 — 20x + x?2
I = 2x* — 20x + 100
Assim a &rea do canteiro de grama seré dada por:
A =2x*—-20x+ 100
RESOLUCAO - ITEM (c)
Denotemos por
Ap(x): Area de cada canteiro de pedra em funcio de x
Ag(x): Area do canteiro de grama em funcio de x
Cp(x): Custo dos canteiros de pedra em fungio de x

C;(x): Custo do canteiro de grama em funcao de x
15



Cr(x): Custo dos cinco canteiros em fungio de x
Temos,

x.(10 — x)

5 e Ag(x) =2x*—-20x+100

Ap(x) =

x.(10 — x)

= 60x — 6x°
2 X X

CP(X) = 3.4.

Ce(x) = 4.(2x* — 20x + 100) = 8x% — 80x + 400
Cr(x) = 60x — 6x% + 8x*> — 80x + 400
Cr(x) = 2x* — 20x + 400

Lembremos que dada uma funcdo quadratica da forma f(x) = ax* + bx + ¢, com

;. , . b
a > 0, seu valor minimo é assumido quando x = ~

Comparando com a funcéo
Cr(x) = 2x* — 20x + 400
Temos que o valor minimo é assumido quando

(=20) _
2.2

5

Assim o menor valor que o prefeito precisa ter para construir 0s cinco canteiros é:
Cr(5) = 2.52 —20.5 + 400 = 350 reais
RESOLUCAO - ITEM (d)

Se o prefeito construir uma praca cujo canteiro de grama tem area de a m?, entdo o

custo total da praca em reais sera dado por

4a+3(100 — a) =300 + a

16




Vemos que 0 custo cresce quando a cresce.

Deste modo a area maxima do canteiro de grama corresponde ao maximo que o
prefeito pode gastar, que é R$ 358,00.

Assim
300 + a = 358
a = 58 m?

Logo o maior canteiro de grama que o prefeito pode construir com R$ 358,00 tem

area 58 m2.

QUESTAO 3 (OBMEP — 2006)

Na figura, os triangulos ABC e BDE s&o congruentes e os angulos BAC e DBE s&o
retos.

3

F

A E B
(a) Ache a razéo entre a area do triangulo BDF e a area do quadrilatero AEFC.
(b) Determine a medida do angulo BFE.
(c) Sabendo que AB = 12 e AC = 5, calcule a area do triangulo EFB.
RESOLUCAO - ITEM (a)
Como os triangulos ABC e BDE sédo congruentes, temos
area de ABC = area de BDE

Dai,

area de AEFC = area de ABC — area de BFE

areade AEFC = area de BDE — area de BFE

17



area de AEFC = 4rea de BDF

D
C
F
A E B
Portanto, a razdo pedida &
area de BDF
area de AEFC

RESOLUCAO - ITEM (b)

Como os triangulos ABC e BDE sédo congruentes, temos

BAC = DBE
ACB = BED
CBA = EDB

Observando a figura vemos que os triangulos CAB e EFB sao semelhantes pelo

caso angulo-angulo (AA) de semelhanca.

D
C
F
A E B
Basta notar que
EBF = CBA
FEB = ACB

Portanto

18



EFB = CAB = 90°
RESOLUCAO - ITEM (c)

Como os triangulos ABC e BDE sao congruentes, temos

BE =AC=5
D
C
5 F
. | E B

Trabalhemos apenas com os triangulos que nos convém.

c

Os triangulos CAB e EFB sao semelhantes, conforme visto no item (b), logo

FE FB
AC AB
Ou seja,
FE _ FB
5 12
Portanto,
_ 5FB
12

A area do triangulo EFB sera dada por

19



5FB
FBﬁ _ SFBZ
2 24

Para encontrarmos FB? utilizaremos o Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo
EFB.

Logo

BE? = FE? + FB?
5FB\?

52 = (—) FB?
12 +

3600

BZ
169

Por fim a area do triangulo EFB sera

QUESTAO 4 (OBMEP — 2006)

Rodrigo coloca lapis cilindricos de 15 cm de comprimento e 1 cm de diametro em

caixas na forma de bloco retangular com base de dimensdes 6 cm por 15 cm. Ele

empilha os lapis nas caixas usando dois métodos diferentes, ilustrados a seguir:

44

Tr.lc.u.’d“.:lhurp‘m Tm%amw

No método A, os centros dos circulos formam quadrados e, no método B, triangulos

equilateros, como na figura.

20



(a) Mostre que cada camada de lapis empilhados pelo método B, exceto a primeira,

3 N .
acrescenta ‘/2—— cm a altura da pilha.

L : : N NE]
Para resolver os proximos itens, use a aproximagdo 0, 87 para —-.

(b) Rodrigo quer colocar 90 lapis em uma caixa. Qual a menor altura que a caixa

deve ter se ele usar o método A? E se ele usar o método B?

(c) Olimpico mostrou a Rodrigo como empacotar 90 lapis em uma caixa de altura

14, 5 cm. Como isso pode ser feito?
RESOLUCAO - ITEM (a)

Observemos 0 que ocorre ao acrescentarmos uma nova camada utilizando o

método B, para melhor visualizacdo ampliamos uma parte da figura.

Facamos a seguinte representacao.

Queremos determinar x. Onde h € a altura do triangulo equilatero formado pelos

centros das trés circunferéncias tangentes duas a duas.

Observe que a medida do lado do triangulo equilatero é 1.

21




Dai,

Il
=
N[

N[ G
N[ G

Portanto,

V3
Xx+1=05+—+05

RESOLUCAO - ITEM (b)
Método A

Cada camada tem exatamente 6 lapis.

Logo para empilhar 90 lapis serdo necessérias 90 +~ 6 = 15 camadas.
Como a altura de cada camada é 1 cm.

A altura minima da caixa deve ser de 15 cm.

Método B

Utilizando o método B, alternam-se fileiras de 6 e de 5 lapis, de forma que cada

duas fileiras contém 11 Iapis. Dai,

Ou seja, serdo necessarias 8 x 2 = 16 fileiras para empilhar 8 x 11 = 88 lapis e
uma 172 fileira para comportar os 2 lapis que faltam.
22



Assim a altura da pilha sera.

3
1cm+ 16.7 cm

1cm+16.0,87 cm

14,92 cm
RESOLUCAO - ITEM (c)

Perceba que ndo podemos utilizar apenas o método A, pois assim precisariamos de
uma caixa com altura de no minimo 15 cm, tampouco podemos utilizar apenas o

método B, pois dai precisariamos de uma caixa com altura de no minimo 14,92 cm.

A ideia a sequir é utilizar os dois métodos simultaneamente.

Do item (b) temos que pelo Método B 88 lapis podem ser empilhados com uma

alturade 1+ 15.0,87 = 14,05 cm (16 fileiras).

14,05

Dai faltam 2 lapis a serem empilhados, podemos empilha-los colocando-os em duas

fileiras com 5 lapis cada.

23



Ao colocarmos os 2 lapis, por exemplo, como abaixo,

12X 0,87

- J—

10,44 cm

Temos as medidas indicadas acima.
Portanto a altura da pilha sera.
3+10,44+1

14,44 cm

QUESTAO 5 (OBMEP — 2007)

A figura mostra a planta do quarto do Pinhdo. Todos os angulos entre paredes séo

retos e a porta tem 90 cmde largura. Nessa questdo, ndo consideramos a

espessura das paredes.

2,60m

1,50m

5,00m

24



(&) Uma lampada foi colocada no teto, na posicao indicada na figura. Desenhe na
planta a parte do chdo que nédo sera iluminada diretamente por essa lampada e

calcule a area dessa parte.

(b) A cama do Pinhdo mede 2,00 m por 1,60 m e foi colocada na posi¢éo indicada
na figura abaixo. Nessa situacdo, € possivel abrir a porta sem que ela toque na
cama? Por qué?

RESOLUCAO - ITEM (a)

Denotemos os vértices como segue e sabendo que a luz se propaga em linha reta, a

area do chédo que ndo sera iluminada diretamente pela lampada, pode ser vista

como segue.
150 E 0,10m
F—" % oo || D
I
2,50m |B
260m o
"‘:G\'th-d- 1,50m
:: L ’ N‘\'
a ~,
G A
o

Basta entdo encontrar a area do triangulo CDI.

O triangulo €DI é semelhante ao triangulo ABC pelo caso angulo-angulo (AA) de

semelhanca.

2,60m

1,50m

A razédo de semelhanca é

CD FG-CH 2,60-150 11
AB 1,50 1,50 15

25



Representaremos a area(CDI) por A e a area(ABC) por A, dai

N

B (11)2 121 2,50.1,50 121
“\15) " T2257 2  T1z20™
RESOLUCAO - ITEM (b)

Denotemos os vértices e as medidas dadas no enunciado como segue.

2,4
l—l—i
F E D¢
l
K B A
2.6 1
2, cama
\—'4 I

1.6

Devemos encontrar o tamanho de KD. Para tanto analisemos o triangulo KMD, e

assim temos
2.4 DM =FH- GH
———'———  DM=26-2.0
i £ DocopM=056
. I~ 0.6
K I B A
2.6 4 0,8
z, ENTIR KM =GM - GK
KM=24-16
KM=0,8
\—'J I
1,6
Logo,

KD? = KM? + MD?
KD? = 0,8% + 0, 62
KD =1

Como DL = 0,9, vemos que a porta vai passar a 10 cm da cama.

QUESTAO 6 (OBMEP — 2008)

Numa folha de papel marcamos pontos igualmente espacados na horizontal e na

vertical, de modo que o quadrado A tenha area 1 cm2, como na figura. Dizemos que

26



um quadrado é legal se seus vértices sdo quatro desses pontos; por exemplo, 0s

quadrados A e B séo legais.

»

(a) Qual é a area do quadrado B?

(b) Desenhe na figura um quadrado legal de area 13 cm?.

1 em?|

(c) Existe um quadrado legal de area 41 cm?? E de area 43 cm?? Justifique sua

resposta.

(d) Mostre que para cada quadrado legal existe outro quadrado legal com o dobro de

sua area.
RESOLUCAO - ITEM (a)

Basta encontrarmos o quadrado da hipotenusa de um dos tridngulos retangulos

seguintes.

[ ]
[ ]
.
L ]
-
-

27



Logo,
CB? =22 +12
CB*=5
Portanto a area do quadrado B é 5 cm?.
RESOLUCAO - ITEM (b)

Como 13 ndo é quadrado perfeito entdo o quadrado ser4 desenhado como o

quadrado B do item (a).

Como no item (a) 13 € quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos

a e b inteiros.
Veja que o maior valor para a ou b € 3. Pois 4% = 16 > 13.

Também néo pode ser a ou b iguais a 1. Pois, se a = 1, b poderia ser no maximo 3,

e assim a? + b = 10.
Resta-nos entdo a = 2 e b = 3 ou vice-versa.

Observe que 13 = 2% + 32,

1em?

RESOLUCAO - ITEM (c)

Como visto nos itens (a) e (b) devemos encontrar os catetos a e b de um triangulo

retangulo tais que a? + b? = 41.
a ou b ndo podem ser 7, visto que 7% = 49.

N&o pode também a ou b serem 1 ou 2, visto que 22 = 4 e 12 = 1, pois dai, a ou b

poderiam ser no maximo 6 e 6> = 36.

Resta-nos entdo que a e b podem ser 3, 4, 5 ou 6.
28



Por tentativas encontramos a =4 e b = 5.

Para que exista uma quadrado legal de é&rea 43 cm?, procedemos como
anteriormente e tentamos encontrar catetos a e b de um triangulo retangulo tais que
a’® + b? = 43.

Dos argumentos anteriores vemos que a € b podem ser 3, 4, 5 ou 6.

No entanto,
32+ 42 =25
32 +52=34
32 +6% =45
4% + 52 =41
4% + 6> = 52
52+ 6% =61

Assim vemos que nio existe um quadrado legal de area 43 cm?.
RESOLUCAO - ITEM (d)

Se o quadrado legal € do tipo do quadrado A do item (a), e seu lado mede, digamos

a, entdo sua area vale s = a?.

Para construirmos um quadrado que tem area igual ao dobro da area do quadrado

verde basta que tomemos seu lado medindo a+/2.

2
Observe que a area S do quadrado rosa é S = (aV2)" = 2a? = 2s.

29



Se 0 quadrado legal é do tipo do quadrado B do item (a), entdo sua area vale
s = a’ + b?, para a e b inteiros; reciprocamente se s = a’ + b? para a e b inteiros
entdo existe um quadrado legal de area s. Sendo a e b os catetos do triangulo

retangulo cuja hipotenusa é igual a medida do lado do quadrado legal.

Observe que a area do quadrado verde é

s=(VaZ+b%)" = a? + b?.

Temos,
(a + b)? + (a — b)? = a’? + 2ab + b* + a®> — 2ab + b*

(a+b)?+ (a—b)? = 2a* + 2b* = 2(a® + b?) = 2s

QUESTAO 7 (OBMEP — 2008)

Na figura, o triangulo ABC e o retdngulo PQRS tém a mesma area e a mesma altura
1. Para cada valor de x entre 0 e 1 desenha-se o trapézio ABED de altura x e
depois o retangulo PQNM de area igual a do trapézio, como na figura. Seja f a

funcdo que associa a cada x a altura do retangulo PQNM.
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(a) Qual é arazéo entre AB e PQ?
p: 1
(b) Qual é o valor de f (5)?

(c) Ache a expressao de f(x) e desenhe o gréfico de f.

Y a

1

RESOLUCAO - ITEM (a)

Sejam AB = aePQ=»b

M N
1 D/\ .

‘| N ()
B

A

p Q

i — b

Temos do enunciado que (area)ABC = (area)PQRS.

al a
(4rea)ABC = — = 5 € (4rea)PQRS = b.1=0b
2 b 2 2
—_ = = — =
2 b

RESOLUCAO - ITEM (b)
Para x = % temos
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/\ 0 v
v 1 1

1 / ( )
1 f\3
2 I/ \
A B P Q
i —h
Lembremos que a férmula que calcula a area de um trapézio é dada por A = @,

onde B é a medida da base maior, b € a medida da base menor e h é a medida da

altura do trapézio.

a

TU é base média do triangulo ABC logo TU = 2

(a+3)3

3
(4&rea)ABUT = > =3 a

(4rea)PQVO = b.f(%)

Como

(4rea)PQVO = (4rea)ABUT

)-3e
)3

RESOLUCAO - ITEM (c)

Como no item (b) vamos encontrar primeiro a area do trapézio ABED. Para tanto,

devemos encontrar a medida de DE.
C S R

M N
1 D[\E 1

xI 4 UL

A B P Q -

a ——— D ey




AB é paralelo a DE. Assim os triangulos ABC e DEC séao semelhantes.

Observe que a altura do triangulo DEC € 1 — x, e da semelhanca temos

C h) R

i
1—x M N
1 lD/\ 1

ny N @

1-x DE
=— = DE =a(1—x)

(a+a(1-x))x  (2x—x?)
2 R

(4rea)ABED =

A area do retangulo PQNM sera
(4&rea)PQNM = b. f(x)
Como (4rea)PQNM = (area)ABED temos

a2
b. f(x) :a(sz—x)

ax—x?) _(2x-x%)

f(x)=3 > =2 > =2xX—X

2

Um esboco do gréafico da funcéo f definida por f(x) = 2x — x?%, no intervalo 0 < x <

1, € obtido com a ajuda da seguinte tabela.

0 f(0)=2.0— 0% 0
0,25 |f(0,25)=2.0,25 — (0,25)% (0,43
0,5 | f£(0,5)=2.0,5-(0,5)* (0,75
0,75 | f(0,75)=2.0,75 — (0,75)* | 0,93

1 f(l)y=2.1-1% 1
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0, 93— ---=--===mmmmm-

0,75 4+-————-—-—-—-—--

0,5 -
0,43----"-

=

0,25 0,5 0,75 1

QUESTAO 8 (OBMEP — 2008)

Quando um raio de luz incide sobre um espelho plano, ele é refletido de modo a

fazer angulos iguais com o espelho, conforme ilustrado na figura 1.

raio de luz

vpelho

Figura 1

A figura 2 mostra dois espelhos que se encontram formando um angulo a. Um raio

de luz, paralelo ao espelho I, atinge o espelho II no ponto A e é refletido trés vezes,

até incidir perpendicularmente ao espelho I no ponto D.

|j espelho I
B

Figura 2
(a) Qual é a medida do angulo a?

(b) Seja AB perpendicular ao espelho I, como na figura 2. Se AB = 10 cm, qual é

0 comprimento de CD?
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RESOLUCAO - ITEM (a)

Como o raio € incidido paralelamente ao espelho I e refletido no espelho II, temos

gue os seguintes angulos sdo iguais a a.

espelho I

wll oo N

Figura 2

Ainda sobre a reflexdo do raio, temos que os seguintes pares de angulos sdo iguais.

|:| espelho I
B

Figura 2

Na figura, consideremos 0s seguintes pontos

|:| espelho [
B

Figura 2

Temos que B € angulo externo do triangulo ACF e & é angulo externo do triangulo
ECF, logo
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B =2a
d=a+f=a+2a=3a

No triangulo FED, o angulo FED = 90° —

|:| espelho T
B

Figura 2

Assim,
5+90°— B+ 6 =180°
3a+90° - 2a + 3a = 180°
4a =90°
a=2275°
RESOLUCAO - ITEM (b)
Temos do item (@) que a = 22, 5°, dai

B =2a=2.225"=45°

Temos ainda que o angulo BAF = 45°, pois é o complemento do angulo .

1
s?e\bo
e

espelho I

Figura 2

Assim o triangulo ABF é isOsceles de lados AB = BF = 10 cm.
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Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABF obtemos
AF? = AB? + BF?
AF? = 10% + 102
AF = 10V2

Com argumentacao analoga feita ao triangulo ABF observamos que o triangulo EDF

é também is6sceles.

Aplicando, agora, o Teorema de Pitagoras ao triangulo EDF, onde DF = ED,

obtemos
EF? = ED? + DF?
EF? = ED? + ED*
EF = EDV2

Temos que os triangulos AFE e CDE séao semelhantes pelo caso angulo-angulo de

semelhanca, entao

espelho I

N

¢ Figura 2 B
CD _ ED

AF EF

CD _ ED
10vZ  EDVZ

CD=10cm
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QUESTAO 9 (OBMEP - 2009)

Dois triangulos retangulos isdsceles com catetos de medida 2 sé&o posicionados
como mostra a figura 1. A seguir, o triangulo da esquerda € deslocado para a direita.

Nas figuras 2 e 3, x indica a distancia entre os vértices A e B dos dois triangulos.

A B A
2 2 . x

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Para cada x no intervalo [0, 4], seja f(x) a area da regido comum aos dois triangulos

(em cinza nas figuras).

(a) Calcule f(1) e f(3).

(b) Encontre as expressodes de f nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e esboce o seu gréfico.
(c) Qual é a area maxima da regido comum aos dois triangulos?

RESOLUCAO - ITEM (a)

No caso em que x = 1, o triangulo da esquerda se sobrepde ao da direita conforme

visto no esquema da figura 2.

BN A
-—
X

Figura 2

Ampliando a figura, denotando algumas de suas medidas e vértices, temos

D E
C
[m| B A IF
1 1 1
Figura 2
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Como os segmento DE e GF séo paralelos, temos que os triangulos DCE e BCA séo
semelhantes pelo caso angulo-angulo (AA) de semelhanca.

Sejam as alturas dos triangulos conforme a seguir

D

Figura 2

Da relacdo de semelhanca, temos

DE 2-h
BA h
3 2—h
1 h
h_1
2

Por fim, calculemos a area da parte sombreada, ou seja, a area do triangulo BCA.

1

1.5

__2
f) =~
1 1
fO =3

No caso em que x = 3, o triangulo da esquerda se sobrepde ao da direita conforme
visto no esquema da figura 3.

x
Figura 3

Observe agora, que para formarmos a figura, sendo x = 3, a base o pentagono deve

ser 1. De fato, se deslocarmos o triangulo da esquerda 2 unidades para a direita
temos
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Agora se deslocarmos, novamente o triangulo da esquerda, 1 unidade para a direita

obtemos a representacéo abaixo.

1 1 1

Ampliando a figura e denotando algumas de suas medidas, vértices e segmentos,

temos

B 1] A
1

3

Figura 3

Como os segmentos GFeAB sao paralelos, temos que os triangulos GFC e ABC séo

semelhantes pelo caso angulo-angulo (AA) de semelhanca.

Sejam as alturas dos triangulos conforme a seguir

G F
””|2—h

h

[1 [
H 1 1

3

Figura 3
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Da relagéo de semelhancga, temos

Dai a altura do triangulo GFC é 2 —h =2 —; =1/2.

Perceba agora que os triangulos GFC e EDC s&o congruentes, logo a altura do
triangulo EDC é 1/2.

Note que a altura do retangulo HDEI é igual a altura do triangulo ABC menos a

altura do triangulo EDC.

l= o1 1
= 272 =
G F.
(E/ 1/2
D 1/2
3/2
1
B (1 [ A
H 1 1
Figura 3

Por fim, a area do pentdgono em cinza é igual a soma das areas do triangulo EDC e
do retangulo HDEI.

1.

N =

f3)=—2+1.1

|

5
f(3)=1
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RESOLUCAO - ITEM (b)

Para os valores x € [0,2] a figura formada pela sobreposi¢éo dos tridangulos tem a

forma da figura 2.

Conforme argumentamos no item (a), temos

D E
2—h
¢
G B/ OF
2—x X 2 _x
Figura 2
DE _2—h
BA h

Observe que

DE=2—-—x+x+2—x

DE=4—x
Logo
4—x:2—h$h:£
x h 2
Assim para x € [0, 2] temos
xE 2
f(x) = —Z = 1

Agora, para os valores x € [2,4] a figura formada pela sobreposi¢c&o dos triangulos

tem a forma da figura 3.

Novamente, conforme argumentamos no item (a), temos

G F
C 2—-h
D, E
h
l
B 1 [T A
H 1
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Observe que
GF = HI
HI = AB — BH — IA
HI=x—2—-HD—-2-HDHI=4—x

Logo

2 x_4—x
2 2
E a altura do retangulo HDEI é
l_x 4—x_ 2
2772 %
G F
C (4 —x)/2
D El@—x/2
X
x3 2 2
B []1 [ A
H4 —x1
X
Figura 3
Assim para x € [2,4] temos
a-x - x)
f@) = ; +(4-0)@x-2)

3
f&):—1x2+4x—4



Em sintese, temos

2
X
— sex € [0,2]

fa =14,
_Zx2+4x—4 sex € [2,4]

O esboco do grafico de f é dado abaixo

x2

ff(xJ—

5 - —-..._&
i //
1—

e

1 1
2 8 3 4N
3 v
fx)=——x+4x> 4
RESOLUCAO - ITEM (c)
Do item (b) temos
xZ
Y sex € [0,2]
F=41"%,

_Zx2+4x_4 sex € [2,4]

Da observacao direta no grafico anterior vemos que a area maxima de f no intervalo
[0,2] é

2

2
f(2)=z=1

Para a funcéo quadratica g(x) = —3x%/4 + 4x — 4 a area maxima de f no intervalo
4 8

2(-3/4) 3

[2,4] é dada quando x = —

Donde
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Como 4/3 > 1, segue que 4/3 é a area maxima.

QUESTAO 10 (OBMEP — 2009)

Uma folha de papel retangular ABCD de 12 cm por 16 cm (figura 1) € cortada ao
longo da diagonal AC (figura 2). O triangulo ABC é dobrado pelo segmento BM
(figura 3), sendo M o ponto de encontro das diagonais do retangulo ABCD.
Finalmente, é feita uma dobra ao longo de MP, onde P ¢ escolhido de modo que CM

coincida com AM (figura 4).

A -
16 em —f 4
B C B"-. /_C B . f' ’.C B~ [}
: L A 7
g . —» p * A i h
Tl e . !
A oA
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

(a) Explique porque o angulo BMP na figura 4 é reto.

(b) Mostre que o triangulo PMB*! da figura 4 é semelhante ao triangulo ABC da

figura 2.
(c) Calcule a &rea do triangulo BMP da figura 4.
(d) Calcule a area do quadrilatero ABMP da figura 4.
RESOLUCAO - ITEM (a)
Indiguemos por A’ o0 ponto A e por €’ o ponto €, conforme abaixo.
.

Al &
c aﬁc 5 @p c
— —
M M

A
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

A figura 4 mostra que A’'MP = CMP, ou seja, P foi escolhido de modo que MP é a
bissetriz de AMC.

Da figura 3 temos que,

Lxp equipe de elaboracdo das provas da OBMEP, atentou ao fato de que deveriam ter escrito PMB ao invés
de BMP, como estava na prova, para garantir a correta ordem de correspondéncia entre os vértices de
triangulos semelhantes.
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A'MC = A'MP + CMP

A'MC = A'MP + A'MP

A'MC=2.AMP

Temos ainda que AMB = A'MB

Figura 1 Figura 2 Pigura 3 Figura 4
Dai
AMA' =2.A'MB
Logo
AMA' + A'MC = 180°
2.A'MB + 2.A'MP = 180°
2(A’'MB + A'MP) = 180°
2BMP = 180°
BMP = 90°

RESOLUCAO - ITEM (b)

Como as diagonais de um retangulo sdo iguais e se intersectam em seu ponto

médio, temos que BM = AM = CM
Logo o triangulo BMC ¢é isosceles e concluimos que MBC = MCB = ACB.

Do item (a) temos que BMP = 90°, do retangulo tiramos que ABC = 90° e como

vimos ACB = MBP.

Portanto os triangulos ABC e PMB sao semelhantes pelo caso angulo-angulo de

semelhanca.
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12¢cm

RESOLUCAO - ITEM (c)

Pelo item (b), os triangulos PMB e ABC sao semelhantes, logo a razao entre suas

areas é igual ao quadrado da razao entre lados correspondentes. Conforme visto no

item (b), temos BM = AM = CM, ou seja, BM = %AC.

[
.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 4

Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos

AC = AB% + BC? = /122 + 162 = 20

Como BM = %AC, temos BM = 10.

Assim, a razdo de semelhanca entre os triangulos PMB e ABC é i—:‘: = 1—2 = g.
Por fim,
AGBMP) (5)2 A4BC) 25 16x12_75
== =—X——=— u.d.
8 64~ 2 z v

RESOLUCAO - ITEM (d)

Observe que o quadrilatero ABMP é decomposto em dois triangulos.

AfC
BT f /P
&
M

Figura 4 47



Recordemos agora o triangulo ABC da figura 2. Veja que os triangulos resultantes
da decomposicdo do quadrilatero ABMP, preenchem a seguinte area desse

triangulo.

.........................................

Figura 2

Agora, perceba que a parte que falta ao triangulo ABC € justamente a area do

triangulo BMP.

Figura 2

Portanto,
A(ABMP) = A(ABC) — A(BMP)

16 x12 75 117
A(ABMP) = T—T :T u.d.a

QUESTAO 11 (OBMEP - 2010)

A figura ilustra o funcionamento de uma porta de garagem, representada pelo
segmento XY. Ao mover o ponto X, o ponto A desliza por um trilho vertical,

representado pelo segmento BD. Algumas medidas séo AC = BC=CY =0,5m e

AX =1m.
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D

(a) Na figura abaixo, o ponto X esta a 0,2 m do trilho BD. Qual é a distancia de € ao

trilho?

(b) Mostre que a altura do ponto ¥ com relacdo ao chdo ndo se altera com o

movimento da porta.

(c) Se o para-choque de um carro tem altura de 0,4 m, como na figura, qual deve
ser a distancia minima entre o trilho e o para-choque para que ele ndo seja atingido

ao abrir a porta?

RESOLUCAO - ITEM (a)

Queremos determinar o comprimento CE conforme abaixo. Expressaremos algumas

medidas ditas no enunciado e indicaremos o ponto F na figura.
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Os triangulos ACE e AXF sao semelhantes, pois possuem dois angulos em comum.
Os angulos XFA e CEA que sdo retos. E os angulos XAF e CAE que Sd0 opostos

pelo vértice.

Da relacdo de semelhanca temos

CE _CA
XF XA
CE 0,5
0,2 1
CE=01m

RESOLUCAO - ITEM (b)
Como AC = BC = CY = 0,5 m. Segue que os triangulos ACB e BCY sao isésceles.
Se CAB = a entdo CBA = «a, pois o triangulo ACB é isosceles.

Da mesma forma, se CYB = g entdo CBY = g, pois o triangulo BCY ¢é isosceles.
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A soma dos angulos do tridngulo ABY é 2a + 23 = 180°
Logo,
a+ B =90°

Portanto BY € perpendicular ao trilho BD, ou seja, BY é horizontal qualquer que seja

a posicao de'Y.
RESOLUCAO - ITEM (c)

Para uma melhor visualizagéo, vamos utilizar o seguinte esboco.

Denotemos os seguintes vértices e angulos.

Y B
C

F H
P CE

Queremos encontrar DE quando XE = 0,4 m. Para tanto, perceba que quando a

porta se fecha, XY coincide com BD. Assim
BD = XY = XA+ AY
BD=XY=1+1
BD = XY =2
Como DFXE é um retangulo, temos que FD = XE = 0,4.

Portanto,
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BF=BD—-FD=2-0,4=1,6

B

I 0;4{51 CE

Como AY =1 e AX = 1 segue que AY = AX.

E como YB| FX e YX € um segmento transversal que corta esses segmentos

paralelos, temos que AYB = AXF.
Temos ainda, que o angulo YAB = XAF, pois sdo opostos pelo vértice.

Concluimos que os triangulos AFX e ABY sédo congruentes pelo caso angulo-lado-

angulo (ALA) de congruéncia.

_0;4{{; CE

Logo AF = AB e como BF = 1,6 segue que AF =0, 8.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo AFX temos.

FX =+AX?2 — AF?2 =./12-0,82=0,6

Concluimos que DE = 0,6 m.

QUESTAO 12 (OBMEP — 2011)

Na figura, os lados do triangulo DEF s&o paralelos aos lados do triangulo retangulo
ABC. Os pontos H, D, F e G estédo alinhadose 0 < x < 5.
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15 cm

20 cm
(a) Calcule o comprimento de GH em funcgao de x.
(b) Mostre que CG = FG = % cm.
(c) Faca o gréfico da area A do triangulo DEF em funcéo de x.
RESOLUCAO - ITEM (a)

Como os triangulos HBG e ABC tém lados paralelos, entéo eles sdo semelhantes.

15 cm

A H B
20 cm
GH HB
CA AB
GH 20-x
15 20

RESOLUCAO - ITEM (b)

Construimos o triangulo FIG tal que FI forme um angulo reto com BC.

15cm
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Os segmentos GF e CA séo paralelos e CB é um segmento transversal que corta GF
e CA. Logo os angulos IGF e ACB séo iguais.

Assim os triangulos IGF e ACB sao semelhantes pelo caso angulo-angulo (AA) de
semelhanca.

Da relacdo de semelhanca temos.

FG IF
BC AB
FG_x
25 20
FG—5

_4x

Resta-nos mostrar que CG = FG. Para tanto, vamos construir o tridangulo JGC tal que
JG forme um angulo reto com CA.

15 cm

20 cm

Dai os triangulos IFG e JGC séo congruentes pelo caso lado-angulo-angulo oposto
(LAA,) de congruéncia.

Portanto,

= =—X
RESOLUQAO - ITEM (C)

Do item (a) temos que GH = %(20 — x) e do item (b) temos que FG = zx.

Temos ainda que

DF = GH - FG—DH

3 5
DF—Z(ZO—x)—Zx—x—ls—Sx
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15 cm

15

E

Xcm

20 cm

Como os triangulos ACB e DFE possuem lados paralelos, temos que eles sao
semelhantes.
Da relacdo de semelhanca temos.
DE _DF
AB  AC
DE _15-3F
20 15
DE =20 — 4x

Logo a area de DEF é.

(20 — 4x)(15 — 3x)
2

A(x) =

A(x) = 6x* — 60x + 150
Um esboco do grafico da funcdo € dado conforme abaixo.

A
200+

150
100 -

304

L 4

=%
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QUESTAO 13 (OBMEP - 2012)

Na figura ao lado, as retas r e s sao paralelas. O

B X
: F 7 } segmento AB € perpendicular a essas retas e o
P ponto P, nesse segmento, é tal que AP =2e
BP = 1. O ponto X pertence a reta r e a medida
. do segmento BX é indicada por x. O ponto Y
u V pertence a reta s e o triangulo XPY é retangulo

A Y s

em P.
(a) Explique por que os triangulos PAY e XBP sao semelhantes.
(b) Calcule a area do triangulo XPY em funcéo de x.

: . A L 5
(c) Para quais valores de x a area do triangulo XPY é igual a > ?

(d) Determine o valor de x para o qual a area do triangulo XPY é minima e calcule o

valor dessa area.
RESOLUCAO - ITEM (a)

Prolonguemos o segmento YP até o mesmo intersectar a reta r no ponto C.

‘\‘ B x X r
ch
L]
‘;1
\\
P
2
1 -
A ¥ s

Como as retas r e s sdo paralelas e a semirreta YP € uma transversal que corta

essas retas, temos que os angulos PYA e PCB s&o iguais.
Observe que os angulos XPB e BPC s&o tais que

XPB + BPC = 90°
Observe ainda que

BPC + = 90°
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Assim
XPB + BPC = BPC +

XPB = =

-I -
A Y s

Por fim como os triangulos XBP e PAY s&o retadngulos segue que eles sao

semelhantes pelo caso angulo-angulo (AA) de semelhanca.
RESOLUCAO - ITEM (b)

Da semelhancga entre os triangulos PAY e XBP, conforme vimos no item (a), temos

que
_AP
BP BX
_ X
1 2
B x X r
|
1
P
2
-I -
AZ/x¥ s

Para calcularmos a area do triangulo XPY basta encontrarmos as medidas dos

segmentos PY e PX.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo APY
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Agora aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo BXP obtemos
PX? = BX? + PB?
PX% = x? + 12

PX =+x%2+1

Logo a &rea do triangulo XPY sera

( ) (Vxz+1)
A(x) = 5
A(x) =x+—
x)=x+ p
RESOLUCAO - ITEM (c)
Devemos resolver a equacéo
+1_5
T2

ou seja,
2x2-5x+2=0
Utilizando a formula de Bhaskara temos que as raizes da equacéo acima sao
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RESOLUCAO - ITEM (d)
Facamos
1 142
x+2=(VE-) +2
X Vx Vx

Temos que x > 0 e como um quadrado € sempre maior que ou igual a zero, vemos

gue o valor minimo da expressao acima ocorre quando

Vi——==0

1
Vx
Ou seja, x = 1.

Assim o valor da area do triangulo XPY € minima quando x = 1 e essa area vale

1+1—2
1=

QUESTAO 14 (BANCO DE QUESTOES OBMEP — 2013)

Uma folha de papel é retangular, com base igual a 20 cm e altura 10 cm. Esta folha
€ dobrada nas linhas pontilhadas conforme a figura abaixo, e no final recortada por
uma tesoura na linha indicada, a qual é paralela a base e estd na metade da altura

do triangulo.

|
|

(a) Depois de cortar no local indicado, em quantas partes a folha ficou dividida?

(b) Qual a area da maior parte?
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RESOLUCAO - ITEM (a)

Vamos marcar a linha cortada pela tesoura em vermelho, e fazer o processo inverso,

ou seja, abrir a folha cortada

Portanto, a folha foi dividida em trés partes.
RESOLUCAO - ITEM (b)

Do enunciado temos as seguintes medidas da folha de papel. Apés as dobras

obtemos as seguintes medidas.

10 —1 . |—10
L ' | 10 10

20

Como o corte foi feito na metade da altura do triangulo temos que o0 mesmo retirou

um tamanho de 5 cm do canto superior esquerdo do triangulo.

Da resolucéao do item (a) temos que a parte maior corresponde a parte 3 da figura

abaixo

1 2}5

10

Conforme vimos anteriormente os quadrados 1 e 2 tem lado medindo 5 cm.

Para encontrarmos a area da figura 3 vamos diminuir da area da folha a area dos

guadrados 1 e 2.
Logo a area A da parte 3 sera

A=20x%x10—-2 x 5% =150 cm?

60



QUESTAO 15 (BANCO DE QUESTOES OBMEP - 2013)

Julio Daniel tem um quadrado de papel com vértices A, B, C e D. Ele primeiro dobra
este quadrado de papel ABCD levando os vértices B e D até a diagonal, como

mostra a figura a sequir:

-, I
\;.,__‘_. . ”~ ;'l %

A ~—B A

E em seguida, Julio Daniel leva o veértice € até o veértice A, obtendo assim um

pentdgono, como é mostrado a seguir:

C
4
—
A
A

(a) Mostre que o angulo a mede 90°.
(b) Determine a medida do angulo b.
RESOLUCAO - ITEM (a)

Abrindo o quadrado de papel dobrado

C C

) ¢ ]
> /
N ’ H
N~

A

Notamos que o angulo a € o mesmo angulo do vértice D do quadrado ABCD da

folha original. Logo
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a=90°
RESOLUCAO - ITEM (b)

Desdobrando o papel somente a ultima dobra e denominando alguns vértices

obtemos a figura abaixo.

A

Perceba que o angulo b € conforme acima, na segunda figura.

Desdobrando novamente o papel obtemos a figura abaixo.

A

Agora, perceba que o angulo reto no vértice € foi dividido em quatro angulos de

mesma medida.

—’-
;"p ’
- - P IJ
N S
. \‘Qr !
~ 7 ,’\ “l'
f\ 2N [}
Y N F
/ Ix\ b 1
'J",' ’:ﬁ-\" ¥ P
':" - \‘uj
A
Assim,
. 90° .
QCP=—-=1225

Temos ainda, que o angulo PQC é reto.

Agora perceba que o angulo b é angulo externo do triangulo CQP.
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b = QCP +
b =225+

b=112,5°
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