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RESUMO

JUNIOR, Diomedes Anderle Cardoso. UMA PROPOSTA PARA SOLUCAO DE PROBLE-
MAS COM A UTILIZACAO DOS AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA. 88 f. Dissertacio
— Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Univer-
sidade Tecnoldgica Federal do Parand. Pato Branco, 2018.

Neste trabalho sdo apresentadas solug¢des de problemas com a utilizagdo dos axiomas da Ge-
ometria Projetiva e um problema com solucdo via Teorema de Desargues, ainda conta com
as demonstracdes dos Teoremas de Pappus, Desargues e Pascal. Para dar embasamento a tal
trabalho passamos pela andlise do ensino da Geometria e pelo desenvolvimento histérico da
Geometria Projetiva, ainda com a apresentagcdo de conceitos preliminares basicos de Geometria
Analitica e Geometria Projetiva que nortearam os axiomas que sao utilizados juntamente com
o uso do software gratuito Geogebra para as solucdes dos problemas propostos no trabalho.
Houve uma grande preocupagdo com o uso de uma linguagem adequada a alunos do ensino
médio uma vez que a teoria fica um pouco “pesada” para o ensino basico. Ao final do trabalho
ha uma proposta de como pode-se fazer uma ponte entre os conceitos de Geometria Projetiva e
a Geometria Analitica € como podem ser aplicados no ensino médio.

Palavras-chave: Problemas, Geometria Projetiva, GeoGebra.



ABSTRACT

JUNIOR, Diomedes Anderle Cardoso. . 88 f. Dissertacdo — Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Pato Branco, 2018.

This paper presents solutions to problems using axioms of projective geometry and one pro-
blem with solution via DesarguesTheorem. In addition, it contains demonstrations of Pap-
pusTheorem, DesarguesTheorem and Pascal§ Theorem. To support this work, we analyzed
geometry instruction and the historical development of projective geometry, also presenting ba-
sic preliminary concepts of analytic geometry and projective geometry that guided the axioms
that are used along with the free Geogebra software for solutions of the problems proposed in
the work. There was great concern about the use of language that would be adequate for high
school students, since the theory is somewhat advanced for elementary school. At the end of the
paper there is a proposal for how to create a bridge between the concepts of projective geometry
and analytic geometry and how these can be applied at a high school level.

Keywords: problems, projective geometry, Geogebra



FIGURA 1

FIGURA 2

FIGURA 3

FIGURA 4

FIGURA 5

FIGURA 6

FIGURA 7

FIGURA 8

FIGURA 9

FIGURA 10
FIGURA 11
FIGURA 12
FIGURA 13
FIGURA 14
FIGURA 15
FIGURA 16
FIGURA 17
FIGURA 18
FIGURA 19
FIGURA 20
FIGURA 21
FIGURA 22
FIGURA 23
FIGURA 24
FIGURA 25
FIGURA 26
FIGURA 27
FIGURA 28
FIGURA 29
FIGURA 30
FIGURA 31
FIGURA 32
FIGURA 33
FIGURA 34
FIGURA 35
FIGURA 36
FIGURA 37
FIGURA 38
FIGURA 39
FIGURA 40
FIGURA 41
FIGURA 42

LISTA DE FIGURAS

Fotos dos Matematicos Euclides e Menelau ......................... 17
Obras de Leon Battista Alberti e Paolo Uccello ...................... 18
Obras de Leonardo da Vinci e Piero della Francesca .................. 18
Fotos dos Matematicos Gerard Desargues e Jean Victor Poncelet .. .... 19
Obra Traité des propriétés projectives des figures (1822) .............. 19
O plano CartesSIan0 ... ........eeeteeeeeeeeeeniiiiiii e 21
Parordenado ....... ... . 22
Os QUAIANTES . ..ot e 23
Bissetrizes dos quadrantes ............. ... 23
Apresentacdo domodelodereta ......... ... ... . il 24
Circunferéncia no plano cartesiano ...................ooiiinnnnnn... 25
Reta secante a circunferéncia ............ ... 26
Reta tangente a circunferéncia ... 27
Reta exterior a circunferéncia ............ ... i i 27
Angulo entre dois VELOIES ... ... .. ..uueeeee e 29
DIferenca V—1l ........c..uiiiiii i 30
Paralelogramo determinado pelos vetores i e V. ...................... 31
Retas elipticas ... e 34
Pontos projetivos .. ...t 36
Ilustragcdo de pontos projetivos naesfera ....................oooinn.. 37
[lustrac@o de retas projetivas ... .....ooueeeeee i 38
Ilustrac@o de reta eliptica ....... ..o 39
Decomposi¢ao Plano ProjetivoDual ............ ... . ... ... ... 39
Plano ProjetivoDual ....... ... ... . 40
lNustrac@do deretas afim ......... ... . i, 41
lNustracido doplano afim ......... ... o i 42
Route 66, EUA ... .. 44
AobraEscolade Atenas ........ ... 45
A Santa Ceia por Leonardoda Vincit ........... ... ... oot 45
Incidéncia da reta eliptica com a reta projetiva ..................o.... 47
Retas Projetivas passando porue porv ...............c.eeuueeeeen... 47
Colineariedade entre U, VE W ..ottt ettt e e e e e e 48
Concorréncia de trés Retas Projetivas .............. ... ... ..., 48
Ilustracao do Teorema de Pappus .......... ... ... ..., 50
[lustracao do Teorema de Desargues no espaco ...................... 54
[lustragdo do Teorema de Desarguesnoplano ....................... 54
Ilustragdo do Teoremade Pascal ............... ... . ... oo, 62
[lustragdo do Teorema do Hexagrama Mistico de Pascal .............. 62
Teorema de Pascal para o pentdgono ................ccoiiiiieeena.... 65
Teorema de Pascal para o quadrilatero .............................. 65
Teorema de Pascal para o tridngulo ............... .. ... . ... .. 66

Situacdo Geométrica [lustratival ................ ... ... ..., 67



FIGURA 43
FIGURA 44
FIGURA 45
FIGURA 46
FIGURA 47
FIGURA 48
FIGURA 49
FIGURA 50

Situacdo Grafica ... 68
Situacdo Geométrica Il ........ ... ... i 71
Situacdo Gréafica Il ...... ... .. .. 73
Situagdo Geométrica IIl ....... ... ..., 76
Situacdo GréaficaIll ............. .. i, 77
Particularizacdo teorema de Pascal para quadrilateros inscristos I ... ... 79
Particularizacdo teorema de Pascal para quadrilateros inscristos IT ... .. 80

Situacdo Geométria IV ... ... . 82



SUMARIO

1 INTRODUGAOD ..uuiitiiiiieeertiiieeeeennieeeessnnaeeeesssnseeeesnsnneeeens 12
1.0.1 Interesse pela temALICA . ... ..ottt et 12
1.0.2 JUSHfiCAtiVa .. ...t 12
1.0.3 Problema . ... e 12
1.0.4 Objetivos Gerais € Especificos ....... ... 13
1.0.5 Metodologia € Procedimentos ...............uueiiiiienneienniniiiiiiinnnn.. 13
1.0.6 Estruturado Trabalho ........... . i 13
2 UMA VISAO PARA O ENSINO DA GEOMETRIA .......cccvvvieevennnnnnn.. 15
2.0.7 O ensino de GEOMELIIA ... ...ttt ettt ettt e e 15
2.0.8 Aspectos Historicos da Geometria .............ouuuuunniiiiiiieeeeeeeennnnnnn. 16
2.0.9 Sintese Histdrica da Geometria Projetiva ........... ... ..o, 17
3 CONCEITOS PRELIMINARES ... .itiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitiieennncennns 21
3.1 INTRODUCAO A GEOMETRIA ANALITICA ............ccciiiiiiiiiiiiiii... 21
3.1.1 O plano CarteSian0 ... .......oeutitti e 21
3.1.2 Equag@o Geral dareta ............ouiiiiiiiiii e 23
3.1.3 Equagdo reduzida da circunferéncia ............. ... i 25
3.1.4 Posigdo relativas entre uma reta € uma circunferéncia ........................... 26
3.1.5 Produto INterno .. ......ooiiiiiii e 27
3.1.6 Produto Vetorial . ... ... .. ... 30
3.1.7 Significado Geométrico do Produto Vetorial ............. ... ... .. ... ... 31
3.2 GEOMETRIA ELIPTICA ...ttt 32
3.2.1 Plano BIHPICO .. .nne e e 33
3.2.2 Distancia EHptica ... 33
3.3 PLANOPROJETIVO RP? .. .. ..t 34
3.3.1 Conceitos inicial do Plano Projetivo RP? . ... .. ... .00 iiiiiiiiiiaann.. 34
3.3.2 Relagio entre RIP? € S ..ot e 35
3.3.3 Retas Projetivas ... ..o e 37
3.3.4 Plano Projetivo Dual .......... .. 39
3.3.5 Geometria AfIM . ... e 40
3.3.6 Retas AfIm ... 40
3.3.7 OPlano Afim Dual . ... .. . e 41
3.3.8 COlNCACAD .. et e e e 42
3.3.9 Construcao de coliNeaCA0 .. ....ovvtiittit ittt 43
4 A GEOMETRIA PROJETIVA .. iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinttttssnnseccennnsnns 44
4.1 PORQUE ESTUDAR GEOMETRIA PROJETIVA? ... ..o, 44
4.2 GEOMETRIA PROJETIVA UM ESTUDO AXIOMATICO ...................... 46
4.2.1 Axiomas da Geometria Projetiva ...t 46
5 APLICACOES DOS AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA NOS TEORE-
MAS DE PAPUS, DESARGUES EPASCAL ...ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiennnns 49
5.0.2 Teorema de Papus ........... .o e 49

5.0.3 Teorema de Desargues ... ... ......uueuittttttet it 53



5.0.4 Teorema de Pascal . ... ... 58

5.0.5 COrTelaCOES .. 59
5.0.6 Conicas em RP? .. ... o i e 59
5.0.7 Retas tan@entes .. ... ...t e 60
5.0.8 Construindo CONMICAS . ...ttt nuttt ettt ettt e e 60
5.0.9 Hexagrama misticode Pascal .......... ... . . i 61
5.0.10Consequéncias do Teorema de Pascal .......... .. ... ... . ... 64
6 APLICACAO DOS AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA EM PROBLE-

107 7 N 67
6.0.11Problema 1 ... ... 67
6.0.12Problema 2 .. ... 71
6.0.13Problema 3 . ... ... 76
6.0.14Problema 4 . ... .. 82
7 ANALISE DAS APLICACOES DOS EXERCICIOS NO ENSINO MEDIO ..... 84
8 ALGUMAS CONSIDERACOES ...ovttiiiiiiiiiieeteeernnrnnnnnnnaeneeeeeens 86

REFERIENCIAS ittt et teete e eeeeeeesesneseenessesessesesnessssesnennes 88



12

1 INTRODUCAO

1.0.1 INTERESSE PELA TEMATICA

O interesse pela temética surgiu no gosto pelo ensino de geometria no qual trabalho a
quase cinco anos, onde se identifica que certos métodos de ensino dentro da geometria podem
ser moldados, fazendo com que os alunos tenham uma nova visdo quanto ao aprendizado da
geometria. No entanto, este projeto de pesquisa tem por objetivo apresentar uma alternativa
para resolugdo de alguns problemas que sao eventualmente resolvidos por meio da Geometria

Analitica, utilizando-se alguns conceitos basicos da Geometria Projetiva.

Nesse projeto traremos uma abordagem investigativa de como os axiomas e teoremas
da Geometria Projetiva auxilia no entendimento da solu¢do de problemas propostos. Tais pro-
blemas ja estdo resolvidos utilizando-se a Geometria Projetiva, entretanto a abordagem utilizada
pelos autores nao se aplicaria no contexto do ensino basico, sendo assim nossa proposta é adptar

tais problemas para uma boa compreensao de conceitos basicos da Geometria Projetiva.

1.0.2 JUSTIFICATIVA

Como parte da justificativa da pesquisa neste projeto, relato que na minha experiéncia
em sala de aula percebi certa dificuldade por parte dos alunos quanto alguns conceitos geométricos
dentro da geometria caracterizada como Nao-Euclidiana. Com isso, pretende-se através do de-
senvolvimento deste projeto contribuir efetivamente com a formagdo de um olhar mais critico
em relacdo a certo tipo de geometria Nao- Euclidiana mais especificamente a Geometria Proje-

tiva.

1.0.3 PROBLEMA

Tendo em vista que a Geometria Projetiva se apresenta como contetido estruturante
no ensino da matemadtica nas novas reformulacdes do ensino, como mostrar que a Geometria

Projetiva pode ser uma alternativa para solucao de problemas dentro do ensino da Geometria



13

1880 nos anos finais do ensino basico?

1.0.4 OBJETIVOS GERAIS E ESPECIFICOS

* Apresentar uma solu¢do com o uso dos axiomas da Geometria Projetiva para problemas
de Geometria Euclidiana resolvidos, com isso mostrar que a Geometria Projetiva pode

ser mais uma alternativa abordada no estudo geral da Geometria no ensino médio.

* Pesquisar problemas da Geometria Projetiva que ndo foram solucionados com a utiliza¢ao

dos Axiomas.

» Apresentar solucdo alternativa para problemas de Geometria Projetiva norteados pelos

Seus axiomas.

» Apresentar um apanhado geral de como o estudo de Geometria Projetiva, pode ser abor-

dado no ensino médio.

 Utilizar o Geogebra como uma ferramenta para compreensao das constru¢cdes geométricas.

1.0.5 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS

O presente trabalho se fundamenta no estudo da Geometria Projetiva com utilizacdo de
seus axiomas para solucdo de problemas. A fim de demonstrar a importancia de tal premissa,
tenta-se a resolugdo de problemas da Geometria Euclidiana, partindo de uma metodologia com
a utilizacdo dos axiomas da Geometria Projetiva, apresentando mais uma maneira de visualizar
uma solucdo para os problemas geométricos, a qual serd instrumentalizada a partir do uso de
pesquisa sobre problemas de Geometria Projetiva com auxilio de livros com cunho voltado para
o estudo de Geometria Projetiva, dlgebra linear e geometria analitica. Além disso, a fim de
tornar exequivel tal projeto, intenta-se a demonstracao de trés teoremas que auxiliaram na visao

para solucgdo de alguns problemas envolvendo tal geometria .

1.0.6 ESTRUTURA DO TRABALHO

No presente capitulo a introdugdo € feita uma apresentacao do tema, discutindo a justi-
ficativa, definindo os objetivos tanto gerais quanto especifico, e apresentando uma metodologia
para tornar exequivel tal trabalho. No capitulo 2 € apresentada uma visdo para o ensino da
geometria quanto ao ensino, uma breve passagem pelas Diretrizes curriculares do Parand, uma
visdao dos aspectos historicos que levaram a chegar na geometria que ensinamos hoje e uma

sintese da historia da Geometria Projetiva.
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No capitulo 3 apresenta-se alguns conceitos preliminares , Introdugdo a Geometria
Analitica, uma passada pela Geometria Eliptica, e conceitos basicos da Geometria Projetiva. O
Capitulo 4 descreve o porque estudar a Geometria Projetiva e apresenta um estudo axiomatico
da mesma e ainda uma apresentacdo das proposi¢des que serao utilizadas nas solugdes dos
problemas propostos, ja no capitulo 5 temos a aplicacdo dos axiomas dentro das demosntragoes
dos teoremas propostos pela Geometria Projetiva dando um foco para Desargues, Pappus e

Pascal.

O capitulo 6 apresenta uma proposta de solu¢do para problemas euclidianos envol-
vendo Geometria Projetiva que estao resolvidos na Geometria Projetiva, com a utilizacao das

proposicoes da Geometria Projetiva.

No capitulo 7 descreve-se uma nova visao para solucdo de problemas envolvendo a ge-
ometria projetiva e a analise dos resultados obtidos, e no capitulo 8 temos algumas consideracdes

em relacdo a aplicacdo dos axiomas da Geometria Projetiva para solu¢cdo de problemas.
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2 UMA VISAO PARA O ENSINO DA GEOMETRIA

2.0.7 O ENSINO DE GEOMETRIA

De acordo com (PARANA, 2008), a Educacdo Matematica valoriza os conhecimentos
geométricos, que ndo devem ser rigidamente separados da aritmética e da algebra, fazendo-
se ainda uma ligacdo com aritmética e com a algebra, e ainda se entende que a valorizacao
das defini¢Ges, as abordagens e as demonstragdes de seus resultados sdo inerentes ao conhe-
cimento geométrico. Nota-se que a geometria € uma importante ferramenta que contribui no
ensino aprendizagem, apontando as descobertas dentro de outros conteudos do curriculo no
qual se mostra necessario as diferentes visdes para um mesmo contetido para se estabelecer
comparacdes de conceitos e processos matematicos fazendo com que o aluno tenha uma visao
a mais dos conteddos tratados em sala de aula, através dos quais o professor pode criar uma

condicdo para que o aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis desse conhecimento.

Nota-se que o ensino da matemadtica vem se modificando nos ultimos tempos, fazendo
com que os professores despertem seus alunos para apari¢do de um novo entendimento le-
vando os alunos perceberem que ha outros métodos de conceber a geometria, surgindo assim
as geometrias Nao-Euclidianas. De acordo com (PARANA, 2008), as discussoes entre educa-
dores matemaéticos do inicio do século XX procurava entender uma pedagogia tal que o aluno
pudesse fazer um treino da Matemadtica distinto daquele derivado das engenharias que prescre-
via técnicas puramente sintéticas, pautadas no acerto das demonstracdes. Surgiram, por isso,
proposi¢des para um treino da Matematica alicer¢cado nas exploragdes indutivas e intuitivas, o

que configurou um campo da matemaética.

Muitas sdo as pesquisas realizadas em torno do ensino da matemdtica, dado que esta
¢ uma das disciplinas do curriculo na qual os alunos do Ensino Fundamental mais demons-
tram dificuldades de aprendizado. Nesse sentido, pode-se observar uma grande preocupagdo
dos pesquisadores a fim de reverter esse quadro, apostando em novas formas de abordagem do
conteddo, como aponta (WATERMANN; FRANCO, 2008) que uma das alternativas empre-

gadas por estes com o proposito de facilitar a aprendizagem da matemadtica, cujas propostas
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dialogara com o projeto de pesquisa ora apresentado, € partir do estudo da Geometria Projetiva,

concebendo-a como ferramenta para o ensino aprendizagem.

Na primeira metade do século XVII, o conhecimento geométrico recebeu, uma nova
abordagem com a Geometria Analitica, onde trouxe uma dindmica diferente a matemaética, o
conhecimento geométrico aponta uma nova face isso ja no final do século XVIII e inicio do
século XIX, com os estudos dos matematicos Bolyai, Lobachevsky, Riemann e Gauss fazendo-
se assim aparecer uma geometria dita Nao-Euclidiana, que trouxe uma nova maneira de ver e
conceber 0 conhecimento matematico, portanto pode-se apresentar uma abordagem para essa
geometria trazendo algumas aplicacdes de seus conceitos no universo projetivo buscando com

que o aluno se interesse mais por essa ciéncia chamada Matematica.

Para que possamos verificar a viabilidade da aplicagao dos problemas resolvidos com o
sistema axiomatico da Geometria Projetiva, temos que ressaltar alguns apontamentos feito pelas
Diretrizes Curriculares do Estado do Parana (PARANA, 2008) , os contetidos estruturantes da
geometria tem o espaco como referéncia, de modo que o aluno tenha que fazer uma andlise e
perceber seus objetos para entdo representa-los, pode-se citar alguns conceitos que as Diretrizes

Curriculares do Parand apontam na drea da Geometria Analitica e Geometria Nao- Euclidiana.

1. Geometria Analitica : no¢des da Geometria Analitica utilizando o sistema cartesiano;

2. Nocodes de Geometria Nao -Euclidiana : Geometria Projetiva, Geometria Topoldgica e

Noc¢oes de Geometria dos Fractais .

2.0.8 ASPECTOS HISTORICOS DA GEOMETRIA

No decorrer do tempo as ideias geométricas abstraidas da natureza, que aparecem tanto
na vida inanimada como na vida organica e nos objetos produzidos pelas diversas culturas,
influenciaram muito o desenvolvimento humano. Por volta dos anos 300 a.C, Euclides contribui
para o avango da matematica com cunho geométrico com a obra “Os Elementos”’onde seus

registros formalizaram o conhecimento geométrico da época.

Segundo (BOYER, 1988) a obra de Euclides de Alexandria (325 a.C.- 265 a.C.) foi a
primeira que atingiu um alto grau de sofisticacdo. Ele introduziu, o método axiomadtico e ndo
se sabe se sua obra tinha um motivo didatico ou se era para reunir o conhecimento da época.
Entretanto sabe-se que, de fato, ele alcangou esses dois objetivos com treze livros intitulados
“Os Elementos”. Esses livros continham Aritmética, Algebra e Geometria com grande rigor.
Depois da Biblia esse foi o livro que teve o maior nimero de publica¢des em diferentes idiomas

e o mais estudado até os nossos tempos.
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(a) Euclides (b) Menelau

Figura 1: Fotos dos Matematicos Euclides e Menelau
Fonte:imagens retiradas do site
http://www.edukapa.net/FisicaNet/HistoriadaFisica/Euclides.htm

E ainda através de comentdrios de historiadores gregos e drabes sabe-se que Menelau
de Alexandria (70 d.C. - 130 d.C) escreveu uma colecao de seis livros sobre Cordas no Circulo,
um livro de Elementos da Geometria e uma série de trabalhos em geometria e astronomia, todos
perdidos. O tnico livro de Menelau que sobreviveu aos tempos foi o Sphaerica, um tratado
escrito em trés volumes sobre geometria e trigonometria esférica, do qual chegou até o nosso
tempo uma tradugao arabe. No volume III ele menciona o teorema que € utilizado para solugao
secundaria dos problemas resolvidos no trabalho, porque pode ser aplicado na resolucdo de

problemas de pontos colineares.

2.0.9 SINTESE HISTORICA DA GEOMETRIA PROJETIVA

Segundo (WATERMANN; FRANCO, 2008) a histéria da Geometria Projetiva comega
na Itélia no século XV, onde surgiu do esforco de criar uma teoria racional onde os artistas e
os pintores da Renascenca como Leon Battista Alberti com sua obra “Nossa Senhora com o
Menino e Santos’’ver figura 2 (a) , Paolo Uccelo com sua obra “Presentazione Della Vergine-
al-tempio”ver figura 2 (b), Leonardo da Vinci com sua obra “A tltima ceia”ver figura 3 (a) e
Piero della Francesca com sua obra “A cidade ideal’ver figura 3 (b), tinham descoberto um
método para representar na teoria, a imagem suscitada em nossos olhos pelos objetos do mundo

exterior.

Os artistas, buscando mais realismo para suas obras, introduziram os conceitos de

ponto de fuga e perspectividade. Porém, demorou cerca de dois séculos para que essas ideias
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(a) ’Nossa Senhora com o (b) Presentazione Della
Menino e Santos’ - Piero Vergine-al-tempio por:
della Francesca - renascenga Paolo Uccello

por: Leon Battista Alberti

Figura 2: Obras de Leon Battista Alberti e Paolo Uccello
Fonte: imagem (a) retirada do site http://www.canvasreplicas.com/Francescal 16.htm e a
imagem (b) retirada do site https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Paolo
uccello,presentazione di maria al tempio

(a) A dltima ceia por: Leo- (b) A cidade ideal por: Piero
nardo da Vinci della Francesca

Figura 3: Obras de Leonardo da Vinci e Piero della Francesca
Fonte: imagem (a) retirada do site http://artefontedeconhecimento.blogspot.com.br/2013/03/a
ultima ceia leonardo da vinc e a imagem (b) retirada do site
http://falcaodejade.blogspot.com.br/2013/09/a cidade ideal e utopia do renascimento

pudessem ser formuladas matematicamente. Essa construcdo foi feita por um pequeno grupo de
matemadticos franceses motivado por Gerard Desargues (1591 - 1661) ver figura 4 (a), contudo,
talvez pela propria maneira que foi escrito, em uma linguagem um tanto peculiar, o trabalho e
as ideias de Desargues nao foram bem aceitos na época. Somente no inicio do século XIX, Jean

Victor Poncelet (1788-1867) ver figura 4 (b) pode resgaté-los.

Poncelet prisioneiro de guerra russo, sem livros nas maos criou sua grande obra sobre
a Geometria Projetiva publicada em 1822 com o titulo de “Tratado das propriedades projetivas

das figuras”ver figura 5.

Nota-se que a Geometria Projetiva se mostra indispensdvel para o entendimento das
perspectivas utilizadas pelos renascentistas com a utilizagdo das suas teorias, dimensdes re-

ais e propriedades métricas dos objetos. Essa nova Geometria, visa criar regras empiricas,
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(a) Gerard Desargues (b) Jean Victor Poncelet

Figura 4: Fotos dos Matematicos Gerard Desargues e Jean Victor Poncelet
Fonte: imagem (a) retirada do site http://xavier.hubaut.info/coursmath/bio/desargue e imagem
(b) retirada do site http://www.wikiwand.com/ca/Jean Victor Poncelet
" TRAITE
t PRIPRIETES PROJECTIVES

==

Figura 5: Obra Traité des propriétés projectives des figures (1822)
Fonte: imagem retirada do site http://www.wikiwand.com/ca/Jean Victor Poncelet

esquecendo-se das velhas propriedades dos Elementos de Euclides e concentrou nas proprieda-
des visuais das figura uma vez que se torna interessante explorar tais propriedades para que o

trabalho com fotografia se torne mais exequivel.

As evidéncias que tornam essa nova Geometria marcante, sdo as diferencas entre a
Geometria Projetiva e a Geometria Euclidiana. Na Geometria Euclidiana duas retas nem sempre
se interceptam enquanto na Geometria Projetiva duas retas sempre se interceptam. Isso ocorre
por que se trabalha com a geometria de um ponto de vista do olhar humano, € o que acontece
quando enxergamos uma estrada em linha reta a sensacdo de que no infinito haverd um ponto

de concorréncia, isso se torna uma caracteristica marcante no estudo de Geometria Projetiva.

Esse breve apanhado histérico apresenta as origens da Geometria Projetiva na arte e
na pintura, colocando os pintores como seus contribuintes iniciais. Assim, uma ciéncia que foi

inspirada na arte e fabricada por grandes génios s6 poderia vir a ser uma sincera arte. Na Idade
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Média, as pinturas eram, em sua maior parte, planas e chapadas, sem conexdao com o mundo
atual. Os temas tratados eram religiosos e simbdlicos, como pode ser averiguado nas pinturas

apresentadas na época.
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3 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo traremos alguns conceitos preliminares sobre Geometria Analitica ,
Algebra Linear e Geometria Projetiva, que foram retirados dos livros (STEINBRUCH; WIN-
TERLE, 1987), (ANTON, 2010) e (GIOVANNI et al., 1994).

3.1 INTRODUCAO A GEOMETRIA ANALITICA

Nessa secdo trataremos do plano cartesiano ortogonal, coordenadas de um ponto, os

quadrantes e bissetrizes dos quadrantes no sistema de coordenadas usual.

3.1.1 O PLANO CARTESIANO

O plano cartesiano ortogonal, ou apenas plano cartesiano, é o sistema formado por dois

eixos perpendiculares, de origem O comum e com mesma unidade.

Figura 6: O plano cartesiano
Fonte: Autores

No plano cartesiano, denotamos por:

¢ ¢eixo das abscissas: 0 €iX0 X;
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* eixo das ordenandas: o eixo y;

e origem: o ponto de intersec¢ao entre 0s €ixos X € y

os eixo assim definidos sdo chamados eixo coordenados.

Definicao 3.1.1 (Coordenadas de um ponto ). Todo ponto do sistema cartesiano é representado

por um par ordenado de niimeros; e a todo par ordenado, neste sistema, podemos associar um

ponto.

No par ordenado, o primeiro niimero é a abscissa e o segundo , a ordenada conforme

a figura 7.

Figura 7: Par ordenado
Fonte: Autores

Definicao 3.1.2 (Os quadrantes). Os eixos coordenados determinam quatro quadrantes (regioes

do plano) definidos a seguir

Primeiro quadrante: pontos com abscissa e ordenanda ambas positivas.
Segundo quadrante: pontos com abscissa negativa e ordenanda positiva.
Terceiro quadrante: pontos com abscissa e ordenada ambas negativas.

Quarto quadrante: pontos com abscissa positiva e ordenanda negativa. ver figura 8

Definicao 3.1.3 (Bissetrizes dos quadrantes).

A reta suporte das bissetrizes do primeiro e terceiro quadrantes é chamada de bissetrizes dos

quadrantes impares, genericamente o ponto P(a,a) pertence a bissetriz dos quadrantes impares
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1° quadrante

z>0ey>o

4° quadrante

z>0ey<0

Figura 8: Os quadrantes
Fonte: Autores

A reta suporte das bissetrizes do segundo e quarto quadrantes é chamada de bissetriz dos
quadrantes pares, genericamente, o ponto P(a,—a) pertence a bissetriz dos quadrantes pares

como podemos observar na figura 9.

Ala.a)

Figura 9: Bissetrizes dos quadrantes
Fonte: Autores

3.1.2 EQUACAO GERAL DA RETA

Nessa se¢ao traremos as defini¢des de equacao geral e reduzida da reta e alguns exem-

plos

Definicao 3.1.4. Chamamos equacdo geral da reta r qualquer equacdo da forma
ax+by+c=0

em que a, b e ¢ sdo constante, com a e b ndo nulos simultaneamente.
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Note que no caso em que a reta r possui equacao reduzida y = mx + ¢, pode-se obter a
forma geral da seguinte forma mx—y+¢q =0

Ainda pode-se ressaltar que para uma reta r existem infinitas equacoes gerais, pois
caso ax + by + ¢ = 0 seja uma equagdo de r, tomando uma constante k, ndo nula , a equagdo

kax + kby + kc = 0 também representa os pontos de r.
Exemplo 3.1.1. Determinar a equagdo geral da reta que passa pelos pontos A(—1,4) e B(5,-2).

Resolucdo (1). Com os dados o exemplo temos a seguinte representacao

Figura 10: Apresentacao do modelo de reta
Fonte: Autores

resolvendo o seguinte determinante tem-se que:

x oy 1
-1 4 1/=0
5 =21

logo obtemos a seguinte equagdo geral da reta x +y — 3 = 0, intuitivamente trabalha-se o con-

ceito de colineariedade em equagdes de retas.
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3.1.3 EQUACAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA

Considere no plano cartesiano a circunferéncia A de centro C(a,b) e raio R logo temos

a seguinte representacao

_ Plr,y)
0

Figura 11: Circunferéncia no plano cartesiano
Fonte: Autores

Note que a distincia entre o centro C da circunferéncia e um ponto qualquer P = (x,y) dessa

circunferéncia € R. Assim tem-se que:

Vx—a)?+(y—b)*=R
elevando-se ao quadrado os dois membros dessa igualdade, obtemos uma equacdo da forma:
(x—a)+ (y—b)* = B2

Essa é a forma da equacdo reduzida da circunferéncia , ainda vale a pena ressaltar que temos um
outro modelo de equagdo da circunferéncia a equacao normal onde desenvolvendo os trindmios

quadrados perfeitos obtém-se:

x? +y* —2ax —2by+a’*+b*—R>=0.
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3.1.4 POSICAO RELATIVAS ENTRE UMA RETA E UMA CIRCUNFERENCIA

Seja uma reta r e uma circunferéncia A, existem 3 possiveis relagdes entre r e A divide-

se em casos para ficar facil a visualizagdo.

1. Primeiro caso: em que areta r : ax+by+c = 0 e a circunferéncia A : (x—a)? 4 (y—b)* =

R? sido secantes ver figura 12.

Figura 12: Reta secante a circunferéncia
Fonte: Autores

Nessa situacdo, a distacia d entre o centro e a reta r € menor que o raio. Isto é, sendo R
o raio, temos d < R, além disso, a reta e a circunferéncia t€ém dois pontos de intersec¢ao

distintos, ou seja, rNA = {A,B}.

2. Segundo caso: em que areta (r)ax+by+c =0 e a circunferéncia (1) (x —a)> + (y—b)* =

R? sdo tangentes ver figura 13.

Nessa situacdo, a distacia d entre o centro C e areta r € igual ao raio. Isto €, sendo R o raio,
temos d = R, além disso, a reta e a circunferéncia tém um tnico ponto de interseccao, ou
seja, rNA ={T}.

3. Terceiro caso: em que a reta (r)ax+ by + ¢ = 0 é exterior a circunferéncia (1) (x —a)? +
(y—b)? = R? ver figura 14.

Nessa situagao, a distacia d entre o centro C e a reta r € maior que o raio. Isto €, sendo R
o raio, temos d > R, além disso, a reta e a circunferéncia ndo tém pontos de interseccao,

ou seja, rNA = 2.
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Figura 13: Reta tangente a circunferéncia
Fonte: Autores

Figura 14: Reta exterior a circunferéncia
Fonte: Autores

3.1.5 PRODUTO INTERNO

Daremos primeiramente alguns conceitos basicos de vetores como norma e angulo
entre dois vetores segundo (CAMARGO; BOULQOS, 2005) e posteriormente iremos obter a
expressao do produto interno em termos das coordenadas dos fatores em relacido a um sistema

de eixos ortogonais.

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano.
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Definicao 3.1.5. A norma ou comprimento do vetor vV é o niimero||V|| dado pelo comprimento

de um segmento representante de V.

Observacao 3.1.1.

(1) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante. Com efeito, se

¥ = AB = CD entdo AB=CD e, portanto,
d(A,B) =d(C,D) = [}¥].

(2) Se A= (aj,az), B= (b1,by) e ¥ = AB, entdo

9l = /(b1 — a1)* + (b2 — a2)*.
(3) Se P = (x,y) é 0 ponto tal que ¥ = OP, entdo:
V]| =d(0,P) = /x> +y?
(4) Um vetor é chamado de unitdrio se sua norma é igual a 1.

(5) Se V#0, o vetor ﬁ € um vetor unitdrio, chamado normalizado do vetor v, com igual

direcdo e sentido que v. De fato, os vetores tém a mesma dire¢do (sdo paralelos) pois um é

muiltiplo do outro e como ﬁ > 0, os vetores V e L” tem mesmo sentido. Note ainda que

G
-

(6) Se Vv # 0, o vetor —H—;| é também unitdrio e tem a mesma direcdo que v, mas ndo o mesmo

v
[l

sentido.

Antes de definirmos o produto interno precisamos também do conceito de dngulo entre

dois vetores.

Definiciio 3.1.6 (Angulos entre vetores). Sejam ii e V vetores ndo nulos no plano. Definimos o
dngulo entre i e Vv como sendo o menor dngulo entre os segmentos AB e AC representantes de
U e V, respectivamente. Define-se 0 = / (ii,V) a medida do dngulo entre il e V, ver figura(15)
Observacao 3.1.2.

(a) Medimos os angulos em radianos ou em graus, onde T radianos = 180°.

(b) Notemos que 0 < / (ii,V) < m, equivalentemente, 0° < / (ii,V) < 180°.
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Figura 15: Angulo entre dois vetores
Fonte: Autores

Com as devidas defini¢Oes e observacdes feitas podemos definir o produto interno.

Definicao 3.1.7 (Produto interno ). O produto interno dos vetores ii e V do plano é o niimero
real (ii,V) definido da seguinte maneira como cita (WINTERLE, 2010):

(a) Se ii =0 ou v = 0 temos que (i, V) = 0
(b) Seti 0,V #0e 6 = £ (id,V) entdo (ii,vV) = ||| ||V|| cos 6.

Proposicao 3.1.1. Sejam ii = (a,b) e V= (a, B) dois vetores no plano.

Entdo, (i,V) = act+ b

Demonstracao 3.1.1. Se algum dos vetores ii ou V é nulo, temos (ii,V) = 0 e, também, aa +
bB =0.

Sejam ii = OP e ¥ = OQ vetores ndo nulos, com P = (a,b) e Q = (o, B). Entdo, ver

figura (16),

tem-se a seguinte relagcdo

Aplicando a lei dos cossenos no NOPQ obtem-se o seguinte
[V =l = (Y]]~ + lla]|” = 2. [[¥]] . []&]] . cos 6

’ bd b d = 2 4 2 bd —
e dai 2||V]| [[u]] . cos & = [V + [|a]|” — |V — i
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Q

Figura 16: Diferenca v — ii
Fonte: Autores

entdo

2|7 ]| .cos 6 = (& + B?) + (a* +b%) — (& —a)* + (B — b)?)
& 2|9 ||i]) .cos @ = a® + B2 +a® +b*) — (0> —20t.a+a* + B> —2B.b+b?)
< 2||V|| ]| .cos 0 = & 4 B> +a® + b* — o® +20t.a — a* — B> +2B.b— b?
< 2|9 ||| .cos & = 20t.a+2p.b =2(a.a+ B.b)

entdo

IVl |é]| .cos © = a.a+ B.b

3.1.6  PRODUTO VETORIAL

Para definir o produto vetorial considere o eixo de coordenadas ortogonais XYZ , seja

U= (X],yl,Zl) ev= (Xz,)’bZZ)

Definicao 3.1.8 (Produto Vetorial). O produto vetorial de u por vV é o vetor

U X V= (y1z2 —y221, — (*122 — X221),X1y2 — X2)1)

Para o cdlculo do produto vetorial utiliza-se um dispositivo prdtico, que consiste em calcular
o determinante de uma matriz 3 X 3 cujos elementos da primeira linha sdo os vetores ey =

(1,0,0),e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1), os elementos da segunda linha sdo as coordenadas do
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vetor i e os da terceira sdo as coordenadas do vetor Vv com isso temos a seguinte :

e e e3
yi 2

Y2 22

X1 21 X1 N

X2 )2

—

el —

—

€2

—

€3

<

XV=|x; y z|=

X2 22
X2 Y2 22

3.1.7 SIGNIFICADO GEOMETRICO DO PRODUTO VETORIAL

O comprimento de i X V, se 6 é o angulo entre os vetores i € V ndo nulos, logo tem-se

a seguinte relacao.

lii 7| = |if] [¥]sin 0

Observando a figura(17), no paralelogramo determinado pelos vetores i e vV, a medida

da base € |ii| e da altura é || sin 6.

U] sin @

El|emcccccacaaaaaa

1

Figura 17: Paralelogramo determinado pelos vetores ii e V
Fonte: Autores

A area A deste paralelogramo é

A = (base).(altura) = || |V|sin 6

ou seja

>
I

=
X

=i
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3.2 GEOMETRIA ELIPTICA

Segundo (BARROS; ANDRADE, 2010) a esfera unitériaria candnica S? passa a ser
um modelo de ’plano”’de uma geometria chamada Geometria Eliptica. Nessa geometria nao é
considerado o grupo de ordem do sistema axiomatico da Geometria Euclidiana. Além disso,
as retas elipticas sdo os grandes circulos da esfera S? e dois pontos distintos de um circulo
definem dois segmentos de circulo, assim ao citar um segmento de reta eliptica com extremos
A e B é necessdrio ser mais preciso indicando qual seria seu “interior”. Outra diferenca em
relacdo a Geometria Euclidiana € que no grupo axiomatico, mais especificamente no Axioma de
congruéncia, como nao existe ordem, deve-se omitir a expressao “Um dado lado da reta”. Outra
importante diferenga estd no Axioma da Paralelas, ao contrario do que ocorre na Geometria
Euclidiana, na Geometria Projetiva temos que sempre ocorre intersecao entre quaisquer duas
retas e a intersecdo € dada por dois pontos. A regido que no plano Euclidiano era denominada

angulo, aqui terd uma regido correspondente a qual chamaremos de lua.

Seguem abaixo o sistema de axiomas da Geometria Eliptica:

1. Termos Indefinidos;
(a) Ponto, reta, plano, pertence e congruéncia;
2. Axiomas de Incidéncia;

(a) Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

(b) Existem pelo menos trés pontos que nio estdo sobre uma mesma reta e todos os

pontos estdo sobre 0 mesmo plano.

(c) Toda reta contém pelo menos dois pontos.
3. Axiomas de Congruéncia;

(a) Se A e B sido dois pontos numa reta r, e A’ € um outro ponto de uma reta Iy, N30
necessariamente distinta da anterior, entdo é sempre possivel encontrar um ponto B’

em ry tais que os segmentos AB e A'B’ sdo congruentes.

(b) Se um segmento A’B’ e um segmento A”B" sdo congruentes a um mesmo segmento

AB entdo os segmentos A’B’ e A”B" sdo congruentes entre si.

(c) Sobre uma reta ryy sejam AB e BC dois segmentos da mesma que, exceto por B, ndo
tém pontos em comum. Além disto, sobre uma outra ou a mesma reta ' s sejam
A’B’ ¢ B'C’ dois segmentos que, exceto por B', ndo tem pontos em comum. Neste
caso, se AB=A'B' e BC = B'C’ entido AC = A'C’:
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(d) Se Lyy € uma lua e se r\s € uma reta eliptica, entéo existem duas retas elipticas ry

e ryn tais que Lyy = Ly = L_yry». Além disto, cada lua € congruente a si mesma.
(e) Se para dois triangulos A, € Ay, temos
w =u'v, uw =u'w e Lyy = Ly
com
N=uxv,v=wxuen =u xvV, vV =wxu
entdo temos A, € congruente A,/ .

4. Axiomas das Paralelas;

(a) Seja rp uma reta e A um ponto ndo pertencente a r. Entdo toda reta que passa por

A intersecta ry.
5. Axiomas de Continuidade;

(a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais € os pontos de uma

reta menos um de seus pontos.

6. Axiomas de ordem (ndo existem)

3.2.1 PLANO ELIPTICO
Diz-se que um subconjunto » C S? é um grande circulo quando r = §? N I'y, onde I'y
¢ o plano que incide na origem e tem vetor normal 1].

Chamaremos S? de plano eliptico e seus elementos de pontos elipticos, e ainda um

grande circulo em S? serd chamado de reta eliptica.

Para destacar que a reta eliptica r € obtida pela interse¢ao do plano I';, com S, utiliza-

se a notacao
3.2.2 DISTANCIA ELIPTICA

Cosidere dois pontos u,v € S , seja ainda 6(u,v) € [0, 7] a medida do 4ngulo entre

vetores unitarios u e v.

Do fato de u e v serem unitarios temos
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cosO(u,v) = (u,v),senb(u,v) = ||u x v||
chama-se a distancia eliptica a aplicacdo
d:S?xS? =R
d(u,v) = 0(u,v)

Nesta secdo foram apresentados apenas algumas questdes bem pontuais sobre Geometria Eliptica,
mais detalhes podem ser vistos no livro de (BARROS; ANDRADE, 2010).

Considerando uma esfera, podemos observar que duas retas elipticas AC e AB, interceptam-
se em dois pontos distintos (A e A’, chamados pontos antipodas, que sido pontos diametralmente
opostos). Pode-se mostar na figura a seguir uma maneira mais intuitiva de retas elipticas ver

figura( 18 ).

Figura 18: Retas elipticas
Fonte:Figura retirada do site http://www.prof2000.pt/users/marilia-br/ex7/ex7.htm

3.3 PLANO PROJETIVO RP?

Aqui se inicia o conceitos preliminares da Geometria Projetiva que posteriormente
serdo utilizados para demonstracdes das proposicdoes da mesma, inicialmente facamos uma
breve apresentacdo da Geometria dos conceitos iniciais da Geometria Projetiva, uma vez que
serd necessdria para nortear alguns conceitos dos axiomas empregados nos teoremas e proble-

mas resolvidos.

3.3.1 CONCEITOS INICIAL DO PLANO PROJETIVO RP?

Segundo (BARROS; ANDRADE, 2010) assumindo que quais quer duas retas se inter-
sectam num unico ponto constréi-se um modelo de geometria bidimensional sem retas paralelas,

a Geometria Projetiva ou Geometria Eliptica Simples.
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Considere o conjunto obtido ao retiramos o vetor nulo de R? , logo diremos que o
conjunto é o R3 perfurado na origem e denotamos por R*\ {0}. E ainda no conjunto R\ {0},

definimos a relacdo de equivaléncia
v ~w < existe um ndmero real A £ 0 tal que v =A.w

Considere ainda o conjunto quociente dessa relagdo de equivaléncia.

RP? = (R*\ {0})/ ~.

Chamando RP? de Plano Projetivo e seus elementos de pontos projetivos, os quais
serdo denotados por 7, com v € R3\ {0}, pela relagio de equivaléciencia, o conjunto que ele

estd nomeado é o conjunto dos multiplos ndo nulos de v,
v={A.v;A €R}comA #0
Seja v = (v1,v7,v3) covencionalmente usamos a seguinte nota¢do para v, v= (v : vp : v3),

estd tripla é chamada de coordenadas homogéneas de v. Portanto, o subconjunto # C R?\ {0} é

uma reta perfurada, a aplicacao quociente € a funcdo denotada e definida por:

v :R3\ {0} — RP? dada por v (v)

v

Logo v é uma fungio sobrejetiva, pois 7 € RP? , pois para mostrar essa fato basta
tomarmos em R3\ {0} o elemento v, também, tem-se que ¥ nio ¢é injetiva, pois dado v € RIP?
existem em R3\ {0} vérios elementos cuja a classe de equivaléncia é a mesma de v, para isso

basta tomar todos os multiplos de v.

Na figura 19 temos as representa¢des dos pontos projetivos.

3.3.2 RELACAO ENTRE RP? E §?

Se olharmos a fungio v : R*\ {0} — RP? de outra forma, tomando como dominio da
fungdo a esfera unitaria centrada na origem em R3, onde toda reta perfurada ira interceptar a

esfera em dois pontos chamados de antipodais, logo definimos a funcao:

Vo : S? — RP?; dada por yy (v) =¥
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@

Figura 19: Pontos projetivos
Fonte: Autores

Como esta funcdo Yy faz com que cada classe de equivaléncia tenha apenas dois re-

presentantes, no caso

<

M:H—.VC

l :—ﬁ.vondev;ﬁO

Onde temos a ideia que podemos construir o Plano Projetivo sobre S*. Portanto to-

mando u, v € S, entdo a relagcdo de equivaléncia se torna:
U~vESu=vouu=—v

Temos o seguinte conjunto quociente desta relagdo de equivaléncia:

RP? = S§%\ ~

Portanto se tomarmos qualquer ponto v € RP2, pode ser representado por um ponto
u=(uy,up,u3) € S? tal que uz > 0, portanto, se tomarmos o hemisfério norte da esfera unitdria

temos que:

H,, = {u € S?%: (u,e3) =uz > ()}

A restri¢do da fun¢@o projetiva yp = H,, — RIP?, é sobrejetiva, assim dado v € RP?,

existe

u= - eS?seu; >0

vl

u,—u€S? seuz =0
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Figura 20: Ilustraciao de pontos projetivos na esfera
Fonte: Autores

Relacionando a reta eliptica a um grande circulo em S?, ou seja, todos os ciculos com
mesmo centro e mesmo raio. Considere a reta eliptica r,, = {u € S*us = O} C S?, ainterseccio
da reta eliptica da esfera unitdria com o plano xy entdo, os pontos da imagem de r,, por Y sdo

chamados de pontos ideiais, € dado pela fung¢do:

wo : H3 /re, — RP?/IL,

Neste caso, estamos identificando todos os pontos que pertencem a reta eliptica 7.,
obtidas pela intersec¢do da esfera unitdria com plano Xy, com isso traz a ideia de que esses

pontos possam ser representados como um Uinico ponto € mesmo ponto no conjunto quociente.

3.3.3 RETAS PROJETIVAS

Segundo (ANDRADE, 2015) usa-se a a aplicagio da proje¢do y : S> — RIP?, para

transportar os conceitos definidos em S? para o plano projetivo RP? .

Definiciio 3.3.1. Um subconjunto r C RIP? é uma reta projetiva se r for a imagem de uma reta
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eliptica pela projecio y : S* — RP?,

Por outro lado pode-se definir retas projetivas usando planos ao invés de pontos da

seguinte forma

Definicao 3.3.2. Um sub conjunto r C RP? é uma reta projetiva se r for a imagem de um plano
I pela projecdo v : R3\ {0} — RIP?

Em R> tem-se que um plano Iy C R? que contém a origem é determinado pelo seu
vetor normal 1) = (11,72,7M3), onde N é um vetor ndo nulo, portanto o plano I'y, serd definido

pela equacdo linear:
Iy imixyp +mx2+13x3 =0

entdo somos induzidos a pensar no plano projetivo pois todo multiplo de 17, AN com A # 0
dertermina o mesmo plano I'y = T', : AM1x1 + An2x2 + An3x3 = 0, logo podemos considerar

a classe de equivaléncia 7 € RP? ou seja i) = (11 : M2 : 13).

Se interceptarmos I'y com S? temos a reta eliptica entdo yp : S — RP? é uma reta
projetiva notag¢do ry para denotar r C RP? determinada pela reta eliptica ver figura 21 e figura
22.

Figura 21: Tlustracao de retas projetivas
Fonte: Autores
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Figura 22: Ilustracao de reta eliptica
Fonte: Autores

3.3.4 PLANO PROJETIVO DUAL

Para verificacdo axiomatica é util a ideia de Plano Projetivo Dual, consideremos RP%*
o subconjunto de todas a retas projetivas tem-se que cada ponto projetivo 7j € RP? define uma
Unica reta projetiva ry € cada reta projetiva r C RP? determina um unico ponto projetivo 7 (
a sua normal), utiliza-se a notagdo para Plano Projetivo Dual RP?**, como sendo o conjunto
de todas a retas projetivas. Os elementos do plano projetivo dual sdo normais das retas. Logo

Temos:

rp C RP? & 7) € RP*

RP**
L ]
il Y . 1
- @
I ®

Figura 23: Decomposicao Plano Projetivo Dual
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Figura 24: Plano Projetivo Dual
Fonte: Autores

3.3.5 GEOMETRIA AFIM

Seja[]:z=1C R*\ {0}, o plano paralelo xy, tangente a S* no pélo norte p, = (0,0, 1).

Podemos identificar naturalmente o plano R? com o plano [].

(x,y) & (x,3,1).

onde cada ponto (x,y,1) € [T € R*\ {0}determina um tinico ponto em RP? , no caso
(x:y:1)Logo o conjunto AP? = {(x:y: 1) € RP?(x,y,1) € R*}. é chamado de plano afim e
seus elementos de pontos afim: Portanto qualquer ponto projetivo v = (x : y : z) com z # 0 pode
ser representado como um ponto afim, para isto, tome a classe v = (’z‘ : % : 1) e v corresponde
ao ponto (’E‘, %) € R? igual a identificacdo afim. Entdo o Plano Afim é o plano projetivo menos a
reta ideal I.. Logo podemos relacionar plano Afim como hemisfério norte de S*> sem o equador
como a reta ideal é a reta projetiva r; onde sua normal € 7) = (0: 0 : 1), pode-se definir também

o Plano Afim da seguinte forma:
AP? = {(u1 Cup i u3) € RP?;us # 0}.

3.3.6 RETAS AFIM

A Reta Afim tem por defini¢@o a intersec¢do de uma reta projetiva com o plano afim
AP?. Como qualquer reta projetiva intersecta a reta I.., num tinico ponto, tem-se que uma reta

afim € uma reta projetiva menos o seu ponto ideal.
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Proposicio 3.3.1. A indentificacdo afim de R> com o plano afim AP? transforma a reta eucli-

diana ly, : N1x+ N2y + N3 na reta afim rg, onde = (N1 : M2 2 N3).

Demontragdo da proposicao acima (BARROS; ANDRADE, 2010)

3.3.7 O PLANO AFIM DUAL

Notagio AP?*:

A reta f) € AP* ou por r; C AP? em que 1 = (11, 12,73) com 13 # 0, observe que
AP? pode ser identificado como plano projetivo menos o ponto 77 = (0: 0: 1), logo temos que
a identificacdo de R2com o plano afim transforma a reta euclidiana ! : 11x + 12y + 13 = 0 na

reta afim i onde ) = (N1 :1M2:M3)

Figura 25: Ilustracao de retas afim
Fonte: Autores

Na figura 25 , observa-se o plano afim identifica-se o seguinte:

* Cada ponto do plano 7 determina uma reta passando pela origem e pelo dado ponto.
» Cada ponto do plano 7 determina uma reta passando pela origem e pelo dado ponto.

e Seasretas 1 e I’ C & se interceptam, seu ponto de intersecdo da lugar 4 reta de interse¢do

dos dois plano associados ale [’. (ver figura 12)
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* Quando as retas 1 e I’ C 7 s@o paralelas, os planos que elas definem ainda se interceptam

ao longo de uma reta passando pela origem e contida no plano Z=0.

Figura 26: Ilustraciao do plano afim
Fonte: Autores

Vale salientar que tal identificacdo nos permite calcular interse¢do de retas, equacdo de retas

por dois pontos, determinar se duas retas sdo paralelas, etc. de forma mais simplificada.

3.3.8 COLINEACAO

Define-se uma colinea¢io como uma aplicacio biunivoca v : RP? — RP? que preserva
a colineariedade, ou seja , se i,V ¢ w s30 pontos projetivos colineares, entdo as imagens y (i),
y(v) e y(w) sdo também pontos projetivos colineares. No espago das retas projetivas, seja,
o plano projetivo dual, RPP?*, identifica-se como plano projetivo RIP? , portanto satisfaz aos
axiomas da geometria projetiva, logo vemos que um colinea¢do é uma aplicacdo biunivoca
entre os planos projetivos P : RP? — RP?* assumindo as propriedades de colineariedade dual,
entdo se i, v e w sdo trés pontos projetivos colineares entdo p (i) =1, p (V) = L e p(Ww) = F sdo

retas projetivas concorrentes.
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3.3.9 CONSTRUCAO DE COLINEACAO

Segundo (BARROS; ANDRADE, 2010), para construir um operador linear A : R3 —
IR? basta estabelecer quais os valores de A nos vetores da base canonica C = {ey,e;,e3}, entdo
escolhendo os valores A(e;) = u, A(ez) = v e A(ez) = w, a matriz candnica do operador linear
é a matriz [A] = [u,v,w], portanto quando o conjunto u,v,w é uma base de R? o operador A é

invertivel.

Para construir uma colineacdo, € necessario fixar o valor da colinea¢do em quatro pon-

tos projetivos ndo colineares trés a trés. como nota-se na proposicao a seguir

Proposiciio 3.3.2. Se ii, v, w e T sd@o pontos de RP? néo colineares trés a trés, entdo existe uma

colineagdo A : RP? — RP? induzida por um operador linear invertivel A : R? — R3, tal que
Ale)) =i, Al&r)=7,A(e3)=weA(1:1:1)=7F

Demonstracao da proposi¢ao acima encontra-se no livro (BARROS; ANDRADE, 2010).
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4 A GEOMETRIA PROJETIVA

4.1 PORQUE ESTUDAR GEOMETRIA PROJETIVA?

No presente capitulo inicia-se com a seguinte sitacao:

Na Geometria Euclidiana postula-se a existéncia de retas que ndo se intersectam: isto
ocorrendo, diz-se que elas sdo paralelas, tal postulado contradiz a realidade que apren-
demos visualmente, se olharmos a figura abaixo se vé que tal realidade ndo esta real-
mente presente na Geometria convencional. (BARROS; ANDRADE, 2010, p. 93).

Figura 27: Route 66, EUA

Fonte: imagem retirada do site https://www.viajali.com.br/roadtrips-incriveis-nos-eua/

Quando estamos em longa estrada em linha reta, seu lados sdao assumidos paralelos,

entretanto nossa sensacao nos diz que elas concorrem num ponto muito longe, chamado ponto
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de fuga, este fendomeno € captado por uma fotografia ou por uma pintura sugerindo que a Ge-
ometria Euclidiana é um modelo da realidade ndo tdo préximo das nossas sensacdes quanto

estamos acostumados a pensar, como na figura 28 e figura 29:

Figura 28: A obra Escola de Atenas

Fonte: imagem retirada do site http://cienciasecognicao.org/neuroemdebate/?p=137

N\

Y

Figura 29: A Santa Ceia por Leonardo da Vinci

Fonte: imagem retirada do site https://historiaartearquitetura.com/2017/04/26/perspectiva/
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4.2 GEOMETRIA PROJETIVA UM ESTUDO AXIOMATICO

4.2.1 AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA

1. Termos Indefinidos;
(a) Ponto, reta, plano, pertence;
2. Axiomas de Incidéncia;

(a) Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

(b) Existem pelo menos trés pontos que nio estdo sobre uma mesma reta e todos os

pontos estdo sobre o mesmo plano.

(c) Toda reta contém pelo menos dois pontos.
3. Axiomas das Paralelas;

(a) Seja rp uma reta e A um ponto ndo pertencente a rn. Entao toda reta que passa por

A intersecta ry.
4. Axiomas de Continuidade;

(a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais € 0os pontos de uma

reta menos um de seus pontos.
5. Axiomas de ordem (nao existem)
As proposi¢des seguintes verificam os axiomas da geometria projetiva para ser utiliza-

dos posteriormente para solucdo de alguns problemas de geometria projetiva, suas respecitivas

demonstracdes podem ser encontradas em (ANDRADE, 2015).

Proposicio 4.2.1 (Incidéncia). Seja um ponto projetivo v € RP? e uma reta projetiva rp C RP2.

Entdo, V e rjj sdo incidentes se, e somente se, (v,1]) = 0.

”Dois pontos distintos determinam uma reta”.

Proposicao 4.2.2 (Equacdo de uma reta por dois pontos). Por dois pontos projetivos distintos v

e i incide uma reta projetiva, a saber,

ri, onde | =vXuc RIP2*,
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Figura 30: Incidéncia da reta eliptica com a reta projetiva
Fonte: Autores

Figura 31: Retas Projetivas passando por u e por v
Fontes: Autores

Proposicao 4.2.3 (Concorréncia de duas retas). Duas retas projetivas distintas, rj e ry concor-

rem num tinico ponto , a saber,

v=1nxVveRP2

Proposicao 4.2.4 (Equacdo de Colineariedade para Trés Pontos). Dados trés pontos i, vV e w

sdo colineares se, e somente se, det [u,v,w] = 0.

Proposicao 4.2.5 (Equacdo de concorréncia para trés retas). seja trés retas projetivas ry, ry e

ry € RP?*, tem-se que ry, ry e ry sdo concorrentes se, e somente se,det n,u,v]=0.



Figura 32: Colineariedade entre u, ve w
Fonte: Autores

Figura 33: Concorréncia de trés Retas Projetivas
Fonte: Autores

48
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5 APLICACOES DOS AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA NOS
TEOREMAS DE PAPUS, DESARGUES E PASCAL

No presente capitulo apresenta-se as demosntracdes dos teoremas de Papus e Desar-

gues com a utilizacdo dos axiomas da geometria projetiva demonstrados anteriormente.

Como os teoremas sao enunciados na Geometria Euclidiana, e o foco do trabalho é a
Geometria projetiva, apresenta-se suas respectivas demonstragdes através do sistema axiomatico

da Geometria Projetiva

5.0.2 TEOREMA DE PAPUS

A citagdo a seguir da um norte para o trabalho de Papus:

contribuicao mais importante de Papus de Alexandria para o conhecimento das conicas
foram os seus resultados sobre foco, diretriz e excentricidade. Ele unifica a definicdo
das trés curvas, que variam de acordo com o valor da excentricidade. Sua obra acabou
sendo o réquiem da geometria grega, pois, apds Papus, ela deixou de ser uma disci-
plina brilhante, apenas sua memdria foi preservada por escritores menos criativos e
comentadores.(CHAVES, 2013, p. 54)

De certa forma o trabalho de Papus inicia a chamada Geometria Projetiva e o teorema, que leva

0 seu nome, pode ser visto como uma consequéncia do teorema de Pascal.

Considere o seguinte enunciado para graficarmos o problemas: Sejam 1 e s duas retas
quaisquer no plano euclidiano. Escolhamos seis pontos distintos, trés pontos sobre a primeira

reta, digamos, U, V e W, e sobre outra reta U’, V' e W’ . Considere ainda os pontos .

A=VWNV'W,B=UW'NU'WeC=UV'NU'V.

o teorema de Papus afirma que A, B e C sdo colineares. Ver Figura 23.

Vamos reescrever o teorema de Papus da Geometria Euclidiana para uma linguagem

da Geometria Projetiva via identificagdo afim.
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Figura 34: Ilustracao do Teorema de Pappus
Fonte: Autores

Teorema 5.0.1 (Teorema de Papus). Tomando i, v, w, u', v/ e w, seis pontos projetivos distintos
, dos quais os trés primeiros estdo sobre uma reta ry, e os trés iitimos fora desta e sobre uma

outra reta ry entdo os pontos de intersecdo sao:
a = rﬁvw’ m rﬁl’lw’ b = rﬁuwl m rﬁu’w e C = rﬁuv/ m rﬁu/v

queremos mostrar que a, b e ¢ sdo colineares

Demonstracao 5.0.1. Da construcdo de colineacdo citada pela proposi¢do 3.3.2, tomamos

quatro pontos projetivos ndo colineares trés a trés logo podemos supor que :
i=(1:0:0,vV=(0:1:0),w=(0:0:1)eb(1:1:1)

1. Sev=(vi:vp:v3)é colinear com it e w, entdo da proposi¢do 4.2.4 temos que :

Vi V2 V3
det[v,v,w]=0=1|1 0 0|=0
0 0 1
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logo temos que vo = 0, portanto podemos escolher um representante para v do tipo
(B,0,1) com B #0, pois v= (v1,0,v3) = \13(V1 0,1) com v3 # 0 da relagdo de equi-

valéncia temos que ( ,0,1) é um representante de v ,pois podemos supor 3 =

2. Seil’ = (u},ub,ul) € colinear com w, b, entdo da proposigao 4.2.4:

uy Uy U3
det [ ,w,b] =0=10 0 1|=0
11 1

portanto uy —uy =0, logo u), = u| entdo podemos escolher um representante para u' da
!
forma (1,1,a') com &’ #0, poisu' =u/y (1,1, Z—,?) comuy # 0, da relagdo de equivaléncia

/ /!

u P . u
temos que (1,1, %) é um representante de u', pois podemos tomar o' = 7
1 1

3. Da mesma maneira W' colinear com ii e b, logo pela proposicdo 4.2.4 tem-se a seguinte

determinante:
/ / /
Wi Wy W3
det [W,i,b) =0=|1 0 0|=0
I 1 1
do determinante acima obtém-se wy —w), =0, logo W’y = w), entdo podemos escolher um

representante para w' da forma (Y, 1 1) com }/ +0, pois w = Wz( ,1,1), com wh #0
, da relacdo de equivaléncia ficamos com ( g 1,1), que é um representante de w’, pois

podemos tomar Y = —}.
&)

Como se sabe que b= (1:1: 1), entdo pode-se calcular os pontos a e ¢ pela proposicdo 4.2.3

portanto.

a = My XMy € C= My X Ny

Para encontrar a, calcula-se primeiro as normais 1,,, e N, basta verificar a proposigcdo

4.2.2:

€r €y €3

Mo =V X W v xw = B 0 1

Y 1 1

portanto M,y = (—1,—B +7v,B), agora falta calcular a normal N, através da proposi¢cdo
4.2.2.
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ey e e3
Mw=Vxw=Vxw=[0 1 0

0 0 1

logo anormal serd n,s,, = (1,0,0) como @ =n,,,» X N, temos que calcular da seguinte maneira

dada pela proposicdo 4.2.3:

el (%) e3
a = My X Nyy = |—1 _B+'}/ ﬁ :>a:(07ﬁaﬁ_'}/)
1 0 0

entioa=(0:B:B8-7)
Para encontrar ¢, encontra-se primeiro as normais M, e N,,, da mesma maneira

que fizemos os cdculos anteriores utilizando a proposi¢do 4.2.2, entdo resolvemos os seguintes

determinantes:

€1 ey e3
N =uxV=uxvV=[1 0 0

0O 1 0
portanto 1,y = (0,0, 1), agora falta calcular a normal 1,

e e e3
Ney=uxv=uxv=|1 1 o

B 0 1

logo Ny, = (1,0’ —1,—B) como ¢ = Ny X Ny, utilizando a proposicao 4.2.3 calculamos o

proximo determinante:

(] () €3
€=My XNyy=10 0 1 #CZ(—ﬁ(X—f—l,—l,O)
1 Ba'—1 —B
entdoc = (—Poa+1:—1:0)
Para mostra o teorema deve-se verificar se @, b e € sdo colineares, entdo basta mostrar

a validade da proposi¢cdo 4.2.4 entdo:

det|a,b,c] = 1 1 1
—-aB+1 1 0
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logo

1 b
det [a,b,c] = —P CwBil 0 +(B-7) _aB+1 1

entdo
det|a,b,c]=B—7Yd'B=p(1—-7)

agora falta mostrar que B(1—y a') =0, pelo critério de colineariedade como i, V' e W' estdo

sobre a reta projetiva ry da proposicdo 4.2.4 tem-se a seguinte relacdo entre os coeficientes o'

ey

1 o
O=det [/, V,W]=|0 1 0|=1-0ay
I 1

< °o ~

logo 1 —a'y =0 entdo B(1—y ') =0 portanto a, b e ¢ sdo colineares.

5.0.3 TEOREMA DE DESARGUES

O teorema de Desargues envolve tridngulos em perspectiva, pode-se ser enunciado da

seguinte forma :

Considera-se o triangulo com vértices U, V e W, assumindo que o posicionamento em
P ver figura (35), exista um ponto de luz e que o tridngulo seja opaco, o tridngulo projeta sua
sombra sobre um outro plano determinando um triangulo cujo os vétices sao U’, V' e W’, com
isso temos uma propriedade basica da perpectiva , onde o teorema de Desargues afirma que os

lados correspondentes do tridangulo e de sua sombra concorrem na intersecao dos dois planos .
Pode-se visualizar o teorema de Desargues no plano

Para demosntracao do teorema de Desargues com a utiliza¢do dos axiomas da Geome-

tria Projetiva , vamos escrever com a linguagem da Geometria Projetiva

Teorema 5.0.2 (Teorema de Desargues). Se A = {ii,v,w} é um conjunto de trés pontos projeti-
vos distintos e ndo colineares , e ainda ' = {ii’ ,V',W'} outro conjunto de trés pontos projetivos

distintos e ndo colineares tais que a interse¢cdo ANA' é vazia e que

{P} - rnuu’ N rnvv’ N rnww'



Figura 35: Ilustracao do Teorema de Desargues no espaco
Fonte: Autores

Figura 36: Ilustracao do Teorema de Desargues no plano
Fonte: Autores

entdo os pontos projetivos a, b e ¢ sdo colineares, em a que

a=ri,, Nrij, ., b=rg,, N Py €€ =T (17,5

vw
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Demonstracio 5.0.2. Assumindo pela proposicéo 3.3.2, que os pontos projetivos it, vV, W e p
sdo ndo colineares trés a trés , portanto a menos de uma colineagdo logo pela construcdo de

colineagcdo podemos assumir que

Existem niimeros reais o, 3 e Y diferentes de zero tais que os pontos i, Vv e w podem

ser representados por
i=(o:1:1),v=(1:B:1)ew=(1:1:7)

Para mostrar quem é ii, e ainda assume-se que u = (uy,uz,u3) como p, i e i’ sdo colineares

entdo pela proposicdo 4.2.4 obtemos a seguinte relagcdo:

I 1 1
det[p,u,u'| = |uy wy uz|=uz—u =0
1 0 O

Portanto us = up com up # 0, logo:
U= (I/ll,lxlz,u:;) = (ulvu2vu2) = MZ(Z_;7 17 1)

entdo para um representante de u, pode-se tomar o¢ = Z—; portanto u = (a,1,1).

Da mesma maneira pode-se mostra v, supondo que v = (vi,vo,v3), assumindo que p,

v e V' sdo colineares, verifica-se a proposicdo 4.2.4:

I 1 1
det[p,v,V']= vy vy v3|=vi—v3=0
0 1 O

do determinate anterior vi = vz com v3 # 0, logo

v=(v1,v2,v3) = (v1,v2,v1) =vi(L, Z,1)

note que o representante de v assumindo 3 = % serdv=(1,3,1).

Seguindo a mesma linha de raciocinio dos calculos feitos anteriormente, tomamos um
representante paraw, w = (w1, wa,w3), e ainda assumindo que p, w e W sdo colineares, basta

verificar a proposicdo 4.2.4:
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1 1 1
det[p,w,w’] =|w; wy w3|=wr2—w; =0
0O 0 1

nota-se que do cdlculo anterior wy = w| com wy # 0, entdo o representante logo tem-se que

w = (wi,w2,w3) = (wi,wi,w3) =W1(1,1,x_f)

entdo o representante de w assumindo que Y = x—f éw=(1,1,7).

Como queremos mostrar que a, b e ¢ sdo colineares, calcula-se os seus respectivos

representantes,
1. primeiramente mostra-se a via proposi¢do 4.2.3.
a=rq,, rq,

e ainda ry,, = TMyw = v X w, pela proposicdo 4.2.2 pode-se resolver o seguinte determi-

nante:
€)1 e e3
vxw=|1 B 1|=By—1e—(y—1)ex+(1—PB)es
I 1 v

portanto My, = (By—1:1—7v:1—p).

agora pela proposi¢do 4.2.2 calcula-se ry, , = Ty = vV xw' logo.

ey éx e3
Vixw' =0 1 0|=e;—0e+0e3
0 0 1

do determinante vemos que 1,y = (1:0:0)

Agora calculamos o representante de a com o seguinte determinante:

3] e es3
a="mwXMyw=|By—1 1=y 1-P
1 0 0

entdo

a=0:B—-1:y-1)
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2. Agora mostra-se b assumindo que a seguinte relagdo seja satisfeita pela proposicdo 4.2.3.

b=rz,, N PR

pela proposi¢do 4.2.2 obtemos a seguinte relagdo ry,,, = TNyw = u X w, portanto pode-se

calcular os determinantes a seguir.

ey éx e€3
uxw=lo 1 1|=(—1De—(ay—1)ez+(ox—1)es
1 1 vy

portanto Ny = (y—1:1—ay: a—1) e ainda i = Nuw = u' x w' entdo

el e e3
Wxw=|1 0 0|=0e —1le;+0e3
0 0 1

a normal serd T,y = (0: —1:0)

Agora basta calcular b via proposicdo 4.2.3.

4] (5] e3
b=Tuw X Muww =|y—1 1—ay a—1
0 —1 0

note que
Nuw X N = (€ —1)e; —0ex + (1 —7)es
entdo
b=(t—1:0:1-7)
3. Mostrando agora quem é ¢ da mesma maneira utiliza-se a proposi¢do 4.2.3.
C=rq,Nrq,,
pela proposicdo 4.2.2 temos que ry,, = Tuy = U X v portanto.

ey ey e3
uxv=la 1 1|=(1-Blej—(a—1)ex+(aff—1)es
1 B 1
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temos que a normal é M, = (1 — B : 1 —a: af —1) e ainda pela proposicdo 4.2.2.

_ — N . /
rnulvl - nu’v’ =u Xy

logo
€ € €3
W xvV=|1 0 0 =0e; —0ey+ les
0 1 O

entdo a sua normal serd M,y = (0:0: 1)

Agora basta utilizar a proposicdo 4.2.3 para calcular o representante de ¢

el (5] €3
E:T_"uvxﬁu/\}/: l_ﬁ l_a aB_l
0 0 1

e ainda
Tluw X T = (1= at)er — (1= B)ea + Oes
entdo obtém-se o representante de ¢
c=(l—-a:p—-1:0)

E por fim falta mostrar a validade da proposicdo 4.2.4 para os pontos projetivos a, b e &, com

isso basta mostrar que det [d, b, E} = 0.

0 B-1 1—y
det[ab,cl=la—1 0 1-y|=(I-a)(1-pB-D+(@-1)(B-1)(1-7)
l-a B—1 0

Como det [d,l_),é} = 0, portanto @, b e ¢ sdo colineares , logo fazem parte da mesma reta

projetiva.

5.0.4 TEOREMA DE PASCAL

Antes de mostrarmos o teoremas de Pascal, vamos estabelecer alguns conceitos preli-

minares do estudo de cOnicas para demosntragdo do mesmo.
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5.0.5 CORRELACOES

Segundo (BARROS; ANDRADE, 2010) o conjunto das retas projetivas em RP?" tem
como modelo o plano projetivo RPP?, com isso temos que um operador linear invertivel A :
R3 — R3 induz uma aplicagio A* : RP? — RP?", onde associamos um ponto projetivo ¥ a reta

projetiva r4-«(y), com isso pode-se citar a seguinte proposi¢ao

Proposicio 5.0.6. Seja A um operador linear invertivel R3. Os pontos projetivos @i, v e w €
RP?, sdo colineares, se, e somente se, as retas projetivas A*(ii), A*(V) e A*(w) € RP? sdo

concorrentes.

A demonstracdo desse fato pode ser encontrada no livro do (BARROS; ANDRADE,
2010).

5.0.6 CONICAS EM RP?

Definicao 5.0.1. Diz-se que um ponto projetivo v é auto-conjugado em relacdo a aplicagcdo

polar A* quando v € ra-(v),

analisa-se que a condi¢do de ser autoconjugado € expressa algebricamente com a

equacdo de incidéncia (v,A(v)) = 0 portanto temos a seguinte defini¢do

Definiciio 5.0.2. A conica determinada pela aplicacdo polar A* : RP? — RP? é um conjunto

definido e denotado por
Ca = {7 € RP% (v, A(v)) =0}

logo observa-se que na defini¢ao de conica o conjunto C4 nao depende do representante

do ponto projetivo tomado, pois se (v,A(v)) = 0, logo existe um nimero real & # 0 entdo

(av,A(av)) = a? (n,A(v)) =0

Proposicao 5.0.7. Uma reta projetiva ri contém no mdximo dois pontos autoconjugados asso-

ciados a uma aplicagdo polar A* : RP? — RP?

A demonstracao desse fato pode ser encontrada no livro do (BARROS; ANDRADE,
2010).
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5.0.7 RETAS TANGENTES

Defini¢ao 5.0.3. Uma reta projetiva ry é tangente d conica Cy se sua intersegdo com a conica

0COrre em um unico ponto.
Proposicio 5.0.8. Seja Ca é a cénica definida pela correlacio A* : RP?> — RP?', entdo em

cada ponto v € Cy incide uma tnica reta projetiva tangente, qual seja ra« (V)

A demonstracdo desse fato pode ser encontrada no livro do (BARROS; ANDRADE,
2010).

5.0.8 CONSTRUINDO CONICAS

Para contrugdo de conicas temos que demostrar que uma colineacao transfomar conica

em cOnica.

Proposiciio 5.0.9. Se C, é a conica definida pela aplicagdo polar A* : RP? — RP?" ¢ B: RP? —
RP? é uma coliniagdo, entdo B(Cy) é uma conica definida pela aplicagdo polar C* : RP? —
RP?, em que [C] = [(B~') cAoB™1].

Demonstragio 5.0.3. Seja w = B(V) entdo

(w,C(w)) = (w, (B~ )AB~!(w)) = (B(v),(B~'AB~(B(v))) = (B~ (B(v)),A(v)) =

portando levando em conta a autoconjugagdo , conclui-se que w € C¢ se, e somente

se, VE Cy

Proposicao 5.0.10. Considere os pontos projetivos €1, é3, €3, i = (1 :1:1) e v=(vi,v2,v3).
Se os pontos projetivos sdo ndo colineares trés a trés, entdo existe uma vnica conica C4 que
incide nos cincos pontos. Mais ainda, a conica Cy é induzida por um operador linear A do R3

cuja a matriz candnica é

0 V3(V1 —Vz) V2(V3—V1)
[A] = [v3(vi —v2) 0 vi(v2 —v3)
va(vi—vi) vi(va—v3) 0

Demonstracio 5.0.4. Seja F : R? — R a funcdo F (x,y,z) = (x%,y?,2%,xy,x2,yz). Observe que

F(Aw) = A%F(A) para todo A € R e todo w = (x,y,z) € R, portanto considere a matriz 6 x 6

definida por
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[C:F(el) F(ez) Fl(es) F(u) F(v) 2F(x,y,z)

onde ey, ey, e3, u e v sdo representantes canonicos dos pontos projetivos descritos

acima , logo obtemos a seguinte equacdo.
C:2vs (v1 — vz)xy + 2V2(V3 — V] )XZ +2v1 (Vz — V3)yZ =0

observe que os pontos citados acima satisfazem a esta equagdo, pois a andlise da matriz em
algum daqueles pontos produz uma matriz cuja a ultima coluna é o dobro de alguma outra

coluna, portanto, o determinante é zero.

5.0.9 HEXAGRAMA MISTICO DE PASCAL

Agora analiza-se o teorema de Pascal como ele estd para cOnicas assim como o teorema
de Papus esta para retas euclidianas. Um hexagono no plano projetivo € obtido de um hexdgono
do plano euclidiano via identificacdo afim seguida de uma coline¢do, logo podemos falar em
vértices adjacentes, vértice oposto, diagonal, etc. O teorema de Pascal € histérico, ele € o tnico

teorema que sobreviveu de um , provavel, texto escrito por Pascal que se perdeu.

Teorema 5.0.3. Se i, v, w, it’, V' e W sdo vértices de um hexdgrama inscrito numa cénica Cy,
onde v é adjacente as vétices il e w e as trés ultimas vértices listadas sdo vértices opostas as

trés primeiras, respeitando a ordem da listagem, entdo

a=rs,, Nry,, b=rq, Ory, ec=ry Ny,

pode-se notar também o teorema de Pascal no hexagrama mistico de Pascal

Demonstracio 5.0.5. Supondo que it = (1:1:1),v=(1:0:0),8’ =(0:1:0), w' =(0:0:1),
e ainda pode-se tomar via identificacdo afim os pontos projetivos , V.= (vi :va: 1) e w = (wy :

wy @ 1), logo temos primeiramente que mostrar quem sdo os representantes

a = My X My, b= Nuw X Mty € € = My X Nty

1. Descobrindo um representante para a, pela proposi¢do 4.2.3 obtemos a = 1, X Ny,

entdo pela proposigcdo 4.2.2 pode-se calcular as normais 1M, € Ny, -

el er e3
Mow =VvXW =1 0 0]|=0e; —e;+0e;3
0 0 1



Figura 37: Ilustracao do Teorema de Pascal
Fonte: Autores

Figura 38: Ilustracdo do Teorema do Hexagrama Mistico de Pascal
Fonte: Autores

entdo o representante da reta normal serd 1,,, = (0,—1,0), e ainda

e e e3

Mow=VXw=|v; vy 1|=2—wr)e;—(vi—wi)ez+ (viwa—vowy)es

wip wp 1
portanto 1M, = (V2 —WwW2,W1 —V1,VIW2 — V2W1) agora calcular a entdo

€1 €2 €3

a="Myw XNyw| 0 -1 0 = (—viwa2+vawy)e; —0er+ (va+wo)es

V2—WwW2 Wi —Vi VIW2—VaW]
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com isso obtemos o representante @ = (—viwy +vawy : 0: vy +wy)

. Da mesma maneira utilizando a proposicdo 4.2.3 pode-se descobrir um representante
para b como b = M,y X Ny € ainda utilizando a proposicdo 4.2.2 pode-se calcular as

normais My, € Ny

e ey e3
Nuw =uXw =1 1 1|=e;—ex+0e;3

0 0 1

logo seu representante é 1M,y = (1,—1,0), e ainda

€y €y €3
NMuw=uUXxXw=|0 1 0|=e;—0e—wie3

wp wsp 1
e seu representante serd 1,,, = (1,0, —w1) agora basta calcular b:

e; ey e3
b:nuw’xnu’w I -1 0 |=wie1+wiex+e3
1 0 —W]

com isso seu representante serd b = (wy :wy : 1)

. E ainda falta descobrir um representante para ¢, da mesma maneira utilizamos a proposi¢do
4.2.3 com isso temos que ¢ = N,y X Ny, € ainda utilizando a proposi¢do 4.2.2 calcula-se

as normais M,,, Ny portanto, tem-se que

el er e3
N =uxvV =1 1 1|=0-wm)er—(1—vi)ez+(v2—vi)e3

Vi V2 1
logo Ny = (1 —vp,vi — 1,v2 — V), e ainda

ey éx e€3
Nuy=u'xv=10 1 0]|=0e; —0e—e3
I 0 O

portanto N, = (0,0, —1) agora calcular ¢ entdo
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€1 ) €3
=My XNuy|1—=va vi—1 vy—vi|=(1—=vi)e1+ (1 —v2)ex+0e3
0 0 —1

note que seu representante é ¢ = (1 —vy: 1 —v,:0)

para saber se os pontos projetivos a, b e ¢ sdo colineares basta mostrar verificar a proposicdo

4.2.4, entdo det [a,b,c] = 0, resolvendo a matriz obtém-se:

—Vowp + Vowq 0 V) —Wo

—v;+1 1—vy 0
(vivaw —wiwavy) — (—wiwava +vivows) + (viwa —wiva)

o resultado do determinante anterior resulta na seguinte matriz

1 I 1
Vivo Vi V2

wiw2 wip w3

Agora o determinate da matriz obtida acima é zero , pois é igual a metade do determinate de

[F(e) Fles) Fles) F(w) F(v) 2F(w)],

que resulta em zero, pois essa matriz 6 X 6 é obtida na demonstragdo da proposigdo 5.0.9

5.0.10 CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DE PASCAL

Para o teorema de Pascal existe algumas variantes, de modo que pode-se analizar para
outros poligonos inscritos na conica de acordo com (CATALDO, 2013) obtemos as seguintes

particularizac¢des para pentdgono, quadrildtero e triangulo.

* Particularizacdo para um pentdgono inscrino na conica , observe a figura 39.

Um pentdgono estd inscrito em uma conica e a reta tangente a curva num vértice intersecta
a reta que contém o lado oposto no ponto C. Se A e B sao os pontos de intersecdo das

retas suportes dos outros pares de lados ndo adjacentes, entdo A, B e C sdo colineares
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Figura 39: Teorema de Pascal para o pentagono
Fonte: Autores

Figura 40: Teorema de Pascal para o quadrilatero
Fonte: Autores

* Particularizacdo para um quadrilatero inscrito na conica , observe a figura 40.

Os pontos U, V, U’ e V’ entdo sobre a conica formando um quadrildtero , com os lados
opostos UV e UV’ concorrentes em um ponto A. Se os pares de retas (ry,r2) e (r3,rs)
tangentes a cdnica, nos pontos (U,V) e (U’,V') , intersectam-se nos pontos B e C, entdo

esses pontos A , B e C sdo colineares.
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* Particularizagdo para um tridngulo inscrito na conica , observe a figura 41.

Figura 41: Teorema de Pascal para o triangulo
Fonte: Autores

Dado um triangulo AUVW inscrito em uma cOnica, os pontos A, B e C de intersecao
de cada um dos lados com as tangentes a cOnica, nos respectivos vértices opostos, sao

colineares
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6 APLICACAO DOS AXIOMAS DA GEOMETRIA PROJETIVA EM
PROBLEMAS

Os problemas citados a seguir sofreram uma adptacao para aplicagdo no ensino médio
, uma vez que ja foram solucionados com o auxilio da Geometria Projetiva apresentada pela
(SBM, 2017) , no entanto com uma teoria um pouco ’pesada” para tal ensino , sendo assim
utiliza-se dos axiomas da geometria projetiva para apresentar uma solugdo alternativa para tais

problemas, viabilizando sua aplica¢@o no ensino médio.

6.0.11 PROBLEMA 1

(CHINA-1997) O quadrildtero ABCD esta inscrito num circulo S. Seja X o ponto de
interseccdo entre os prolongamentos dos lados AB e CD e W o ponto de interseccao entre os
prolongamentos dos lados AD e BC. As tangentes tragadas por X intersectam S em Y e Z. Prove

que W, Y e Z sdo colineares.

Figura 42: Situacao Geométrica Ilustrativa I
Fonte: Autores
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Para viabilizar a apresentacdo de tal problema com a utilizagdo dos axiomas da Ge-

ometria Projetiva no ensino médio,tomamos um caso mais particular de um quadrildtero com
Lo 2

vértices nos pontos A = (—1,0), B= (—i i) D= (1,0)eC = (a,p) com % <a<le

0<B< g inscrito num circulo unitdrio, com isso o restante do problema toma forma den-

tro do plano cartesiano, logo pode-se utilizar a teoria da Geometria Projetiva para viabilizar a

solugdo de tal problema.

Solucao 6.0.1. A proposta para solucionar esse problema em um caso particular, consiste na
utilizagcdo do conceito de colineagcdo dada pela proposicdo 3.3.2 , neste sentido vamos tomar
quatro pontos ndo colineares trés a trés , como por exemplo: A = (—1,0), B = (—ﬁ ﬁ)
D=(1,0)eC=(a,B), com %= 2 ca<lel< B < ‘[ Para estes pontos temos a seguinte

situagdo grdfica:

Figura 43: Situacao Grafica
Fonte: Autores

Como queremos mostrar que W, Z e Y sdo colineares, vamos encontrar os represen-
tantes dos respectivos pontos. Primeiramente calcula-se o representante para w , para isso

verificamos a proposicdo 4.2.3, logo temos que :

W = Nap X NBC

entdo para calcular as retas normais Map e Npc toma-se os pontos A, B, C e D via identificagcdo
afim, portanto A= (—1:0:1), B ‘:(_ﬁ.ﬁ. 1), D=(1:0:1)eC=(a:B:1) com
‘[ <a<lel<fB< ‘[ , logo pela proposicdo 4.2.2 temos que.
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ey e €3
NMap =det |—1 0 1| =(0,2,0)
I 0 1
e
€] e €3
npc=det | -2 2 1| =(L-BL+a,-¢p-La)
o pB 1
entdo o ponto de intersessdao W é dado por
el (5] e3
W =nNap X Npc =det | 0 2 0 = (V2B —V21,0,28 —/2)
fop Gra —Gp-a

como 3 # \/TE temos que o representante de W via identificacdo afim é W = (—-F—== —V2B-—v2a ,0,1

2B-V2 )
portanto seu representante no plano projetivo é W = (= \Zf fa 0:1)

Da mesma forma cdlcula-se as coordenadas de X no plano projetivo, logo pela proposi¢do
4.2.3 tem-se que,

= NaB X Npc

portanto pela proposicdo 4.2.2 temos que a reta normal Nap é dada por.

Nap = det 1 0 1 (—471 4, 4)
BRI
2 2
da mesma maneira calcula-se Npc
e]p e €3
NMpc=det |1 0 1|=(-B,0a—1,B)
o B 1
Portanto o de intersesdo X é dado por
el e [}
X =MNap X Npc = det —@ —@ —‘? =
- a-1 B

(B— 3B+ — 2 V2P, a4 p— %
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como 4 — a@ +B— % B #0, com 4 <a<led<fB< @ portanto, temos pela identificacdo

fim que X — (P28 22 V2P 1), 1 tante no pl eti

afim que X = (5= 57—, 5 5.« 5 1) [0go seu representante no plano projetivo
T 0B B o BB

é)_(: (ﬁ—gﬁﬂ"@—@ . V2B . )

G Hp—F PP

Por outro lado sejam Y = (y1,y2) e Z = (21,22), onde seus representantes no plano
projetivo via identificagdo afim sdo, Y = (y1 :y2:1) e Z=(z1 : 22 : 1) e ainda tem-se que a
equagdo da circunferéncia é S : x*> +y* = 1, entdo pela identificacdo afim no plano projetivo S
é dado por S : x* +y* 4z =0, como y pertence a reta tangente a S e portanto pela proposicio
3.3.1 temos que y1X' +y,Y' 4+ 1 =0, da mesma maneira como Z pertence a reta tangente a
S temos pela proposicdo 3.3.1 que 71X’ +20Y' 4+ 1 = 0 logo pode-se montar um sistema de

equacgoes dado a seguir,

y1X/+y2Y/+1 =0
X' +2Y'+1=0

resolvendo o sistema, temos que (y221 —22y1)X'+ (22— y2) =0 entd@o —(y2z1 —20y1)X' =
(z2 — y2), feito isso, pode-se mostrar que W, Z e Y sdo colineares, logo basta verificar a va-
lidade da proposicdo 4.2.4, portanto tomamos os pontos W = (wy :0:1), Z=(z1:22: 1) e

Y = (y : 2 : 1) basta calcular o seguinte determinante,

wi 0 1
detW,.Z,Y]= |z1 2o 1| =(z2—y2)w1+ (2132 —y122)
i oy2 1

como —(y2z1 — 22y1)X' = (z0 — y2) entdo tem-se que
— (221 —22y1)X'w1 + (221 — 22)1)

Como X pertence a reta tangente a g, entdo basta mostrar que xyw; = 1.

entdo tomando

X = B— 2B+ ¥R -2 owi — —V2B—V2a
S oa i+ L2p 26-v2

portanto
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logo
xXjwy = 2B+ B —af+B—afVI+af—al+a
V2B—pavEr2p -V 1025 B
entdo
xpwy = —Y2B2-oBVaratpip—a’

—V2B2—Bov2+a+p+2p%-1

logo, basta mostra que B — a* = 23% — 1 de fato, como o ponto C = (a, B) pertence

a circunferéncia S : x> +y* = 1 segue que o> + % = 1, além disso, a*> = 1 — B2 portanto

B2~ (1-p%) =251

logo temos que xyw| = 1 e pela propriedade 4.2.4 conclui-se que det[W,Z,Y]| =0, de

onde segue que W, Z e Y sdo colineares.

6.0.12 PROBLEMA 2

(CHINA-1996) Seja H o ortocentro do triangulo acutangulo ABC. As tangentes tracadas
por A ao circulo de didmetro BC intersectam o circulo em P e Q. Prove que P, Q e H sdo coli-

neares.

Figura 44: Situacao Geométrica II
Fonte: Autores
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Da mesma maneira que fizemos no problemal, para viabilizar a apresentacdo de tal
problema com a utilizacdo dos axiomas da Geometria Projetiva no ensino médio,tomamos um
caso mais particular para os pontos B = (—1,0), D = (—@,—@), C=(1,0)e E=(a,p)
, com g <a<led<B< 4 sendo D e E pontos onde o lando AB e BC do triangulo
que intercepta o circulo unitario, com isso o restante do problema toma forma dentro do plano
cartesiano, logo pode-se utilizar a teoria da Geometria Projetiva para viabilizar a solucdo de tal

problema.

Solucao 6.0.2. A proposta para solucionar esse problema em um caso particular, conciste na
utilizagcdo do conceito de colineacdo citada pela proposicdo 3.3.2, neste sentido vamos tomar

V2

quatro pontos projetivos ndo colineares trés a trés , com por exemplo: B=(—1:0), D= (— 5

—@),C:(I:O)eF:(a:B),com§<a<le0<ﬁ<@.Pamestespontostemosa

seguinte situagdo grdfica:

Como queremos mostrar que P, Q e H sdo colineares, vamos encontrar os representantes dos

respectivos pontos.

Vamos iniciar aplicando a proposicdo 4.2.3 para encontrar um representante para A
, uma vez que ele é o ponto de intesessdo das retas tangentes com a circunferéncia , onde os

pontos de tangéncia sdo respctivamente P a Q, logo temos que:

A =npp X NcE

portanto temos que encontrar as normais Npp e Nck, pela proposicdo 4.2.2.entdo:

el e3
Npp =det | —1 1 :(—§,1—§,—§)

e ainda

e| e e3
Nce =det |1 0 1 :(_ﬁva_lﬂﬁ)
o B 1

portanto
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Figura 45: Situacao Grafica II
Fonte: Autores

€l €2 €3

A ="pp X Ncg =det —@ -2 V2l

2
B a-1 P
(B— 2B+ a7, V2B. 7 — a4 f— 2P)

como@<0¢<1e0<[3<§t€mosque
A=(p—Pp+aP — P VPP P +f—2p)

portanto pela identificacdo afim podemos tomar um representante para o ponto projetivo

Ao(pofsett
Foa P rp-p G oaep-vp
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Da mesma maneira podemos cdlcular pela proposicdo 4.2.3 H = T\pc X g entdo pela proposicdo

4.2.2 calcula-se as retas normais Npc e Ngp temos que

el e €3
Mpc=det | -2 2 | =2 L2+1,-%2)
1 0 1
e ainda
ey e é€3
T]EB:del‘ (04 B 1 =(B,—a—1,ﬁ)
-1 0 1
portanto
(4] (5] e3
H=ngpxnpc=det |2 L2411 —2|=
B —a-1 B

(BB~ =, —V2p, —Pa—F % —p)
c0m0§<0€<1€0<[3<§t€mosque
H= (B2 +p— =¥, V2, —YPa— 32— B2 —p)

2 2

portanto pela identificacdo afim podemos tomar um representante para o ponto projetivo

= ( pR+B—aP -2 : —V2B . 1)
e R

H

Por outro lado sejam P = (p1,p2) ¢ Q = (q1,92) onde seus representantes no plano
projetivo via identificacdo afim sdo P = (py :p2:1) e Q= (q1 : g2 : 1), e ainda tem-se que a
equagdo da circunferéncia é S : x> +y* = 1, entdo pela identificacdo afim no plano projetivo S
¢ dado por S : x> +y*> 4z =0, como P pertence a reta tangente a S, e portanto pela proposicio
3.3.1 temos que p1X' + pY' —1 =0, da mesma maneira como Q pertence a reta tangente a
S temos pela proposicdo 3.3.1 que q1X' +qY' —1 = 0, logo pode-se montar um sitema de
equacoes dado a seguir.

p1X +pY' —1=0
qu/—l—qu/— 1=0
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entdo
p192X' +pagaY’ —q2 =0
P21 X' +pagpY’ —p2=0
resolvendo o sistema temos que —(p1q2 — p2q1)X' = p2 —q2 (1) e ainda
X' +p2q1Y' —q1=0
pigi X' +p1gaY’ —pry =0
logo resolvendo o sistema temos que (p1q2 — p2q1)Y' = p1—q1 (2)

feito isso, pode-se , mostrar que P, H e Q sdo colineares, logo basta verificar a va-

lidade da proposicdo 4.2.4, portanto tomamos os pontos P = (py: py: 1), H=(h;: hy: 1) e

0= (q1:q>: 1), entdo calculamos o seguinte determinante:

h hy 1
det[P,H,Ql= |p1 p» 1| =hi(p2—q2) —ha(p1 —q1)+ (p1g2— p2q1) (3)
a1 q 1

com isso substituindo (1) e (2) em (3) temos que

—mX'(p1g2 — p2g1) + Y (p1g2 — p2q1) + (192 — p2q1)
portanto
(p1g2 — p2g1)(1 — (M X'+ 1Y)

Como A pertence a reta tangente entdo basta mostra que (hia1 +hpay) =1 como ay =

(/3*4/”0‘@*@)’ 2= V2B = BR+B-a - Yehy=( —V2B )
P BT G oa -4 p) —Fa P opyp Lo P-pr-p
entao
(BLBoa P ) BGprat Ry VB g VP
T B e A B b M S S Y B

entdo manipulando os cdlculos temos que

2
B2+ 8 —aBBV2+ % L 12p?
2
B —ap+pvI-%+1

como E = (o:pB:1), com o> ‘/TE e P < 4 pertence a circunferéncia unitdria temos que
a?=1-p?logo



76

2 2
—B2+E —apipv2ri-B112p2
2 2
B ap+Bva+E—1y]

entdo

—B>—ap+pvV212> _ pP-aftpv2 _ 4
B*—ap+pv2 B*—ap+pv2

logo conclui-se que (hjay + hyay) = 1 portanto pela propriedade 4.2.4 temos que se
det|P,H,Q] = 0 entdo P, H e Q sdo colineares.

6.0.13 PROBLEMA 3

Seja ABCD um quadrilatero circunscritivel e EFGH pontos em que seu incirculo toca

AB, BC, CD e DA respectivamente . Prove que AC, BD, EG e FH sdo concorrentes .

Figura 46: Situacao Geométrica III
Fonte: Autores

Da mesma maneira que fizemos nos problemas 1 e 2, para viabilizar a apresentacdo de tal
problema com a utilizagdo dos axiomas da Geometria Projetiva no ensino médio, tomamos
um caso mais particular para para um quadrildtero circunscrito num circulo unitdrio com os
seguintes pontos A = (a,—1), B=(1,—1),C=(1,1)e D= (d,1) , E=(0,—1), F = (1,0),
G=(0,1)e H= (—g, g), com isso o restante do problema toma forma dentro do plano
cartesiano, logo pode-se utilizar a teoria da Geometria Projetiva para viabilizar a solu¢do dol

problema.

Solucao 6.0.3. A proposta para solucionar esse problema em um caso particular, conciste na

utilizagdo do conceito de colineagdo citada pela citada pela proposicdo 3.3.2, neste sentido
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vamos tomar quatro pontos ndo colineares trés a trés, como por exemplo: A = (a,—1), B =

(1,—1),C=(1,1) e D= (d,1), E(0,—1), F = (1,0), G= (0,1) e H = (—%2,%2). Para estes

pontos temos a seguinte construgdo geométrica:

D{d, 1) 0. 1) clL1)

Fi1,0)

Bi(1.-1)

Ein, —1)

Figura 47: Situaciao Grafica I1I
Fonte: Autores

Para comegar a solugdo tomamos os pontos projetivos via identificacdo afim portanto

temos que
A=(a:-1:1,B=(1:-1:1),C=(1:1:1)eD=(d:1:1),E(0: —=1:1), F=(1:0:1),
G=(0:1:1)eH=(—%:4L:1)

portanto pela proposicdo 4.2.2 calcula-se primeiramente as esquagoes normais Nac, NEG, MHF
enNBp .

Calculando Nac:
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el e e3
NMac=det |a —1 1| =(-2,1—a,a+1)
I 1 1
portanto ac = (—2:1—a:a+1)
Calculando Ngg:
ey ey e€3
Neg=det [0 1 1| =(2,0,0)
-1 1

portanto Mg = (2:0:0)

Calculando NMyF:

el ey e€3
Nur =det —@ ‘/TE 1 =(§7§+1,—§)
1 0 1
portanto Mg = (ﬁ : % +1: —\/TE)
Calculando Mpp:
el ey é€3
Nur =det |d 1 1| =2,1-d,—d—1)

portanto Mpp = (2: 1 —d : —d —1):

e ainda podemos particularizar pelo teorema de Pascal, tomando o quadrildtero EFGH

inscrino na circunferéncia, portanto temos a seguinte construcdo:

Com a particularizacdo do teorema de Pascal citada anteriormente, temos que o ponto projetivo
X é o ponto de intersessdo das retas secantes a circunfréncia, logo pode-se calcular o seu
representante no no plano projetivo através da proposicdo 4.2.3, com isso podemos calcular
o ponto projetivo através da proposicdo 4.2.3 X = NHG x NEF logo calcula-se as seguintes

matrizes :
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Ly, 1)

Fi1,m)

Figura 48: Particularizacao teorema de Pascal para quadrilateros inscristos I
Fonte: Autores

€l ey e3
0 I 1
e ainda
€1 ey €3
Nug =det |0 —1 1| =(-1,1,1)
1 0 1
logo tem-se que
e ey e3
X=nugxnMug=det| —1 1 1 |=(-v2,-1,1-V2)

portanto a coordenada de X = (—\/5,—1,1 — \/5) logo o representante no plano projetivo

X=(—V2:-1:1-v2)

E ainda podemos particularizar pelo teorema de pascal, tomando o quadrildtero EFGH

inscrino na circunferéncia, portanto temos a seguinte contrug¢do:
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C(1.1)

F(1,0)

Figura 49: Particularizacao teorema de Pascal para quadrilateros inscristos I1

Fonte: Autores

Com a particulariza¢do do teorema de pascal citada anteriormente, temos que o ponto projetivo

y € o ponto de intersessdo das retas secantes a circunfréncia, logo pode-se calcular o seu

representante no no plano projetivo através da proposicdo 4.2.3, com isso podemos calcular o

ponto projetivo pela proposicdo 4.2.3Y = NEH x NFG logo calcula-se as seguintes matrizes :

€1

NEH = det 0

V2
2

e ainda

ey é€3
BRI EICIEE S ey
20
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ey e e3
Nrg=det |0 1 1| =(1,1,—-1)
1 0 1

logo tem-se que

4] (%) e3

Y =Ny X Npg = det 1 1 =1 | =(=V2,vV2+1,1)
|2 VI 2
2 2 2

portanto a coordenada de Y = (—\/5, V241, 1) logo o representante no plano projetivo Y =

(—\/i:\/i—klzl)

Agora basta calcular os seguintes det [NgG, Nac, NHF| e det [Npp, NEG, NHF| portanto

2 0 0

det MgG,Nac:MurF]l = | -2 1—a a+1 =2[(1—a)(—§)—(a+1)(@+1)
VI V2L 2
2 2 2

entdo

2-L 4 La—aP—a—P—-1)=2(—2—a—1)

da particularizacdo do teorema de pascal tem-se que X, A e C sdo colineares, logo

pela proposigdo 4.2.4 temos que det[X,A,C] = 0 entdo

a —1 1
det/A,C,.X]=| 1 1 1 =0
V2 -1 1-V2

com isso obtém-se a seguinte relagdo de que a = —/2 — 1 portanto 2(—\/5 — (—\/_ —
1) — 1) =0 logo pela proposicdo 4.2.5 temos que Ngg, Tac € TigF concorrem em um mesmo

ponto.

Da mesma maneira tomamos o det [Npp, NeG, Nur| logo

0 0
1—d —d—1|=2|(1-d)(~L)—(~d—1)(Z+1)

2
2
2 2 2
7 G -y

det (NBp,NEG, NHF) =
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entdo
AL 4 d P2 +d P +d+E+1)=2(v2d+d+1)

da particularizacdo do teorema de pascal tem-se que Y, D e B sdo colineares, logo

pela proposicdo 4.2.4 temos que detY,D,B] = 0 entdo

—V2 V241 1
detlY,D,B]= | d 1 1| =0
1 -1 1

com isso obtém-se a seguinte relacdo de que d =1 — \/Eportanto 2[\/5(1 — \/i) +1—V2+ 1=
2(v2 =242 —+/2) =0 logo pela proposicdo 4.2.5 temos que Tigp, TigG € Tigr concorrem em

um mesmo ponto. entdo conclui-se que AC, BD, EG e FH sdo concorrentes.

6.0.14 PROBLEMA 4

Como plantar dez arvores em dez fileiras de trés arvores cada uma para que cada arvore

esteja exatamente em trés fileiras?

Solucao 6.0.4. Tomando os Aspc e Aper de maneira que os segmentos AE, BD e CF se encon-
tram em G e ainda AB e DE se encontram no ponto H, EF e AC se encontram no ponto I e DF e
BC se encontram em J, de maneira que H, I e J sdo colineares, entdo temos a seguinte situagcdo

geométrica:

Figura 50: Situacao Geométria IV
Fonte: Autores
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se tomarmos os pontos A, B, C, D, E, E, G, H, I e J como drvores e os segmentos AE, BD, CF,
AB, DE, EF, AC, DE, BC e HJ como fileiras , temos pelo Teorema de Desargues que a situacdo

geométrica IV é verdadeira , logo o problema estd resolvido.
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7 ANALISE DAS APLICACOES DOS EXERCICIOS NO ENSINO MEDIO

Para andlise dos problemas demonstrados no capitulo anteior pode-se ressaltar que as
resolucdes tem uma matemdtica um tanto pesada para o nivel de ensino abordado nos anos
finais do ensino médio, entretanto pode-se apresentar tais execicios como uma nova abordagem

da Geometria Analitica com aplicagdes no universo projetivo.

Com os conceitos abordados acima pode-se fazer uma ponte para o sistema axioma-
tico da Geometria Projetiva tendo assim um entendimento melhor por parte dos alunos, desse
modelo de Geometria Nao-Euclidiana e, ainda as diretrizes curriculares do estado do Parana
(PARANA, 2008) cita que no ensino médio, deve-se garantir ao aluno o aprofundamento dos
conceitos da Geometria Plana e Espacial em um nivel de abstracdo mais complexo, nesse con-
texto os alunos analisam os elementos que estruturam a geometria através da representacao
algébrica, ou seja, a Geometria Analitica, nesse caso se torna uma ferramenta importante o es-
tudo das coordenandas cartesianas, equacao da reta, estudo da circunferéncia no plano e estudo
das posicoes, com isso se torna necessario conhecer as demosntracdes das foérmulas, teore-
mas, conhecer e aplicar regras e convengdes matematicas, vale ressaltar que no ensino médio,
aprofundam-se os estudos das no¢des de Geometrias Nao-Euclidianas, nesse sentido pode-se
abordar no ensino da Geometria Eliptica conceitos que também podem serem vistos como um

modelo de Geometria Projetiva simples.

Pode-se fazer um roteiro de conceitos para que se possa apresentar a Geometria Proje-
tiva elencada com a Introdugdo a Geometria Analitica. Nos problemas 1, 2 e 3 temos estabele-
cidos certos conceitos matematicos um tanto pesados para o ensino médio , entretanto pode-se

fazer uma ponte para eles, elencando os itens a seguir:

1. Conceitos de coordenas cartesianas; Nota-se nas particularizacdes dos determinados pro-
blemas podemos apresentar o conceitos do estudo do quadrantes e de coordenadas cartesi-
anas, fazendo com que o aluno entenda o conceito de pontos para solucao de determinados

problemas.

2. Conceitos de Bissetriz dos quadrantes; Nas particularizacdes foram tomadas coordenadas
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que pertencem a bissetriz dos quadrantes pares.

3. Conceitos de colineariedade entre pontos ; dentre as retas apresentadas temos que para
equacionar uma reta, e ainda temos o conceito do determinante abordado em sala , como
em uma reta existem infinitos pontos ,temos que pelo conceito de colineariedade a equacao

geral da reta.

4. Conceitos de equagdes de retas; como citado no item anterior quando trabalhamos identificagao
afim, estamos abordando os conceitos elencados no plano em R? ou seja as equagdes mais
precisamente a equagdo geral da reta apresentada no conceitos preliminares e utilizada

nos problemas propostos no trabalho.

5. Aplicacdo da equacgdo da circunferéncia; Conceito para particularizacdo da equagao da
circunferéncia centrada em (0,0) com isso temos mais uma abordagem dos conceitos

introdutorios a Geometria Analitica.

6. Posicao de retas em relagdo a circunferéncia; Conceitos e aplicacoes das posicOes relati-
vas reta em relagdo a uma circunferéncia, mais precisamente as retas tangentes a circun-

feréncia.

7. Aplicacdo do cédlculo do determinate de matrizes; Conceito e aplicacdo do célculo do
determinanante de uma matriz, podendo-se deixar a cargo do aluno o método que jugar

mais adequado a ele.

Conhecer as demonstragdes das formulas e teoremas, aplicando as regras e convengoes
matematicas, tanto no estudo da geometria de posi¢do como no célculo de area de figuras
geométricas planas, se mostra viavel conhecer certos conceitos matematicos. Na apresentagao
da soluc@o do problema 4, onde com a demonstracao do Teorema de Desargues o soluciona,
com isso nota-se que as demonstracdes matematicas sao importantes no ensino da matematica

aplicada em anos finais do ensino médio.
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8 ALGUMAS CONSIDERACOES

Esse trabalho tem como objetivo principal apresentar a aplicacdo do sistema axiomatico
da Geometria Projetiva para solucdo de problemas, tomando como parametro os problemas de
treinamentos para olimpiadas de matemadtica, tais problemas podem ser elencados no ensino
médio tendo em vista que os célculos realizados para as demonstracdes das solucdes sdo apre-
sentados no estudo da Introducdo a Geometria Analitica que € contemplada no anos finais do
ensino médio, e ainda apresentacao dos principais teoremas da Geometria Projetiva, sendo eles,

Teorema de Papus, Teorema de Desargues e Teorema de Pascal.

A partir do capitulo 3 temos a apresentacao de alguns conceitos preliminares da Introducdo
a Geometria Analitica e Geometria Projetiva depois no capitulo 4 tomaram o caminho da

apresentacdo do sistema axiomatico da Geometria Projetiva com suas respectivas demonstragoes.

Desta forma, ressalta-se que nao se pode abordar todo o conhecimento matematico
a0 mesmo tempo, até mesmo porque os conceitos matematicos ndo foram construidos dessa
maneira. No ensino proposto temos uma matemdtica um pouco pesada para o ensino médio,
entretanto podemos apresentar os problemas como uma aplicacdo da Geometria Analitica na
Geometria Projetiva através do uso de seus axiomas, portanto se tiver uma ponte de ligacdo
entre os conceitos abordados na resolu¢do dos problemas e os conceitos da parte introdutdria
da Geometria Analitica o ensino dessa nova Geometria se torna vidvel para os anos finais do
ensino médio, ainda mais que o ensino de Geometria vem diminuindo com o passar dos anos
principalmente a Introdu¢@o a Geometria Analitica , sendo deixado de lado nos curriculos da

escola brasileira.

Com isso o aluno deixa de ter contato com um importante ramo da matematica, suas
técnicas e seus resultados deslumbrantes . E preciso fazer com que o aluno sinta-se estimulado
a aprender varios caminhos acessiveis e construir uma base sélida para o desenvolvimento do
conhecimento matematico e as pesquisas que o norteiam , com o processo de modernizacao
do ensino médio se torna imprescindivel uma reformulacdo quanto ao ensino da geométrica

uma vez que a geometria tratada em sala de aula esta um tanto defasada , logo, necessita-se
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do rompimento dos métodos tradicionais no sentido de melhorar seus aprendizados, isso no
ensino da Geometria e da Algebra. Com este trabalho tem-se uma nova abordagem para um
conhecimento dentro do campo da geometria projetiva fazendo uma ponte com a introducdo a
geometria analitica, dessa forma o aprendizado do aluno torna-se efetivo, um salto quanto ao

conhecimento matematico.



88

REFERENCIAS

ANDRADE, A. F. F. d. Um estudo da geometria projetiva eliptica. Universidade Estadual
Paulista (UNESP), v. 2015, 2015.

ANTON, H. Elementary linear algebra. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2010.

BARROS, A.; ANDRADE, P. Introducdo a geometria projetiva. Textos Universitarios. Rio de
Janeiro: Editora SBM, 2010.

BOYER, C. B-Historia da Matematica, trad. [S.l.: s.n.], 1988.

CAMARGQO, I. d.; BOULQOS, P. Geometria analitica: um tratamento vetorial. 3* edi¢ao. Reno-
vada e ampliada—-Sao Paulo: Prentice Hall, 2005.

CATALDQO, J. C. Teorema do hexagono de pascal. Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Programa de Pos-Graduacao em Matematica PROFMAT da UNIRIO, 2013.

CHAVES, J. J. E. Teorema de pappus. Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao
Programa de Pés-Graduacao em Matematica PROFMAT da UNIRIO, v. 2013, 2013.

GIOVANNI, J. R.; BONJORNO, J. R.; JR, J. R. G. Matematica fundamental, 2. Grau: vo-
lume anico. [S.1.]: FTD, 1994.

PARANA, S. Diretrizes curriculares de matematica para a educagio basica. Governo do Estado
do Parana, 2008.

SBM. Dois problemas chineses sobre geometria projetiva.
www.obm.org.br/content/uploads/2017/01/eureka20.pdf, 2017.

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Geometria analitica. [S.].]: McGraw-Hill, 1987.

WATERMANN, I.; FRANCO, V. S. Geometria projetiva no laboratério de ensino de ma-
tematica. Artigo produzido durante o Programa de Desenvolvimento Educacional do Es-
tado do Parana (PDE), Universidade de Maringa, v. 2009, p. 2192-8, 2008.

WINTERLE, P. Vetores e geometria analitica. [S.1.]: Pearson Makron Books, 2010.



