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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre Programagao Linear, com enfoque para
o ensino médio. Isto é, a partir de um problema préatico, modelar matematicamente
o problema e encontrar a solu¢ao de modo geométrico, fazendo uso dos conhecimentos
basicos de retas, semi-espacos, sistemas de inequagoes lineares, plano cartesiano, dentre
outros conhecimentos a nivel de ensino médio. A Programagao Linear possui

aplicabilidade nas mais diversas ciéncias e este é um ponto de partida para motivar os
alunos de ensino médio do papel fundamental que a matematica desempenha dentro do
contexto social. A simplicidade do método que iremos tratar, convida este aluno a uma
vivéncia pratica da aplicagdo da matematica, ponto abordado com veeméncia no PCN “s
de matematica do ensino médio. Nesse contexto tentamos buscar algumas aplicagoes que
modelam situagoes reais e que possibilite ao aluno uma relagao entre teoria e pratica,
aspecto importante de sua formacao. Além disso, apresentamos também um método

pratico, para encontrar solugao de problemas de programacao linear.

PALAVRAS CHAVES:Programagao Linear; Sistemas Lineares; Ensino Médio.
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Abstract

This paper presents a study on Linear Programming, focusing on high school. That is,
from a practical problem, to model the problem mathematically and find a solution in a
geometric way, make use of the basic knowledge of straight lines, semi-spaces, systems of
linear inequalities, Cartesian plane, among other knowledge a level of education medium
. Linear Programming has an application in several categories and is a starting point to
motivate high school students the fundamental role that a mathematics plays within the
social context. The simplicity of the method that we are going to treat invites this student
to a practical practice of the application of mathematics, a point that is approached with
vehemence without PCN’s of high school mathematics. In this context we try to find
some applications that model real real and that allows students a relationship between
theory and practice, an important aspect of their formation. In addition, it also presents
a practical method, to find solution of linear programming problems.

KEY WORDS: Linear Schedule; Linear System; High School.
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Introducao

A Programagao Linear pode ser vista como uma técnica de tomadas de decisoes de
situagoes que demandam custos ou lucros, por meio da maximizacao ou minimizac¢ao
de funcoes afins com restrigoes lineares. Trata-se de uma fonte de grande aplicabilidade
em varias areas da sociedade, e, por isso, pode ser vista como uma fonte para despertar
no aluno de ensino médio mais uma aplicacao da matematica no cotidiano.

Sao varios os métodos utilizados para solucionar problemas de Programacao Linear,
como o famoso método simplex (veja por exemplo, [4] para mais detalhes) mas, aqui
estamos interessados naqueles de abordagem simples, a saber: Método geométrico (ou
grafico) e com o uso do excel.

No primeiro capitulo abordamos um pouco da teoria de Algebra Linear, comentando
sobre matrizes, sistemas lineares, bem como sobre inequacoes e sistema de inequagoes
lineares, a fim de nos dar subsidios para encontrar a solu¢ao de um Problema de Programa
de Linear.

No segundo capitulo apresentamos aspectos historicos de Pesquisa Operacional e

Programacao Linear, algumas definigoes e resultados que serao utilizados no decorrer do
trablho, o Teorema Fundamental da Programacao Linear para R?, bem como aspectos
fundamentais para encontrar a solugao que otimiza o Problema de Programacao Linear.
No terceiro capitulo apresentamos a determinacao de solucao de um PPL através do mod-
elo gréafico, buscando construir esta solugao de maneira clara, mostrando o passo a passo.
Neste trabalho apresentamos uma introdugao a Programacao Linear, abordando a solu¢ao
da mesma através de métodos simples, possiveis de serem lecionados para alunos do en-

sino médio, com o intuito de que este seja um material de apoio aos professores.



Capitulo 1

Nocoes de Algebra Linear

1.1 Algebra Linear

Sera abordado neste capitulo as definicoes de matrizes e determinantes, assim como
suas propriedades, para aplica-los na teoria de sistemas lineares que serda abordado na
proxima secao. Ressaltamos que esses contetudos fazem parte da estrutura curricular de
Matematica do Ensino Médio e formam uma base para as formas de resolucao de proble-
mas de programacao linear que serao abordadas nesta dissertacao.
Matrizes

Serao apresentadas nessa secao teoria sobre matrizes que sao relevantes na formacao

basica dos alunos de ensino médio e servirao para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1.1.1. Sejam m > 1 en > 1 dois numeros inteiros. Uma matriz mxn é uma
dupla sequéncia de numeros reais,distribuidos em m linhas e n colunas, formando uma

tabela que se indica da sequinte maneira:

aip a2 ... Qin
Az Qg2 ... Q2n
Ami QGm2 ... Qmn
Genericamente esta matriz pode ser expressa da forma (a;;) com i € {1,2,...,m} e
j € {1,2,...,n} ou apenas por a;;, se ndo houver possibilidade de confusdo quanto a

variacao dos indices. Desta forma, cada nimero que compoe uma matriz chama-se termo

dessa matriz. Dada a matriz (a;;)1 <j < m/1 <j < n, ao simbolo ai; que representa
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indistintamente todos os seus termos daremos o nome de termo geral dessa matriz.

Algumas notacoes faremos aqui. M, xn(R) denotamos matrizes reais m x n. Se m = n,
adotaremos a notacao de My xn(R), usaremos a notacao M, (R). Uma matriz M, (R)
chamemos matriz quadrada de ordem n. Em contraposicao, quando m # n, uma matriz
m X n se diz uma matriz retangular, mais detalhes especificaremos a frente para alguns

casos de matrizes particulares. Utilizaremos letras maitscula para representar matrizes.

Exemplo 1.1.1. Seja uma matriz A da segquinte forma

1 20

A=1]141 3

2 21
Podemos perceber que se trata de uma matriz real 3 x 2 , ou seja A € Msyo(R). A
representacao dos elementos de uma matriz além de ser feita entre parénteses como citada
acima também pode se apresentar em forma de colchetes, ou seja, A = (aij)mxn OU
A = [aijlmxn. Uma matriz A = (aij)mxn(R) pode ser vista na forma de sequéncias de

nimeros sob certas condi¢oes. Dada a matriz abaixo

ap; Q2 ... Qin
A— Qz; Q22 ... Q2n
Am1 AGm2 ... Gmn
AW = (a1, a2, ... aim), -, A™ = (@1, Gma, - - -, Q)

denotaremos as m sequéncias horizontais por linhas de uma matriz A. De forma anéloga,

definiremos as n sequéncias verticais

an a

6531 (53]
A(l) = PERIRE ,A(n) =

am1 am1

por colunas de uma matriz A. Notemos ainda que cada AN € M xn(R) e cada

A) € Mimxi(R).
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Exemplo 1.1.2. Na matriz

1 25
3 1 2

as linhas sao (1,2,5) e (3,1, 2) enquanto que as colunas sao respectivamente

Definicao 1.1.2. Duas matrizes Amxn = (Qij)mxn € Bmxn = (aij)T X s sdo Iguais,
A = B, se elas tém o mesmo nimero de linhas (m = 1) e colunas (n = s) e seus

elementos correspondentes sdo iguais aj; = by(i=1,2,...,m) e (j=1,2,...,n).

Exemplo 1.1.3. [lustraremos a sequir alguns casos de matrizes iquais e diferentes:

1 2 1 2
1 3 3 1 3 3

Matrizes A = eB=\| 3 0 | diferentes. Temos <1 3 0
2 01 2 01

3 1 31

Exemplo 1.1.4. Escreva a matriz A = [ai;]12 x 3, onde seus elementos sao dados por:

i se 1=j
a5 =9 . . .
i4+j se i#]j
Podemos notar que para determinar todos elementos da matriz A teremos que usar sua

lei de formacao, ou seja, devemos obedecer as restricoes impostas. Vemos que a matriz A

da questao é do tipo 2 X 3 e disto teremos uma matriz com 6 elementos, onde:

a;p=1poisl=1,ap,=14+2=3poisl #1,a;3=1+3=4poisl#4

(0FF
) Ay =142=3pois2#1,a0 =2+2=4pois 2# 2,053 =2+ 3 =5 pois 2 # 3.

Portanto, a matriz procurada é representada e dada, respectivamente por:

ap; ape Qs 1 3 4
A: —

(o1 A99 (Ao3 3 4 5

Exemplo 1.1.5. Considere abaizo as matrizes quadradas Azxz € Bayo
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2 5 6
A= 1 1 2 e; B=
3 0 2

Definicao 1.1.3. Definimos por diagonal principal de uma matriz a diagonal formada

por todos elementos ay; de uma matriz tais que i=jViej.

Exemplo 1.1.6. Seja a matriz abaizo

2 5 6 2 0
1 52 1 1
A=12 0 20 5
9 5 6 1 7
2 56 2 1

e os elementos a;; = 2,a9 = 5,a33 = 2,a44 = 1 e az5 = 1. Estes denominaremos por

elementos da diagonal principal da matriz Asys.

Definicao 1.1.4. Definimos por diagonal secunddria de uma matriz a diagonal for-
mada por todos elementos ai; tais que i+j = n+ 1V 1 ej, onde n € a ordem da

matriz.

Exemplo 1.1.7. Seja a matriz abaizo

2 56 2 0
1 5 2 11
A=120 20 5
9 56 1 7
256 21
e os elementos a;; = 0,a0 = 1,a33 = 2,a40 = Seas; = 2. Estes denominaremos por

elementos da diagonal secundaria da matriz Asys.
Definig¢ao 1.1.5. Uma matriz M = (ay;)m x n € nula, quando a;; =0, Viej.

Exemplo 1.1.8. A matriz Asys abaizo possui todos seus elementos ay; = 0, V 1,j €

1,2,3.
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000
A=[00 0
000

Defini¢ao 1.1.6. Uma matriz M = (ai;)m x n € diagonal, quando for quadrada e

aij:(), Vl#]

Exemplo 1.1.9. A matriz Ayxs abaizo € diagonal

5 0 00

01 00
A=

00 20

0 0 0 6

Definicao 1.1.7. Uma matriz A = (ai;)m x n € identidade, quando for quadrada e

aﬁ:l,Vi:jeaﬁ:0Vi7éj.

Exemplo 1.1.10. A matriz Asxs abaizo é uma matriz indentidade

1 000

01 00
A =

0010

0 0 01

Observemos que a partir de agora uma matriz indentidade de ordem n sera denotada por

L.

Definicao 1.1.8. Uma matriz A = (ay)m x n € dita triangular superior, quando
for quadrada e todos os elementos abaizo da diagonal principal sao nulos, ou seja, ai; =

0, Vi>j.

Exemplo 1.1.11. A matriz Asxy abaizo € dita uma matriz triangular superior

1 2 30

011 4
A =

0015

0 0 01
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Defini¢ao 1.1.9. Uma matriz A = (ai;)m x n € diata triangular inferior, quando
for quadrada e todos os elementos abaizo da diagonal principal sao nulos, ou seja, ai; =

0, Vi<j.

Exemplo 1.1.12. A matriz Ayxy abaizo € dita uma matriz triangular inferior

1 000

31 00
A —

5 2 10

4 1 0 1

1.1.1 Operagoes com Matrizes

Apresentamos aqui a aplicacao de operacoes que permitam o manuseio das matrizes em

diversas situagoes. As pricipais referéncias utilizadas foram [1] e [2]

Definicao 1.1.10. Consideremos A e B duas matrizes de mesma ordem. Indicaremos
a soma dessas matrizes por uma matriz A + B = (aij + bij)mxn, cujos elementos sio a

soma dos elementos correspondentes das matrizes A e B, ou seja

a;; + b11 Ao + b12 Ce Qi + bln
A n B — a91 + b21 Q99 + b22 . Aon + bgn
Ami1 + bml Am2 + bm2 coo Qmn + bmn

A operacao que transforma cada par (A, B) de matrizes do mesmo tipo e ordem na

matriz A + B chama-se adi¢ao de matrizes. E uma operagao no conjunto M, xn (R).

Exemplo 1.1.13. Apresentamos agora um exemplo para soma de matrizes. seja a matriz

Asxs e Bsxs, encontraremos a soma A 4+ B = (ay + by;)3 x 3.

ai; + by @i +bp a3+ b
A+B =1 ay+Dby axp+by ax+ Dby
az1 +ba1 Az + bz ass+ bss
Tomando as matrizes A e B como definidas abaixo, teremos:
1 00 2 30 142 3 0 3 30
A+B=| 31 0 |+ 5 4 1 | = 3+5 1+4 1 =18 51
5 2 1 10 1 54(=1) 2 141 42 2
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Para a adicao de matrizes definida acima valem as seguintes propriedades:
(D(A+B)+ C=A+(B+C)=, VA,B,C € M, «n(R)(Associativa).
(IDA+B=B+ A, VA,B € M xn(R)(Comutativa).

(ITI) Existe uma matriz O € M «n(R) denominada matriz nula tal que a se define a

operacao A+ O =A, VA € M «n(R)(Existe elemento neutro).

(IV) Dada uma matriz A € M, xn(R), existe uma matriz (—A), também m x n, tal

que A + (—A) = O (Existe a oposta de qualquer matriz).

Verificaremos o item (I). Os demais sao de forma analoga. Sejam as matrizes A = ayj,

B = bij e C= Cij, entao

(A+B)+C = (A=ay+B=by)+(C=cy)
= ((A=ai+B=by)+C=cy))
— (A=ay+ (B=by+C=cy))
= (A=ay)+ (B=by+C=cy)

= (A+B)+C

Enquanto ao item (IV) podemos ver facilmente que a matriz nula O,,«, denominada

matriz nula é dada por

0 0 . 0

0 0 . 0
0=

0 0 . 0

Exemplo 1.1.14. Seja a matriz A = ayj, podemos perceber que (—A) = (—ay;). Desta

forma tem-se que

1 00 —1 0 0
A=| 310 |,entao—A=]| -3 —1 0
5 2 1 -5 -2 -1
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Definig¢ao 1.1.11. Seja uma matriz A = (aij)mxn(R), a multiplicacao da matriz A por
um nuemro real kse define pelo produto de k por cada um dos termos da matriz A, ou

seja, KA = (kaij)mxn(R). Ou seja, dar-se por

k.(lll k(112 Ce kaln

ka ka ... kagn
KA — 21 22 2

kami kame ... Kamn

Exemplo 1.1.15. Seja a matriz A = (aij)3x3 e o nimero real k € R definidos abaizo. A

multiplicacao da matriz A pelo nimero real X dar-se por:

—1 0 0 (—2)—1 (=20 (=2)0 —2 0 0
(—2)A=(-2)] 3 1 0 |= (=2)3 (=2)1 (=2)0 | =] —2 —2 —2
5 —2 1 (=2)5 (=2)—2 (=21 —10 4 -2

Para a operacao multiplicacao de uma matriz por um nimero real que transforma cada
par (k,A) de R X M xn(R) na matriz real KA € M «n(R) conjuntos das matrizes reais,

valem as seguintes propriedades:
) (kikz)A = ki (koA);

IT) (ki + ko)A = KA + koA;
III) ki (A +B) =k A+ kB

IV) IA=A

Para quaisquer que sejam as matrizes A e B € M, «n(R) e os nimeros reais ki, ko € (R).

Provaremos o item (II) e os demais sao de forma andloga. Seja a matriz A = ay;(R)

de ordem m x n. Entao, tem-se
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(k1 + ko). A = ((ki +ko).A=aqay)
= (klA = (11)' + kgA = aij)
= (klA = (lij) + (kgA = ai)-)

- klA + klA

Definicao 1.1.12. Considere a matriz Amxn(R), pode-se obter uma outra matriz At =
(bji)n. x M, onde os elementos das linhas da matriz A sao os elementos das colunas de

At, e a matriz AY, isto €, ai; = bj; chamada de matriz transposta de A.

-1 0 5
Exemplo 1.1.16. Seja a matriz Agxs = , sua transposta é Aj,, =
3 1 =2
-1 3
0 1
5 —2

Sejam as matrizes matrizes A,B e k € R, tem-se as seguintes propriedades para a

Transposicao de matrizes:
DAYt = A;
II)(A+B)t=A'+ Bt
IIT)(kA)t = kA"

para quaisquer matrizes A e B € M xn(R).

Definicao 1.1.13. Considere a matriz A = ai; de ordem m X n e a matriz B = by de
ordem n X p. O produto das matrizes indicado por AB é a matriz de ordem m X p cujo

termo geral é dado por
n
cik=Zaij -bjk:aﬂ -blk—i—...—i—ain-bnk.
j=1

Usando a notagao de matriz linha e matriz coluna a definicao acima de um produto

de matrizes é dada por:
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AW By AlBy, AW By,
ap | APBu AP Bp A By
A™ By A™.By A™ By

Tal que

A™= m-ésima linha da matriz A
B,= p-ésima coluna da matriz B

A multiplicacao entre duas matrizes so existe se o nimero de colunas da primeira for igual
ao numero de linhas da segunda matriz, ou seja, tomando A = (aij)mxn € B = (bji)nxp
duas matrizes, entao AB s6 é possivel se m = n e o resultado do produto serd uma matriz,

AB = C = (Cix)mxp, isto é, o resultado serd uma matriz do tipo m x p.

2 0

—1 0 5
Exemplo 1.1.17. Sejam Asyz = e Bgyo = 3 1
0

3 1 =2
—1

nota-se que o produto de AB dar-se por elementos da matriz produto
n
cik:Zaij -bjk:aﬂ -b1k+...+am~bnk.
j=1

Diante disso, tém-se

3 3
C11:§ = ay; - by +app - by +agg- by C12=§ = ay; - bz + ajz - bay + ags - bao

j=1 j=1
3 3

Co1 = E = dg - byy + Age - boy +ag3 - bys Cco = E = Qg1 - by2 + Qg2 - bay + a93 - bsy
j:l j:l

Agora, substituindo as matrizes A e B numericamente tem-se

2 0
-1 0 5 —1-240-3+5-—1 —=1-0+0-1+5-0
3 1 =
3 1 =2 3:24+1-3+-2-—-1 3-04+1-1+-2-0
-1 0
10 0
11 1

2X2
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Supondo que nas matrizes A,B e C, seja possivel a realizacao do produto entre si,
levando em conta a ordem e natureza destas considera-se algumas propriedade operatorias

definidas abaixo:

1. AB =BA;

2. Al=1A = A;

3. A(B+C)=AB+AC;
4. (A+B)C=AC+ BC;
5. (AB)C = A(BC);

6. (AB)t = B'AY;

7. OmxnA = AOQmxn

para quaisquer matrizes Ay xn, Bmxn € Omxn € Minxn (N).

1.1.2 Sistema Linear
Definicao 1.1.14. Dados 0s nimeros reais &, X, X3 ..., %n, B (M > 1), a equacdo:
K1X1 + XoXg + KgX3 + ... KnXn = [5

onde 08 Xirs sao variaveis em R, damos o nome de equagao linear sobre R nas incognitas

X1,X2 ... Xqq-

Uma solugao dessa equagao € uma sequéncia de n nimeros reais n —upla nao neces-

sariamente distintos entre si, indicada por (by, bo, b3 ... b, ), tal que
OClbl + O(ng + 0(3b3 + ... (ann = f)

é verdadeira.

Toda equacao desse tipo, pode ser transformada a menos da igualdade, em uma inequagao.
Definig¢ao 1.1.15. Dados o0s nimeros reais &1, Xa, ®3...,%n, B (M > 1), a expressao:
00X+ XoXg + AaXz + ... AnXn < ou(<, =, #)P

onde 0s Xis sao varidveis em R, damos o nome de inequacao linear sobre R nas incognitas

X1,X2 ... Xq.
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Definigao 1.1.16. Um sistema de m equagoes lineares com M incégnitas (m,n > 1) é

um conjunto de m equacoes, cada uma delas com n incognitas.

Um sistema pode ser representado da seguinte forma:

(
A11X1 F A9Xo + ...+ AinXn = Bl

Q91X + A99Xg + ... + AonXn = BQ

AmiX1 + QmaXe + .o+ QunXn = B

Uma solugao do sistema acima é uma n — upla (by, by, bs...by) de nimeros reais
que € solucao de cada uma das equagoes do sistema.

Nao faremos aqui um estudo detalhado sobre as solu¢oes de um sistema linear, porém,
mais detalhes podem ser encontrado em [2]. Para o sistema acima, caso ocorra 31 = By =
Bz =...=Pm =0, S é chamado homogéneo. Neste caso, a n —upla (0,0,...,0) é
solucéo do sistema, por isso todo sistema homogéneo é compativel e a solucgao (0,0, ...,0)

chama-se solucao trivial do sistema homogéneo.

Definicao 1.1.17. Dizemos que um sistema linear S é incompativel se S nao admite
nenhuma solugcao. Um sistema linear que admite uma unica solugcao é chamado de
compativel e determinado. Se um sistema linear S admitir mais do que uma solu¢do entdao

ele recebe 0 nome de compativel e indeterminado.

Um sistema do tipo

x1 = 1
S X{ = Bl
| 0= B
é compativel e determinado e (1, B2, B3, ... Pn) € sua solucao unica. Um sistema do tipo

S xn da forma:

Ony—1X1 + ny—1X2 + oo+ O —1Xn = Py
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tal que o nimero de equacoes e menos do que o nimero de incégnitas é compativel e

indeterminado, nao sendo este o unico.

Exemplo 1.1.18. Um sistema do tipo abaizo é compativel e determinado

X1 = PB1
S Xi = B
Xn:f-))m

Este sistema é compativel e determinado e (B1, B2, B3, . ..

Exemplo 1.1.19. Um sistema do tipo S,.xn da forma:

Bn) é sua solucao tnica.

a11X1 + ai9Xg + a13X2 + ...+ A nXn = Bl

On,—1X1 + Kny—1%X2 + ...+ Xn,—1Xn = Bn—l

tal que o numero de equagoes e menos do que o numero de incognitas é compativel e

ideterminado, nao sendo este o unico.

Definicao 1.1.18. Um sistema de m inequagoes lineares com n incégnitas (m,n > 1) é

um conjunto de m inequacoes, cada uma delas com N incognitas.

Um sistema se apresenta da seguinte forma:

(

a;;X) + ageXe + ...+ AinXn <
<

A91X1 + A99X9 + ... + AonXn
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Entao o conjunto que soluciona o sistema de inequacao linear e dado por:

8

WV

Para x; =0, xs
Para X1 = 1 , X2
Parax; =2, xo

Para x; =3, x»

A\ AV A
o w o =

Para X1 = 4 , X2

. Entao a solucao e dada pelo conjunto (0 < x; < 4) e (0 < xy <8)

1.1.3 Escalonamento de um Sistema Linear

Este método de resolucao de um sistema linear é bastante propicio quando se trata de
sistemas com muita equagoes, ou seja, em comparacao com outros métodos de resolucao

este ¢ melhor aplicavel e é também conhecido como método da eliminagao de Gauss [2]

Definicao 1.1.19. Seja S um Sistema Linear, onde cada uma das equagoes possui pelo
menos um coeficiente nao nulo, diz-se que S estd na forma escalonada se o numero de

coeficientes nulos, antes do primeiro nao nulo, aumenta de equacoes para equacao.
4
apx; + QaXe + QizXe + ..+ QinXn = Py
AoX2 + Q23X + ... + QanXn = Po

S: Q33X + Q34X + ... + AznXn = PB3

O sistema acima esta na sua forma escalonada.

Definicao 1.1.20. Se multiplicar uma equagao de um sistema linear S por um real nimero

real o, entao o sistema S1 obtido serd equivalente a S.

Definicao 1.1.21. Se substituir uma equacdo de um sistema linear S por uma soma
membro a membro, dela com uma outra previamente multiplicada por um real x, entao o

sistema S2 obtido é equivalente a S.
Exemplo 1.1.21. FEscalone e encontre a solucao do sistema
dx—y+2z =0
S: 3x+2yz =5
Xx—2y+6z =-—11
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1.Troca-se a 1° linha com a 3° linha, obtendo o sistema equivalente S;.

x—2y+6z =—11(L,)
S1¢ 3x+2y—z =5(Ly)
dx —y+2z =0(Ls)

2. Operando com as linhas de acordo com as defini¢oes (1.1.24) e (1.1.25), obtendo Ss.

x—2y+6z =—11(L,) x—2y+6z =-—11
S1¢ 3x+2y—z =5— (L, —3L;) ~S2{ 8y—19z = 38(L))
dx—y+2z =0— (Ly—4L,) Ty —22z = 44(L})
Xx—2y+6z =-—11 x—2y+6z =-—11
S2q 8y—19z = 38 ~S3q 8y—19z = 38
Ty —22z =44 — 7(L}) — 8(L%) —43z = 86

4. Ao final do processo, o resultado sera um sistema escalonado do tipo S3 que é equiva-

lente ao sistema inicial S.

5. A partir do sistema S3, inicia-se a resolugao do sistema, comecando pela sua 3° linha,
em seguida pela 2°linha e por fim a 1° linha. Assim irar-se resolver equacoes lineares
provenientes do sistema escalonado. Portanto a terna que satisfaz o sistema S, ou seja, a

solucao do sistema é (1,0, —2).



Capitulo 2

Programacao Linear

Nesse capitulo apresentaremos um breve estudo sobre programacao linear,com base em [3]
e [6] mostrando o contexto histérico bem como sua relevancia dentro de varios aspectos
da sociedade, com aplicagoes na area de administracao, economia e contabilidade .

A Programacao Linear tem por finalidade principal maximizar ou minimizar problemas

modelados por uma funcgao, do tipo
f(X1,..Xn) = @1X1 + ... + anxn +b (2.1)

Note que essa funcao f : R — R é uma transformacao afim, ou seja, f(x) = L(x) + b onde
L é uma transformacao linear e b € R.
A nomenclatura de Programacao Linear, o termo Linear vem do fato de tanto as ex-

pressoes que formam a funcao
f(X1,..xXn) =a1X1+...+anxn +b (2.2)

vista logo a frente, quanto as variaveis que modelam o problema, todas aparecem com

expoente igual a uma unidade.

2.1 Aspectos Histéricos de Pesquisa Operacional

A Pesquisa Operacional é um método de tomada de decisdes que surgiu em meados da
segunda guerra mundial, no intuito de resolver problemas de ordem estratégica. Alguns
dos alicerces do que conhecemos hoje como Pesquisa Operacional, vem das forgas armadas
britanicas e americanas.

(Lima, 1977) defende isso ao especificar que

17
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...0 comeco da atividade chamada Pesquisa Operacional tem sido geralmente atribuido
a algumas iniciativas militares da Sequnda Guerra Mundial. Por causa do esfor¢o de
guerra, existia uma necessidade urgente de alocar recurssos escassos as vdArias operagoes
malitares e as atividades dentro de cada operagao de uma maneira efetiva. Vdrias segoes
de Pesquisa Operacional foram estabelecidas nas forcas amrmadas britanicas. Logo apds,
esforcos similares foram empreendidos nos Estados Unidos. Um grande niumero de cientis-
tas foi reunido para aplicar uma abordagem cientifica a problemas estratégicos e taticos.
FEsses cientistas foram chamados realizar pesquisas (sobre atividades) operacionais mil-
itares, dai o nome de sua atividade Operational Research, na inglaterra, vinda dai sua
tradugao para o portugueés.

Com o fim dos periodos pds guerra foi natural o processo de expansao da Pesquisa Op-
eracional, visto que o sucesso de tal processo foi evidente, nao distante, comecaram a
relacionar os problemas de esferas civis com aqueles processos militares vistos em out-
rora, tendo ai o ponto de partida para sua expansao dentro da sociedade, em pouco
tempo a Programacao Linear estava sendo empregada em vérios aspectos do meio so-
cial,empresas e industria se sobresaiam. E com os avangos continuos das tecnologias a
partir da décadas de 1970, a Pesquisa Operacional ganhou novas ferramentas, e calculos
que antes eram assustadores, hoje gracas a softwares, nao nos da tanto trabalhos o que,
segundo os historiadores, favoreceu sua rapida expansao.

A pesquisa operacional lida com problemas e se utiliza de métodos cientificos para trata-
los, sempre em busca de uma solugao 6tima. para tanto é necessario modelar tais situagoes
para chegar na melhor solugao possivel, pensando nisso [5] descreve etapas para a solugao

de um problema de Pesquisa Operacional.

Definicao da situagao-problema: Essa fase requer o transformacao das informacoes
genéricas da em um problema estruturado.
Formulacao do modelo quantitativo: Aqui relaciona-se as varidveis do problema com
sistemas de simbolos e relacoes matemaéticas.
Resolucao de modelo e encontro de melhor solugao: Manipular as relagoes encon-
tradas a fim de chegar na melhor solucao.
Consideragoes de fatores imponderavies: Aqui devemos nos perguntar se algumas

informagoes relevantes que nao podem ser quantificadas podem intervir na melhor solucao.
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SITUAGAD -
PROBLEMA

Formuiar um modelo
quantitative

Encontrar solugio

Parciaiments

h 4 b 4 4

Empresnder andlises

Utilizar modelagem
Considerar os fatores
imponderdveis

qualitativas e matematica para as partes

juigamento da especificas do problema

situagio problema

Imekementar, a solugio

encontrada

L 4

Figura 2.1: Processo de solu¢ao de um problema de Pesquisa Operacional, [3]

Implementacao da solucgao: Nesse processo devemoos assegurar que a solucao seja im-
plementada de maneira suave, de tal forma que os impactos gerados pela mudanca seja
minima.

Uma das técnicas mais usadas para resolver problemas de Pesquisa Operacional é a Pro-
gramacao Linear, vista a seguir, esta se sobressai das demais pela simplicidade no desen-
volvimento do processo e pela possibilidade de utilizar softwares que facilitam a deter-

minagao das solugoes dos problemas.

2.2 Programacao Linear

A Programacao Linear ou simplesmente PL é uma ramificacao da Pesquisa Operacional,
vista como uma técnica de planejamento e tomadas de decisdes com grande aplicagoes em
vérias ciéncias. [6] conceitua PL como

A PL é uma técnica de otimizacgao utilizada como ferramenta para encontrar o lucro
maximo ou o custo minimo em situagoes nas quais temos diversas alternativas de escolhas

sujeitas a algum tipo de restricao ou regulamentacao.
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Um Problema de Programacao Linear (PPL) de maximizacdo, por exemplo, pode ser
escrito sob a forma
Maximizar

Lucro =ax+ by +c

Sujeito as seguintes restri¢oes

mx+ny <d
px+qy<sc
x =0
y >0

Diante disso, ¢ facil buscar algumas areas onde a programacao linear mostra sua grande
aplicabilidade, pode-se argumentar a producao de empresas, onde o lucro deve ser max-
imizado e o custo minimizado, bem como logistica de transporte, agricultura, dentre
outros.

Antes de causar alguma distor¢ao no significado de Programacao Linear com Programacao
de Computadores, a primeira tem significado completamente diferente da ultima, a PL é
uma técnica de planejamento baseada em relagoes matemaéticas, enquanto a outra é um
processo de escrita de programas computacionais, portanto programacao tem significados
diferentes nas duas ciéncias.

A seguir mostraremos algumas definigoes e resultados importantes acerca de PL.

2.2.1 Algumas Definicoes e Resultados sobre PL

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes importante sobre PL, que serao utilizadas
no decorrer das proximas secgoes, estas nos darao uma idéia dos passos sobre a formulacao

de um problema de PL.

Definicao 2.2.1. Um subconjunto D do R™ € chamado convexo se para quaisquer dois

pontos A e B de D o segmento AB esta inteiramente contido em D.

A figura abaixo representa o conjunto Convexo e niao convexo do R?.
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9
CONJUNTO CONVEXO conJUNTO NAO conviB&o

Figura 2.2: Representacao do conjunto convexo e nao convexo : Fonte:Autor

Definigao 2.2.2. Dada uma regiao D poliedral conveza fechada do R™ (determinada por
um sistema de equagoes e inequacoes lineares), os vértices desta regido D sao os pontos
que satisfazem um dos possiveis sistemas de N equacdes lineares independentes, obtidas
substituindo-se as desigualdades por iqualdades. FEstes vértices sao pontos extremos da

regiao D e portanto possiveis solugcoes dos problemas de programacao linear.

Definigao 2.2.3. Fung¢ao Objetivo € a funcio f: Q C R™ — R, definida por f(x1, X2, ..., Xn) =
aix; + Qxo + ... + anxn + b, a;,b € R (i=1,...,m) para a qual procuramos o valor de

MATIMo ou Minimo.

Definicao 2.2.4. Varidveis de Decisao Sdio as varidveis (X1, Xa, ..., Xn ) fundamentais

do problema, sobre o que se trata o problema, cuja quantidades serd a solucao do problema.

Definicao 2.2.5. Restrigcoes ¢ o conjunto de inequacoes que resringe o problema de

PPL.

A seguir, apresentamos alguns resultados importantes que sao usados para a deter-

minacao de solu¢ao de um (PPL).

Lema 2.2.1. Seja f: Q C R™ — R uma funcdo definida por f(x1,X2,....,Xn) = a;x1 +
aoXo + ... + anxn +b, a;, b €R i=1,...,1) e seja P um ponto no interior do segmento
AB C Q do R™, isto €, P=AA+(1—A)B, 0 <A < 1. Entao teremos f(A) < f(P) < f(B)
ou f(B) < f(P) < f(A).

Lema 2.2.2. f: Q C R™ — R uma fung¢ao definida por (X1, X2, ..., Xn) = A1X1 + doXo +
ot anxn+b,a;,beR i=1,...n). Se dentre os valores que f assumir num segmento
AB do R™, o valor mdzimo (minimo) for assumido no ponto P no interior de AB, entdo

este é constante em AB.

As provas desses dois lemas podem ser encontradas em [1].
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Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental da Programacgdo Linear) Seja f: Q C R™ — R,
uma func¢ao definida numa regiao poliedral convera D de R™ por f(x1,X2, ..., Xn) = a1X1 +
asXs + ... + anxn + b, @i, bR 1 =1,....,n). Suponha que f possua valor de mdazimo (ou
minimo) nesta regigo. Entdo,se D possui vértices, esse valor de mdzimo (ou minimo)

serd assumido no vértice.

Demonstracao. A demonstracao serd feita para n = 2.
Seja D C R?. Suponhamos que o valor méximo (minimo) de f seja assumido em um
ponto P de D, considerando todas as regioes poliedrais convexas possiveis de R? podemos

ter:

(i) P é um vértice. Neste caso, o teorema jd estd provado.

(ii) P estd sobre uma aresta. Do Lema 2.2.2, f assumird o valor de maximo (minimo) em
toda a aresta. Como a regiao D possui vértice(s, ) esta aresta conterd um vértice v

obrigatoriamente, portanto, f(P) = f(v).

iii) P estd no interior de D. Neste caso, f serd constante em toda regiao D. De fato, seja Q
um outro ponto de interior de D. Como D é poliedral convexa, o segmento QP estéd
contido em D; além disso, como P ¢é interior podemos considerar um prolongamento

QQ’ que contém P deste ainda contido em D. Do Lema 2.2.2 segue que f é constante

em QQ’ e, portanto, f(P) = f(Q).

REGIAO D

Figura 2.3: Ponto maximo da Regiao Poliedral convexa D

2.2.2 Exemplo de Modelagem

Nessa secgao estamos interessados na modelagem de um Problema de Programacao Linear,

ou simplismente PPL, e criar o modelo matematico de como devemos atacar o problema é
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aqui que formulamos as relagoes matematicas, observando o que deve ser maximizado ou

minimizado, quais as variaveis que temos e sobre quais condicoes estas sao apresentadas.

Exemplo 2.2.1. Uma fdbrica produz dois tipos de produtos A e B. Cada um deles pode
ser processados por dua mdquinas , M1 e M2. Devido a programacao de outros produtos,
que também utilizam essas mdquinas, a mdquina M1 tem 24 horas de tempo disponivel
para produzir os produtos A e B, enquanto a maquina M2 tem apenas 16 horas de tempo
disponivel. Para produzir um produto A, gatam-se 4 horas em cada maquina, para produzir
o produto B, gastam-se 6 na M1 e 2 na M2. Cada unidade do produto gera um lucro de
80 unidades monetarias e cada produto B, gera 60 unidades monetarias. Fxiste ainda
uma demanda mdxima de 3 unidades do produto B e nenhuma restricdo de quantidade de
A. qual deve ser as regras de produ¢ao para maximizar o lucro dessa empresa em relag¢ao

aos produtos relacionados?

Em toda modelagem de um PPL, muitas sao as informacoes a cerca do problema,
entao acreditamos que a melhor forma de organiza-las, seja a criagao de uma tabela que

possa sintetizar as informacoes apresentadas no problema.

De acordo com os dados apresentados no problema sobre os produtos A e B e as re-

strigoes de tempo das maquinas M1 e M2, podemos escrever a seguinte tabela

produto horas gastas (M1) | horas gastas (M2) | demanda maxima | lucro
A 4 4 ILIMITADA 80
B 6 2 3 60
horas disponiveis 24 16 ILIMITADA

Diante disso podemos identificar os elementos de um PPL e escolher o melhor modelo

para soluciona-lo.

Variaveis de Decisao

As variaveis de decisdo podem ser facilmente reconhecidas, pois estas sao os produtos

fabricados pela empresa, a qual deve-se produzir para lucro maximo.

Relacionaremos a A a variavel z e a B a variavel y.

Funcao Objetivo

A Funcao Objetivo é a sentenca formada pela combinacao da variaveis formando assim a
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a expressao que queremos maximiza-la.
80x + 60y

Restrigoes
As restrigoes formam uma série de imposi¢oes restrita ao problema, a qual a fungao ob-

jetivo deve se moldar, a fim buscar a maximizacao do lucro.

Portanto, o modelo matematico adequado ao nosso problema sera:

Maximizar

Lucro = 80x+60y

Sujeito as restricoes

Depois de modelado o problema devemos nos concentrar em soluciond-lo, o préximo
capitulo fara abordagem a um modelo de solucao grafica a um PPL, ressaltamos aqui

que tal modelo pode ser facilmente acompanhado por um aluno de ensino médio.



Capitulo 3

Solucao Grafica de um Problema de

Programacao Linear

Nesse capitulo estaremos interessados em abordar um modelo grafico ou geométrico de
solucionar o problema, modelo este que pode ser facilmente apresentado aos alunos de
ensino médio.

Um PPL de duas varidveis pode ser solucionado a partir de um modelo grafico repre-
sentado no sistema cartesiano, as variaveis de decisao serao representadas pelos eixos
cartesianos e o conjunto de restricoes formam retas que delimitam uma regiao sobre o
plano, a andlise dessa regiao comum a todas as restrigoes dara a solucao final do prob-
lema.

A solucao grafica tem como principal ponto positivo, o fato do aluno poder acompanhar

a solugao do problema e identificar a construcao dessa solucao.

3.1 Solucao Grafica de um PPL de maximizacao

Nessa secao abordaremos um modelo geométrico para solucionar o PPL de duas variaveis,
com base em [5].

Um PPL de duas varidaveis pode ser solucionado a partir de um modelo grafico repre-
sentado no sistema cartesiano, as variaveis de decisao serao representadas pelos eixos
cartesianos e o conjunto de restrigdes formam retas (semi-espagos) que delimitam uma
regiao sobre o plano. A analise dessa regiao comum a todas as restrigoes dara a solugao

final do problema.

25
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Vimos no capitulo anterior um exemplo de como modelar o problema. A partir de

agora estudaremos sua solucao a partir do modelo grafico.

Exemplo 3.1.1. Uma fabrica produz dois tipos de produtos A e B. Cada um deles pode
ser processado por duas maquinas , M1 e M2. Devido a programacao de outros produtos,
que também utilizam essas mdquinas, a mdquina M1 tem 24 horas de tempo disponivel
para produzir os produtos A e B, enquanto a mdquina M2 tem apenas 16 horas de tempo
disponivel. Para produzir um produto A, gatam-se 4 horas em cada mdquina, para produzir
o produto B, gastam-se 6 na M1 e 2 na M2. Cada unidade do produto gera um lucro de
80 unidades monetarias e cada produto B, gera 60 unidades monetdrias. Fxiste ainda
uma demanda mdzrima de 3 unidades do produto B e nenhuma restricao de quantidade de
A. qual deve ser as regras de producdo para maximizar o lucro dessa empresa em relagcao

aos produtos relacionados?

Portanto, o modelo matemético adequado ao nosso problema é:

Maximizar Lucro = 80x + 60y

Sujeito a

Achando a regiao representada pela primeira restricao, devemos primeiramente trans-
formar 4x + 6y < 24 na equagao 4x + 6y = 24 e fazendo x = 0 temos que y = 4, fazendo

y = 0 temos que x = 6, assim teremos a reta mostrada abaixo
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REGIAQ PERMISSIVEL

Figura 3.1: 1° restricao: horas disponiveis na maquina M1

Encontrando agora a regiao que representa a segunda restricao 4x + 2y < 16, proce-

dento de modo andalogo, fazendo x = 0, temos y = 8 e para y = 0 temos x =4

REGIA0 PERMISSIVEL

Figura 3.2: 2° restrigao: horas disponiveis na maquina M2

Encontrando agora a regiao que representa a terceira restricao y < 3, temos
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4

2

REGIAQ PERMISSIVEL

Figura 3.3: 3° restricao: demanda maxima do produto B

Por fim, colocando as trés restricoes em um sé grafico temos.

REGLAO
PERMISSIVEL
FINAL

Figura 3.4: Poligono das Restrigoes

A regiao delimitada pela conjunto de todas as restr¢oes formam um poligono, deve-
mos agora nos concentrar em achar as coordenadas de seue vértices. E facil ver que as
coordenadas dos pontos P(0,0) de Q(4,0)e de T(0,3).Para os pontos S devemos resolver a
equacao

4x + 6y = 24,
como S tem coordenada y = 3, entao

d4x +6(3) = 24
4x = 6

X =

[NJ[oV
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As coordenadas de R, s@o representadas pela interseccao de 4x + 6y = 24 e 4x + 2y = 16,

entao uma combinacao das duas equacoes darao as coordenadas de R, entao

dx + 6y = 24
4x + 2y =16

Subtraindo as equac¢oes membro a membro, temos

(4x —4x) + (6y —2y) =24 —16
4y =8
y=2
Fazendo y = 2 em 4x + 2y = 16, temos

4x +2(2) =16
4x =12
x=3

Pelo Teorema 2.2.1, a solucao 6tima deve estar em um dos pontos extremos da regiao
delimitada pelo conjunto de restricoes. Para mostrar qual deles ¢ a solugao que maximiza

o lucro, basta substituir as coordenadas na funcao objetivo. Veja a tabela:

Vértice | valor x | valor y | Funcao objetivo 80x + 60y
P 0 0 0
Q 4 0 320
R 3 2 360
S 3 3 300
T 0 3 180

Portanto a extremidade R determina uma solugao 6tima para o PPL, sendo assim a

fabrica devera produzir 3 produtos A e 2 produtos B, a fim de maximizar seu lucro.

Exemplo 3.1.2. Um vendedor de frutas pode transportar 800 caizas de frutas para sua
regiao de vendas. Fle necessita transportar 200 caizas de laranja a 20 uw.m de lucro
por caixa, pelo menos 100 caixas de péssego a 10 u.m de lucro por caira, e no mdrimo
200 caizas de tangerinas a 30 uw.m de lucro por caixa. De que forma deverd carregar o

caminhao para obter lucro mdzximo.
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O modelo matematico adequado a nosso problema sera:

Maximizar

Lucro = 10x + 30y + 4000

Sujeito as restricoes
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Para encontrar a regiao delimitada pela primeira restricao, basta transformar a primeira
inequagao e em equacao, dai para x = 0, temos y = 600 e para y = 0, tems x = 600,

portanto

Figura 3.5: regiao delimitada pela x +y < 600

Para encontrar a regiao delimita por x > 100, basta tragar a reta x = 100, assim
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400

Figura 3.6: regiao delimitada pela x > 100

Encontrando a regiao delimitada por y < 200, temos

400

-100

Figura 3.7: regiao delimitada pela x < 200

Por fim, a solucao 6tima do nosso PPL estd situada em algum dos vértices que delimi-

tam a regiao formada pelo conjunto das restri¢oes, esta mostrada a seguir
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Figura 3.8: regiao delimitada por todas as restricoes

Teremos agora que encontrar as coordenadas dos vértices dessa regiao. Facilmente
podemos identificar as coordenadas dos pontos A (100, 0), B (600, 0) e de D (100, 200), no
entanto, para as coordenadas de C, devemos encontra-la fazendo a interseccao das retas

y = 200 com x +y = 600, assim
x + (200) = 600 = x = 400.

Dai as coordenadas de C(400,200).
Entao nossa solugao 6tima sera representada por um desses vértices. Tabela os dados

para sintetizar as co ntas, teremos:

Vértice | valor x | valor y | Funcao objetivo 10x + 30y + 400
A 100 0 1 400
B 600 0 6 400
C 400 200 10 400
D 100 200 7 400

Portanto o vértice C, representa a solucdo que maximiza o nosso PPL, ou seja, o
vendedor deve encher seu caminhao com 200 caixas de laranja, 400 caixas de péssego e

200 caixas de tangerina.

3.2 Solucao Grafica de PPL de minimizacao

Exemplo 3.2.1. Para uma boa alimentacgao, o corpo nessecita de vitaminas e proteinas. a

necessidade minima de vitaminas € de 32 unidadespor dia e a de proteinas d e 36 unidades
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por dia. Uma pessoa tem disponivel carne e ovos para sua alimetagcao. Cada unidade de
carne contém /4 unidades de vitaminas e 6 unidades de proteinas. Cada unidade de ovo
contém 8 unidades de vitaminas e 6 unidades de proteinas. Qual a quantidade didria de
carne e ovos que deve ser consumida para suprir as necessidades de vitaminas e proteinas
com o menor custo possivel? Sabendo que cada unidade de carne custa 8 u.m e cada

unidade de ovo custa 2,5 u.m.
Portanto, o modelo matematico adequado a nosso problema sera:
Minimizar

Custo = 3x + 2,5y

Sujeito as restricoes

Construindo a regiao delimitada pela primeira restri¢ao, temos para x =0,y =4 e
paray = 0, x = 8, portanto

8

Figura 3.9: 1° restricao:necessidade minima de vitaminas

Construindo a regiao delimitada pela segunda restri¢ao, temos para x =0,y =6 e

para x = 0, y = 6, portanto
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Figura 3.10: 2° restricao:necessidade minima de proteinas

Por fim, colocando o conjunto de todas as restrigoes em um sé grafico temos,

Figura 3.11: Conjunto de todas as restri¢oes

A melhor solu¢ao do PPL se encontra em algum dos vértices C, B ou E que delimitam
o poligono hachurado por baixo. Podemos notar que C(0,6), B (8,4) e E, sdo encontradas
pela interseccao da reta 4x + 8y = 32 com a reta 6x 4+ 6y = 36, assim, manipulandos as

equagoes, temos

(D4x + 8y =32
(I1)6x + 6y = 36
Multiplicando a equacgao (I) por 3 e (II) por 2, teremos

12x + 24y = 96
12x + 12y = 72
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subtraindo termo a termo,

(12x — 12x) + (24y — 12y) = (96 — 72)
12y = 24
y=2
Substituindo y = 3 na equacao (I)

4x + 8(2) = 32
4x = 16
x =4

Portanto encontramos E (4,2). De posse de todas as coordenadas dos vértices, devemos

aplica-las na funcao objetivo e encontrar a solucao que melhor resolve nosso PPL, assim

Vértice | valor x | valor y | Funcao objetivo 3x + 2, by
B 8 4 34
C 0 6 15
E 4 2 17

Portanto o vértice C, representa a solucao 6tima para nosso problema, ou seja, deve ser
consumida 0 unidades de carne e 6 unidades de ovos, que minimizara os custos e suprira

a necessidade diaria de vitaminas e proteinas.

Exemplo 3.2.2. Uma companhia de transporte tem dois tipos de caminhoes: O do tipo
A, tem 2m? de espago refrigerado e 3 m3 de espaco nao refrigerado; O do tipo B, tem 2
m? de espaco refrigerado e 1 m? de espaco ndo refrigerado. O cliente quer transportar
um produto que necessitard e 16 m? de drea refrigerada e e 12 m? de drea nao refrigerada.
A companhia calcula que 1.100 litros de combustivel para uma viagem com o caminhao
do tipo a e 750 litros com caminhao do tipo B. Quantos viagens precisard fazer cada

caminhdao de modo que a quantidade de combustivel seja minima?

O modelo matematico aplicado para esse problema de PPL é:

Minimizar gasto de combustivel que é:

Gasto = 1100x + 750y
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sujeita as restricoes:

Devemos agora, nos concertra-mos em delimitar as regioes representadas por cada re-

stricao.

A primeira regiao delimitada por 2x + 2y < 16,

Figura 3.12: Regiao representa a area refrigerada

Religiao delimitada pela segunda restrigao,

Por fim, delimitaremos a regiao formada pelo conjunto de todas as restrigoes,

y-

fa

o 2 \ 8 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.13: Regiao que representa a area nao refrigerada
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Figura 3.14: Regiao formada pelas restri¢oes

A melhor solucao do nosso PPL se encontra em algum dos vértices que delimitam
figura formada pelo conjunto de todas as restricoes por baixo, entao devemos encontrar-
mos as coordenadas de cada vértice.

Notamos que as coordenadas do vértice B (8,0) e do vértice D (0, 12), porém as coorde-
nadas de E, sera representa pela inteerseccao das retas 2x +2y = 16 e 3x +y = 12, entao

devemos manipula-las algebricamente para encontra-mos tais coordenadas.

(I) 2x + 2y=16
(I1) 3x + y =12
Multiplicando a equacgao (II) por (2), temos

2x +2y =16
6x +2y =24

Subtraindo termo a termo a equagao (II) pela equagao (I), temos

(6x —2x) + (2y — 2y) = (24 — 16)
4x =8
X =2

Substituindo x = 2, na equacao (I), temos,

2(2) + 2y = 16
2y =12
y==~6

Para sabermos quais dos vértices representa a melhor solucao para nosso PPL, basta sub-

stuirmos as coordenadas suas coordenadas na funcao objetivo e ver qual nos da a melhor
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solucao, sintetizaremos essas contas na tabela.

Vértice | valor x | valor y | Funcao objetivo 1100x + 750y

B 8 0 8 800
D 0 12 9 000
E 2 6 6 700

Portanto a solucao que otimiza nosso PPL é o vértice E, ou seja, o caminhao do tipo A

deverd fazer 2 viagens e o caminhao do tipo B deverd fazer 6 viagens.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Como Programacao Linear é uma ferramenta utilizada para encontrar o lucro maximo ou
o custo minimo em situagoes gerais sujeitas a uma série de restrigoes (inequagoes), mode-
ladas por fungoes matematicas. O presente trabalho foi pensado como uma forma de apoio
aos professores, e de pesquisa para alunos, de ensino médio buscando relacionar contetudos
dessa etapa escolar com abordagem de otimizacao de problemas de contexto social. De
modo geral pensamos nesse tema, como ponto de partida para relacionar conteidos dessa
faixa de estudo com problemas de ordem pratica, a fim de tentar despertar no aluno a
importancia da matematica no contexto social.

A principio, a idéia era abordar um material de apoio exclusivo ao professor, porém com
decorrer de nossas descobertas sobre o tema, imaginamos que este pode ser também apli-
cado ao aluno, visto que a simplicidade de contetidos e as ferramentas necessaria para a
solugao de um Problema de Programcao Linear podem ser facilmente relacionados com
conhecimentos que o aluno tras de série anteriores, inequacoes por exemplo.

Além disso, pensamos em continuar a desenvolver trabalhos sobre essa tematica, pois des-
pertaram no autor a idéia de tentar relacionar, além dos modelos de solugoes apresentadas
nesse trabalho, alguns outros que possam vir a servir até em etapas mais basicas da vida

escolar.
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