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“A Matemdtica ¢ a rainha das ciéncias,
a Teoria dos numeros € a rainha da ma-
temdtica.” .

C.F. Gauss.



Resumo

Este trabalho apresenta assuntos referentes a Teoria dos Numeros, visando a demonstracao
do Teorema fraco de Hadamard, bem como ferramentas necessarias para que a mesma
seja compreendida. Alguns resultados sobre primos e algumas funcoes aritméticas ganham
destaque. O real intuito deste é servir de suplemento aos professores de matematica do
ensino basico, bem como aos alunos de graduacao em Licenciatura em Matemaética.

Palavras-Chave:Numeros primos; Teorema fraco de Hadamard; Teoria dos Ntuimeros.
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Abstract

This paper presents subjects related to the Theory of Numbers, aiming at the demons-
tration of the weak Hadamard Theorem, as well as the necessary tools to be understood.
Some results on primes and some arithmetic functions are highlighted. The real purpose
of this is to supplement mathematics teachers in elementary education as well as under-
graduate students in Mathematics Degree.

Keywords:Prime numbers. Hadamard’s Weak Theorem. Number theory.
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Introducao

A Teoria dos nimeros é um dos ramos da matematica que mais fascina os mateméaticos
desde os tempos mais remotos. Talvez porque a essencia da matematica sao os padroes.
Na Teoria dos Numeros encontrar padroes numéricos é essencial. Embora tal area seja
bem quista, as escolas de Ensino Médio nao angariam-a com muita frequéncia.

Esta dissertacao foi criada com o intuito de auxiliar alunos de graduacao em ma-
tematica a compreenderem melhor o comportamento dos ntimeros primos, além de esti-
mula-los a estudar Teoria dos Numeros.

O intuito do trabalho é estimular o aprendizado em Teoria dos Numeros, por meio
da demonstracao do Teorema Fraco de Hadamard, para isso, neste trabalho constarda um
breve estudo de séries, passando por convergéncias e divergéncias de séries importantes
para uma boa compreensao da demonstracao do Teorema Fraco de Hadamard.

Dada a funcao m : R — N tal que m(x) é a quantidade de nimeros primos p,
onde p < x € R. Muitos matematicos buscaram uma funcao g : R — R, tal que

limy oo % = 1. Esta funcdo, como veremos nos capitulos anteriores, é g(x) =

In(x)’

de grande importancia ao Teorema forte de Hadamard.

Quando o problema em questao é fazer uma estimativa sobre a quantidade de primos
na reta, o Teorema fraco devido ao francés Jacques Hadamard responde a essa pergunta.
E o conjunto dos nimeros primos se revela com densidade nula. Neste trabalho, mos-
traramemos como Hadamard chegou a tal conclusao, mas para tal, abordaremos alguns
resultados preliminares sobre séries e suas convergéncias. Alguns resultados preliminares
sobre os nimeros primos, fungdes que nos auxiliarao na compreensao da demonstragao.

O capitulo 1, versara sobre séries numéricas, desde exemplos basicos até resultados
mais elaborados como a divergéncia da série harmonica, série esta que possui uma papel de
destaque em Teoria dos Ntiimeros, uma vez que nao raramente ela surge como ferramenta

para encontrar os mais variados resultados.



Sumario 2

No capitulo 2 veremos conquistas mateméticas envolvendo primos, desde sua infini-
tude e averiguacao de sua distribuicao desuniforme até curiosidades envolvendo primos
de Fibonacci.

O capitulo 3, é o capitulo onde veremos e estudaremos fungdes que nos auxiliarao na
compreensao da demonstracao do Teorema fraco de Hadamard, mostrando e definindo
fungoes aritméticas: Numero de divisores e Totiente de Euler. Também neste capitulo
aplicaremos alguns resultados inerentes a tais fungoes em questoes.

O capitulo 4 é onde culmina nosso trabalho, usaremos o que até aqui foi trabalhado
para demonstrar o teorema fraco de Hadamard, o mesmo possui esse nome pois um
resultado mais forte, também devido a Hadamard, é o Teorema dos Ntumeros Primos.

No apéndice vislumbraremos o Teorema dos Niumeros Primos, ou Teorema de Hada-
mard, a primeira demonstracao deste Teorema foi feita de modo analitico, sendo a mesma
longa e de dificil compreensao. Paul Erdos, juntamente com A. Selberg, fizeram uma
demonstracao elementar do Teorema dos nimeros primos, contudo a mesma ainda é um

tanto longa.



Capitulo 1

Um pouco sobre séries

Para seguirmos rumo ao teorema de Hadamard faz-se necessario conhecimentos basicos
de séries numéricas, trataremos aqui de convergéncias e divergéncias de séries numeéricas,
séries importantes como as dos inversos dos quadrados, a série harmonica e a funcao zeta

de Riemann.

1.1 Séries numéricas nos reais
Dada a sequéncia (an)n>1 , definimos limy 4o Z;‘:l ax como uma série, onde

VkeN= ax € (an)n>1.

Quando (an)n>1 C R dizemos que limy o >, Qx é uma série de nimeros reais.

O numero real s,, = a; + as + --- + a, é denominado a n-ésima soma parcial da série
n s’ . mn .

D w—q Qk. A série ) ,_; ay converge se, e somente se, limy, o Sy, = L onde L € R. Caso

nao haja real L que limite a série diremos que a mesma ¢ divergente.

Vejamos alguns exemplos de séries:
a)ZE:l k
b)3 i—p 2
k
C)ZE:l 3k2—+1

)Y o, pik, onde py denota o n-ésimo natural primo.

(
(
(
(
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As somas parciais de (a),(b) e (c¢) s@o, respectivamente,
(@) xn=1+2+4---+mn;
(b)yn =2+ 44+ 2% e

2 , 4 om

@ =2+ b4+ 2y
Subsequéncia: Dada uma sequencia f de niimeros reais, chamamos de subsequéncia

de f uma restricio ao subconjunto ilimitado N' = {n; < n, < --- <ny < ---} ¢ N.

Assim, f é escrita como f = (an), ¢y ou ainda f = (an,, An,, Ang, -+ 5 Ang, - ).

1.2 Critérios de convergéncia e alguns resultados

Critério 1. Dada uma sequéncia de niimeros reais (@, )nen € uma subsequéncia (@), )nen
desta, se Y |_, an ¢é convergente entdo Y ,_, al também é convergente.

Critério 2. Se a série 22:1 ayx ¢ convergente entao limy, ., a, = 0.

Demonstragao. Seja S, = a; + as + -+ - + a,, a soma parcial de ZE:l ay, como a série
é convergente, temos lim,_, ., S, = k € R. Considere ainda s,, = S,,_1, é notério que

lim s, =k.
n—-+oo

Ao passo que,

Sn—sn=(a1+a+-+a)—(a+a+ - +an1)=an

= lim a,= lim S,—sp,= lim S,,— lim s, =k—k=0
n—+o0o n—+o0o n——+o0o n——+o0o
O
Critério 3. Sejam ) ., ax e > ,_, by duas séries onde lim, 100 ) Gk = a e

limn 400 2 oy bk = b, taisquea,b €R. Se ) 1, an_kbyentaolimy 4 00 ) oy An_kbx =
a-b.

Critério 4.Seja (an)n>1 € R\ [0,—00) uma sequéncia. Entao, que ZZ:; ax=TeER <&
(Sn)n>1 for limitada. Aqui Sy =a; + -+ + an.

Demonstragao. Note que,d ,_, ay converge, entdo (S, )n>1 converge. Relembrando o
estudo sobre sequéncia de niimeros reais, toda sequéncia convergente é também limitada,

logo (Sn)n>1 € limitada.
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Por outro lado, suponha que (Sy,)n>1 seja limitada. Como (an)n>1 € R\ [0, —00), temos
que ax > 0; Vk e N.
Observe que,

Slzal

<52:a1+a2

n
< S, = Z ay.
k=1

Ou seja, (Sn)nen € monétona. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia
monotona limitada possui uma subsequéncia comvergente. Aos interessados nas demons-

tracoes dos critérios 1 e 3, recomendamos o cldssico de E.Lima ([5]).

1.3 A Série geométrica

Uma série que ¢é bastante estudada, desde o Ensino Médio, nas instituicoes de ensino
bésico é a série geométrica. Esta é a soma dos termos de uma progressao geométrica. Tal
série tem suma importancia nas mais variadas aréas da ciéncia, bem como, reproducao
populacional, decaimento radioativo de uma particula e em matematica financeira.
Defini¢ao. Dados a, q € R tais que ¢ # 1 e a # 0 tem-se que ) ., ¢*! é chamada de
série geométrica; uma vez que a sequéncia a,, = q™ ! denota uma progressao geométrica,
aqui a constante q é chamado de razao da série.

Vejamos alguns exemplos de séries geométricas:
Exemplo 1.1 ) |'_, 3%. Perceba que nesta série a razao ¢ 3.

Exemplo 1.2) |, (%)k Agora temos como razao o real %

Exemplo 1.3} |, ((/g)k Aqui a razao da série ¢ ({/€).

1.4 Convergéncia da série geométrica

Trataremos a seguir da convergéncia da série geométrica, analisando a razao da série
com critérios precisos para tal determinacao. Como ja citado, tal determinagao deve-se ao
limite de n tendendo ao infinito positivo de suas somas parciais. Mas na série geométrica

conseguimos determinar a convergéncia de um modo bem mais simples, apenas analisando
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o modulo de sua razao. Vejamos:
Teorema 1.Seja > ,_, ¢! uma série geométrica de razio q. Se 0 < q < 1 a série ¢
necessariamente convergente.
Demonstragao.Dada > ;_, ¢*7! temos que sua soma parcial ¢
Sw = q+q*+---+q™! (1.1)
e, segue, multiplicando por (1.1) que
aSn = @'+ +q" 4 q" (1.2)

Fazendo (1.1) subtraida de (1.2) temos

Sal@—1) = q"—q (1.3)
. q"—q
=8, = a1 (1.4)
_ q n—1 __
=8y = —q_l(q 1) (1.5)

Para verificar se existe lim,,_, ;o S, devemos mostrar que dado.

De fato, de 1.5 temos que

. I T q n—1__
n1—1>IJIrlooSn —ngrfooq—l(q 1)

= lim Sp=—9— lim (q"'—1)

n—+00 q—1n—+c
= lim Sp=-—9— lim ¢"'— -9 1im 1
n—+00 g—1n-+c q—1n—+o
' __9 . 9 n—1
:ngl}—loosn_l—q_{_q—lngr—{looq

Para o que falta devemos mostrar que lim, _, , o S, = l—f'H se0<g<lelimp,,0Sn =
+00 se ¢ > 1. Ou seja, se a série geométrica Y_,_, q*~! é convergente ou divergente.
Suponha que q > 1. Mostraremos que dado
€e>0dng e N;Vn >ny=1[q"| > €

Basta tomarmos ng = [1 + log, €] onde [x] denota o menor inteiro o« < x.

Logo,
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n>mng = [1+loggel >n =logge = q* > q" =€ > —q" = |q" > € =
limp 400 S = +00 + limp 4 oo 1%5 = liMn 400 Sn = +00 + 1_55 = +00.
Nesse caso a série seria divergente.

Suponha agora que 0 < q < 1. Logo, \qLI > 1= IqL\ =1+10<1e€R. Temos da

desigualdade de Bernoulli que

1

1
1+nl

1(1
Para o que falta, basta tomarmos ng > ¢ (E — 1) )

= |qI™ <

e>0dnpeN; Vn>ng=|q" <e.

Nesse caso a série seria convergente, uma vez que

lim S, = —— lim (g™ '—1)
n—+00 gq—1n-+c
: q n—1 :
:>n£1}rloosn_q—1(q ngrﬂooq—l
= lim S, =0+—1—
n—+o0 1—q
Ou seja, S, converge para ﬁ.
Exemplo 1.4: A série do exemplo 1.2 é convergente pois q = % Logo, > p_, (%)k

1
converge para %t = 1.
2

Exemplo 1.5: Dado p um primo impar, temos que Zzzl(logp 2y

converge para logp 2.
De fato, como a funcao log é crescente no intervalo (1,4o00) temos que dados a,b €
R\ (—o0;1),a>b=a! >b>a’=log,a! >log,b>log,a’=1<log, b <0.

Sendo p um primo impar, temos que p é necessariamente maior que 2, temos que 0 <

log, 2 < 1. Assim, como Zzzl(logp 2)* é uma série geométrica de razao menor que 1,

temos que a mesma converge para

log,, 2 log,, 2 _ log, 2

= = =1 2
1—log,2 log,p—log,2 log, % &%

Note que p nao precisa ser necessariamente primo ou impar, tao somente maior que 2.
Exemplo 1.6: Sejam a,b € R\ [0,—c0) e a # 1, temos que Y ,_,(log, b)* converge

para log% b.

k

De fato, pela razao da série Y _,_,(log, b)* ser menor que 1, temos que a mesma converge

para
log, b log, b _log,b
1—1ogab—logaa—logab_logag— ®
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1.5 A série harmonica

Nesta secao vislumbraremos uma das mais belas séries, a série harmonica. Esta recebe
este nome pela semelhanga que possui com a proporcionalidade das vibragoes dos compri-
mentos de onda de uma corda. Tal série tem um papel muito importante neste trabalho,
nao s6 por da uma idéia intuitiva de espagamento numérico na reta real, mas também
por sua importancia no estudo de func¢oes primordiais em Teoria dos Numeros, como é o
caso da funcao zeta de Riemann. Comentaremos um pouco mais sobre essa funcao nos
capitulos a seguir.

Definigao: A série harmonica é a soma dos inversos dos natuarais, ou seja, > ,_, % =
1+ % + % + ---, onde a mesma ¢é divergente.

Demonstracao. Seja In: (0, +00) — R a funcao logaritmo natural, definida por

In(x) = LX %dy. (1.6)

Temos que dadoy > 1 = 5 < 1, assim

k=1 k=1 k=1
Tl.l n

=S, = — In(k+1)—Ink)=In(n+1
3 > Ym0 )~ = ln(n 1

Observe que (Sy)n>1 ndo é limitada, pois quando n — +o0 temos que S,, — +oo.

Portanto, a série harmonica é divergente.

Uma pergunta interessante é, a soma dos inversos dos quadrados dos naturais con-
verge? A resposta a essa pergunda estd no problema a seguir, e de modo intuitivo, como

os quadrados dos naturais sao espacos na reta a resposta € positiva.

Exemplo 1.7 A série > ,_, % é convergente.

Demonstragao. Seja S, =) |, % temos que
1 1 1 1 1 1 1
Sn 1+22+32+42+52+62+72+82+
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:»s—1+1+1+1+1+1+1+1+ +1 +
" 22 32 42 52 62 72 ]2 15
11 1 1 1 1 1 1
<14+ §+§ + E—FE—FE-FE + §+"'+§ + .-
1 1 1 Yo
=142 — 4448 .=
+2 g4 H8 o ;2t_1

. s . t , , . ;.
Como vimos a série ) ,_, 2%1 ¢ geométrica, logo, convergente. Portando, a série

> ey # converge para algum real.

Exemplo 1.8 (Série harmonica generalizada)A série Y __, k%, é conhecida popularmente
como série harmonica generalizada, ou p-série. A mesma converge se p > 1, senao a série
¢é divergente.

Curiosidade: A série harmonica generalizada , quando p > 1 converge para a fungao
zeta de Riemann em ordema p, isto é, ¢(p).

Aos interessados recomendamos o livro de Antonio Caminha ([8]).

Ja vimos que a soma dos inversos dos quadrados dos naturais, bem como a soma dos
inversos das poténcias, maiores que quadrados, dos naturais sao convergentes. De modo
intuitivo, isto significa que as poténcias dos naturais sao cada vez mais espacas na reta
real.

Consideremos (pn)n>1 & sequéncia dos nimeros naturais primos. Embora o conjunto
dos primos seja um conjunto magro dentro dos naturais, provaremos no capitulo 2 que
limy, 100 ) k= 1“]%k = +00

Um dos maiores contribuintes em Teoria dos Numeros foi, sem duvidas, o hingaro
Paul Erdos. Ele até hoje encanta mateméaticos com suas demonstracoes elegantes. E a di-
vergéncia da série harmonica foi uma das provas contempladas por ele. Tal demonstracao,
que veremos loga a seguir, fascina com sua simplicidade, podendo facilmente ser compre-
endida por um aluno do ensino fundamental que tenha um minimo de conhecimento sobre
fragoes. Vejamos como este célebre matemaéatico nos presenteou com sua poesia em forma
de prova.

Demonstragao da divergencia da Série Harmoénica: Dada a série > ,_, %, vamos

supor que limp 400 ) ¢+ =t €R.

1
21—1"

Note que, Vi € N = % <
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De posse de tais afirmacoes, substitua todas as parcelas 21171 pelas parcelas % Logo,

t < 1+1 + 1+1 + 1+1 +
5 9 4 4 6 6
=t<?2 1 + 2 1 +2 L + = 1+1+1+ =t
2 4 6 - 2 3 -

=>t<t

Absurso!

Portanto, a série harmonica é divergente.



Capitulo 2

Resultados interessantes sobre

nimeros primos

Algumas perguntas sobre primos, bem elegantes, seja dito, permeiam a cabeca dos
matematicos. Perguntas como: Qual seria o comportamento dos primos em um intervalo
dado? E no infinito? E se os mesmos fazem essa danca no infinito, qual seriam seus pas-
sos? Gracas a curiosidade de alguns hoje podemos responder algumas destas. Veremos

neste capitulo alguns resultados sobre os niimeros primos.

2.1 Existem infinitos niimeros primos

Um numero primo é aquele natural que é divisivel apenas por 1 e por ele mesmo. Uma
pergunta comum, ao se deliciarem com a teoria dos niimeros é se existem infinitos primos.
Essa pergunta foi feita, 300 anos antes de Cristo, por Euclides. Gracas ao sua habilidade
com a matemdtica o mesmo pode respondeé-la.

Teorema 2.1 O nimero de naturais primos é infinito.

Demonstracao devido Euclides. Suponha, por absurdo, que exista um numero fi-
nito k de naturais primos e que F = {p1,pa, - , px} seja o conjunto de todos os naturais

. . . k , . , .
primos. Seja ainda P = [];_; pi, como o ntimero de primos ¢ finito

Ip; €F; pslP+1

11
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=P+1l=p;-1;TEN (2.1)

Mas sabemos que P = p; - R, onde

k
R = H Pi-

i=1,ij
De 2.1 temos
P+1l=p5-r

O que claramente é um absurdo! Portanto, existem infinitos nimeros primos.

Depois de Euclides varios outros matematicos contribuiram com as mais variadas
demonstragoes para a infinitude de primos nos naturais. O grande matematico suigo,
Leohnard Euler, contribuiu com uma elegante demonstracao.

Demonstracao devido a Euler. Considere P o conjunto dos niimeros primos. Sejam
Pk;Pq € P dois nimeros primos. Note que py,pq > 1 entao i, ﬁ < 1.
Assim, da convergéncia da série geométrica e do critério 3,

(15) (-5.) = (Zw pk1—1> (ZOO pqi_l) =Y e (2

x=1 x=1 x,y=1

Percebemos que dado n > 0;n € N, onde n = pi'pq" para alguns t,r € N. Aperece

uma Unica vez na série 2.2. Ou seja,

+00 —1 —1
1 . 1 1 1
e X (15) (1-5)
x,y=1 q Px Pq

De modo geral, temos que para {p1,p2, - ,Px} C P,

agora, . = ]_[Ll p;®, com o = 0.
Se P for finito, suponha #P = k € N, teremos, pelo Teorema Fundamental da
Aritmética,
k —1 +o00
1 ) 1
(1) =5t
i=1 ( b1 =K
Absurso! Uma vez que a série harmonica diverge, conforme vimos no capitulo anterior.

Sendo assim, P é infinito.
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2.2 Os primos gémeos

Considere os pares ordenados a seguir:

(3,5),(5,7),(11,13),(17,19),(29,31),(41,43)

O que eles tem em comum? Todos esses pares ordenados possuem primos onde o médulo
da diferenca entre eles é sempre 2. Sao os chamados Primos Gémeos, por definicao.
Uma pergunta inerente é: Existem infinitos primos gémeos? Antes de responder tais
perguntas vejamos alguns resultados sobre os primos gémeos.

Seja § C P o conjunto dos primos gémeos, ou seja,
Pak—1 € § = pak = pak—1 + 2,k €N.
Usando um pouco de Célculo, podemos responder a questao:

“Qual é o valor de limy_, oo (Prr1 — Px)?”

Onde k € Ne px € P.

Perceba, inicialmente, que o menor elemento é po —p; =3 —2 =1 E mais,
inf{pry1 —prlk € N\{1,2}} = 2.

Tal afirmagao nos levam a conjecturar o seguinte,
“Existem infinitos primos gémeos”

Ou ainda,

lim (anrl - pn) =2

n—-+oo
Um fato interessante a respeito dos primos gémeos é que a soma de seus inversos é

convergente. Contrariando o que nosso intuito nos aponta. Ou seja,

+<>o1
x“eG=)
io1 <t

é convergente. Isto nos mostra que § é um conjunto magro em N. Aos interessados na
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demonstracao deste fato, recomendamos ([11]).

2.3 P nao é tao magro em N

Nesta secao trataremos da densidade de P via a série dos inversos de seus elementos. Como
foi comentado no capitulo anterior, dedicaremos esta secao a provar sua divergéncia, fato
que se deve a sua densidade em N. Grandes matematicos trabalharam nesta linha de

pensamento, um grande contribuinte foi, sem duvidas, Tchebyshev.

O Russo, Pafnuty L. Tchebyshev, viveu no século XIX, foi um matematico que fez
fortes contribuigoes com seus trabalhos relacionados a Estatistica e a Probabilidade. Tra-
balhou com nimeros, e é responsavel pela demonstragao do teorema a seguir.

Teorema de Tchebyshev. Se x € N\{1, 2}, entao existem constantes positivas, C,c € R
tais que

X X
gy ST S C

A demonstracao de tal teorema foge largamente ao escopo deste trabalho. Ao leitor

interessado recomendamos [12].
Definicao 2.1 Dizemos que um conjunto X C R é denso, quando qualquer intervalo
aberto (a,b) contém algum ponto x € X, onde a,b € R.

Corolario 2.2 Existem constantes reais positivas o e 3, tais que

ok In(pr) < pr < BklIn(py)

onde py € Pek > 2.

Demonstracao. Do Teorema de Tchebyshev, temos que

Px
In(py)

ni(p) < C-

In(px)
Note que,

%
IxeR: —PX S ¢vk>x
In(py)

Sendo assim, sao validas

1 1 1
(1) px < Ekln(pk) < EkCPﬁ

pé<k.
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Onde
(2) pi < k=In(px) < 2ln(k).

Onde k > x.
Substituindo (2) em (1), temos

1 2

Px < —kln(px) < —klIn(k).

c c

Para k > 2, fazendo o = % Concluimos que,
Pr < akln(k). (2.3)

De posse desse corolario podemos demonstrar que P nao é tao magro quanto se pensava.

Pois a soma de seus inversos diverge.
s o 7. “+o00 1 7 .
Corolario 2.2 A série ) =, — é divergente.
k=1 py

Demonstracao.A equacao 2.3 nos garante que
Pk < akln(k), para k> 2.

Assim,
1 1

— < .
ockln(k) Px

Tendo em vista que,

1
L:R—R; L[(x)=———,Vx>1
xIn(x)
Temos que a mesma é crescente e positiva.

& 4
5 4
4 ]
3_
1_
D T T T

[u} 2 a 4 bl [} 7 =1 g 10 11

Grafico de L(x)
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Sao validas as desigualdades,

1 (" dx 1< 1 - 1
&L xnx) ; i) = ; .
Perceba que,
oo dx b dx In(b)
— 1 — lim 1 -
L xIn(x) b5 +oo L xIn(x) b5 +oo0 n(ln(Q)) oo



Capitulo 3

Funcoes aritméticas auxiliares

A Teoria dos numeros é um ramo da matemaética que a séculos fascina e atormenta,
concomitantemente, matematicos que nela se aventura. Esta que seria rainha, segundo
Gauss, nos presenteou com belas fungoes aritméticas, que nao raramente revela os segredos
mais profundos dos nimeros.

Aqui faremos uma breve esplanacao de algumas funcoes aritméticas que em siguida nos
guiarao rumo a demonstracao do Teorema Fraco de Hadamard.

Definicao 3.1 Uma funcao f é dita aritmética quando f: R — M, onde M C N.

3.1 Funcao nimero de divisores

A primeira funcao aritmética a ser tratada aqui é a funcao ntimero de divisores de um
nimero natural qualquer. Para tal, vejamos o problema a seguir:
Definigao. Dado um nimero natural n = []._, px®¥, a fungao nimero de divisores de
n, d: N — N é definida por d(n) = (a; + 1)(az +1)---(a, + 1).
Exemplo 2.1 Determine o valor de s onde dado n = 3? - 4% temos d(n) = 15.

Ora, como n = 225 - 32 temos, por definicao que d(n) = (2s +1)(2+1) =15 = s = 2.

3.2 Funcao totiente de Euler

Defini¢ao. Dados a,b € N, a é dito primo com b se, e somente se mdc(a,b) = 1.
Por exemplo, 3 é primo com 8, pois mdc(3,8) = 1. Ao passo que 2 nao é primo com 8,

pois mdc(2,8) =2 # 1.

17
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Definigao A funcao ¢ : N — R é conhecida na literatura como fungao totiente de
Euler. Onde dado a € N, @(a) representa a quantidade de niimeros naturais menores que
a que sao primos com a. Veremos nas préximas linhas como calcular o valor numérico de
tal funcao, esta tera um papel destacado neste trabalho, por ser essencial na demonstracao
do teorema fraco de Hadamard.

Proposicao 3.1 Dados
k,q e Nymde(k,q) =1= o(k-q) =o(k) - ¢(q).

Demonstragao. Suponha que q =1 ou k = 1. E trivial que @(k - q) =e(k) - 9(q),
pois (1) =1

Suponha agora que k > 1 e q > 1. Considere a matriz N com k linhas e q colunas, a

seguir, i i
1 2 . q
q+1 q+2 ... 2q
N = 2q+1 2q+2 ... 3q

_(k—l)q+1 (k—1)g+2 ... kq |

Sabemos que mdc(x, k- q) = 1 & mdc(x,q) = mdc(x,k) = 1. Portanto, para o

calculo de @(k-q) precisamos enconrar todos os ny; € N; mde(nyj, k) = mde(ny, q) = 1.

Observe que, mdc(nyj,q) = 1 = mdc(nyj, q) = 1, pois ny; = rq + j, para algum
1<r<kel <j<q. E facil ver que existem k@(q) nimeros nyj que sdo primos com
q. Nos resta agora verificar quais destes sdo primos com k. Da hipdtese, mde(q, k) = 1.
Assim, fixadoy; 1 <y < k, os elementos da coluna ny, deixam restos diferentes na divisao
por k e, portanto, temos (k) niimeros na coluna y que sdo primos com k. Pelo teorema
fundamental da contagem, o nimero de nimeros primos com ¢ e Kk, simultaneamente,
dentre os elementos da matriz N é @(q) - @(k).

Proposigao 3.2 Se p é um numero primo, entao @(p) =p — 1.

De fato, segue direto da definicdo de nimero primo que no conjunto N, ={1,2,--- ,p}

apenas x = p = mdc(x,p) # 1. Restando, p — 1 nlmeros primos com p.

Proposigao 3.3 Seja p um natural primo e t, um natural qualquer, entao

ty _ .t _l
eP)=p (1 p)-
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Demonstragao. Sabemos que #N,« = #{1,--- ,p'} = p*. Destes, nao sao primos com p,
somente x € Ny« tal que x é multiplo de p. Ou seja, x = kp tal que k € {p,2p,--- ,p* " 'p}.

Como existem, pt~! possiveis valores para k, pelo princicio de exclusdo,

e(p)=p'—p!

ty .t _l
= @) =p (1 p)-

Teorema 3.2 Seja x > 1 tal que x = [[p_, Px**, onde i # j = p; # p;j com i,j €

{1,--+ ,n} e p; primo, Vi € N. Entao, temos que
1— — 3.1
Ilpk < Pk) (3:1)
Demonstragao. De posse que x = [1_; Px™, temos que @(x) = @([Tr_; Px**). A

Proposicao 2.2 nos garante que que ¢ é uma fungao multiplicativa. Ou seja,
n n
o(JPe™) =] @(Pe™
k=1 k=1
1

Ao passo que a proposigao 2.3, nos garante que @(py**) = p** (1 — p_k) )

Portanto,

o= TTr (1 1)

k=1 Px

Observe ainda que, como x = [[_, Px**, podemos escrever
1 1 1
P1 P2 Pn

Esta funcao nos tem as mais variadas aplicacoes em teoria dos niimeros. Talvez pelo fato
dos nuimeros primos exercerem um certo fascinio nos amantes da teoria dos ntimeros.
Exemplo 3.4 Qual a quantidade de nimeros que nao sao primos com 4207

Observe que 420 = 2% - 32 . 5!, entdo a quantidade de nimeros primos com 420 é igual
a @(2*-32-5')=420- (1—3) - (1—3) - (1—3%) =192. Logo, a quantidade de nimeros

que nao sao primos com 420 ¢é 420-192=228.

3.3 Funcao menor inteiro.

A funcao menor inteiro tem seu lugar reservado neste trabalho, uma vez que a mesma
serve de ferramenta na demonstracao do Teorema dos nimeros primos, tornando-se, jun-

tamente com a fungao de Tchebyshev, uma arma poderosa. Esta funcao aritmética, apesar
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de simples, tem caracteristicas interessantes, bem como desigualdades elegantes. Nesta
secao, além da definicao, apresentaremos algumas proposicoes a respeito da mesma, bem
como suas demonstragoes.

Definigao.Seja x € R\ [0, —00), entao existem a,b € Z tais que a < x < b, onde a é o
maior inteiro que nao é maior que Xx.

A fungao | |:R\[0,—00) — N, é conhecida na literatura como a fun¢ao menor inteiro,
ou funcdo parte inteira. Ou seja, |[x| = a = [x] < x.

Exemplo 3.4 O nimero real x = 4,666 . .. pertence ao intervalo [4, 5]. Assim, |4,666...] =
4.

Exemplo 3.5 Dados os nimeros 3,5,% e 7, temos que 3], [1] e [7].

Proposigao 3.6 Sejam x,y,z € N. Temos

#-l5

Demonstracao. Sejam k = bJ e q = LEJ Note que, x = ky+ 10 < r<ye

k =2zq+5s;0 < s < z. Sendo assim,
x=ky+r=y(zq+s)+r=yzq+ys+r.

Como ys + v < yz, concluimos que q = Lﬁj :
Proposigao 3.7 Sao vélidas as desigualdades a seguir, onde x;,y € N| i € {1,--- [ k}; k€&
N.
Xi 1 & - X4
>[5 < x| <2 [3]
Demonstracao. Seja

Xi =(qi+71i;qi €N

0<n<y—1<vy.

Pela definigdo da fung¢do menor inteiro, q; = [xi]. Sendo assim, temos

i< qi +ri<qgity
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3.4 O Teorema fraco de Hadamard

Nesta secao iremos demonstrar o Teorema fraco de Hadamard, o mesmo mostra que,

im T
Xx—+o0o X

aqui 71(x) = #{p € N| p < x,com p — primo}, ou seja, a quantidade de nimeros primos
até um dado natural x. O que nos dé uma ideia de densidade nula (vide Definigao 2.1)
de P. Tal teorema serve de alicerce para o Teorema dos nimeros primos. O Teorema dos
nimeros primos pode ser demonstrado analiticamente, bem como de modo elementar,
para o leitor interessado recomendamos [7]. A primeira prova elementar do Teorema dos

numeros primos foi feita em 1949, pelos matematicos a A. Selberg e P. Erdos.

3.5 Uma importante desigualdade relacionando 7(x)

e @(x)

Proposicao 3.8Para todo k € N temos que

n(n) @(k) 2k

Demonstracao. Seja n € N, assim pelo algoritmo de Euclides, n = km + r, onde
0<r<k.

Considere o conjunto
L2, y={1,-- K+ UGk + 1,5k +2,- - k(G + 1)) 4+ (mk+1,- -, mk+1).

Observe, que notoriamente, nao hd mais que k nimeros primos no conjunto {1,--- ,k}.
Observe ainda que no conjunto (jk + 1,jk 4+ 2,--- . k(j + 1)) um numero é primo se, e
somente se, for primo com k, ou seja, nao ha mais que @(k) primos no conjunto (jk +
Ljk+2,--- ,k(j+1)). Sabemos também que m = | {|. Em vista disso.

n

nn) <k+ (m—1e(k)+r<mek)+2k < Lk

|+ 2k < %(p(k) + ok
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L) _ el 2%
n k n

Lema 3.1 Considerando n > 0;n € N e p; primos tais que p; > nondei € {1,2,--- k}.

ie[0-2) 05 (5

Demonstracao. Sabemos que, 0 < r% < 1 assim

(1 N pi) - S i <pii1) (3.3)

y=1

Temos que

De 3.3 temos que

TS () [0-2) (-2 0-2)]

i=1y=1

Ao passo que, pelo Teorema fundamental da aritmética, {1,--- ,n} C {p1*, p2*, -+, pr ™},
onde n = ploc1p2oc2 .- "pko‘k e € {061, Ko, v, o}

Ou seja,

0 que nos garante,

Observe, ainda, que

Portanto,

Ly II3 (=) = [(5) (-5) - (=50)]

3.6 Demonstracao do Teorema fraco de Hadamard

A priori, note que devemos mostrar que dado um real € > 0 arbitrario devemos mostrar

que dado Vn > ngy, onde nyg € N temos que @ < €.
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Tomemos k = [],_, Px, tais que px é primo.

Por 3.2 e pelo Teorema(3.2), temos

@< <1_i) (1_L),_-<1_i)+21_[£—1pk
n P1 P2 Pr n

-1
i [(1- ) (10 ) - (1-0)] =
n—+o0 P1 P2 Pr
lim (1_i> (1_i) (1_i) —0
n—+o0 P1 P2 Pr

O que nos garante que dado € > 0 temos,

(-3) (-3 -3 =

4HL:1 Px
€

Como

entao,

Para o que falta, tomemos ng = . Assim, caso n > ng, entao

m(n) n 2Ty P < € n 2Ty P _

€ €
n 2 n 2 41 Tn P 2

+to=e¢

€
2
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Consideracoes finais

Apoés cursar a disciplina de Aritmética, no periodo de 2015.2, criei um certo gosto por
Teoria dos Numeros. Tal disciplina contribuiu diretamente, para a escolha do tema de
minha dissertacao, seus comentarios sobre os primos e a funcao Zeta de Riemann ficaram
guardadas em minha meméria com bastante zelo.

O resultado aqui exposto partiu do desejo de conhecer melhor esse ramo tao fascinante
da matemadtica, que busca padroes nos nimeros, e mais ainda nos nimeros primos. Apods
enveredar-me pelas estradas tortuosas dos primos percebi que pouco (ou quase nada) sabia
sobre os mesmos, mas o que descobri me instigou a compartilhar com outros, culminando
neste trabalho que vos fora apresentado.

E foi com esta intencao, de contribuir na literatura matematica, e na formacao de
futuros professores do Ensino Bésico, que resolvi compreender o Teorema Fraco de Hada-
mard. Para tal, fora necessario que alguns alicerces fossem registrados. Isto para que um
aluno de graduacao pudesse acompanhar a demonstracao do Teorema objeto de estudo
deste trabalho. Resolvi restringir-me ao conjunto dos naturais, nao descartando os intei-
ros, mas para que ficasse melhor compreendido assuntos referentes aos primos positivos,
deixando o comportamento de seus simétricos nos naturais fora destas anotacoes. Optei
por comecar os estudos por séries numéricas, uma vez que a nocao de densidade dos pri-
mos, funcoes como a Tchebyshev e Von Mangoldt usavam este estudo como ferramentas
de sua compreensao. Foram feitas observacoes sobre séries de inversos ora de quadrados,
ora de naturais e outras ainda de primos (gémeos ou nao).

E perceptivel que o Teorema de Tchebyshev j& norteava a densidade nula de P nos

naturais, mas somente com o Teorema fraco de Hadamard podemos concluir o que nossa

24
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intuicao matematica nos revelava.

Contudo, espera-se que as ideias aqui apresentadas sirvam para motivar alunos de
graduacao e professores de matematica a pesquisas em Teoria dos Numeros, para que

mais jovens alunos despertem o prazer por essa bela ciéncia: A Matematica.



Apeéendice A
Apeéendice A

Uma funcao que muito contribui para o Teorema dos Numeros primos é devida ao
alemao Von Mangoldt. Este fora em 1878 um célebre aluno de Karl Weierstrass na Univer-
sidade de Humboldt em Berlim. Von Mangoldt forneceu com rigor provas que contribui-
ram para a demonstracao do Teorema dos Numeros primos, que afirma que lim, _, ; o %

Antes Riemann havia apresentado alguns resultados parciais, estes contribuiram para a

demonstracao devida a Von Mangoldt.

A.1 A funcao de Von Mangoldt

Definicao. A funcao A : N — R é definida por

Al) In(p), sen é potencia do primo p
n| =
0, caso contrario.

Definigao.A fungao de Tchebyshev é P : Rt — R definida por

Y(x) =) An).

n<x

Note que

W00 = Y ) = |25 ()
P

nLx pP<x
Teorema A.1 Se x > 1 temos que

Demonstragao.

In(x) = Y Ax) (A.1)

dlx

26
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Note que se x = 1 todas as parcelas sao iguais a 0, pois In(1) = 0.
Considere entao x > 1, assim, pelo teorema fundamental da aritmética, podemos escrever

de modo tnico

X = Hpka"
k=1
= In(x) = In(] [ p)
k=1

= In(x) = Z ax In(px)
k=1

Note que,

D AKX =) ) AlpY),

dlx k=1 q=1

onde ke{l,---,rteqe{l, - -, ax} Assim,

Z Alx) = Z Z In(pi) = Z ax In(py) = In(x)
k=1

dlx k=1 q=1

A.2 Equivaléncia entre a funcao de Tchebyshev e o
Teorema dos niimeros primos

Uma proposigao interessante que relaciona a fung¢ao de Tchebyshev e o Teorema dos

nimeros primos é a seguinte:

im POy gy T
X—+00 X X—+00 n(x)

=1

Demonstracao. Temos por A.1 que:

Yx) =) LEE;;J In(p) <In(x) ) 1=m(x)-In(x)

p<x

Contudo, caso 1 < z < x,

z<pLX z<p<X

Ao tomarmos x suficientemente grande, 3 por exemplo, temos que 1 < ;> — < x, assim

(x)
X P(x)
20 | In(——)

In?(x)

(x) <
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7t(x) In(x) 1 P(x) In(x)
= X < In(x) + 1n(1n2x(x)) X
7t(x) In(x) 1 P(x) In(x)

=

xS Inx) | x Inx)+2mnm)

Note ainda que, pela definicao 1.6 e pelo Teorema de L’Hospital temos que

|

i In(x) _ < _ 1 1
x—1>IJIrloo In(x) +2In(In(x)) x—1>IJIrloo Iy 2 X—I>I£oo 1+ 2

X xIn(x) In(x)

Desse modo, concluimos a demonstracao.

A equivalencia entre a funcao de Tchebyshev e o Teorema dos nimeros primos é de

) _q pro-

suma importancia em Teoria dos nimeros, uma vez que provada limy o =

vamos o Teorema dos nimeros primos. Mas tal tarefa nao é tao simples. Este teorema
que foi demonstrado pela primeira vez em, 1896, de modo analitico. Modo este que foge
largamente ao escopo destas linhas. Ao leitor interessado recomendamos [1] e [7]. Foi
preciso nascer Paul Erdos, em 1913, e Atle Selberg, em 1917, para que em 1949, surgisse
a primeira demonstracao elementar do Teorema dos numeros primos. Ainda assim, a

demonstracao elementar é bastante longa e bem complicada.

Em 1980, o estadunidense, D.J. Newman fez a primeira demonstracao curta do Teo-

rema dos numeros primos, contudo, tal demonstragao ainda é bem complicada.
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