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Motivacoes Matematicas por meio de resolucio de problemas de

Probabilidade Geométrica

RESUMO

Alicercado em uma abordagem diferenciada, expondo cenarios historicos, com énfase nos
conceitos essenciais de Probabilidade e de Geometria admissiveis no Ensino Médio, além de
esclarecimentos tedricos aprofundados e resolugdes de problemas motivadores de
probabilidade geométrica, o presente trabalho tem por objetivo fazer uma conexdo entre o
bindmio probabilidade e geometria no sentido de abordar determinados teoremas da
geometria euclidiana plana, analitica e espacial, resolvendo problemas — que nao sao poucos —
de probabilidade, utilizando somente a sua defini¢do classica. A abordagem ¢ uma via de mao
dupla, pois possibilita a interacdo entre os temas supracitados, facilitando e estimulando de
modo concreto e pratico a compreensao e aprendizagem dos temas estudados. Em funcdo do
ensinamento dessa temadtica, propde-se potencializar sua aprendizagem com recursos
resolutivos realmente funcionais e motivadores, uma vez que, devido a necessidade de possuir
amplo conhecimento em varios ambitos educacionais, o estudo de Probabilidade se torna um
topico imprescindivel nas diversas areas da engenharia, na medicina, administracdo, e,
inclusive, no dia-a-dia.

Palavras-chave: Probabilidade. Geometria. Resolu¢cdo de Problemas. Aprendizagem.



Motivacoes Matematicas por meio de resolucio de problemas de

Probabilidade Geométrica

ABSTRACT

Grounded on a differentiated approach, exposing historical scenarios, with emphasis on the
essential concepts of Probability and Geometry admissible in High School, in addition to in-
depth theoretical clarifications and resolutions of geometric probability motivating problems,
present work by objective make a connection between the binomial probability and geometry
in the sense of addressing certain theorems of flat Euclidean, analytic, and spatial geometry,
solving problems — which are not few — of probability, using only their classical definition.
The approach is a two-way street, because it allows the interaction between the above
mentioned themes, facilitating and stimulating in a concrete and practical way the
understanding and learning of the subjects studied. Due to the teaching of this thematic, it is
proposed to potentiate its learning with really functional and motivational resolution
resources, once, due to the need to have ample knowledge in several educational
environments, the Probability study becomes an indispensable topic in the various areas of
engineering, medicine, administration, and even day-to-day life.

Keywords: Probability. Geometry. Problem Solving. Learning.
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1. INTRODUCAO: MOTIVACOES E PROPOSITOS

Durante a nossa pratica docente, constatamos que existe, nos alunos, uma
complexidade bem acentuada na aprendizagem dos assuntos Probabilidade e Geometria. Nas
séries iniciais, os alunos encontram sérias dificuldades em aprender as quatro operagdes, €
isso, sobremaneira, traz consequéncias preocupantes ao aprendizado do aluno no célculo
probabilistico. Um habito arraigado nos textos tradicionais do ensino médio, fortemente
empregado na mente dos professores, e, como resultado, também nos alunos, ¢ o mito das
formulas e regras, uma vez que nao se aprende Matematica através de receitas, decorando

regras.

Por outro lado, o excesso de formalismo nos conceitos ¢ definicoes na Geometria
Plana Euclidiana, bem como na Geometria Espacial Euclidiana e na Geometria Analitica
Plana, contribui, de forma significativa, para um baixo nivel de aprendizagem por torna-las

enfadonhas.

Assim sendo, esses entraves afastam os alunos das recomendagdes encontradas nos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, PCNEM (BRASIL, 2000). O ensino
deve favorecer ao aluno a possibilidade de analisar dados e tomar decisdes corretas, a fim de

prepara-lo para o pleno exercicio da cidadania.

Para melhor discernir o método de como trabalhar esses conceitos de forma
associativa, procuramos nos ancorar no pensamento de George Polya, conforme seu
desenvolvimento de Heuristica, nos proporcionando um caminho de constru¢ao do raciocinio

logico-dedutivo, que aparenta ser bastante util na formagdo dos mais diversos conceitos.

A Heuristica de resolucdo de um problema, segundo Polya (1978), apresenta quatro

etapas:

e O primeiro passo ¢ entender o problema.

E importante formular perguntas. Vocé tem que identificar a incognita. Quais sdo os
dados? Como posso atingir meus objetivos utilizando esses dados? Existem condi¢des
redundantes ou contraditorias?

e O segundo passo ¢ construir uma estratégia de resolugao.

Encontrar vinculo entre os dados e a incognita. E sempre importante fazer perguntas.
Vocé ja encontrou esse problema ou um parecido? Vocé conhece fatos que podem ajuda-

lo a resolver o problema?
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e O terceiro passo € executar a estratégia.

Na maioria das vezes, esta ¢ a etapa mais facil do processo de resolugao de um
problema. Se as estratégias foram bem elaboradas e estruturadas adequadamente, fica
mais facil de executa-la. Ao realizar a estratégia, deve-se verificar minunciosamente cada
passo.

e O quarto passo € revisar a solucao.

Vocé deve examinar se seus objetivos foram inteiramente alcangados. Consoante
Polya (1978), “Resolver problemas ¢ uma habilidade pratica, como nadar, esquiar ou tocar
piano: vocé pode aprendé-la por meio de imitacdo e pratica”. Em suma, considerando a
vontade de nadar, deve-se ir a 4gua. Dessa forma, tem-se que, uma vez querendo se tornar

bom ao resolver problemas, € necessaria a pratica de resolver problemas.

Segundo Pozo (1998), os diversos tipos de problemas escolares relativos as Ciéncias
da Natureza exigem dos alunos conhecimentos e habilidades diversas, cuja aquisi¢ao
apresenta, em muitos casos, dificuldades de aprendizagem. O planejamento e a utilizagdo da
didatica dos problemas na aula de ciéncias ¢ o lugar intermedidrio que esses problemas

precisam ocupar entre o conhecimento cotidiano e o conhecimento cientifico.

E necessario gerar nos alunos habitos e estratégias mais proximas da maneira
cientifica de resolver problemas, mas, para isso, deve-se partir da bagagem conceitual e
metodoldgica que eles habitualmente usam.

A partir dos esquemas gerais sobre as fases envolvidas na solu¢do de um problema,
podemos identificar trés aspectos ou processos fundamentais na solugdo de um problema
cientifico: definicdo do problema e formulagcdo de hipdteses; pesquisa e comprovagdo das
hipdteses; reflexdo dos resultados e tomadas de decisdes. No entanto, na atividade escolar
essas fases ocorrem sistematicamente, existe sempre uma reformulacdo continua a partir de
cada uma delas.

Também ¢ importante perceber que dependendo da situacdo-problema a abordagem
depende dos fatores, dos elementos que lhe sdo oferecidos, e consequentemente a forma de

resolvé-los.
Para evidenciar, apresentamos trés tipos de problemas:

e Problema fechado:
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Levando em consideragdo que a velocidade do som no ar ¢ 340m/s e que entre o
raio e o trovao transcorre 3 segundos, calcular a distancia em que se encontra a

Tormenta.

Problema aberto:

Por ocasido de uma Tormenta, vocé deve ter observado que costuma transcorrer
um pequeno intervalo de tempo entre o raio e o trovdo. A que se deveria isso?
Vocé acha que esse intervalo pode variar ou € sempre o mesmo? Por que vocé
acredita nisso?

Problema semiaberto:

Pense de que maneira poderiamos medir a distancia que nos separa da Tormenta,

levando em consideracao a velocidade do som no ar.

Complementando essa ideia, segundo Schoenfeld (1985), algumas técnicas podem ajudar os

alunos a compreender e traduzir melhor uma situagao-problema.

Expressar o problema em outras palavras;

Explicar aos colegas em que consiste o problema;

Representar o problema com outro formato (graficos, diagramas, desenhos,
objetos, etc);

Indicar qual ¢ a meta do problema;

Apontar onde reside a dificuldade do objetivo;

Separar dados relevantes dos nao relevantes;

Indicar os dados com os quais contamos para resolver a tarefa;

Procurar um problema semelhante que ja tenhamos resolvido;

Analisar inicialmente alguns exemplos concretos nas quais esse problema possa ter

lugar.
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2. UM POUCO DE PROBABILIDADE
2.1 CONTANDO PARTE DA HISTORIA

O interesse do homem em estudar os fendomenos que envolviam determinadas
possibilidades fez surgir a probabilidade, que, por sua vez, fez surgir problemas envolvendo
probabilidade geométrica, estudados inicialmente no século XVIII, sendo a resolugdo do
problema da Agulha de Buffon, em 1777, considerada o marco inicial dessa vertente das
probabilidades.

Entretanto, o surgimento da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos de azar
amplamente propagados na Idade Média. Esse tipo de jogo ¢ comumente praticado através de
apostas. Naquela época, também eram utilizados com o intuito de prever o futuro.

O desenvolvimento da teoria das probabilidades e os avangos dos célculos
probabilisticos devem ser atribuidos a varios matematicos. Atribuem-se aos algebristas
italianos Luca Pacioli (1445 — 1517), Girolamo Cardano (1501 — 1576) e Niccolo Tartaglia
(1499 — 1557), no século XVI, as primeiras considera¢des acerca dos jogos de azar e das
apostas, como o “O livro dos Jogos de Azar”, escrito por Girolamo Cardano, sendo o primeiro
livro da historia a tratar da teoria da aleatoriedade. O discernimento de Cardano sobre o
funcionamento do acaso incorporava um principio que chamaremos de lei do espago amostral.
Essa lei representava uma nova ideia e uma nova metodologia, formando a base da descri¢cao
matematica da incerteza pelos séculos que se seguiram. Na linguagem moderna, a regra de
Cardano ¢ expressa da seguinte maneira: suponha que um processo aleatorio tenha muitos
resultados igualmente provaveis, alguns favoraveis, ou seja, ganhar, e outros desfavoraveis,
isto ¢, perder. A probabilidade de obtermos um resultado favoravel ¢ igual a proporcdo entre
os resultados favoraveis e o total de casos. O conjunto de todos os resultados possiveis €
chamado de espaco amostral. Uma das maiores deficiéncias do trabalho de Cardano foi o fato
de ndo ter feito uma analise sistematica dos diferentes desenlaces possiveis de uma série de
eventos, como o langamento de moedas.

Através de estudos aprofundados, outros matematicos contribuiram para a sintetizagao
de uma ferramenta muito utilizada cotidianamente. Dentre eles, destacam-se os principais
expoentes, de acordo com Sooyoung (2010):

e Blaise Pascal (1623 — 1662) contribuiu de maneira decisiva para a Geometria

Projetiva, mas seu maior legado foi no ramo da probabilidade, desenvolvendo a Teoria

das probabilidades, muito utilizada na economia, a fim de analisar tomada de decisdes

e a influéncia de individuos em eventos;
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e Pierre de Fermat (1607 — 1665) também se destaca por sua contribui¢do na Teoria das
probabilidades. Por volta de 1654, com troca de informacdes com Pascal, seus avangos
foram ainda mais consolidados, quando passou a almejar as regras matematicas que
descrevessem as leis do acaso;

e Jacob Bernoulli (1654 — 1705), considerado o pai do célculo exponencional,
contribuiu de forma significativa para a Teoria das probabilidades e para o célculo
probabilistico, com a resolugdo do problema de isoperimetros;

e Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) deu amplo suporte a Teoria das probabilidades,
fomentando seu sistema matematico de raciocinio indutivo baseado em
probabilidades;

e C(Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), muito bem reconhecido na éarea da fisica,
astronomia e na matemadtica, sua contribui¢do foi tdo relevante no ambito das
probabilidades, que uma lei, definida graficamente, ¢ chamada de curva de Gauss.
Além disso, em 1812, publicou o algoritmo dos minimos quadrados, para a resolugao
das distribui¢des de probabilidade na mecanica, estatistica e economia;

e Siméon Denis Poisson (1781 — 1840), engenheiro ¢ matematico francés, descobriu a
forma limitada da distribui¢ao binominal — uma das mais importantes distribui¢cdes da
probabilidade.

Os alicerces da teoria do calculo das Probabilidades e da Anélise Combinatéria foram
estabelecidos por Pascal e Fermat; as situagdes relacionando apostas nos jogos de dados
levantaram diversas hipdteses envolvendo possiveis resultados, marcando o inicio da teoria
das probabilidades como ciéncias. Mais precisamente, esse estudo sistematico de
probabilidade comecou em 1654, quando Antoine Gombaud (1607 — 1684), também
conhecido como Chevalier de Méré, um jogador francés, escreveu ao matematico Blaise
Pascal fazendo varias perguntas sobre as probabilidades de se ganhar no jogo de dados e
outros jogos de azar. Perguntas do tipo: O que é mais provavel, rolar um “seis” em quatro
jogadas de um dado ou rolar um “duplo seis” em 24 jogadas com dois dados? (CRILLY,
2017). Pascal entdo escreveu a outro matematico francés, Pierre de Fermat, expondo as

perguntas feitas por Chevalier de Mér¢.

Conhecido como pai da Teoria dos Numeros moderna, o francés Pierre de Fermat
(1607 — 1665) escolheu o direito como profissdo e perseguiu a Matematica apenas
como um amador. Desenvolveu a andlise algébrica, com base nas obras de Victe e
desenvolveu importantes trabalhos na geometria analitica e optica. E considerado
fundador da teoria dos nimeros moderna seguindo a tradi¢do diofantina. (LOPES,
2017). Pag. 100.
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As contribuigdes de Bernoulli enfatizaram os grandes numeros, abordando as
combinagdes, permutagdes ¢ a classificacdo binominal. Laplace formulou a regra de sucessao
e Gauss estabeleceu o método dos minimos quadrados e a lei de distribuigao de probabilidade.

Segue, abaixo, dois problemas famosos:

e O problema da Agulha de Buffon surgiu do interesse de Georges Louis Leclerc (1707

— 1788), mais conhecido como Conde de Buffon, por volta do século XVIII, em

determinar a chance de uma agulha largada aleatoriamente em um chao marcado com

linhas retas paralelas igualmente espagadas cruzar com uma das retas;
e Apresentado por Joseph Louis Bertrand (1822 — 1900), nascido em Paris, o Paradoxo
de Bertrand questiona: Qual ¢ o comprimento médio de uma corda aleatoria de um

circulo unitario?

Ja no século XX, Andrei Nikolayevich Kolmogorov (1903—-1987), um dos mais
influentes matematicos russos do século passado, desenvolveu, a partir da teoria dos
conjuntos, a moderna teoria matematica da probabilidade, dando-lhe um tratamento
axiomatico, pilares da formalizagdo dos teoremas que sustentam o corpo tedrico da
probabilidade moderna. Os estudos tedricos do calculo de probabilidades renderam sua
primeira publicacdo em 1929: General Theory of Measure and Probability Theory. Esse livro,
muito importante ao Calculo das Probabilidades, expde a formulagdo de um conjunto de

principios conhecidos como a axiomatica de Kolmogorov (1933).

Figura 1: Nikolayevich-Kolmogorov.

a

Fonte: https://www.britannica.com/biography/Andrey-

Nikolayevich-Kolmogorov
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2.2 TRES DEFINICOES DE PROBABILIDADE

As defini¢des e resultados que seguirdo, a partir daqui, sdo relacionadas aquelas
situagdes baseadas em experimentos aleatorios, que, de acordo com James (2015), sdo aqueles
que, quando repetidos inimeras vezes em processos semelhantes (dentro de uma situacao de
regularidade), possuem resultados imprevisiveis (mas que conhegamos o conjunto formado
por todos os possiveis resultados). Como exemplos classicos, temos o langcamento de um dado
e a observagdo da face voltada para cima e o lancamento de uma moeda e a observagao da
face voltada para cima, sendo que no primeiro exemplo podemos ter seis resultados diferentes
{1,2,3,4,5, 6} e no segundo, apenas dois resultados {cara, coroa}. Contrapondo a nogao de
experimento deterministico, que ¢ aquele que, de antemao, sabemos o resultado mesmo antes
da realizacdo do experimento, como, por exemplo, a observacdo da temperatura de ebuli¢cdo
da agua (dentro de condi¢des normais de temperatura e pressao), que € sempre de 100 °C. Os
experimentos aleatorios, ou estocasticos, estdo presentes em varias situagdes cotidianas, como
por exemplo, nunca sabemos quando uma lampada de nossa casa queimard (deixando de
funcionar), ou quando ira chover. Ou quem ganhara uma simples aposta, ou, ainda, se um voo
especifico terd o chamado Overbooking (uma expressao em inglés que significa excesso de
reservas, que acontece quando a venda ou reserva de bilhetes ou passagens fica acima do
niumero de lugares realmente disponiveis no veiculo ou lugar). Nem sabemos quando
morreremos. E € nisso que entra a probabilidade, juntamente com a estatistica, mesmo nao
sabendo os resultados de experimentos em tempo real, podemos olhar para traz e enxergar
padrdes e estabelecermos modelos que nos ajudem a fazer inferéncias e previsoes, ainda que

submetidos a certas margens de erros, que podemos controlar e ajustar.

Os experimentos aleatdrios produzem possiveis resultados, e esses possiveis resultados
sao coletados ou agrupados em conjuntos que sao denominados espacos amostrais. O espago
amostral possui subconjuntos, que submetidos a uma modelagem matematica, sao

denominados eventos.

2.2.1 Defini¢ao cléassica.
A probabilidade de um acontecimento (evento) A, que ¢ um subconjunto de um espago

amostral S finito, de resultados igualmente provaveis é:

N

P(E) = NG)

Sendo N(A) e N(S) as quantidades de elementos de A e de S, respectivamente.
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Cada elemento de um espago amostral finito forma um conjunto unitirio, que
chamamos de Evento Elementar. A cada elemento a; do espaco amostral, associamos um
numero P; que ¢ a sua probabilidade, com a condicao de que:

i. Py, Py.., B, =0
. Pi+P+--+PF =1
Considerando que esse espago amostral S ¢ equiprovavel, temos que P; =% e, dai,

P(A) = %A), onde N(A) é o nimero de elementos de A e n = N(S) ¢ o numero de elementos
de S.

A grande arte de estudar probabilidade ¢ criar modelos probabilisticos que sejam
equiprovaveis. O que equivale a dizer que os espacos amostrais sdo adequados quando os
modelos probabilisticos sdo equiprovaveis.

Vejamos alguns exemplos:

1) Um dado ¢ langado 2 vezes. Qual a probabilidade de a soma dos pontos obtidos ser

igual a 7?

Um espaco amostral associado a esse experimento aleatdrio seria:

§=1{23,45,6,7,8,9,10,11, 12}, dessa forma, concluir-se-ia que P(Soma 7) = ﬁ

O problema nio estaria errado. No entanto, o espago amostral ndo ¢ o mais adequado,
pois os pontos amostrais ndo t€ém a mesma probabilidade de ocorrer. Por exemplo, ¢ mais
provavel sair o 7 do que o 2.

Para esse problema, o espago amostral S adequado seria:

S={(1,1);(1,2);..;(6,5);(6,6)}. Assim, ao utilizar o principio multiplicativo da
analise combinatoria, concluiriamos que n(S) = 6 - 6 = 36.

Construindo o evento A: A = {(1,6);(6,1);(2,5);(5,2);(4,3);(3,4)}. E, dessa
forma, P(A4) = % =

ok

2) Uma urna contém 3 bolas brancas e 5 bolas pretas. Retiram-se duas bolas dessa urna,
uma de cada vez e sem reposi¢cdo. Qual ¢ a probabilidade das duas primeiras bolas

serem brancas? Poderiamos construir o seguinte espaco amostral S.
S = {bb, bp, pb, pp}, em que b é a bola branca e p é a bola preta. Mas esse espago
amostral ndo ¢ o mais conveniente, pois S ndo ¢ equiprovavel: tem mais bolas pretas do que
brancas e, portanto, ¢ mais provavel sair “bola preta” do que “bola branca”. O espago

amostral mais adequado seria: S = {(B4, B;)/B; # B,}. Em que B;¢ a primeira bola retidada
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e B,¢ a segunda bola retirada, sendo B; # B,, uma vez que as bolas sdo retiradas da urna sem

reposic¢do. Mais uma vez, aplicando o principio fundamental da contagem, teremos:

8.7
n(s) = 5 = 28
n(A) = % =3
~n(4) 3

3) Considere o experimento aleatdrio: Lancamento de duas moedas “Honestas” (entenda
por moeda “Honesta” aquela perfeitamente simétrica, para garantir o modelo
equiprovavel). Associado a  esse experimento, tome 0 evento
A = {sair exatamente duas caras}. A pergunta é: Qual a probabilidade de ocorrer
o evento A?

No século XVIII, esse problema foi proposto ao famoso matematico francés Jean le
Rond D’Alembert (1717 — 1783), autor de varios trabalhos sobre probabilidades, e ele
resolveu o problema da moeda da seguinte forma: “O numero de caras obtido em dois
langamentos pode ser 0, 1 ou 2. Como existem trés resultados, raciocinou d’Alembert, a
chance de cada um deve ser de 1/3. Mas d’Alembert se enganou. E onde esta o erro? O erro
esta em admitir que automaticamente 0, 1 ¢ 2 tém a mesma chance de ocorrer — o que nao ¢
verdade. O fundamental, no problema, ¢ perceber que os possiveis resultados do lancamento
de duas moedas sdo os dados que descrevem como podem cair as duas moedas, € ndo o
numero total de caras calculado a partir desses dados, como analisou D’ Alembert. Em outras
palavras, deve-se considerar as sequéncias (cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara) € (coroa,

coroa). Esses sdo os elementos do meu espaco amostral. Observe que cada sequéncia acima

J . J , 1
tem mesma probabilidade de ocorrer: se desejarmos duas caras, a probabilidade ¢ 2 se

. J , , 1 .
desejarmos duas coroas, a probabilidade também ¢ de o € se desejarmos uma cara, a

probabilidade ¢ de 50%.

2.2.2 Definicao frequentista de Probabilidade.
1. Frequéncia relativa de um evento.
Seja E um experimento aleatorio e A um evento de um espago amostral associado ao

experimento E. Supde-se que E seja repetido N vezes e seja M o niimero de vezes que A



18

ocorre nas N repeti¢des de E. Entdo, a frequéncia relativa do evento A, representada por fg,,

¢ 0 quociente:

M Numero de vezes que A ocorre

fRA =

" N Numero de vezes que E é repetido’

ii.  Propriedades da frequéncia relativa.

Seja E um experimento aleatério e A e B dois eventos contidos em um espago
amostral associado S. Sejam fr, ¢ fr, as frequéncias relativas dos eventos A ¢ B
respectivamente. Entdo:

1) 0<fr, <1
2) fr, = 1, se e somente se, A ocorre em todas as N repeti¢des de E';
3) fr, =0, se e somente se, A nunca ocorre nas N repeti¢oes de E;

4) fras = frs + fry s€ A € B forem mutualmente excludentes.

iii.  Definicdo de probabilidade como frequéncia.

Seja E um experimento aleatorio e A um evento de um espago amostral associado S.
Suponhamos que E € repetido N vezes € seja fz, a frequéncia relativa do evento. A
probabilidade de A ¢ definida como sendo o limite de fz, quando N tende ao infinito, ou seja:

P(4) = limy_ fg,-

Deve-se notar que a frequéncia relativa do evento A ¢ uma aproximagdo da
probabilidade de A. As duas se confundem quando se utiliza o limite. Em geral, para um valor
de N, razoavelmente grande a fr, € uma boa aproximagdo de P(4). E o que chamamos de
“Lei dos Grandes Numeros”.

Conforme cita Bellos (2011), “a Lei dos Grandes Numeros” diz que se uma moeda for
jogada 3 vezes, pode ser que ndo dé cara uma unica vez, mas se for jogada 2 bilhdes de vezes,
pode-se ter certeza de que dara cara em quase 50% das tentativas”.

Ele relata que, durante a segunda guerra mundial, o matematico John Kerrich, apos ser
preso pelos alemaes na Dinamarca, resolveu experimentar a lei dos grandes nimeros durante
sua reclusdo. Ele lancou uma moeda 10 mil vezes, conforme esperado, obteve cara em 5.067

langamentos, ou seja 50,67% do total.
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2.2.3 Defini¢ao axiomatica de Probabilidade (Kolmogorov, 1933).

Seja E um experimento aleatdrio com um espaco amostral associado S. A cada evento
A c § associa-se um numero real, representado por P(A4) e denominado de probabilidade de
A que satisfaz as seguintes propriedades (axiomas):

a) 0<PA) <1,

b) P(S) =1,

¢) P(AUB) = P(A) + P(B) se A e B forem mutualmente excludentes.

Uma defini¢do mais formal, baseada nos axiomas de Kolmogorov, pode ser encontrada
em James (2015) e que sintetizamos aqui. Note que, abaixo, fica claro que a probabilidade ¢
uma funcdo conjunto, que a cada evento associa um numero, entre 0 e 1, que quantifica

(mede) o quao provavel ¢ a ocorréncia de um determinado evento.

Dados:

E: experimento aleatorio.
S: espago amostral associado a E (Conj. de todos os possiveis resultados de E).
3: o-algebra de eventos de S, ou seja,

Colecao de subconjuntos de S tal que

)3I#FID (Se3J);

(i) AeI = A° €3,

P: medida de probabilidade sobre (2, J), ou seja,
P:3 — [0,1] ¢ uma fun¢do conjunto tal que
(i) VAe I ,P(4)=0;

(i) P(S)=1;
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A, Ay €3, ANA =0,i%)

(iii) » 0
= P[4, |=D P(4,).

j=l j=1

Apresentamos, agora, uma sequéncia de resultados classicos, que sdo sempre muito
uteis quando vamos resolver problemas que envolvam o céalculo de probabilidade. As

demonstragdes seguem da defini¢cdo axiomatica de probabilidade.

Sejam S um espago amostral associado a um experimento aleatério. A, B e C sao

eventos de S. A ¢ o evento complementar de A. Valem as seguintes proposi¢des:

Proposi¢io 1: P(Q) = 0;

Prova:

1=P(S)=P(SUB) =P(S)+ P(D).
P(S)+P(@) =P(S)=>P(®) =0.

Proposi¢io 2: P(A) = 1 — P(A);
Sendo A o evento complementar de A.
Prova:

1=P(S)=P(AUA) =P(4) + P(4).
P(A) +P(A) =1=P(A) =1-P(4).

Proposic¢io 3: P(A— B) = P(A) — P(ANB)
Sendo A e B dois eventos quaisquer.
Prova:
A=(A-B)UMANB)=PA)=P[(A—-B)U(ANB)]=
= P(A)=P(A-B)+P(AnB)=P(A—B)=P(A)—P(ANB)

Proposi¢io 4: P(AUB) =P(A)+ P(B)—P(ANB)
Sendo A e B eventos quaisquer.
Prova:
AUB=(A—-B)UB=>P(AUB)=P[(A-B)UB] =
= P(AUB)=P(A—B)+P(B)=P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
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Proposicao 5: Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entao:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
Prova: A demonstracdo consiste em escrever AU B U C na forma (AU B) U C e aplicar o

resultado do teorema anterior. Vejamos:
P(AUBUC)=P[(AUB)UC]=P(AUB)+P(C)—-P[(AUB)NC] =
=P(A)+P(B)—P(ANB)+P(C)—P[(ANC)u (BNC)]
=PA)+PB)+P(C)—P(ANB)—[P(ANC)+P(BNC)—P(ANBNC(C)]
=P(A)+PB)+P()—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Proposicio 6: Se A c B, entdo P(A) < P(B).
Prova: Podemos decompor B em dois eventos mutualmente excludentes, na seguinte forma:
B = AU (B n A). Consequentemente, P(B) = P[AU (B n 4)].
Dai, P(B) = P(4) + P(B n A) = P(A), porque P(B N A) = 0, pelo axioma I.

m
Observagao: Teoremas ndo sdo, em geral, fatos dbvios; sdo proposi¢des que, para serem
aceitas, tém de ser demonstradas. O teorema anterior, por exemplo, ¢ bastante intuitivo, pois
ele afirma que se B deve ocorrer sempre que A ocorra, consequentemente, B ¢ mais provavel

do que A. Poderiamos ter tomado o teorema anterior como um Postulado.
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3. PROBABILIDADE GEOMETRICA

Estudar matematica ¢, em parte, resolver problemas. Assim, para iniciar todo o
processo, ¢ preciso formular os problemas de forma adequada, com criatividade, objetivando
estimular o aluno a vontade de resolvé-los. E imprescindivel que o aluno entenda e retenha o
conceito envolvido na solugdo do problema. Aqui, nossos problemas serdo abundantes no que
se refere a geometria contida no ensino basico.

O estudo de geometria no ensino médio esta relacionado ao tratamento das
propriedades relacionadas as formas geométricas e as medidas que podemos obter dessas
formas, mais precisamente: comprimentos, areas e volumes. Segundo Smole, Diniz, Pessoa e
Ishihara (2008) ¢ possivel compreendermos o ensino de geometria para o desenvolvimento do
chamado raciocinio espacial, sendo que para elas esse dueto ¢ harmonioso, ou seja, geometria
e o raciocinio espacial estao intimamente interligados. Com isso, o aluno pode ganhar muito
na constru¢do das representagdes mentais das figuras geométricas e das propriedades
concernentes. As mesmas autoras ainda ressaltam a importincia do desenvolvimento do
pensamento geométrico, € destacam que “[...] esse desenvolvimento ndo ocorre de forma
rapida, e nem somente ao longo do ensino fundamental, cabendo ao ensino médio uma parte
consideravel dessa tarefa”. Neste nosso trabalho de dissertacdo, a probabilidade funciona
como um caminho condutor para o desenvolvimento desse pensamento geométrico, com a
aquisicdo de diversas habilidades, além, ¢ claro, do amadurecimento dos mecanismos
envolvidos nos processos de modelagem dos espacos de probabilidade.

As figuras geométricas utilizadas em nossa coletdnea de problemas serdo segmentos
de reta, retas, tridngulos, quadrilateros e circulos. Iremos trabalhar com areas de figuras, com
comprimentos e a desigualdade triangular. E o que vai definir e quantificar um espago
amostral sdo problemas elementares de contagem, areas de figuras planas elementares,
volumes de sélidos, etc.

Embora as definigdes de probabilidade geométrica ndo sejam totalmente discutidas no
Ensino Médio, desde o corpo docente aos livros didaticos, sua necessidade ¢ de extrema
importancia relativamente a resolucdes de problemas que envolvem seu conceito. Wagner
(1997), ao admitir que, no Ensino Médio, a abordagem de probabilidade se restringe aos casos
finitos e problemas, na maioria das vezes, de contagem de casos possiveis e favoraveis,
corrobora uma grande problemadtica: no Ensino Médio, contetidos essenciais para formagao

académica sdo insuficientemente ministrados.
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Em funcdo dessa lacuna no sistema educacional, o estudo particular da probabilidade,

junto a geometria, torna-se indispensavel, e, para isso, melhores mecanismos didaticos devem

ser propostos e estudados, a fim de aumentar o interesse de pesquisa nesse campo especifico e

proficuo da matematica. Professores de Matematica do Ensino Médio devem apresentar com

certa frequéncia problemas de probabilidade, pois assim o aluno tera potencializado seu

raciocinio e consolidado sua maturidade para resolver problemas que envolvam essa

modelagem estocastica (aquela associada aos experimentos aleatorios, em que os resultados

nao podem ser determinados de antemao). Nesse sentido:

O curso de geometria seria adequado para isso, por varias razdes: 1. E facil formular
problemas de geometria envolvendo probabilidade; 2. Os problemas de geometria
que incluem probabilidade sdo, com frequéncia, intrinsecamente interessantes e
podem servir de motivagdo; 3. Os alunos terdo oportunidade de aplicar, de modo
diferente e surpreendente, conceitos de geometria ja aprendidos; 4. O mais
importante ¢ que os alunos terdo uma compreensdo melhor da probabilidade ao
verem conceitos importantes aplicados no contexto da geometria. (WOODWARD,
E.; HOEHN, 1994)

Entretanto, algumas questdes ficam em aberto: como e quando seria feita essa

introducao dos problemas envolvendo probabilidade e geometria? Os proprios Woodward e

Hoehn (1994) dao algumas sugestdes, as quais sao bem adequadas e viaveis a nossa realidade

€ nosso ensino médio.

“Um dos caminhos possiveis seria a introdu¢do de um capitulo a parte sobre
probabilidade no curso atual. Uma alternativa melhor, no entanto, talvez fosse a
introdugdo oportuna de problemas bem escolhidos de probabilidade em geometria na
sequéncia de topicos ja existentes. Esse procedimento possibilita uma transigao facil
para a probabilidade, sem o rompimento da estrutura do curso atual.”
(WOODWARD, E.; HOEHN, 1994).

Seguindo essa vertente, tem-se em mente utilizar tais concepcdes e alternativas

metodoldgicas para minimizar o lapso de ensino presente no sistema educacional, haja vista a

didatica predominantemente empregada visar mais a automatizagdo de resolucdo direta de

problemas, ao invés da compreensdo dindmica favoravel a fortificacdo do raciocinio l6gico e

criatividade de solucionar problemas de maneiras nao habituais.
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3.1 USANDO GEOMETIRA NO ENSINO DE PROBABILIDADE E VICE-VERSA

Nesta secdo apresentamos uma série de problemas neste intersepto entre geometria e
probabilidade, para tal apresentamos, primeiramente, alguns resultados importantes, os quais

encontramos em Tunala (1992):

Resultado a) Suponhamos que um segmento [ esteja contido em outro segmento de
comprimento L. E bastante razoavel admitir que a probabilidade de este ponto pertencer a I é
diretamente proporcional ao comprimento de [ ¢ ndo depende do lugar que [ ocupa em L.
Assim, selecionando um ponto de L, a probabilidade de que este ponto pertenca a [ ¢:

Comprimento de |

P(l) =
O Comprimento de L

Figura 2: Segmento [ contido no segmento L.
1

L

Fonte: Acervo pessoal.

Consideremos a, b € R com a < b. Definimos:
i) [a,b] ={x € R;a < x < b}
ii) [a,b) ={x ER;a < x < b}
iii) (a,b] ={x ER;a < x < b}
iv) (a,b) ={x e R;a < x < b}
Dizemos que a e b sdo as extremidades e que b — a ¢ o comprimento de cada um dos

intervalos supracitados. Tomando [ como sendo [a, b], [a, b), (a, b], (a, b), temos que:

| = Comp([a, b]) = Comp([a, b)) = Comp((a,b]) = Comp((a,b)) =b —a

Resultado b) Quando selecionamos um ponto ao acaso em uma parte limitada do plano é,
também, bastante razodvel supor que a probabilidade do ponto selecionado pertencer a uma
certa regido seja proporcional a area dessa regiao. Assim,

Area da Regido A

P(4) =+ —
Area da Regiao D
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Figura 3: Regido A contida na Regido D.

D

Fonte: Acervo pessoal.

Resultado ¢) De modo semelhante, determina-se a probabilidade de que um ponto dado em

um so6lido Q pertenga a uma parte B deste solido:

P(B) = Volume de B
(B) = Volume de Q

Figura 4: Piramide contida em cilindro.

Q

Fonte: Acervo pessoal.

E importante ressaltar que para desenvolvermos os fundamentos probabilisticos
correspondentes ao nosso trabalho, precisamos, tal somente, de no¢des basicas de analise

combinatoria: utilizaremos fortemente o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo.



26

3.2 PROBLEMAS DE PROBABILIDADE GEOMETRICA E SUGESTOES DE
RESOLUCOES

A partir daqui segue uma lista de vinte e trés problemas com sugestdo de resolugao,

com comentarios, que pode utilizada em sala de aula pelos professores do ensino médio,

como ferramenta para o ensino de geometria e de nogdes de probabilidade.

Problema 1: Um cubo de lado 2a possui uma esfera circunscrita nele. Qual ¢ a probabilidade

de, ao ser sorteado um ponto interno da esfera, esse ponto ser interno ao cubo?

Figura 5: Cubo inscrito em uma esfera.

Fonte: Acervo pessoal.

Fatos que ajudam:

Diagonal de um Poliedro: ¢ um segmento que parte de um vértice e vai a outro que
ndo pertence a mesma face;

a = Aresta do Cubo;

D = Diagonal do Cubo;

d = Diagonal de uma face;

d=aVv2,D = aV3;

R = Raio da esfera.

Volume de um Cubo: V = a3;
Volume de uma Esfera: V = gnRE‘;

Cubo inscrito em uma Esfera: a diagonal do Cubo ¢ igual ao diametro da Esfera.

Sugestao de Resolucao:

Diagonalcyp, = Diametrogsserq = 2a - V3=2R=>R=aV3



Probabilidade =

VCubo — (261)3 _ 2\/§

Vesfera % T - (a\/§)3 31
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Problema 2: Se forem tomadas ao acaso duas arestas de um prisma reto de bases triangulares,

qual a probabilidade de que elas estejam em retas suporte reversas?

Fatos que ajudam:

e Retas Paralelas: Duas retas sdo paralelas se ambas estdo contidas em um mesmo plano
e ndo t€m ponto em comum. Em outras palavras, para que duas retas r e s sejam
paralelas, deve existir um plano « tal que r C @ ¢ s € a e, além disso, deve-se ter

rNns = @. Indicamos r || s.

Figura 6: Retas paralelas contidas em um plano «.

RN

Fonte: Acervo pessoal.

e Postulado das Paralelas: Dados uma reta r e um ponto P fora dela, existe uma unica
reta que passa por P e é paralela a retar.

e Retas Reversas: Duas retas sdo reversas se nao existe plano que contenha ambas.

Figura 7: Retas reversas.

' —a

- -- 5

Fonte: Acervo pessoal.
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Sugestao de Resolucao:

Figura 8: Prisma reto de base triangular.
Cﬂ

Y

A
Fonte: Acervo pessoal.

Retas reversas ndo sdo paralelas e nem sdo concorrentes, ou seja, sdo retas que
pertencem a planos paralelos.

Sejam ABC e A'B'C’ as bases do prisma.

Retas reversas:

AB com A'B’, com A'C' e com B'C’ - 3 pares de retas reversas;

AC com A'B’, com A'C' e com B'C' - 3 pares de retas reversas;

BC com A'B’, com A'C' e com B'C’ - 3 pares de retas reversas;

AA’ com B'C' — 1 par de reta reversa;

BB’ com A'C' — 1 par de reta reversa;

CC' com A'B’ — 1 par de reta reversa.

Total: 12

Total de possibilidades: C2 = 36.

Logo, a probabilidade pedida é:
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Problema 3: Apresentamos a seguir um problema extraido do livro “Antologia Puzzles”; Pag.
70; Problema 241. Escolhem-se, aleatoriamente, trés pontos num plano. Ache a probabilidade

de serem os vértices de um tridngulo obtusangulo.

Fatos que ajudam:

e Triangulo obtusangulo: ¢ aquele que tem um angulo obtuso, ou seja, um angulo que
mede mais do que 90 graus e menos do que 180 graus.
e Axioma da Tricotomia: Se a,b € R, entdo uma, e s6 uma, das seguintes proposicoes €

verdadeira: a < boua = b oua > b.

Sugestdo de Resolucao:

Antes de mais nada, podemos assumir que os trés pontos formam um triangulo, pois a
probabilidade de serem colineares ¢ (praticamente) nula.

Seja AB o maior lado do tridngulo. Utilizando esse lado para base do tridngulo, trace a
semicircunferéncia AFB. Trace, também, com centro em A ¢ em B e tomando para raio a
distancia AB, os arcos BDC e AEC, que se intersectam em C.

Concluimos, facilmente, que o outro vértice do tridngulo ndo pode estar no exterior da
Ogiva, representada de base AB e vértice C, uma vez que, por hipdtese, AB é o maior lado do
triangulo. Se o terceiro vértice M pertencer a Ogiva e ndo pertencer ao semicirculo, entdo o
triangulo ABM ¢ acutangulo. Se o terceiro vértice M pertencer a semicircunferéncia, entao o
triangulo formado sera retangulo em M. Se M pertencer ao semicirculo, entdo, pelo Axioma

da Tricotomia, concluimos que o tridngulo serd obtusangulo.

Figura 9: Semicircunferéncia AFB e ogiva.

c

Fonte: Acervo pessoal.



Assim, a probabilidade P procurada é¢:

Area do semicirculo

s

Area da Ogiva w
<5 , L na?
Tome AB = 2a. Desse modo, a area s ¢ igual a s = —~

w = 2 - Area do setor circular ABCD — Area do AABC

4-ma? 41
—+/3a? =a2-(——\/§>

=2
w 6 3
n
am—v3 g8
Vs
3
 6V3
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Problema 4: Segue um problema transcrito do livro Aprendendo e ensinando Geometria;
Pag. 217. Suponhamos que o AABC seja um tridngulo retingulo com hipotenusa AB, que CD
seja uma altura do AABC e que AB = 25. Se AD é um nimero inteiro, qual a probabilidade de

que CD seja um numero inteiro?

Figura 10: Tridngulo retangulo.

Fonte: Acervo pessoal.

Fatos que ajudam:

e Em todo triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa ¢ a média geométrica das

projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

Sugestao de Resolugao:
Sendo AB =m+n =25 e, por hipétese, AD =m ¢é um namero inteiro, entdo
DB = n também ¢ inteiro.
A equagdo m + n = 25 tem 24 solugdes inteiras e positivas. Dentre essas 24 solucdes,
somente em quatro o produto de m por n da um quadrado perfeito:
m+n =25
h?=m-n

m=9en=16,ou

m=16en =9,ou

m=5en =20,0u
m=20en=>5

Assim, a probabilidade P, pedida ¢ P = 24—4 = %.
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Problema 5: Segue mais um problema transcrito do livro Aprendendo e ensinando
Geometria; Pag. 219: Seis pontos de uma circunferéncia sdo os vértices de um hexagono
regular. Se trés desses seis pontos forem selecionados aleatoriamente, qual a probabilidade de
se obter:

a) Um triangulo equilatero?

b) Um tridngulo retangulo?

Fatos que ajudam:

e Por construcdo, o raio da circunferéncia tem mesma medida do lado do hexédgono
inscrito nessa circunferéncia;

e Triangulo equilatero € todo triangulo cujos lados tem mesma medida. Todo tridngulo
equilatero ¢ também equidngulo, ou seja, cada angulo interno de um tridngulo
equilatero mede 60°;

e Triangulo retangulo ¢ todo aquele que tem um angulo reto. Nele, podemos usar o
famoso teorema de Pitagoras, cujo enunciado é: em qualquer tridngulo retdngulo, a
area do quadrado cujo lado ¢ a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos quadrados que

tem como lados cada um dos catetos.

Sugestdo de Resolucao:

Figura 11: Divisdo da circunferéncia em 6 partes iguais.

Fonte: Acervo pessoal.
Triangulos Equilateros:
AACE, ABDF.

Quantos tridngulos?

€3 ="2=5-4=20;

2 1
p=2==
20 10

Triangulos Retangulos:

ADCA, ADBA, ADEA, ADFA, ADEB, AECB, ADCF, AECF.



. 8 2
Assim, P, = — = -,
20 5



35

Problema 6: Segue mais um problema transcrito do livro Aprendendo e ensinando

Geometria; Pag. 217: Uma sacola contém varetas de comprimento 2,3, 4, 5 ¢ 6. Se trés

varetas sdo retiradas aleatoriamente da sacola, qual a probabilidade de que:

a) Se possa formar um tridngulo com essas trés varetas?

b) Se possa formar um triangulo retdngulo com essas trés varetas?

c) Se possa formar um triangulo retangulo, admitindo-se que as trés varetas possam ser

usadas para formar um tridngulo?

Fatos que ajudam:

e Desigualdade Triangular: A desigualdade propriamente dita pode ser enunciada como

trés desigualdades para qualquer tridngulo ABC: AB < AC + BC, AC < BC + AB,

BC < AB + AC, mostrando que qualquer lado do tridngulo ¢ menor do que a soma dos

outros dois lados.

e Dados trés pontos arbitrarios A, B e C, temos AC = |AB — BC|.

e Vamos apresentar uma demonstragdo da

Trigonometria.

Desigualdade Triangular usando

Considere 0 AABC, deladosa,bec,comc > b > a.

Figura 12: Triangulo retangulo ABC e suas projecdes.

A= m

C

D

N
[0 n B

B

Fonte: Acervo pessoal.

CD ¢ a altura relativa ao lado C no tridngulo ABC.

Olhando para o tridngulo ACD teremos:

h
sinoc:Ec)hzb-sinoc(I)

m
cosm:?(@m:b-cosoc(ll)

Olhando, agora, para o triangulo BCD, teremos:
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h
sinﬁzaﬁ)h:a-sinﬁ (110

n
cosﬁ=a@n=a-cosﬂ (1v)

De I e 111, concluimos que:
b-sinx =a-sinf (V)

Somando, membro a membro, I/ e IV, teremos:

m+n=>~b-cosx+a-cosf (VI)
Ou,c=b-cosx+a-cosp.
Como « e 8 sdao angulos agudos, temos que 0 < cosx < 1le0 < cosf < 1.
Assim:
0<b-cosx<bel<a-cosf <aedai:
0<b-cosx+a-cosff<a+bou

0 < c¢ < a+ b, o que demonstra a desigualdade triangular.
Sugestdo de Resolucao:
A tabela abaixo fornece uma maneira sistematica de mostrar as possiveis maneiras

como as varetas podem ser agrupadas:

Tabela 1: Distribuicdo das varetas e a formagao de tridngulos.

3 varetas Tridngulo? Tridngulo Retangulo?
2,3, 4 SIM NAO
2,3,5 NAO NAO
2,3,6 NAO NAO
2,4,5 SIM NAO
2,4,6 NAO NAO
2,5,6 SIM NAO
3,4,5 SIM SIM
3,4,6 SIM NAO
3,5,6 SIM NAO
4,56 SIM NAO

Fonte: Acervo pessoal.




a)

b)
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Observando a Tabela 1, concluimos que existira tridngulo, segundo a Desigualdade
Triangular, em 7 dos 10 agrupamentos. Assim, a probabilidade pedida P; ¢ tal que
P ==

Retirando-se, aleatoriamente, trés varetas da sacola, somente em um agrupamento
¢ possivel formar um tridngulo retdngulo (52 = 32 + 4%). Dessa maneira, a
probabilidade P, ¢ tal que P, = %.

O ntmero de elementos do espago amostral para os itens a) e b) é dez. Para

responder c), teremos que reduzir o espago amostral. O novo espaco amostral

. 1
passa a ter sete elementos. Assim, P3 = -.
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Problema 7: Um quadrado de 4rea Q; est4d contido no interior de outro maior de area Q +
Q,. O lado do quadrado maior ¢ 9 e os numeros Q4, Q,, Q1 + @, formam, nesta ordem, uma
progressao aritmética. Imaginando um alvo com a forma da figura do problema, qual a
probabilidade de ao langarmos, cegamente, uma flecha sobre esse alvo, a mesma atingir a

regido do quadrado menor?

Figura 13: Quadrado delado [ = 9.

Q,

9

Fonte: Acervo pessoal.

Fatos que ajudam:

e Uma sequéncia (a4, ay, ..., ay, ... ) € uma Progressao Aritmética se, e somente se, cada
termo, a partir do segundo, ¢ o anterior mais uma constante que chamamos razao da
Progressdo Aritmética. Decorre da definicdo: Dados trés termos consecutivos de uma
P.A. (Progressao Aritmética), o termo médio € a média aritmética dos extremos.

e Area de um quadrado: A = a®.

Sugestao de Resolugao:

(Q17 Q27 Ql + Qz) ¢ uma P.A.

Q, = Q1+Qz1+Q2
2
Q=2 00,=2¢,
Q:=20Q

) . ) , 27 27
Assim, a probabilidade P, pedida, ¢ P = Q_ _ ==
Q1+Q2 27+54 81

1
3
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Problema 8: Um alvo tem a forma de um tridngulo equilatero de lado 1. Um dardo atinge,
aleatoriamente, um ponto P no interior desse tridngulo. Qual ¢ a probabilidade de a soma das

distancias desse ponto aos lados desse tridngulo ser igual a sua altura?

Sugestao de Resolugao:

Figura 14: Triangulo equilatero ABC.
A

Fonte: Acervo pessoal.

Unindo P com os vértices do AABC, dividimos esse tridngulo em outros trés
triangulos, a saber: APBC, AAPB ¢ o AAPC. E facil ver que se somarmos as areas desses

triangulos, obteremos a area do AABC, ou seja:
lh 1 " d1 1 - dz 1 " d3
2" 2 Tz "2
Donde concluimos que h = d; + d, + ds.

Assim, a probabilidade P pedida ¢ P = 1, ja que todo ponto que esta no interior do

triangulo equilatero goza dessa propriedade.
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Problema 9: Se uma vareta ¢ quebrada aleatoriamente em trés partes, qual a probabilidade de

que essas trés partes possam ser usadas para formar um tridngulo?

Sugestao de Resolugdo 1:

Representamos por AB a vareta, e sejam D o ponto de quebra a esquerda e E o ponto
de quebra a direita. Construamos o triangulo ABC equilatero. Indiquemos por G, H e I os
pontos médios dos lados AB, BC e CA, respectivamente, e por F a interse¢do da reta que
passa D paralela a AC e da reta que por E e é paralela a BC. Entdo F ¢ um ponto unicamente
determinado no interior do AABC.

Se F esta no interior do AGHI, entdo se pode formar um tridngulo (desigualdade

triangular), mas se F esta no interior do AAGI ou do AGHB ou do AHIC, entdo nao vale a

desigualdade triangular e nenhum triangulo pode ser formado. Logo, a probabilidade ¢ %.

Figura 15: Triangulos e retas paralelas.

Fonte: Acervo Pessoal.

Sugestdo de Resolugdo 2:

Figura 16: Triangulo equilateros ABC, ADE, BDF, DEF, EFC.

Fonte: Acervo pessoal.
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Considere o triangulo equilatero ABC com altura igual ao comprimento da vareta. Os
vértices do triangulo DEF sdo os pontos médios dos lados do tridngulo ABC. Assim, o
triangulo ABC fica decomposto em quatro triangulos congruentes e também equilateros. Para
qualquer ponto do interior do tridngulo ABC, a soma das distancias aos lados ¢ constante e
igual a altura do triangulo, ou seja, ao comprimento da vareta (esse teorema vale também para
pontos no exterior, desde que consideremos a possibilidade de as perpendiculares poderem ter
comprimentos negativos). Se o ponto estiver no interior de um dos tridangulos com um vértice
comum ao tridngulo ABC, entdo hd uma perpendicular maior que a soma das outras duas, ndo
existindo a possibilidade de construir algum triangulo.

Portanto, as divisdes na vareta que possibilitam a constru¢do de um tridngulo

correspondem aos pontos do tridngulo central, que representa um quarto da totalidade, isto &,

.. . Area do Triangulo DEF 1
chamando de P a probabilidade pedida, tem-se que P = - g =-.
Area do Triangulo ABC 4




42

Problema 10: Um avido sobrevoa a area de uma Savana Africana, cuja vista superior ¢

aproximadamente semelhante a figura abaixo:

Figura 17: Representacdo geométrica da Savana.
D C

Fonte: Acervo pessoal.

Sabendo que ABCD ¢é um quadrado de lado 8km e que S; + S, + S3 = 36km?. Qual a
probabilidade do referido avido pousar na area referente a S,? Tome S; como a area da regiao

.

Fatos que ajudam:

e Teorema dos Carpetes, citado na RPM 86 por Nunes (2014): Colocamos dois carpetes
em um dormitério. Se a soma das areas dos carpetes ¢ igual a area do dormitorio,
entdo a area da intersecdo dos carpetes ¢ igual a area da regido ndo coberta por

carpetes.

Sugestao de Resolugao:
Observe que:
Sppc + Srce = Sapcp = 64m?
Assim, pelo Teorema dos Carpetes, temos que S; + S, + S3 = S, = 36.
Logo, a probabilidade P pedida sera:
36 9

P=—=—.
64 16
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Problema 11: Um ponto ¢ selecionado aleatoriamente dentro de um tridngulo equildtero de

lado [ = 3. Qual a probabilidade de a distancia a qualquer vértice ser maior que 1?

Fatos que ajudam:

e Area de um triangulo equilatero ABC:

[-1-sen60° 3-
Sapc = 5 = Sapc =

"G

e Area de um setor circular:

Figura 18: Setor circular BOA.

Fonte: Acervo pessoal.

ar? lr
ouS =—
2 2

S =

Sugestdo de Resolucao:

Figura 19: Tridngulo equilatero e setores circulares de raio unitario.

Fonte: Acervo pessoal.

S ;o c~ ;o n
P = 3 R onde Sy ¢ a 4rea da regidio R e Sypc ¢ a area da regido do AABC
ABC

Sg = Sapc — 3+ Area do setor circular de raior = 1

_ B3 omr?  12V3-2mr?

SR= 2 4

p= 12\/—;2nr2_l:/§
P=1-2oup=1-21
p=1-28

27
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Problema 12: Tome todos os vértices de um prisma n-agonal e os combine dois a dois.

Sorteando uma dessas combinagdes, qual ¢ a probabilidade de ela ser diagonal do prisma?

Fatos que ajudam:

e D =n-(n-3),ondeD representa o nimero de diagonais do prisma n —
agonal
e Deducao da expressao que da o nimero de diagonais de um prisma n-agonal.
1. Um prisma n-agonal tem 2n vértices.
ii. O niamero de diagonais sera, portanto, igual ao numero de combinagdes simples de 2n
elementos tomados 2 a 2, menos o numero de arestas e das diagonais das faces.
ii1. O nimero de arestas das bases € 2n e de arestas laterais é n. Assim, o numero total de
arestas € 3n.

iv. Cada face lateral tem duas diagonais. Teremos, entdo, 2n diagonais das faces. Cada

n-(n-3)

base tem . Como sao duas bases congruentes, teremos n - (n — 3) diagonais.

Designando por D o nimero de diagonais do prisma n-agonal, teremos:

D=C; —-3n—-2n—-n-(n—-3)=>D=n-(n-23)

Sugestdo de Resolucao:

2 (2n)! _(2n)-(2n—1)-(2n—2)! _2n-(2n—1)
mTn-2)121 (2n —2)!12 a 2

=n-(2n-1)

C:, =n-(2n-1)

~n-(mn—-3) n-3
" n-(2n—-1) 2n-1




45

Problema 13: Escolhendo aleatoriamente um ponto do circulo x? + y* <16, qual a
probabilidade de esse ponto pertencer a regido definida pelas desigualdades x% + y* < e

y = |x].

Fatos que ajudam:

e A equacio de uma circunferéncia de centro C = (a,b) e raio R: (x —a)?+

(v —b)* = R%
e Fungdo Mddulo: f: R — R, defina por f(x) = |x|.
x,sex =0
f@x) = x| ={—x sex <0

Figura 20: Regido delimitada pelo circulo de raio 4 e a fungdo y = |x|

Fonte: Acervo pessoal.

Sugestao de Resolucao:
Area do Circulo: Sgipeyio = T2
Observando que o setor circular corresponde a quarta parte do circulo. Concluimos

que a probabilidade P, pedida é:

I
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Problema 14:

a) Convenciona-se transmitir sinais luminosos de uma ilha para a costa por meio de seis
lampadas brancas e seis lampadas vermelhas, colocadas nos vértices de um hexagono
regular, de tal modo que:

1. Em cada vértice haja duas lampadas de cores diferentes;

2. Em cada vértice ndo haja mais do que uma lampada acessa;

3. O ntimero minimo de vértices iluminados seja trés.

Determinar o namero total de sinais que podem ser transmitidos.

Sugestdo de Resolucao:

Para calcular o nimero de sinais com trés vértices iluminados, consideremos o0s
seguintes eventos e seus respectivos nimeros de ocorréncias.

A;: Escolha de trés vértices para serem iluminados. Esse evento pode ocorrer de C2
maneiras;

A,: Tluminagio dos trés vértices, apos ter ocorrido A;. Esse evento podo ocorrer de 23
maneiras, pois em cada vértice devemos escolher uma lampada dentre duas para ser acesa.
Logo, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de sinais com 3 vértices iluminados é Cg - 23.

Analogamente, calcula-se o niumero de sinais com quatro vértices iluminados: Cg - 2*;

Com cinco vértices iluminados: C2 - 2%, e com os seis vértices iluminados: C¢ - 2°.

Portanto, o niimero total de sinais transmitidos é: CZ - 23 + C¢-2* + C2 - 25+ C¢ -

26 = 656.

b) Qual a probabilidade de que uma pessoa que esta na costa, enxergar um painel

luminoso cujas lampadas acessas sdo vértices de um triangulo retdngulo?

Sugestao de Resolugao:
A = {painel luminoso cujas lampadas acessas sdo vértices de um triangulo retangulo}
Com cada diagonal de extremidades diametralmente opostas, podemos construir
quatro triangulos retangulos. Como sdo trés diagonais com essa caracteristica, podemos
construir doze tridngulos retangulos. Assim,
n(4A) =12-23 =96

Portanto,

P(4) =

(o)
= =] \O
ul
m|m|o|m
S
—
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Problema 15: Consideremos um alvo com o formato de uma familia de circulos concéntricos
de raios 1,2,3,4,...10. Sejam A, area do circulo de raio 1 e A, a area do n-ésimo anel
(1 £n <£10). Langando cegamente um dardo sobre esse alvo, qual a probabilidade de esse
dardo fixar-se no sexto anel?

Figura 21: Circulos concéntricos.

12 4

7
2

124

Fonte: Acervo pessoal.
Sugestdo de Resolucao:
Ay: Area do circulo de raio 1;
Ap=m-12=nm
A;: Area do primeiro anel;
A, = Area do Circulo de raio 2 — Area do Circulo de raio 1
A =m-2°—-nm=3m
A,: Area do segundo anel;
A, = Area do Circulo de raio 3 — Area do Circulo de raio 2
A, =m-33—4m =5n
As: Area do terceiro anel;
As; = Area do Circulo de raio 4 — Area do Circulo de raio 3
A;=m-4> -9 =71
A sequéncia (Ay, A1, A,, Az, Ay, ..., A1) € uma P.A. de razdo R = 2m. Assim:
Ag =Ay+6R = Ag =137



C (Ag+4y0) 11 (m+21m)-11

=121m

A0+A1+A2+"'+A10— 2

Portanto, a probabilidade P pedida ¢ P =

2

Area do sexto anel _ 13w _ 13

Area do circulo de raio 11~ 121w 121"

48
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Problema 16: Transcrito do livro: “Antologia Puzzles”; Pag. 166; Problema 511. A figura
mostra dois quadrados sobrepostos, o maior dos quais com 10 cm de lado e o outro com lado
de comprimento [ bem menor que 10cm. Um dos vértices do quadrado menor situa-se no
centro do quadrado maior e o seu centro esta situado sobre o lado direito do quadrado maior, a
2,5cm do vértice inferior do quadrado maior. Escolhendo-se um ponto aleatoriamente na

figura, qual a probabilidade de este ponto pertencer a regido hachurada?

Figura 22: Quadrados sobrepostos.

Fonte: Acervo pessoal.

Sugestao de Resolucao:

Se girarmos o quadrado menor em torno do centro do quadrado maior, verificamos
que a figura hachurada representa um quarto do quadrado maior, uma vez que a area de
sobreposi¢do se encontra limitada por duas linhas em angulo reto, com vértice no centro do

quadrado maior. Assim, a probabilidade P pedida, é:

_ Area do quadrado menor __ 25 1

" Areado quadrado maior ~ 100 4
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Problema 17: Gabi e 1z6lda, que ndo sdo pessoas muito pontuais, marcaram um encontro as
16 horas. Se cada uma delas chegar ao encontro em um instante qualquer entre 16 horas e 17
horas e se dispde a esperar no maximo 10 minutos pela outra, qual € a probabilidade delas se

encontrarem?
Sugestdo de Resolucao:

Figura 23: Esquema de horarios de Gabi e Iz6lda.
Gabi Iz61da
| ]

I |
16h X y '17h

Fonte: Acervo pessoal.

P(haver o encontro) =?
Haverd encontro se, e somente se, |x —y| < 10. Além disso, por imposi¢cdo do
problema, temos que 0 < x < 60e 0 <y < 60.
Sendo |x — y| < 10, temos: —10 < x —y < 10.
-10<x—y<10y=x—-10ey<x+10

Figura 24: Representacdo da regido que satisfaz o encontro no horario programado.
L]

(50, 60)
60
(60, 50)
40
20
{0, 10) ¢
0] 0.0 20 40 60 X

Fonte: Acervo pessoal.

Estas restricdes definem a regido hachurada a da figura acima. Assim,

_ Areade a _ 3600 — 2 (SOéSO)
~ Areade A 3600

3600 — 2500 1100 11
~ 7 3600 3600 36

P = 30,56%
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Problema 18: Considere um alvo que tem a forma da figura abaixo. Essa figura ¢ um
quadrado de 6 m de lado. M ¢ o ponto médio do lado AD. Uma flecha atinge aleatoriamente

esse alvo. Qual a probabilidade dessa flecha atingir a area sombreada?

Figura 25: Quadrado e area sombreada em questao.
B C

Fonte: Acervo pessoal.

Fatos que ajudam:

. A mediana de um tridngulo o divide em dois triangulos equivalentes, isto ¢, em

dois triangulos de mesma area.

Figura 26: Triangulo dividido pela sua mediana.
A

Il L

b LL] d LLJ ad

C M B

Fonte: Acervo pessoal.

Saem = Samc pelo fato de terem mesma base e mesma altura.
o As medianas de um tridngulo dividem esse tridngulo em 6 outros tridngulos, todos

de mesma area.
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Sugestao de Resolucao:

Considere o quadrado ABCD, abaixo. M ¢ o ponto médio do lado AD; N ¢ o ponto
médio do lado CD; P ¢ o ponto médio do lado BC e Q ¢ o ponto médio do lado AB. BD ¢ AC
sdo as diagonais do quadrado e J ¢ o ponto de intersecao dessas diagonais. As diagonais de
um quadrado bisseccionam uma a outra. Assim, as medianas do triangulo ABC sao BJ, AP e
CQ. Seja K o baricentro desse triangulo. As medianas do triangulo ACD sao DJ, CM e AN.

Seja T o baricentro desse triangulo.

Figura 27: Quadrado dividido em 12 tridngulos equivalentes.
B P C

Qe / ; AN

Fonte: Acervo pessoal.

O quadrado fica entdo dividido em 12 tridngulos equivalentes. Assim teremos,
SABCD = 6 - 6 = 36m2

S —ﬁ:S = 3m?
TIC = 1o TjC =

. . , Area do Triangulo CJT 3 1
Dessa forma, a probabilidade P pedida ¢ P =- g =—=—
Area do Quadrado ABCD 36 12
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Problema 19: O quadrado ABCD abaixo, de lado 1 m, representa um alvo. M, N, P e Q sao
os pontos médios dos lados desse quadrado. Langando uma flecha aleatoriamente nesse alvo,

qual a probabilidade de ela atingir a parte hachurada?

Figura 28: Quadrado referente ao enunciado da questao 19.
B M C

A P D

Fonte: Acervo pessoal.

Fatos que ajudam:

. A equagdo reduzida da reta: y = mx + p, onde m € o coeficiente angular da reta e

p € o coeficiente linear.

o A area de um tridngulo de vértices A(xq,y1), B(x5,y2) € C(x3,y3):
1 [¥2 N1 1
Appc = 7’ X2 Y2 1
x3 y3 1

Sugestao de Resolugao:
Tracemos os eixos cartesianos de tal maneira que o lado AD esteja apoiado no eixo 0X

e o lado AB apoiado no eixo oY.

Figura 29: Quadrado apoiado nos eixos cartesianos.
y

B M C
S
Q N
K
A p D *

Fonte: Acervo pessoal.
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Vamos encontrar a equagdo reduzida da reta r que passa pelos pontos B = (0,1) e

P= (%,o):

0—-1 -1
A e W
270 32

y=-2x+b (r)
B=(0,1)er=1=-2:0+b=>b=1

Portanto, a equagdo reduzida da reta r ¢ y = —2x + 1. Encontremos agora, a equacao

reduzida da reta s que passapor A = (0,0) e N = (1,%):

1
2-0 1

TaNT1-0 2

Como a reta passa pela origem, b = 0. Assim:

1
y=3x (5)
Vamos encontrar, agora, as coordenadas do ponto k, interse¢cdo das retas (r) e (s):
y = —Zf +1 2 1
= = — e
y=3x ¥=5¢Y 75

k_<2 1)
~\5’5

Saxp = Area do tridangulo AKP

0 0 1
SAKP=%|D|;ondeD= ;/2 10 1
/s /s 1
Sakp = li ~ Sakp = i m?
2 10 20

De maneira analoga, determinamos a area do triangulo MSC:

1

_ T2
SMSC_ZOm

Dessa forma, a probabilidade P pedida ¢ tal que:

2
20 _ 2

P: = — = —

1 20 10
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Problema 20: O quadrado ABCD de lado 6 m, representado abaixo, representa um alvo. Um
dardo ¢ lancado cegamente sobre esse alvo. Qual a probabilidade desse dardo atingir a parte a

parte sombreada. M: ponto médio de BC.

Figura 30: Quadrado dividido pela diagonal BD e o segmento AM.
B M C

A D

Fonte: Acervo pessoal.

Sugestdo de Resolucao:
Tracando as diagonais do quadrado e unindo A com M, C com N, C com P ¢ A com Q,

o quadrado fica dividido em doze tridngulos de mesma area. Dessa forma, a probabilidade P
7

pedidaé P = >

Figura 31: Quadrado dividido em 12 tridngulos equivalentes.

B M C
S S
S S
P /s S S'Q
S S
g S
A N D

Fonte: Acervo pessoal.
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Problema 21: Na figura abaixo, A e B sdo vértices do quadrado inscrito no circulo.

Figura 32: Quadrado inscrito em uma circunferéncia.

Fonte: Acervo pessoal.

Se um ponto E da circunferéncia, diferente de todos os vértices do quadrado, ¢ tomado

ao acaso, qual ¢ a probabilidade de A, B e¢ E serem vértices de um tridngulo obtusangulo?

Fatos que ajudam:

Triangulo obtusangulo ¢ aquele que tem um angulo obtuso;

Angulo Central de uma circunferéncia é um angulo cujo vértice é o centro da
circunferéncia;

A medida de um arco ¢ igual a medida do angulo central subtendido;

Angulo inscrito é aquele cujos lados sdo secantes a circunferéncia e o seu vértice é um
ponto da circunferéncia;

A medida de um angulo inscrito numa circunferéncia ¢ a metade da medida do arco
correspondente;

Consideremos uma circunferéncia A(0,r) e um angulo BAC inscrito em A e tal que
BAC = a. Os angulos de vértices no arco BAC cujos lados passam pelas extremidades

B e C tém medida a (teorema do angulo inscrito).
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Figura 33: Arco capaz de BC, segundo «.

Fonte: Acervo pessoal.

O arco BAC é chamado arco capaz de BC segundo a. Excluidos os pontos B ¢ C,
dizemos que os pontos do arco BAC veem o segmento BC sob angulo constante de
medida a. Prova-se que o lugar geométrico dos pontos de um plano que veem um
segmento de reta BC sob um angulo de medida « ¢ a unido dos dois arcos capazes de

BC segundo a, excluidas as extremidades B ¢ C.

Sugestdo de Resolucao:

O arco APB ¢é o arco capaz de AB segundo 45° e, dessa forma, AEB mede 135°.
Noutras palavras, o tridngulo AEB ¢ obtusangulo, em que E € AEB.

Quando o ponto E pertencer ao arco DEC o angulo AEB medira 45°. Logo, o tridngulo
AEB ¢ acutangulo.

O arco BAC ¢ o arco capaz de BC segundo 45°. Portanto, escolhendo E no arco BEC,
concluimos que o triangulo BEC ¢ obtusangulo.

O arco ABD ¢ o arco capaz de AD segundo 45°. Assim, escolhendo E no arco AED,
concluimos que o tridngulo AED também ¢ obtusangulo.

Como E tem igual chance de estar em qualquer ponto da circunferéncia e os vértices

A, B, C, D dividem a mesma em quatro arcos de igual comprimento (AB, BC,CD, DA), entdo

a probabilidade de o tridngulo ABE ser obtusangulo ¢ de %‘
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Problema 22: Atira-se cegamente um dardo contra um alvo, conforme a figura abaixo.

Figura 34: Quadrante e circulo.
A

0 Q B

Fonte: Acervo pessoal.

Qual regido tem mais chance de ser atingida: (X UY U Z) ou (§)? Considere que P e

Q sao pontos médios dos segmentos A0 e OB, respectivamente.

Sugestao de Resolugao:

Figura 35: Quadrante e circulo.

0 Q B

Fonte: Acervo pessoal.

Na figura, temos M + S =+ R? (I), onde R ¢ o raio do circulo de centro O'. Por
outro lado, temos que X + Y + Z + M Z%'TII'(Z'R)Z, ouseja, X +Y +Z = R? (II).
Pela transitividade, temosque M + S =X +Y +Z + M,isto ¢, S=X+Y + Z.

Assim sendo, concluimos que a probabilidade de atingir a regido correspondente a

X +Y + Z éigual a regido correspondente a S.
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Problema 23: Escolhendo-se trés vértices de um cubo, qual a probabilidade de serem da
mesma face?
Sugestao de Resolugao:

O cubo tem 8 vértices. Podemos escolher 3 dentre os 8 vértices de C3 modos.

Um cubo tem um total de seis faces. Devemos escolher 3 vértices de cada face. Assim,
o total de maneiras de escolher 3 vértices de cada face é:

6-C3.

6:C; 24 3
cs 56 7

A probabilidade pedida P ¢ tal que P =



60

CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos que com este trabalho estejamos contribuindo ao fornecer um importante
material com potencial didatico, o qual podera ser utilizado por professores de Matematica do
Ensino Médio, além de alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica. Em nosso trabalho,
podera ser encontrado uma lista de exercicios com sugestdo de resolucdo, entrelacando
conceitos fundamentais do desenvolvimento e amadurecimento dos alunos, no que refere ao
raciocinio logico e do raciocinio geométrico. Além, ¢ claro, do que julgamos o mais
importante, levando o aluno ao tratamento de problemas que envolvam modelagens de

experimentos aleatorios e calculos de probabilidade.

Os problemas aqui apresentados podem servir de espelho para a elaboragao de novos
problemas. Os professores podem sempre revisitar ou reconstruir os conceitos da geometria
euclidiana plana, espacial e analitica e, dentro desse propdsito, elaborar problemas de

probabilidade utilizando tao somente a definig¢do classica.

Fez-se necessario apresentar a definicdo frequentista e a definicdo axiomadtica de
probabilidade, pelo fato deste trabalho estar em sintonia com a Contribui¢do da SBM para a
discussao de Curriculo de Matematica coordenada por Antonio Amaral (2014), Eduardo

Wagner, Priscila Guez e Vitor Amorim.
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