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Na condicao de seres historicos, os
homens sao seres que caminham para
frente, que olham para frente; seres a
quem o tmobilismo ameaca de morte;
para quem o olhar para trds nao deve
ser uma forma nostdlgica de querer vol-
tar, mas um modo de melhor conhecer
o que estd sendo, para melhor construir
o futuro.

Freire (2014).



Resumo

Neste trabalho, a partir de uma pesquisa qualitativa e de revisao bibliografica,
procuramos dar uma resposta de o porqué estudar mateméatica. Queremos mostrar que
essa disciplina pode trazer muito mais beneficios do que a mera reprodugao de algo-
ritmos e aplicagoes no cotidiano, pois defendemos que ela colabora no desenvolvimento
argumentativo do discente, consequentemente, pode transformé-lo em um sujeito que se
posiciona no contexto onde esta inserido. Como sugestao, trouxemos dois exemplos de
praticas que consideramos possiveis de serem realizadas pelos professores. Uma, chama-
mos de problemas argumentativos e, a outra, de realizagao de pequenas demonstracoes
utilizando divisao Euclidiana. Ambas visam ao desenvolvimento da argumentagao do
aluno e contribuem na sua formacao, transformando-o em um cidadao argumentador e
critico. Concluimos que tais praticas podem trazer alguns beneficios para o desenvolvi-
mento argumentativo dos estudantes a curto ou médio prazo, por conseguinte, colaboram
para seu desenvolvimento como um sujeito que pensa e se posiciona na sociedade, nao

sendo um mero expectador e reprodutor de ideias e respostas prontas e formatadas.

Palavras chave: Ensino da matematica, argumentacao, formacao critica.
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Abstract

In this work, from a qualitative research and bibliographical review, we look for
an answer of the reason to study mathematics. We want to show that this discipline can
bring much more benefits than the mere reproduction of algorithms and applications in
the daily life, since we believe that it collaborates in any argumentative development of the
student, consequently, can transform him into a subject that places himself in the context
where he is inserted. As a suggestion, we have brought two examples of practices that
we consider to be possible for teachers to do. One, we call argumentative problems and,
the other, the realization of small demonstrations, using Euclidean division. Both aim at
the development of the student’s argument and collaborate in his formation, transforming
him into an argumentative and critical citizen. We conclude that such possibilities can
bring some benefits to the development of the student program in the short or medium
term, therefore collaborating for its development as a subject that thinks and positions
itself in society, is not a mere spectator and reproducer of ideas and ready and formatted

answers.

Keywords: Mathematics teaching, argumentation, critical formation.
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Introducao

“Existe uma estreita conexao entre a forma de argumentar na ma-
tematica e o discurso democratico, pois, em ambos, ha um favo-
recimento do geral (no sentido de abstrato e de publico) sobre o
particular e especifico”

(Skovsmose, 2008, p. 76)

E de conhecimento ptublico que a educacdo basica no Brasil ¢, infelizmente, de
baixa qualidade, em particular, a educagao matematica. Esse fato foi sendo criado ao
longo das décadas (Druck, 2004).

Além disso, Druck (2004) diz que:

A progressiva decadéncia da qualidade do ensino da Matemaética atinge hoje
a propria Licenciatura em Matemética, completando assim um circulo vicioso.
Dados objetivos evidenciam o problema: no Provao, a Matematica tem sido a

altima colocada, em todos os anos entre as areas avaliadas.

Do mesmo modo, quando observamos os dados disponibilizados pelo Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais (Inep), da ultima edi¢do do Sistema de
Avaliagao da Educagao Basica (Saeb), percebemos que ainda se enfrentam problemas na
proficiéncia de matemética.

Ao se fazer uma breve analise, percebemos que uma parte consideravel dos estu-
dantes ainda se encontra nos niveis mais baixos da Escala de Proficiéncia, principalmente
no 92 ano do Ensino Fundamental (Brasil, 2017a). Isso tudo mostra que ha muito, ainda,

a ser feito.



Presenca na Prov
De 2.529.077 2

D=2.417.190 =

m E

Figura 1: Proficiéncia em matematica

Os dados da tabela acima apontam que os estudantes tém limitagoes na compre-
ensao e resolugao de problemas que envolvam a linguagem matemética.

Diante disso, defendemos que seja importante desenvolver um trabalho durante
o PROFMAT (Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional) que auxilie nas
praticas profissionais em sala de aula, pois, de acordo com PROFMAT-SBM (2017), “Os
produtos gerados pelo Programa devem guardar uma estreita relagao com as atividades
realizadas nas salas de aula, de forma a possibilitar que os discentes do curso possam
melhorar suas praticas educacionais”.

Nesse sentido, vamos mostrar, no decorrer deste trabalho, algumas praticas em
sala de aula que defendemos que podem mudar essa situagao e colaborar para que os
alunos a compreendam melhor a utilidade da disciplina e, quem sabe, ajudem a dar
pequenos passos para uma melhor avaliagao da matemaética no Brasil e, a0 mesmo tempo,
colaborem para a formacao de cidadaos mais criticos.

De inicio, tentaremos dar uma resposta para a pergunta: “Por que estudar ma-
teméatica?”. Sabe-se que ha varias respostas e nao temos a pretensao de dizer, definiti-
vamente, qual seria a certa e qual seria a errada, no entanto, vamos refletir sobre uma
que consideramos verdadeira. Para isso, levantaremos reflexdes sobre uma das possiveis
respostas que defendemos que ajudam os estudantes a se desenvolverem como cidadaos

criticos.



Por que estudar matemaética é uma pergunta, aparentemente, trivial e diversos
tipos de respostas sao dadas quando realizamos essa indagacao. Em meio as varias res-
postas, a mais dificil ainda é encontrar qual poderia ser a melhor para tal questionamento.

Em busca de o porqué estudar matemaética, elaboramos um questionario que se
encontra descrito e interpretado no primeiro capitulo. Ele foi respondido tanto por alunos
que cursam os ensinos médio, técnico e superior, como por professores de matematica.

Ao longo do trabalho, tentaremos mostrar como boa parte do ensino da ma-
tematica realizado nos dias de hoje nao ¢é interessante, pois ensina o aluno a praticar
manipulagdes e algébricas e a reproduzir algoritmos sem reflexao, o que requer pouca
utilidade da matemética e pouco contribuem para seu desenvolvimento. O manuseio de
expressoes numeéricas e simbolos algébricos acaba nao exigindo criatividade, imaginagao
ou capacidade para raciocinar de maneira abstrata (Lima, 2003, p. 142).

Defendemos que algumas praticas relativamente simples podem ajudar a mudar
a utilidade da matematica em médio ou curto prazo. Nesse trabalho trataremos de duas
delas, além de mostrar uma experiéncia realizada com uma dessas praticas no ensino
médio.

No primeiro capitulo, traremos uma reflexao “Usamos mesmo matematica no
cotidiano?”. Tentaremos mostrar que estuda-la nos dias de hoje nao encontra sustentacao
em motivos similares a “devemos estudar a matematica, pois a usamos em nosso cotidiano”.
Os questionarios aplicados aos professores e alunos nos auxiliarao na interpretagao e busca
dessa resposta.

Ja no segundo capitulo, vamos propor uma alternativa relativamente simples
que defendemos que possa melhorar a curto ou médio prazo a capacidade matematica
argumentativa dos alunos, com a perspectiva de que ele possa levar esse aprendizado para
sua vida também fora do ambiente matemaético.

No terceiro capitulo, a ideia é semelhante a do segundo capitulo, entretanto,
a proposta é que se crie nos alunos a capacidade de realizar pequenas demonstracoes
matemaéticas utilizando o contetido de divisao euclidiana. Defendemos que essa pratica
pode, também, ajuda-los a desenvolver sua capacidade argumentativa e critica.

No quarto capitulo descrevemos uma experiéncia realizada com alunos do ensino
médio. Para esses foi elaborado um minicurso que teve como contetdo principal a divisao

euclidiana. Também apresentaremos uma sugestao de abordagem e materiais que podem



ser utilizados.

Nas consideragoes finais, mostraremos que a importancia de se estudar mate-
matica val muito além da aplicabilidade no cotidiano que, como tentaremos mostrar no
primeiro capitulo, utiliza-se pouca matematica, inclusive pouca matematica que se faz
presente no curriculo dos alunos. Queremos mostrar que sim, a matematica é importante,
e devemos estuda-la, mas essa importancia tem de ter relagao com o desenvolvimento de

um cidadao mais critico, questionador e argumentador.



Capitulo 1

Usamos mesmo matematica no

cotidiano?

Neste capitulo tentaremos responder se usamos matematica no cotidiano. Defen-
demos que nao seja tao dificil achar resposta para essa pergunta.

Matemaética é uma disciplina obrigatéria na educagao basica no Brasil, como pode
ser observado no artigo 26, paragrafo primeiro da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao

Nacional.

Art. 26. Os curriculos da educacao infantil, do ensino fundamental e do en-
sino médio devem ter base nacional comum, a ser complementada, em cada
sistema, de ensino e em cada estabelecimento escolar, por uma parte diversifi-
cada, exigida pelas caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura,
da economia e dos educandos.

§ 1° Os curriculos a que se refere o caput devem abranger, obrigatoriamente, o
estudo da lingua portuguesa e da matemaética, o conhecimento do mundo fisico

e natural e da realidade social e politica, especialmente do Brasil. (Brasil,

1996)

No documento da Base Nacional Comum, em fase de implementacao, pois foi
publicado recentemente, em 2016, quando se trata da area de matemética, logo em seu

primeiro paragrafo, esta posto o seguinte:

O conhecimento matemético é necessario para todos os alunos da Educagao
Basica, seja por sua grande aplicagao na sociedade contemporanea, seja pelas
suas potencialidades na formagao de cidadaos criticos, cientes de suas respon-
sabilidades sociais. (Brasil, 2016)

Nessa mesma linha, os Parametros Curriculares Nacionais de Matemaética, (Brasil,

1987), apontam que:



A Matematica faz-se presente na quantificagdo do real contagem, medigao de
grandezas e no desenvolvimento das técnicas de calculo com os niimeros e com
as grandezas. No entanto, esse conhecimento vai muito além, criando siste-
mas abstratos, ideais, que organizam, inter-relacionam e revelam fenémenos do
espago, do movimento, das formas e dos ntmeros, associados quase sempre a

fendmenos do mundo fisico.

Além disso, a Lei nimero 13.415, sancionada em 2017, que define o novo ensino
médio e estabelece a matematica como disciplina obrigatéria nessa etapa da educacao
bésica (Brasil, 2017b).

Logo, a matemaética sendo obrigatéria, deve ser ensinada. Mas como esté sendo
ensinada? Ela esta sendo ensinada de maneira que cause alguma reflexao nos alunos? Os
contetdos de matemaética estao sendo utilizados fora da sala de aula de alguma maneira?

Sera levantada a questao sobre se realmente o ensino da matematica, praticado
nos dias de hoje, acha sustentacao em argumentos como “grande aplicagdo em nosso
cotidiano”, como nos foi dado como resposta por alunos e professores. Além disso, cabe
perguntar: Quem aplica a matematica aprendida em sala de aula no cotidiano? Como
ela ocorre?

Para irmos além das leis que “orientam” o porqué de se estudar matematica,
elaboramos um questionario que foi respondido por alunos do ensino médio, técnico,
superior e professores de matematica.

O questionério foi elaborado via google forms e encaminhado por e-mail para os
alunos e professores. O piblico-alvo foram alunos do ensino médio, técnico e superior
do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso — IFMT. Ja
para ter acesso aos professores de matemaética, fizemos uma solicitacao dos e-mails para o
coordenador da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas), que
nos concedeu a lista. Além disso, ele foi disponibilizado via redes sociais, o que permitiria
que professores de todo o Brasil, caso quisessem, poderiam participar. O resultado final
importou em 250 respostas de alunos e 70 de professores.

A pergunta principal, que embasou a elaboracao do questionério, tinha como
objetivo estabelecer qual a importancia da matematica na vida das pessoas. Além disso,
queriamos saber os motivos que as levavam a estudar essa disciplina.

Uma das nossas curiosidades era saber se havia diferencas entre as respostas dadas
pelos professores de matematica comparadas com as respostas dadas pelos discentes. Sera

que o professor estaria conseguindo mostrar a importancia da matemética para a vida



daquele aluno? Seré que os alunos conseguiriam entender a importancia da matematica
somente assistindo as aulas e reproduzindo o contetido ministrado pelo professor?
Propomos-nos a fazer, primeiramente, uma anéalise das respostas dos discentes,
em seguida, dos docentes e, na sequéncia, trazer algumas comparagoes entre as respostas.
Entre as perguntas enviadas aos discentes, havia uma objetiva que era: “Qual
importancia vocé daria para a matematica em sua vida?”. Obtivemos 247 respostas.

Abaixo o grafico que representa essas respostas:

3.2%— 08%

B Muito importante

B Im portante

W Razoavelmente
Im portante

B Pouco Importante

B Menhuma Importancia

Figura 1.1: Grafico sobre a importancia da matematica

Note que mais de 80% dos alunos consideram a matematica importante ou muito
importante em sua vida. Essa é uma resposta muito interessante, uma vez que a mate-
mética é considerada uma das vilas na educagao brasileira. Interpretamos esse resultado
da seguinte forma: apesar de a matemaética causar dificuldades nos alunos, os mesmos
percebem que ela é um dos “motores” que movem nosso mundo. Uma pesquisa chamada
“Relagao com o saber e matematica”, realizada em Aracaju entre julho de 2014 e margo
de 2016 junto a alunos de 1# a 52 série, concluiu que eles tém a matemética como uma

disciplina dificil e,

Além de ser dificil, a matemética é “importante”. Quando perguntados sobre as
profisses em que € 1til ser bom em matemaética, alguns alunos sdo convencidos
da importancia desta a ponto de citar profissdes sem relagdo particular com a
matematica, mas importantes “por si”’, como médico, advogado, jornalista e
modelo. E como se alguém que pratica uma profissao importante tivesse de

conhecer coisas importantes e dificeis. (Silva, 2008).



Isso nos leva a perceber que, até quem nao tem simpatia pela matematica, a tem

estima, e esse pensamento vem de longa data.

O facto é que existem poucas disciplinas tdo «populares» como a matematica.
A maioria das pessoas tem alguma estima pela matematica, do mesmo modo
que a maioria consegue apreciar uma melodia agradavel; e, com toda a pro-
babilidade, ha mais pessoas realmente interessadas em matematica do que em
musica. As aparéncias podem até sugerir o contrario, mas ha explicagoes sim-
ples para o fenémeno. A musica pode ser usada para estimular a emocao das
massas, a0 passo que a matematica nao; se a incapacidade musical é reconhe-
cida (e bem) como ligeiramente descredibilizante, a maior parte das pessoas
sente tal pavor pelo nome da mateméatica que estd genuinamente disposta a

exagerar a sua estupidez na matéria (Hardy, 2007, p. 74).

A pergunta principal do questionario foi: “Em sua opiniao, quais os principais
motivos para se estudar mateméatica? Comece com o qual vocé considera mais importante
e assim sucessivamente”. Observou-se que a maioria das respostas s6 elencou um motivo,
como exemplificado: “A matemética esta em tudo, precisamos dela para qualquer coisa”,
ou “Matemética faz parte do nosso cotidiano”, ou “para fazer ENEM e vestibular”.

Entretanto, alguns alunos deram respostas que consideramos mais interessantes,
como “Para a colaboragao na construgao de um pensamento critico e agil”, ou “Aplicacoes
na vida, conhecimento, pesquisa, avanco do mundo, raciocinio, evolucao”’, ou “A mate-
mética possibilita um desenvolvimento de raciocinio légico e mantém a mente sempre
ativa”. Entretanto, pouquissimas respostas tiveram esse viés, ou seja, foco em respostas
que buscam sentido em dizer que a matematica pode auxiliar no desenvolvimento de uma
pessoa critica, argumentativa, com um grau mais elevado de raciocinio légico.

Defendemos que o formato da matematica ensinada aos alunos faz com que pou-
cas respostas como as ultimas apresentadas aparecam, pois, em sua maioria, o aluno é
ensinado apenas a reproduzir algoritmos matematicos, sem incentivo a resolugao com
argumentos e raciocinio logico (Boavida, 2005; Skovsmose, 2008). Pouco se percebe do
beneficio da matemética além do “uso no cotidiano”. Discutiremos sobre esse assunto
neste capitulo.

As outras duas perguntas geraram um paradoxo nas respostas que a maioria dos
alunos apresentaram, pois disseram que a mateméatica estd em tudo e que a usam no
cotidiano, mas como veremos a seguir, isso nao observado nos conteudos que eles usam

em seu dia a dia. Para essas respostas, as perguntas foram as seguintes: “Quais contetudos



de matemaética vocé ja usou em seu cotidiano?” e “Quais contetidos de matematica vocé
nunca usou em seu cotidiano”.

A maior parte das respostas referente aos contetidos ja utilizados em seu cotidiano
foram as quatro operagoes (soma, subtragdo, multiplicagao e divisao), razao e proporgao,
juros, porcentagem e regra de trés. Ao mesmo tempo, as respostas referentes aos conteu-
dos que nunca foram utilizados no cotidiano apresentam, especialmente, boa parte dos
contetdos ministrados no ensino médio.

Assim, muitos que consideravam a matematica importante ou muito importante
e que alegaram que a “matematica esta em tudo”, reconhecem que grande parte do que
se estuda na disciplina nao é utilizada no cotidiano. Ao mesmo tempo, boa parcela deles
provavelmente nunca mais estudarao matemaética, pois escolherao carreiras profissionais
que nao necessitam utiliza-la além da sua forma elementar. Desse modo, como considerar
a matemaética tao importante assim ou simplesmente alegar que a matemética esta em
tudo? Essa é uma questao que merece alguma reflexao.

J& para os professores de matematica nao vimos a necessidade de fazer a pergunta
sobre a importancia da matematica na vida deles. Entretanto, as outras trés foram reali-
zadas. Como anteriormente, a principal pergunta foi “Na sua opiniao, quais os principais
motivos para se estudar matemética? Comece com o qual vocé considera mais importante
e assim sucessivamente”. Aqui, diferentemente das respostas dadas pelos alunos, boa parte
das respostas foram: “Conhecimento, melhora o raciocinio, torna a vida mais pratica”, “A
matemaética esta em tudo a nossa volta. Presente na interpretacao de resultados” e “De-
senvolvimento do raciocinio légico, aumento da criatividade, aplicacao para encontrar
solucoes nas mais diversas areas”, “Organizar pensamento, base de diversas profissoes”,
“Aplicabilidade, Aptidao, desenvolvimento de raciocinio 16gico”, “Se tornar critico, criar
um raciocinio baseado na razao e logica, criar o habito de verificar informacoes, aprender a
visualizar padroes, entender e aplicar o processo de resolugao de problemas (em qualquer
area de sua vida) e buscar autonomia em qualquer tipo de aprendizado”.

Consideramos essas respostas como as mais interessantes e diremos o porqué
durante o desenvolvimento deste trabalho, entretanto, também houve uma parcela consi-
deravel de respostas como “A matemética é uma ciéncia exata que esta por toda parte.
A necessidade de se estudar matemaética se da por conta que necessitamos dela para fazer

atividades simples como comprar paes, ir ao supermercado ou a feira livre fazer algumas



)

compras, tudo isso precisa do conhecimento matemético para nao ser lesado.”, “A ma-
tematica é essencial em nossa vida, sem ela nao poderiamos fazer nada, pois tudo esta
ligado com a matematica”’, “Desenvolver raciocinio légico, saber operar contas tteis no
cotidiano”. Essas ultimas respostas se assemelham muito as respostas dadas pelos alunos
e consideramos respostas menos estimulantes para o estudo da matemaética, como veremos
no decorrer deste capitulo.

Reunimos algumas respostas que consideramos que sintetizam todas as demais,
no apéndice desta dissertagao.

Note que a maior parte dos professores tem uma ideia que defendemos ser mais
relevante para o ensino da matematica que é o de formar pessoas mais criticas, com raci-
ocinio logico mais apurado e capazes de interpretar a realidade em sua volta. Entretanto,
poucos alunos tem essa visao, por qué? O que pode ser feito para mudar essa realidade?
Defendemos que algumas préaticas relativamente simples podem ajudar a mudar a visao
da utilidade da matematica em médio prazo.

De acordo com a pesquisa realizada, vemos que uma parcela consideravel das

respostas sobre por que as pessoas devem estudar matematica se converge para as seguintes

afirmacoes:
[- No6s usamos matematica em nosso cotidiano, em tudo que fazemos;
II- A matemética ajuda a interpretar o mundo ao redor de nos;

ITI- A matematica nos ajuda a pensar com mais logica;

Os motivos relacionados acima, principalmente o primeiro, aparecem tanto quando
perguntamos para alunos, como também para professores de mateméatica. Uma primeira
constatacao ¢ que essas respostas estao relacionadas com os objetivos das leis que orientam

a educagao. O que se pretende, agora, é justamente refletir sobre o primeiro motivo.

1.1 Nobs usamos a matematica em nosso cotidiano e em
tudo que fazemos?

Essa afirmacao, de que trata essa secao, consideramos como, possivelmente, a

menos verdadeira. Essa afirmativa é muito comum de ser encontrada e muitos a usam
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para tentar encorajar o aluno a estudar matemaética, ainda mais sabendo que grande parte
deles farao exames em que matematica é parte integrante. Vale dizer que uma parcela
dessa afirmacao é questiondvel. Quando alguém que faz essa afirmativa é indagado em
que momento se pode encontrar essa matematica em tudo que fazemos, surgem algumas

respostas prontas, que estao no imaginario coletivo, como exemplificado a seguir:

[- Usamos a matemética para calcular desconto ou parcelar pagamentos em uma loja;
II- Usamos a matematica quando vamos dividir um doce com um amigo;
ITI- Usamos a matematica quando vamos olhar as horas em um relégio analogico;
IV- Usamos matematica para saber a distancia da nossa casa a igreja;
V- Usamos matematica na cozinha para fazer uma receita;
VI- Usamos a matematica para calcular nossas notas escolares;
VII- Usamos a matemética para fazer medigoes;
VIII- Usamos a matematica para usar o computador ou telefone;

IX- Usamos a matematica para calcular porcentagens, razoes e proporgoes;

Das varias respostas obtidas por meio do questionario, em grande parte, sao
variagoes dessas relacionadas acima.

Queremos refletir aqui que usar a justificativa apenas do uso da matemética no
dia a dia nao é uma resposta que por si s6 encerra tudo o que significa a importancia
dela, muito menos leva o aluno a desenvolver uma capacidade maior que a reproducao
de féormulas para resolver exercicios, sem muitas vezes entender o conteido matematico,
relacionando-o com que esta desenvolvendo.

A primeira afirmagao, que aponta sobre descontos e parcelas em um pagamento,
é questionavel, uma vez que quase sempre o desconto ja é apresentado de modo que a
pessoa nem precisa ter o trabalho de fazer o calculo ou entender como ele funciona, a
nao ser que o objetivo ali seja o de observar se, realmente, o desconto anunciado é o que
esta sendo aplicado. O que se tem, nessas situacoes, é que, quando se pede parcelamento
em uma loja, as prestagoes ja saem prontas com ou sem juros e o comprador, em sua

maioria, nao tem muita opgao a nao ser, quase sempre, aceitar as condigoes e efetuar
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a compra sem questionar os célculos ja realizados, afinal, “¢ um computador que esta
fazendo, nao tem erro”. Vale ressaltar que situacoes similares a essa podem ser usadas
para uma verificacao do real valor, mas que, em sua grande maioria, nao sao utilizadas.
Outro aspecto que pode influenciar ¢ a desconfianga ou confianga do comprador em relagao
a loja que, muitas vezes, nem ¢é feita uma checagem do preco antigo, pois é uma acao que
d& um certo trabalho e quem estd comprando muitas vezes nao tem nem tempo ou nem
nao vai se importar com isso.

A segunda afirmacao alega que usamos matematica para dividir algo com outra
pessoa. Ora, até quem nao tem conhecimento sistematico sobre matematica consegue
dividir as coisas em partes proporcionais, pois a intui¢ao esta claramente presente nesse
momento, nao precisamos sentar em uma mesa e estudar matematica por horas para isso.
Até mesmo uma crianca bem pequena percebe quando, ao dividir algo com o colega, se
estd com o pedago maior ou menor, sem precisar ter estudado matemaética para isso.

A terceira afirmacao diz que usamos a matematica para usar o reloégio analogico.
A afirmacao é considerada correta, mas com duas ressalvas, a primeira é que o rel6gio
analogico esté cada vez mais em desuso, principalmente os de pulso, uma vez que quase
todos tém acesso a celular ou relégio digital. Mesmo assim, o méximo de matematica
exigida para olhar um relogio é saber a multiplicacao, especialmente, pelo ntimero cinco,
ou seja, pouquissima matematica é utilizada.

A quarta afirmacao diz que usamos a matematica para calcular a distancia de
um lugar ao outro. Dificilmente alguém faz isso. Quando questionadas sobre distancia, as
pessoas geralmente respondem, “é aqui perto”, ou “é meio longe”, ou “fica & duas quadras
daqui”; ou “mais ou menos trezentos metros”. Quase ninguém conta passos e entao converte
para metros para saber a distancia de um local ao outro, isso é trabalhoso e, na sua grande
maioria, desnecessario, a nao ser em casos especificos e distancias bem pequenas. Para
distancias maiores, as pessoas verificam por meio da quilometragem de automével, do
GPS (Global Positioning System), ou ainda de outros aplicativos que se encontram a
disposicao da sociedade e, nesses casos, a distancia ja se apresenta pronta, sem precisar
fazer calculo algum.

A quinta afirmacao diz que se usa matemaética para fazer receita. Aqui podemos
entender que a matemaética é usada para preparar algo no dia a dia. Hoje, quase tudo

ja tem elementos e recursos pré-definidos que minimizam o erro de preparacao de algo
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para quase zero. J& existem copos para receitas em que vocé acrescenta o ingrediente
até o numero pretendido e basta usar, nao precisa nem ter muita nocao de quantidade
ou peso. Além disso, é bem provavel que muitas pessoas conhecam alguém que seja um
excelente cozinheiro com pouquissima escolarizagao. Desse modo, justificar o estudo de
horas de matemaética para realizar uma receita nao faz muito sentido. Também ao montar
um computador, por exemplo, as pecas ja tem locais e cabos pré-definidos, de modo que
é extremamente dificil que algo saia errado, basta uma breve leitura no manual. Ou seja,
muitas coisas do cotidiano que precisam ser preparadas hoje em dia, requerem pouco
raciocinio matematico.

A sexta afirmacao é que usamos a matemética para calcular médias. De fato, a
usamos para isso, entre elas a ponderada quando se trata de média escolar, por exemplo.
Entretanto, essas médias quase sempre se apresentam calculadas. Nas escolas, por exem-
plo, os professores lancam as notas em um sistema e, em seguida, o sistema apresenta a
média ja calculada. J4 a média aritmética que, em tese, é a mais utilizada no dia a dia é
a aritmética que requer pouco conhecimento matematico.

A sétima afirmacao é a que usamos a matematica para fazer medicoes. De fato,
para fazer uma medicao pode-se usar uma trena ou os passos. Feito isso, anota-se um ni-
mero e realizam-se operagoes elementares para calcular perimetro, area e volume. Porém,
muitos reproduzem as féormulas sem entender o significado, apenas utilizam os ntme-
ros encontrados, digitam na calculadora e pronto, sem a necessidade de estudar muita
matematica para isso.

A oitava afirmacao, talvez a menos verdadeira, diz que usamos matematica para
utilizar computador ou telefone. Ora, as criancas estao usando ambos cada vez mais cedo
e, as vezes, de forma mais fluente que os adultos, pois sao nativas digitais, e muitas tem
um conhecimento quase nulo em matematica e, portanto, nao necessitam dela para tal
agao, isso significa que essa justificativa nao encontra respaldo. Além disso, ha casos de
pessoas que nao sabem dizer o nimero de CPF (Cadastro de Pessoa Fisica) ou nimero
de matricula de algum lugar, mas, para lembrar do nimero, simulam digitando em um
teclado um primeiro ntimero, e, nesses casos, o nimero passa a ser algo secundério, o que
vale é a posicao das teclas.

A nona afirmacao, talvez a mais verdadeira, é que a usamos para calcular por-

centagem, razao e proporcao. Isso é verdade, mas quem realmente vé e usufrui dessa
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justificativa sao aquelas que possuem algum conhecimento Matemaético e apreciam em
usa-lo. Boa parte das pessoas recorrem rapidamente & calculadora sem ter interesse em
saber como esses calculos acorrem. O mesmo vale para razao e propor¢ao, mesmo quem
ja estudou evita falar coisas como: “trés quintos das pessoas foram a palestra”’, é mais
facil dizer a quantidade especifica ou mais ou menos o percentual. De modo que muitos
que as utilizam, aprenderam a utilizar cotidianamente, sem a necessidade de um estudo
mais aprofundado em matematica.

Essas analises acima foram feitas com dois objetivos. Um objetivo, mais evidente,
foi mostrar que essas afirmagoes sao questioniveis e merecem nossa reflexao, pois nao
encontram muita sustentacao quando pensamos mais profundamente sobre elas, o que
fazem é mostrar que o conhecimento de matematica exigido nessas circunstancias nao sao,
assim, tao extraordinarios que justificariam o estudo sisteméatico da matematica para esses
fins. Defendemos que tais afirmagoes reforcam o uso da matemaética pouco questionadora,
pois alimentam a pratica de resolugao de problemas com pouca ou nenhuma justificativa,
usando a matematica apenas para representar expressoes e chegar a um resultado com
pouca ou nenhuma analise do processo que foi realizado, estimulando o aluno apenas a
decorar e aplicar formulas matemaéticas.

E evidente que saber matematica traz suas contribuicdes no cotidiano, isso é
inegavel, entretanto, na maioria deles, ela se torna quase desnecessaria para aplicacoes
no dia a dia, pelos motivos ja relacionados. Além disso, justificar anos de estudos em
matemaéatica para apenas essas pequenas aplicagoes que mesmo quem nao estudou ou
pouco estudou matemaética consegue aplicar, nao mostra a grandeza de se estudar essa

disciplina. Concordamos com Ruiz (2008, p. 12):

Nesse sentido, quando falamos de matematizagao do cotidiano nossas preocu-
pacoes nada tém a ver com a matematica escolar. Pois ela pertence a outro
tempo e a outra concepcao de mundo, muito mais simples que a conhecida a
partir das contribuig¢oes dos gregos [...| Estamos, isto sim, dizendo que os nao-

matematicos precisam ter acesso ao espirito da matematica do nosso tempo.

Outro questionamento a ser feito é o seguinte: Diante das respostas obtidas da
para se observar que foram elencados contetidos que representam uma parte bem pequena
da matemaéatica que aprendemos ao longo da educacao basica. E os demais conteudos?
Quando serao utilizados? Por exemplo, equacao do segundo grau, logaritmos, niimeros

complexos, matrizes e determinantes, area do trapézio, e muitos outros. Quando esses
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conteudos aparecerao “em tudo que fazemos”™ Em resumo, para resolver as situacoes
apresentadas acima, nao precisamos estudar mateméatica por horas e horas, ou seja, esse
nao é um bom argumento para defender a obrigatoriedade do estudo da matematica. Além
disso, temos que pensar em problemas que envolvam a maior quantidade dos contetidos
de matematica possivel, e isso nao é tao simples assim.

Desse modo, defender que devemos estudar matematica pois a usamos em nosso
dia a dia nao é uma afirmagao que se sustenta muito facilmente. Bastou um pouco de
reflexao para vermos que temos de ponderar, relativizar ao tratar sobre isso com os alunos
em sala de aula. Nao negamos aqui situagoes hipotéticas que podem aparecer em proble-
mas, mas nao devemos considerar isso como o motivo principal para estudar matemaética,
alegando que o aluno usara aquilo em seu dia a dia. Ainda mais quando consideramos
que boa parte dos problemas apresentados aos estudantes contam com situagoes comple-

tamente fora da realidade deles. Segundo Lima (2003, p. 142):

Abundam nas salas de aula, nas listas de exercicios e nos exames exames as
operagoes algébricas, os calculos de radicais, as equagdes com uma ou mais
incognitas, as identidades trigonométricas e varios outros tipos de questoes
que, embora necessarias para o adestramento dos alunos, nao sao motivadas,
nao provém de problemas reais, nao estao relacionadas com a vida atual, nem

como as demais ciéncias e nem mesmo com outras areas da Matemética.

O que se tem, muitas vezes, sao problemas apresentados em sala de aula de forma
a apenas reproduzir algoritmos sem desenvolver a capacidade argumentativa dos alunos.
Assim, se faz necessario repensarmos como trabalhar um problema matematico em sala
de aula, nao mais o resolvendo por resolver, como um mero exercicio.

Para exemplificar um tipo de problema fora da realidade dos alunos. Observe o

problema abaixo:

Gerador é um aparelho que transforma qualquer tipo de energia em energia
elétrica. Se a poténcia P (em watts) que certo gerador langa em um circuito
elétrico ¢ dada pela relacio P(i) = 20i — 5i%, em que i ¢ a intensidade da
corrente elétrica que atravessa o gerador, determine o nimero de watts que

expressa a poténcia P quando ¢ = 3 ampéres (Dante, 2013, p. 106).

Esse exercicio defendemos que pouco tem a ver com a realidade dos alunos, pois,
poténcia, gerador, circuito elétrico sao coisas dificeis de se enxergar. Além disso, o livro

no qual tem esse problema refere-se ao primeiro ano do ensino médio e nao do terceiro,
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quando, normalmente, esse contetido é estudado. Ele muito provavelmente somente jogara
o valor de ¢ = 3 na funcao dada, obtera a resposta e pronto. Esta resolvido, sem muito
questionamento.

Entretanto, no mesmo livro, encontramos o seguinte problema também envol-
vendo fungao quadrética, Dante (2013, p. 109) diz que: “Os 180 alunos de uma escola
estao dispostos de forma retangular, em filas, de tal modo que o ntiimero de alunos de
cada fila supera em 8 o nimero de filas. Quantos alunos h& em cada fila?”.

Entendemos que esse problema seja mais interessante, note que ele tem uma certa
relacao com a realidade do aluno, pois trata de ambiente escolar e, mais que isso, ele nao
requer simplesmente uma “aplicacao de formula”, porque é necessaria uma interpretacao
e organizacao das ideias para, posteriormente, aplicar a férmula e encontrar o resultado
esperado.

Observamos também que nesse livro existem uma quantidade muito grande de
exercicios e poucos problemas, isso é facil de entender, pois criar problemas matemaéticos
nao é uma pratica simples e é possivel que muitos matematicos e professores de matematica
pensem que seja um tanto desnecessaria a resolucao de muitos deles. Segundo Lima
(2003, p.143), “exercicios de manipulagao sao imprescindiveis mas precisam ser comedidos,
simples, elegantes e, sempre que possivel, tteis para emprego posterior”. Entretanto,
consideramos que ficar resolvendo somente exercicios e problemas que nao requerem mais
que uma aplicacao de férmula ou manipulacao algébrica, encorajam somente a reprodugao
de algoritmos e manipulagoes algébricas exigindo pouca reflexao e argumentagao por parte
dos alunos. Além disso, queremos buscar a reflexao do professor de modo que mude

gradativamente algumas praticas docentes.

[...] o professor que acredita que o aluno aprende aprende Matematica através
da memorizagao de fatos, regras ou principios transmitidos pelo professor ou
pela repetigao exaustiva de exercicios, também tera uma pratica diferenciada
daquele que entende que o aluno aprende construindo os conceitos a partir de
agoes reflexivas sobre materiais e atividades, ou a partir de situagoes-problema

e problematizagoes do saber matematico. (Fiorentini, 1995, p. 5)

Tendo essa ideia como mola propulsora, que a matematica nao é apenas repro-
ducao do que se faz, de repeticao, de um nao pensar e raciocinar, queremos mostrar, nos
capitulos seguintes, duas formas que consideramos importantes para estudar matematica

e que podem surtir efeito a curto ou médio prazo, mas que sao pouco utilizadas pelos
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professores. Defendemos que as estratégias que apresentaremos podem acrescentar um
desenvolvimento critico nos alunos de modo que eles nao somente reproduzam férmulas e
algoritmos. Segundo Carvalho (2008, p. 76), “Esta percepcao de que o ensino de Ciéncias
e Matematica destina-se a preparar cidadaos para agir de maneira critica e consciente em
uma sociedade altamente complexa ¢é recente”. Além disso, de acordo com Freire (2015,
p. 67), “A memoriza¢do mecénica do perfil do objeto nao é aprendizado verdadeiro do
objeto ou do contetido. Neste caso, o aprendiz funciona muito mais como paciente da
transferéncia do objeto ou do conteido do que como sujeito critico |...|”.

Esperamos que as propostas que serao apresentadas levem o aluno a se tornar
um cidadao mais reflexivo na sociedade ao desenvolver capacidades argumentativas, mas,
para isso, elas devem ser desafiadoras. Carvalho (2008, p. 88) diz que “O desafio é ensinar
Matematica tutil e relevante para o cidadao, sem perder as especificidades e a estrutura
inatas a Matematica’.

Tentaremos, assim, levar o estudante, por meio da matematica, a desenvolver
sua capacidade critica e argumentativa nos aspectos sociais que o cercam. Pensamos que
isso possibilitara a ele ter mais facilidade em fazer analises ldgicas, capacitando-o para
perceber e enfrentar as situagoes a ele apresentadas durante sua vida e que podem torna-lo
um cidadao mais consciente do e em seu meio social.

Segundo Carvalho (2008, p. 81) “De maneira geral, podemos afirmar que hoje o
educador matemaético tem consciéncia de sua responsabilidade social. A Matematica nao
pode ser nem uma brincadeira intelectual descomprometida, nem uma ferramenta usada
para maior dominio e controle da sociedade. Como construcao social, ela pertence a toda
a sociedade, para seu bem”.

Para concluir este capitulo, consideramos que usamos pouquissima matematica
em nosso cotidiano. Além disso, a matematica utilizada no dia a dia nao requer muito
estudo, pois quase toda ela pode ser aprendida com quase nenhuma escolarizacao, nao se
tornando estudo por anos da disciplina. Desse modo, defendemos que isso nao pode ser
um motivo principal para estuda-la e nem que isso seja uma grande justificativa usada
pelo professor para incentivar o estudos dos contetidos da matemaética.

Uma das perguntas que guiaré parte deste trabalho é “A alfabetizacao matematica
poderia ajudar as pessoas a reorganizar suas visoes sobre instituicoes sociais, tradig¢oes e

possibilidades em agoes politicas?” (Skovsmose, 2001, p. 67).
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Em outras palavras, a matematica pode ajudar o aluno a enxergar e interpretar
a realidade social na qual ele esta inserido? Outra pergunta muito importante que ten-
taremos encontrar resposta, que também consta em Skovsmose (2001, p. 67), é a “Que
tipo de competéncia, se alguma, importante para participar de uma democracia, pode
ser apoiada pelo desenvolvimento da alfabetizacdo mateméatica?”. E o que pretendemos

refletir.
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Capitulo 2

Como nao estudar matematica.
Apresentando “problema

argumentativo”

O objetivo deste capitulo é tentar mostrar como nao estudar matematica. Nesse
caso, a palavra “como” ¢ entendida como método de ensino e aprendizagem praticados
por boa parte dos professores de matemética no Brasil.

Na sociedade brasileira, uma grande parcela da populagao trabalha de maneira
assalariada para uma empresa. Essa pessoa que trabalha para determinada corporacao
geralmente cumpre uma série de tarefas de modo metoédico com pouco questionamento
sobre o significado daquilo que esta fazendo, em que seu trabalho pode trazer de beneficios
para o contexto social na qual esta inserida. Quando recebe o salério ao final do més,
significa que seu trabalho foi realizado com sucesso, nao importando muito o sentido de

todo o processo. Segundo Skovsmose (2007, p. 216):

A tradigdo matematica escolar pode fornecer qualidades, como obediéncia,
crenga nos nameros, crenga exagerada na autoridade etc. Esses aspectos sao
considerados consequéncias probleméaticas da educagao matemaética. Mas, como
indicado previamente, poderia ser o caso que essas competéncias, cultivadas
pela tradigao matematica da escola, de fato hoje tenham uma fungao na so-
ciedade. Em muitos empregos, é essencial que as pessoas sigam manuais e
prescrigoes [...] A tradigdo matematica escolar pode preparar estudantes para
funcionar em fungoes de emprego subordinadas no processo de produgao, onde
cuidado e obediéncia sao qualidades essenciais. Essa tradigao pode cultivar
uma docilidade que qualifica a maioria para operar de um modo acomodado

na sociedade hoje.
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Consideramos isso muito ruim para o desenvolvimento do cidadao pois o trata
como objeto e nao como sujeito da historia (Freire, 2015, p. 53).

Defendemos que isso seja o resultado de uma educagao que chamaremos de es-
truturalista, na qual a matematica estd inserida. Definiremos estruturalismo usando as

palavras de Skovsmose (2001, p. 20):

O estruturalismo é caracterizado pelas seguintes afirmagoes: a esséncia da ma-
tematica pode ser determinada cristalizando conceitos fundamentais por meio
de analise logica das teorias matemaéticas existentes; esses conceitos funda-
mentais podem ser transmitidos para o aprendiz por meio de concretizagoes

apropriadas de acordo com o potencial epistemolégico da crianca.

Nesse tipo de matematica, tradicionalmente ensinada nas escolas do Brasil, se-
guem determinados procedimentos que pouco incentivam a reflexao dos alunos no desen-
volvimento do contetido, muito menos provocam uma reflexao sobre a realidade social em
que eles estao inseridos. De acordo com Ponte, (2004, p. 69) “As tarefas de natureza
estruturada, em especial os exercicios, parecem continuar a ter um papel hegemoénico nas
praticas lectivas dos professores. As questoes da comunicacao na aula de Matematica s6
recentemente comegaram a merecer uma atencao significativa’”.

Resumidamente, os procedimentos geralmente realizados pelos professores para

ensinar determinado conteido de matemética sao:

1° Anunciar o contetdo que sera ministrado na aula;

29 Explicar o contetido com dedugoes e demonstragoes (a parte de dedugoes e demons-
tragoes sao raramente contempladas por uma série de justificativas, entre elas, a de

tempo).
32 Resolugoes de exercicios e problemas.

O que foi dito anteriormente também é corroborado por Skovsmose (2008, p.15):

Nas suas observacoes de salas de aula inglesas, Tony Cotton (1998) notou
que a aula de matematica é dividida em duas partes: primeiro, o professor
apresenta algumas ideias e técnicas matematicas e, depois, os alunos trabalham
com exercicios selecionados. Ele também observou que existem variagoes nesse
mesmo padrao: ha desde o tipo de aula em que o professor ocupa a maior parte
do tempo com exposicao até aquela em que o aluno fica a maior parte do tempo
envolvido com resolugao de exercicios. De acordo com essas e muitas outras
observagoes, a educagao matematica tradicional se enquadra no paradigma do

exercicio.
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Infelizmente, boa parte dos professores nao demonstram os conteiidos matema-
ticos utilizados em sala de aula. Segundo Lima (2003, p. 143) “a grande maioria dos
estudantes brasileiros sai da escola, depois de onze anos de estudo, sem jamais ter visto
uma demonstragao”. Consideramos que pelo menos algumas demonstragoes sejam impor-
tantes para incentivar o aluno a simplesmente nao aceitar o contetido sem questionamento.

De acordo com Lima (2003, p. 143):

Um dos maiores méritos educativos da Matematica é o de ensinar aos jovens que
toda conclusao se baseia em hipdteses, as quais precisam ser aceitas, admitidas
para que a afirmacao final seja valida |...]

Evidentemente as demonstragoes pertencem a componente Conceituacao. Elas
devem ser apresentadas por serem parte essencial da natureza da Matematica e
por seu valor educativo. A nivel escolar, demonstrar é uma forma de convencer

com base na razao, em vez da autoridade.

A principio, pode-se observar como essa matematica estruturada esta relacionada
com a nossa sociedade, como j4 foi reportado no inicio desse capitulo. E um ensino muito
pouco questionador, em que os alunos recebem uma informagao como verdade e logo em
seguida comecam a resolver exercicios mecanicos que reproduzem algoritmos que muitas
vezes sequer foram demonstrados se sao realmente validos e, ao mesmo tempo, resolvem
problemas mateméaticos que chamaremos de pseudoproblemas, pois, apesar de muitos
serem enunciados de uma forma que aparentam alguma aplicacao, é quase certo que o
aluno dificilmente passara por uma situacao parecida em sua vida em que pudesse aplicar
algo semelhante ao usado na resolugdo do problema. Skovsmose (2001, p. 24) diz que
“Problemas nao devem pertencer a ‘realidades de faz-de-conta” sem nenhuma significacao
exceto como ilustracao da matematica como ciéncia das situacoes hipotéticas”. Além

disso,

Nem o professor, nem os alunos participam da elaboragao dos exercicios. Eles
sdo estabelecidos pelo autor de um livro-texto. Isso significa que a justificativa
para a relevancia dos exercicios nao faz parte da licao em si mesma. Os textos
e exercicios matemaéticos costumam ser, para aqueles que vivenciam a pratica
e a comunicacdo em sala de aula, elementos preestabelecidos. (Skovsmose e
Alrg, 2006, p. 52).

Sabemos que é muito dificil fugir dos pseudoproblemas, mas devemos buscar um
meio-termo de maneira que possamos tentar mudar a realidade da matematica estruturada

usada na sala de aula.
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Pessoas criticas a esse tipo de matematica ja existem no Brasil desde a criagao da
USP (Universidade de Sao Paulo) em 1934, em seu primeiro corpo docente, a universidade
contou com professores italianos de matemaética prestigiados na época, como Luigi Fan-
tapie, segundo (Silva, 2005, p. 51), Fantapié ja naquela época combatia o que ele chamou
de “ensino enciclopédico, pleno de conhecimentos isolados, de formulas e regras a serem
decoradas que nada contribuiam para formacao da personalidade do individuo”. Observe
que ja existia uma preocupacao da funcao da matemaética na formacao do cidadao.

O documento relativo aos Parametros Curriculares Nacionais de Matemaética,

Lamport (1987), mostra, logo em seu inicio que esses parametros

Visam a construgdo de um referencial que oriente a pratica escolar de forma a
contribuir para que toda crianga e jovem brasileiros tenham acesso a um conhe-
cimento matematico que lhes possibilite de fato sua insergao, como cidadaos,

no mundo do trabalho, das relagoes sociais e da cultura.

Ou seja, a matematica deve ser aliada na formagao humana do cidadao, de ma-
neira que aquilo que ele aprende, devera reproduzir em seu dia a dia de algum modo. Isso
significa dizer que, se ele, o estudante, for ensinado a ser mais questionador e argumen-
tador, de fato os docentes estarao usando a matematica para formar um cidadao mais
critico no meio em que vive. Em seguida, esse mesmo documento, ao se referir sobre as

principais caracteristicas da matematica, expoe que:

A Matemaética caracteriza-se como uma forma de compreender e atuar no
mundo e o conhecimento gerado nessa area do saber como um fruto da cons-
trugao humana na sua interagao constante com o contexto natural, social e
cultural.

Esta visao opoe-se aquela presente na maioria da sociedade e na escola que con-
sidera a Matemaética como um corpo de conhecimento imutéavel e verdadeiro,
que deve ser assimilado pelo aluno |[...|

Em contrapartida, nao se deve perder de vista os caracteres especulativo, esté-
tico nao imediatamente pragmético do conhecimento matemaético sem os quais

se perde parte de sua natureza.

Assim, a matematica aprendida em sala de aula deve ter algum sentido para o
aluno, ao passo que nao pode perder sua esséncia de carater logico-dedutivo, da razao.
Entao, o problema argumentativo é caracterizado como algo que podemos chamar de meio-
termo. Ao mesmo tempo que se apresenta um problema que faca algum sentido para o

aluno, mesmo que tenha caracteristicas de pseudoproblema, é dificil nos desviarmos dele,
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mas, principalmente, é cobrado que ele responda de maneira argumentativa, utilizando-se
das ferramentas matematicas da maneira correta para chegar a uma conclusao.

Exercicio é uma coisa, e problema é outra. Segundo Ponte (2004, p. 52), “O que
muitos professores consideram como um problema, outros podem considerar apenas como
um exercicio”. Nesse caso, consideraremos como exercicio a reproducao dos algoritmos e
formulas apresentadas pelo professor. Infelizmente, uma quantidade de exercicios razoavel
é necessaria para que o aluno nao decore, mas tenha familiaridade com a utilizacao do
conteiido matematico aprendido. Um passo seguinte, é a sua utilizacao nos problemas.
Defendemos que se deva evitar os pseudoproblemas, que nada mais sao que exercicios
disfarcados em que o aluno resolve de maneira automatica sem de fato ter uma reflexao
mais profunda e significativa acerca daquilo que esté fazendo.

Sugerimos que os problemas apresentados ao aluno os levem, de alguma maneira,
a se enxergar neles e que consigam deduzir a resposta com algum significado maior do que
simplesmente “encontrar a resposta’. Note que essa é uma tarefa muito desafiadora e que,
dependendo do contetido que se esta sendo ensinado, é trabalhoso conseguir imaginar e
criar problemas que contemplem caracteristicas de um problema argumentativo.

Mas, tentaremos a seguir, exemplificar uma situagao hipotética com pseudopro-
blemas que sao disseminados durante o ensino da matematica. Em seguida, mostraremos
uma releitura de como se pode pode aplicar os exercicios de maneira que levem aos alunos
a se enxergarem no problema e tentarem resolvé-lo de modo dedutivo com maior reflexao
e sentido para ele. Entendemos que seja de grande importancia, de alguma forma, que o
estudante seja afetado e se sinta participante do processo (Freire, 2014, 2015).

Suponha que um professor esteja ensinando o Teorema de Pitagoras. Na maioria
das vezes, o teorema sera enunciado sem nenhuma demonstracao, entretanto, ao menos
duas deveriam ser dadas segundo Lima (2003, p. 144). Logo em seguida os alunos serao

apresentados a exercicios com este padrao:

1. Um aviao percorreu a distancia de 5 000 metros na posicao inclinada, e em relagao

ao solo, percorreu 3 000 metros. Determine a altura do aviao.

2. Do topo de uma torre, trés cabos de aco estao ligados a superficie por meio de
ganchos, dando sustentabilidade & torre. Sabendo que a medida de cada cabo é
de 30 metros e que a distancia dos ganchos até a base da torre ¢ de 15 metros,

determine a medida de sua altura.
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Observe que os problemas relacionados acima sao claramente pseudoproblemas,
sao situagoes que dificilmente farao parte da vida de alguém em algum momento, mais
ainda, é quase impossivel de o aluno conseguir se enxergar nesses problemas, além disso,
nada mais sao que exercicios disfar¢cados. No primeiro exercicio basta o aluno, por exem-

plo, escrever a seguinte resolucgao:

5000 = 3000% + 22 = x = V50002 — 30002 = 2% = V/16.000.000 = z = 4000

Desse modo, propomos uma alternativa menos superficial, que defendemos que
ainda nao seja modo ideal de se tratar matematica, entretanto, é uma possibilidade con-
siderada meio-termo que pode ser utilizada sem muitas dificuldades pelos professores.
A ideia é que podemos transformar pseudo-problemas em problemas que chamaremos
de problemas argumentativos, apesar de considerarmos ainda um pseudoproblema,
o problema argumentativo faz com o que o aluno consiga se enxergar de algum modo
naquela situagao e, além disso, o mais importante é que ele exige do aluno uma solugao
que nao apresente somente uma reproducao fria do algoritmo que o contetido apresen-
tou, mas que argumente de maneira logica sobre o porqué de a sua solugao estar correta.
Feito assim, defendemos que a mateméatica pode ser uma ferramenta que contribua para o
aluno pensar de maneira mais organizada e que consiga trabalhar a argumentacgao logica
juntamente com a matemaética e que, talvez, possa fazer mais sentido na sua formagao
como uma pessoa critica.

Definiremos entao problema argumentativo como um problema matematico
em que o aluno possa se enxergar de algum modo dentro da situacao-problema apresentada
e que, mais importante ainda, seja exigido dele uma argumentacao légico-matematica,
enunciando o que vai ser realizado, qual contetdo sera utilizado para resolver o problema,
ligando os passos de suas dedugoes, e que ao fim conclua a resposta descrevendo a solucao.

Apesar do enunciado muitas vezes apresentar um pseudoproblema, achamos in-

teressante que ele tenha alguma conexao com a realidade do aluno. Segundo Freire (2015,

p. 32),

Por que nao estabelecer uma “intimidade” entre os saberes curriculares funda-
mentais aos alunos e a experiéncia social que eles tém como individuos? |...|
“Porque, dird um educador reacionariamente pragmatico, a escola nao tem nada
que ver com isso. A escola nao é partido. Ela tem que ensinar os conteidos,

transferi-los aos alunos. Aprendidos, estes operam por si mesmos”.
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Vejamos o exemplo de um possivel problema argumentativo relacionado ao con-
teido Teorema de Pitagoras: Suponha que vocé queira encontrar seu amigo e ele se
encontra na ponta de uma praca retangular, entretanto vocé se encontra na ponta oposta
da pracga. Na praca, fazendo o trajeto a pé, h& trés caminhos possiveis para seguir, ou
se anda na diagonal em linha reta até seu amigo, ou anda para esquerda depois para
cima percorrendo dois lados da praca, ou anda para cima depois para esquerda, também
percorrendo dois lados da praga. Sabendo que os lados da praca medem 300 e 400 metros,
mostre o menor caminho possivel para se percorrer até chegar ao seu amigo.

Observe a diferenca no enunciado acima dos outros dois enunciados apresentados
anteriormente. Nesse enunciado, tentamos atinar a imaginagao do aluno fazendo com
que ele se sinta como parte do problema, queremos que ele trabalhe a imaginacao em
algo relativamente plausivel, como, por exemplo, encontrar um amigo que estd em uma
praca. Supondo que ele tenha algumas informagoes do local, como as medidas laterais e
que possui um caminho na diagonal em linha reta que ele pode percorrer para encontrar
o amigo, qual seria o menor caminho possivel a ser percorrido? Note que destacamos a
palavra “mostre” para enfatizar que ele precisa argumentar para responder e nao simples-
mente escrever o algoritmo friamente e apresentar o resultado. Nesse momento, o papel
do professor é muito importante, pois deve explicar para o aluno como se resolve um pro-
blema matemaético de maneira “demonstrativa’, descrevendo os passos necesséarios. Aqui
é realizada a parte principal do problema argumentativo, a pratica em elaborar respostas
com argumentagoes. Segue um exemplo desse tipo de resposta para o problema:

Existem trés caminhos possiveis, eu posso comecar indo para esquerda e depois
para cima, ou indo para cima depois para esquerda, ou indo pela diagonal em linha
reta. O primeiro caminho serda de 300 + 400 = 700 metros, o segundo caminho sera de
400 + 300 = 700 metros, o terceiro caminho sera a diagonal em linha reta. Como nao
sei o tamanho do caminho e a praga é retangular, esse caminho forma com as laterais
da praca um tridngulo retangulo, portanto, vou utilizar o Teorema de Pitagoras para
calcular esse trajeto, chamando o comprimento do caminho da diagonal de d, temos que:
d> = 300% + 400> = d = V16000 = d = 500 metros. Portanto, o caminho da
diagonal é o mais curto para eu encontrar meu amigo.

Observe que, como ja ressaltamos, o problema argumentativo se assemelha em

algum aspecto com o pseudo-problema, ao passo que eles podem apresentar situacoes que
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jamais os alunos vao presenciar. Entretanto, sugerimos que o problema argumentativo
seja de uma realidade mais proxima ao aluno, algo que ele possa imaginar, ver. Uma
praga, por exemplo, é algo se vé quase todo dia, diferente de um aviao, ou torres gigantes-
cas. Além disso, a parte principal do problema argumentativo é a elaboragao da resposta
que deve ser elaborada de maneira argumentativa, apresentando todos os passos neces-
sarios, ligacao das ideias apresentadas, quais ferramentas matematicas foram utilizadas,
se possivel, quais outras respostas nao estariam corretas e o porqué de serem incorretas.
Defendemos que isso seja uma forma de ajudar a desenvolver a capacidade do aluno para
a argumentacao. No seu dia-a-dia as pessoas dialogam e, constantemente, sao colocadas
em situacao que precisam argumentar, debater, questionar, criticar, perceber se alguém
esté falando ou afirmando algo sem légica ou fora da realidade. A matemética pode ser,
sim, uma ferramenta de auxilio nessas percepgoes. Defendemos, por conseguinte, que ao
praticar essas argumentagoes nesses tipos de problema, pode ser algo que leve o aluno
a se preparar para sua vida como cidadao reflexivo, critico e que saiba se posicionar em
determinadas situagoes da sua vida.

Apresentamos, a seguir, mais um exemplo de pseudoproblema e, na sequéncia,
um problema argumentativo que pode substitui-lo envolvendo um contetiddo muito famoso

e sempre lembrado pelos alunos: fungao quadratica e seus valores maximo ou minimo.

1. Uma fabrica produz um produto com o custo definido pela fungao
C(z) = 2* — 50z + 1000

Considerando o custo C' em reais e x a quantidade de unidades produzidas, deter-

mine a quantia de unidades para que o custo seja minimo e o seu valor.
Uma possivel resposta apresentada pelo alunos seria:

—b
2a

Conin = 252 — 50 x 25 + 1000 = Cpsp, = 375

Observe que o problema acima é apenas um exercicio disfar¢cado, ou seja, um
pseudoproblema. O aluno simplesmente decora o algoritmo e reproduz sem reflexao ou

quase nenhum questionamento. Abaixo, apresentamos um problema argumentativo que
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poderia ser aplicado envolvendo equagao do segundo grau e valores de maximo e minimo.
Para esse contetiddo vamos utilizar como referéncia um exercicio do livro Temas e
Problemas Elementares (Lima et al., 2005, p. 59). Para isso, vamos adaptar o enunciado

de modo que se enquadre melhor como um problema argumentativo:

1. Suponha que vocé seja o gerente de uma casa de festas e que um ingresso custe
R$30,00. Com o preco a esse valor, vocé percebe que aparecem em média 500
espectadores. Com o passar do tempo, vocé também notou que a cada 1 real de
desconto no preco do ingresso, publico aumentava em média 40 pessoas. Mostre

qual deve ser o prego do ingresso para que a receita seja maxima.

Observe que apresentamos um problema que forca o aluno a imaginar uma si-
tuagao em que ele possa estar inserido (apesar de que seja muito improvavel que uma
situagao dessa aparega durante sua vida), é algo que esta presente no dia a dia dos alu-
nos, compras, descontos, festas, ingressos e tudo mais. Nesse exercicio em questao, ele
deve se imaginar como gerente de uma casa de festas e que, ao dar um desconto nas
vendas, aumenta o publico pagante, ou seja, percebe-se que existe alguma matematica
ai. Nesse caso a ideia é provocar uma reflexao sobre a situagdo e que ele suspeite que
um caminho é montar uma funcao quadratica. Observe que nao é possivel simplesmente
aplicar a as féormulas conhecidas de méximo e minimo de uma vez, pois a funcao nao é
dada de maneira simples no enunciado. Ressaltamos que a parte principal é a resposta
argumentativa, nesse momento o professor deve acompanhar e incentivar que os alunos
respondam de maneira completa, utilizando argumentos logicos e o contetido matematico
em questao. Uma possivel resposta para esse problema seria:

Como ao dar descontos estd implicando que mais pessoas aparecam ao show,
existe a possibilidade de que ao dar um determinado desconto, a receita que eu receba
cresga, a0 mesmo tempo nao posso dar muito desconto, pois um ingresso muito barato gera
pouca receita. Desse modo, como o ingresso custa 30 reais, chamando x de desconto que
posso dar, o preco com desconto serda 30 —x. Como a cada 1 real de desconto a quantidade
de espectadores aumenta em 40, temos entao que a quantidade de espectadores aumenta

proporcionalmente em 500 + 40z. Logo, chamando R(z) de receita, temos que

R(z) = (30 — x)(500 + 40x)
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assim,

R(x) = —40x* + 700z + 15000

Usando a férmula que encontra o z maximo (pre¢o méaximo) para fungao de segundo grau,
o pre¢o x do ingresso que maximiza a receita é

-y —
Tmax = _:ﬂ :8775
2a

Logo, devo vender o ingresso no valor de R$8, 75 para obter a seguinte receita maxima:
R(8,75) = —40 x 8,754 700 x 8,75 4+ 15000 = 18.062, 50

Ou seja, a receita maxima sera de R$18052, 50.

As vezes, dificilmente conseguiremos modificar um enunciado de modo que se
apresente como algo mais proximo da realidade do estudante. Entretanto, se exigirmos
que ele responda de maneira argumentativa o problema, isso ja provoca nele uma atitude
argumentativa que consideramos muito importante para seu desenvolvimento.

Veja o exemplo a seguir. Enunciaremos um problema simples de contagem. A
primeira resposta seria como normalmente vemos em resolugoes, a outra resposta seria a

que consideramos argumentativa:

1. Certa bandeira é formada por trés listras horizontais. Dispondo de trés cores dis-

tintas de tintas. De quantas maneiras podemos pinta-la?

Uma resposta que provavelmente encontrariamos com mais frequéncia seria:
3x3x3=3=27

ou seja, 27 maneiras.

Essa é uma resposta que consideramos que nao exige uma pratica argumentativa
do aluno. Quem lé essa resposta sem ler o enunciado, nao tem ideia do que esta sendo
realizado.

Agora observem esta resposta que consideramos argumentativa: Como dispomos
de trés cores para pintar a bandeira e podemos pinta-la sem restri¢ao, logo, podemos

pintar de trés maneiras a primeira listra, de trés maneiras a segunda listra e de trés
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maneiras a terceira listra. Desse modo, usando o principio fundamental da contagem,

podemos pintar a bandeira de

3x3x3=3=27

ou seja, 27 maneiras.

Como ja dito, nem sempre sera possivel que o professor elabore um problema que
contenha um enunciado com uma relagao mais direta com o estudante, de modo que ele
possa se enxergar em tal situacao de sua vida. No entanto, se a esse aluno é solicitado
que argumente e justifique sua resposta e que nao apenas reproduza um algoritmo de
maneira fria, consideramos isso de grande importancia para seu desenvolvimento, pois,
nesse momento ele praticara sua argumentacao, o que implicard na sua formacao como
alguém que se posiciona diante de fatos, nao sendo um mero espectador, receptador e
reprodutor de respostas prontas e acabadas.

E claro que um problema argumentativo ndo é facil de ser formulado, depen-
dendo do conteiido matematico defendemos que seja muito dificil, mas é necessario que
os professores voltem o olhar com mais cuidado para esse tipo de problema, pois defen-
demos que seja uma maneira pouco trabalhosa de usar a matemética para uma melhor
formacao do aluno, ajudando a se tornar uma pessoa com mais capacidade argumentativa
na resolucao dos problemas e que esse aprendizado possa ser levado para a sua formagcao
enquanto cidadao.

Consideramos, entao, que responder pseudoproblemas, ainda mais apenas apli-
cando formulas, é uma pratica que prejudica o estudante. Avaliamos isso como nao
estudar matematica, pois pouco se exige de argumentacao e reflexao que sao praticas que
consideramos importantes enquanto sua formacao como cidadao.

Como ja foi dito, é facil de observar que mais importante que formular um pro-
blema argumentativo, é exigir do aluno uma resposta argumentativa adequada e devemos
estimula-los a responder como se precisassem convencer alguém de que sua resposta es-
teja certa, mostrando inclusive respostas que poderiam ser erradas caso outros caminhos
fossem tomados. Uma alternativa interessante é responder de uma maneira que quem
esteja lendo a resposta nao precise nem saber qual pergunta foi realizada para saber do
que esta se tratando. A resposta deve um seguir um caminho com argumentacoes fortes

e logicas de modo que nao fique nenhuma “ponta solta”. Por exemplo, se no problema
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¢ pedido para mostrar que determinado caminho é o melhor e existem mais caminhos,
deve-se mostrar, se possivel, que os outros sao piores e os motivos que levam para ser
piores, em seguida mostrar o caminho melhor ou vice-versa.

Essas argumentagoes fazem parte da vida das pessoas. Ao conversar com alguém
sempre tentamos achar meios de dar sentido ao que falamos e convencer o outro do que esta
sendo dito, praticamos isso diariamente. Ao mesmo tempo, quando o outro esté falando
algo, involuntariamente procuramos ver se existe sentido naquilo que esta sendo dito e, se
as hipdteses usadas confirmam as teses. Desse modo, resolver problemas argumentativos
tem também como objetivo incentivar a reflexao na fala e no agir, verificar sempre se existe
sentido no que esta sendo feito, visto ou ouvido, se esta existindo causa e consequéncia.

Note que a capacidade de argumentar para resolver um problema argumentativo
tem certa similaridade ao de realizagao de uma demonstragao matemética.

Em contrapartida, a ideia de que ha uma distancia cognitiva entre argumenta-
¢ao e prova é fortemente contestada por um grupo de investigadores italianos
que defendem que a exploragao, pelos alunos, de problemas abertos que re-
queira a formulacao de conjecturas e a avaliacdo da sua plausibilidade, pode
favorecer uma significativa actividade argumentativa que, em muitos casos, se
revela muito 1til na construcdo da prova (Boero, 1999; Bussi, 2000; Pe-
demonte, 2002 apud Boavida, 2005, p. 9).

Por isso, defendemos que o aluno, além de resolver problemas argumentativos,
que é o caso mais simples do uso de uma matematica mais argumentativa, com hipotese
e tese, deve-se incentivar a utilizacao de pequenas demonstragoes afim de que ele possa
praticar mais rigorosamente a argumentagao matematica parao que tenha nocgao dessa
parte da matematica que envolve o processo dedutivo e nao somente o resultado final.
Essa é a proposta desse proximo capitulo.

Desse modo, problema argumentativo é nossa primeira sugestao para melhorar a
pratica da argumentacdo matematica em sala de aula. E uma alternativa mais facil, ao
passo que se resume na formulacao e resolucao de problemas que incentivam uma maior
reflexao por parte dos alunos. Pode ser uma possibilidade que traga resultados a médio
prazo, pois muitas praticas matematicas usadas que sao voltadas para a repeticao e repro-
ducao de algoritmos devem ser mudadas, questionadas. Praticas essas, que como foi dito,
reproduzem aquilo que na realidade é, em sua grande maioria, a sociedade, pois pouco se
reflete, se questiona, se argumenta e se propoe. O que mais se vé é a reprodugao automa-

tica de comportamentos, de agoes, seres humanos robotizados que cumprem suas tarefas,
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com pouco questionamento acerca do que se faz, sendo, por exemplo, o imediatismo, na

nossa opiniao um ponto marcante dessa pouca reflexao.
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Capitulo 3

Desenvolvendo a argumentacao
matematica utilizando Divisao

Euclidiana

Como dito no capitulo anterior, um dos papéis que consideramos importante
na matemaética, e que estd silenciado nos dias de hoje, é a de formar cidadaos mais
criticos. Defendemos que a matemaética possa ajudar nesse sentido, formando cidadaos
com melhor capacidade de argumentagao e discernimento. Pensamos assim, que uma
introducao a matematica mais argumentativa na figura de divisao euclidiana pode ser um
passo interessante para a pratica de pequenas demonstragoes que exigem um grande papel
de argumentagao, raciocinio logico e conexoes entre hipoteses e teses até a conclusao final
da demonstracao que tem por objetivo mostrar um resultado geral que serve para ocasioes

similares.

[...] aimportancia actualmente atribuida ao envolvimento dos alunos em ac-
tividades de argumentacao, em particular na aula de Matematica, decorre da
sinergia de varios argumentos de que destaco: (a) a valorizagdo do raciocinio
matematico nas suas miiltiplas vertentes numa perspectiva que nao poe a énfase
no rigor e formalismo entendidos como um fim em si mesmo, (b) a recomen-
dacdo de que os alunos aprendam Matematica com compreensao, (c¢) o valor
atribuido as linguagens naturais e & interacgao social para a aprendizagem, (d)
a aproximacao da comunicacao na aula de Matemaéatica da existente na comuni-
dade dos matematicos, (e) dificuldades encontradas na aprendizagem da prova
e a procura de caminhos que facilitem esta aprendizagem e (f) a relevancia da
escola proporcionar a todos os alunos condigoes necessarias para desenvolverem
certas competéncias transversais, entre as quais estd a competéncia argumen-

tativa, fundamentais ao exercicio pleno de uma cidadania responsavel numa
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sociedade democratica (Boavida, 2005, p. 7).

Além disso, defendemos que a prética argumentativa pode ser amplamente usada
em matemaética, pois é uma disciplina que evita ambiguidade e requer precisao em suas re-
solucoes. Desse modo, consideramos a pratica da argumentacao uma ferramenta poderosa

para alcancar esses objetivos.

A generalidade com que valem as proposi¢oes matematicas exige precisao,
proibe ambiguidades e por isso requer mais concentragao e cuidado por parte
do estudante. Por outro lado, o exercicio dessas virtudes durante os anos de
escola ajuda a formar habitos que serao tuteis no futuro. A perseveranga, a de-
dicagao e a ordem no trabalho sao qualidades indispensaveis para o estudo da

Matematica. Note-se que nao se trata de talentos e que nao se nasce dotados

deles (Lima, 2003, p. 3).

Conjecturamos assim que despertar no aluno esses cenérios de demonstracao
também seja um passo importante para sua formacao enquanto cidadao argumentador
e critico. Entendemos que isso possa ser realizado com estudo da aritmética dos intei-
ros referente a divisao euclidiana. Pequenas demonstragoes podem ser realizadas pelos
professores para desenvolverem a capacidade de argumentacao dos alunos. Introducao
de termos como Defini¢ao; Propriedade; Teorema; Se,...,entdo...; ...se, e somente se,...;
contraexemplo; etc. Também conectivos logico como e e ou.

A utilizacao da logica e argumentacao matematica estd sempre presente nas de-
monstragoes, por menores que sejam. Feito isso, os alunos podem praticar as demons-
tragoes de modo que fiquem familiarizados com as técnicas e que percebam, inclusive,
quando estao se equivocando, ou seja, quando seus argumentos logicos nao estao sendo
coerentes. Essa é uma licao que pode ser de grande aprendizado para a vida do estudante.

A partir daqui, daremos sugestoes de como apresentar uma matematica mais
argumentativa e dedutiva aos alunos. Pensamos que nunca seja tarde para comegar essa
abordagem, pois existem varios conteiidos que podem ser trabalhados com esse proposito,
mas nossa sugestao ¢ com a Divisao Euclidiana.

Primeiramente, temos que despertar o interesse nos alunos nas generalizacoes,
explicando que mesmo mostrando diversos casos particulares que dao certo, nao significa
necessariamente que isso vale para todos os casos (isso, por exemplo, é bem facil de

constatar usando divisdo euclidiana, porém deixaremos isso para depois). Mas, uma
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sugestao, ¢ antes de trabalhar com divisao euclidiana, apresentar, por exemplo, uma

atividade bem semelhante ao que aparece em Skovsmose (2008, p.20):

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
3l 32 33 34 35 36 37 33 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 33 34 35 36 57 58 39 60

Figura 3.1: Numeros inteiros consecutivos

Vamos dar foco nos retangulos destacados acima. Podemos pedir para os alunos
multiplicarem o terceiro niimero da primeira linha com o primeiro da segunda linha e
subtrair, pela multiplicacao do primeiro da primeira linha, pelo terceiro da segunda linha.

Eles obterao as seguintes respostas ao realizar esse procedimento nesses dois retangulos:

24 x 32 —22 x 34 =768 — 748 = 20
39 x 47 — 37 x 49 = 1833 — 1813 = 20

O professor pode comegar a questionar os alunos: Se mudarmos o retangulo de
lugar, mantendo sua forma “deitada” e realizando a mesma conta, a resposta continuara
sendo 207 Apoés algumas tentativas, os alunos provavelmente responderao que sim, pois
estarao calculando os ntimeros de outros retangulos e verificando que o resultado sempre
esté sendo o mesmo. Entao o professor pode realizar a seguinte pergunta: Se nossa tabela
tiver infinitos nimeros, sempre vai dar certo? Os alunos provavelmente responderao que
sim, pois ja realizaram vérios exemplos. Entao o professor deve deixar claro que em
matemaética, saber alguns exemplos, nao significa que vale para todos, mas somente para
aqueles exemplos que foram calculados. Na matemaética, a intuicao nao pode ser usada
como resposta, mas somente como um auxilio na elaboracao da resposta. Nesse momento,
entao, o professor pode explicar como funciona uma generalizacao na matemética. Para
isso, o professor pode expor o seguinte: Vamos chamar o primeiro nimero da primeira
linha de a, o terceiro niimero da primeira linha sera quanto? A ideia é que eles respondam
a + 2. Esses sao os ntimeros dos cantos da primeira linha, o primeiro nimero da segunda
linha pode ser escrito como sabendo que o numero acima dele é o a? A ideia é que os
alunos respondam a + 10. Entao o professor também pergunta: O terceiro ntimero da
segunda linha pode ser escrito como? A ideia é que eles respondam a+12. Entao ficaremos

com uma tabela como a apresentada:
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a at2
a+10 atlz

Figura 3.2: Retangulo para generalizar

Nesse momento, o professor pede para o aluno realizar a operagao novamente,

resultando na seguinte expressao:
(a+2)(a+10) — ala + 12) = a* + 12a + 20 — a® — 12a = 20

O professor, entao, conclui dizendo que como a pode representar qualquer namero
inteiro na tabela que foi criada, de fato acontece uma generalizacao e o resultado 20 sempre
vai aparecer quando as contas forem realizadas. Assim, o professor pode colocar niimeros
quaisquer no lugar de a na expressao (a + 2)(a = 10) — a(a + 12) e fazer uma verificagao
com os alunos com mais exemplos. Termina enfatizando que para provar que alguma
coisa sempre acontece ou nao na matemética, deve ser demonstrada com generaliza¢oes
(ou contra-exemplos).

Nesse momento, o professor pode comecar a indagar aos alunos: E se a tabela
selecionada fosse de tamanho 2 x 2, a conta continuaria resultando em 207 Os alunos vao
perceber que o resultado nesse caso sera 10, entao o professor pode pedir uma generalizacao
disso, de modo que eles possam praticar. E se a figura for um losango? Ou um para-
lelogramo? E se mudarmos a operacao realizada? Nesse momento é muito interessante
e recomendado que o professor use expressoes como: e se... para que os alunos possam
refletir com as novas possibilidades. A ideia é que eles mesmos criem novas operagoes e
que possam demonstrar a validade, que participem com o professor das descobertas e do
discurso matemaético. De acordo com Ponte (2004) “considera-se importante que os alunos
participem no discurso da aula, mas também se considera essencial que desenvolvam a
sua competéncia para comunicar ideias matemaéticas, oralmente e por escrito”.

Segundo Skovsmose (2008, p. 21) “Quando os alunos assumem o processo de
exploragao e explicagao, o cenario para investigacao passa a constituir um novo ambiente
de aprendizagem. No cenario para investigacao, os alunos sao responsaveis pelo processo”.

O que é também tratado por Freire (2015, p. 83) que diz que um ambiente de

dialogo entre professor e aluno deve ser procurado

A dialogicidade nao nega a validade de momentos explicativos, narrativos em

35



que o professor expoe ou fala do objeto. O fundamental é que o professor e
alunos saibam que a postura deles, do professor e dos alunos, é dialdgica, aberta,
curiosa, indagadora e ndo apassivada, enquanto fala ou enquanto ouve. O que
importa é que professor e alunos se assumam epistemologicamente curiosos.

n 2 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 _ e 33 i, 34 35 36 37 38 39 40
a1 { 43 i as 6 a7 48 49 50
51 52 v 53 i 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 57 68 69 70
7 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
o1 92 03 04 95 =05 97 o8 99 100
101 102 103 104_ =105 109) 107 108 109 110
111 112 113 A="112 115 114 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130

Figura 3.3: Numeros com varias possibilidades

Assim, essa é uma sugestao para um primeiro contato com demonstracao e ge-
neralizacao matemaéatica envolvendo niimeros inteiros. A partir daqui, vamos sugerir uma
outra abordagem com numeros inteiros, utilizando basicamente os primeiros conceitos
com divisao euclidiana.

Um material muito bom e gratuito que pode ser utilizado para a abordagem que
proporemos nesse capitulo é a apostila Iniciacdo a Aritmética de Hefez (2010). Usare-
mos uma parte dos contetudos e exercicios apresentados por ela no desenvolvimento desse
capitulo.

Sabe-se que, ao longo do ano, em virtude do tempo, nao é possivel um apro-
fundamento nos contetidos de aritmética, mas ha tempo suficiente para uma abordagem
no sentido de possibilitar que o aluno entenda a divisao euclidiana e que possa realizar
pequenos exercicios de demonstragao e generalizagao matematica a fim de desenvolver sua

capacidade argumentativa.

3.1 Pratica argumentativa utilizando Divisao Euclidi-
ana

Defendemos que a divisao euclidiana seja um bom comecgo para praticar a mate-
matica argumentativa na figura de pequenas demonstragoes matematicas, pois se precisa
muito pouco como pré-requisito para o estudo desse contetido. O aluno, para conseguir

acompanhar as explicagoes, tem que saber realizar divisoes com niimeros inteiros e saber
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identificar o divisor, quociente, dividendo (o niimero que esta sendo dividido) e o resto da
divisao. Com posse dessas informacoes, todo o contetido se desenvolve.

Antes de entrar no conteido de divisao euclidiana, é importante que o professor
defina divisibilidade. A definimos como: seja a,b,c¢ € Z, a divide b, entdao b = a X c.
Em seguida, o professor pode dar exemplos de algumas propriedades e, logo depois, pedir

para que ela sejam demonstradas. Seguem alguns exemplos:
a) Mostre que se a divide b e b divide ¢, entao a divide c.
b) Se a divide b e a divide ¢, entdao a divide bz + cy com x e y naturais.

c) Mostre que se ¢ e d s@o miltiplos comuns de a e b, entdo ¢ — d e ¢ + d também sao

miltiplos comuns de a e b

Assim, tomando como exemplo a primeira propriedade acima, o professor pode
realizar a seguinte abordagem. Primeiro mostrar, por exemplo, usando o algoritmo de
divisibilidade conhecido pelos alunos, que 3 divide 6 e 6 divide 36, logo 3 divide 36. Entao,
o professor pode perguntar para os alunos: Como podemos fazer isso na linguagem de
divisibilidade? O professor junto com os alunos podem mostrar que, 6 = 3 x 2, logo 3
divide 6, e 36 = 6 x 6, logo 6 divide 36. Mas, 36 =6 x 6 =3 x 2 x 6 = 3 x 12, entao 3
divide 36. Outros exemplos similares podem ser realizados para o professor fazer, junto
com os estudantes, as demonstragoes das propriedades usando generalizagao.

Apobs esse momento, comega-se a trabalhar com a divisao euclidiana. Nossa pro-
posta inicial é que o professor apresente exemplos de divisoes inteiras para os alunos.
Podendo comegar com o caso mais simples que ¢é a divisao por 2. O professor pode fazer
uma tabela no quadro com os ntimeros, comecando por 1 e indo até o 10, por exemplo.
De modo que o aluno perceba que os restos da divisao por 2 sao somente 0 ou 1. Além
disso, fazer com que eles percebam que se o resto da divisao for 0, entao significa que
aquele ntimero é divisivel por 2.

Em seguida, o professor deve escrever, com a participacao dos alunos, os nimeros
do dividendo como 2 X ¢ + r, em que ¢ é o quociente e r o resto da divisao por 2. Desse
modo, o professor obterd as respostas 1 =2 x0+4+1,2=2x140,3=2x1+1m
4=2x2+0,5=2x2+1, e assim por diante.

Dando continuidade, pode pegar niimeros maiores e dividir por 2 e, com a ajuda

dos alunos, concluir realmente que o resto da divisao por 2 sempre serda 0 ou 1. A ideia
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Tabela 3.1: Divisao por 2

Dividendo | Divisor | Resto
1 2 1
2 2 0
3 2 1
4 2 0
5 2 1
6 2 0
7 2 1
8 2 0
9 2 1
10 2 0

é que todos concluam juntos que, desse modo, todo niimero natural pode ser escrito do
modo 2k + 0 = 2k ou 2k + 1. Também, deve fazer com que percebam que os nimeros
impares deixam resto 1 ao dividir por 2 e os niimeros pares deixam resto 0 ao dividir
por 2, ou seja, os nimeros pares sempre serao divisiveis por 2, enquanto os impares nao.
Assim, os niimeros impares sao da forma 2k + 1 e os nimeros pares da forma 2k.

Nesse momento, o docente pode provocar a turma com afirmacoes que a leve a
praticar pequenas demonstracoes matemaéticas. Por exemplo, pode realizar as seguintes
somas 7+ 3 = 10, 33+ 5 = 38, 17+ 19 = 36, 101 + 43 = 144, e assim por diante.
Apos isso, pode perguntar para os alunos: “qual a semelhanga dos ntimeros que estao a
esquerda da equagao com os numeros que estao a direita?”. Os estudantes devem concluir,
em algum tempo, que do lado esquerdo tem a soma dois nimeros impares e do lado direito
tem um numero par. Logo, o professor pode afirmar e perguntar: “entao a soma de dois
numeros impares sempre resultard em um nimero par, correto?”. Caso tenha realizado a
experiéncia de demonstragao com as tabelas, vistas anteriormente, possivelmente alguns
responderao que isso ainda nao pode ser afirmado, pois foram testados apenas alguns
casos particulares, sendo que muitos outros podem responder que isso é verdade.

Nesse momento, deve dizer realmente que isso ainda nao se pode afirmar, pois
existem infinitos casos para serem testados, e seria impossivel provar todos os eles. Assim,
uma generalizacao matemética deve acontecer para mostrar que tal situacao vale para
todos.

Em seguida, pode resolver os exercicios junto com os alunos. A ideia é que os
proximos sejam resolvidos com pouca participacao do docente. Assim, pode comecar

questionando-os: “Vamos representar um ntmero impar qualquer, como posso fazer isso?”
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O que se imagina é que respondam que se pode escrever um nimero impar da forma
2k 41 e que isso representa qualquer nimero impar. Entao pergunta: “Vamos representar
um outro namero impar, como podemos escrever?”’, muito provavelmente a resposta sera
novamente 2k + 1. E, entretanto, como queremos somar niimeros impares que podem ser
distintos, essa notacao nao fica correta, entao deve dizer que para representar um outro
numero, diferente do anterior, deve-se trocar o k por outra variavel, a fim de que possa
ser um outro niimero fmpar qualquer. Dessa maneira, pode sugerir que seja escrito entao
da forma 2t + 1, por exemplo. Assim, propoe que os alunos somem os numeros 2k + 1 e
2t + 1. Eles obterao a resposta 2k + 2t + 2 = 2(k +t + 1). Para concluir, pode chamar
k+t+1=d, tendo assim que a soma dos dois nameros vale 2d, ou seja, ¢ um namero
que deixa resto 0 ao ser dividido por 2, ou seja, é divisivel por 2, logo, é um numero
par. Nesse momento, diz para os alunos que pode ser afirmado realmente que a soma de
dois niimeros fmpares resultara sempre em ntmero par, podendo inclusive realizar testes,
substituindo ntimeros aleatérios no lugar de k e ¢, assim, exemplificando a demonstracao.

Nessa hora, os discentes ja estao com alguma familiaridade de como proceder
em uma generalizacdo matematica. O professor pode, nesse sentido, propor diversos

exercicios, como:

a) Dé alguns exemplos e depois mostre que a multiplicagdo de um nimero impar por um

nimero impar sempre resultara em nimero impar.

b) Mostre que um namero impar elevado ao quadrado sempre resultard em um ntmero
impar. (Alguns alunos podem usar o exercicio anterior para resolver esse, visto que é

um caso particular do anterior)

Nao consideramos os exercicios acima como pseudoproblemas, pois, apesar de
nao serem problemas que envolvam situagoes que os alunos estejam familiarizados, é
necessaria uma argumentagao matematica para a resolugao ficar correta. Caso o aluno
nao argumente corretamente, o professor deve orientar o estudante para melhorar sua
resposta de maneira que quem leia o exercicio seja convencido de que ela esteja correta.

Note que diversos exercicios semelhantes a esses podem ser propostos usando
apenas a divisao euclidiana pelo nimero 2. Uma gama enorme de exercicios aparecera
quando for apresentada a divisao euclidiana por ntimeros maior que 2, como o 3, 4, 5 e

assim por diante.
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Nesse ponto, ao resolver os exercicios, assim como no capitulo anterior, é interes-
sante que o professor cobre que os alunos respondam da maneira mais clara realizando
todas as argumentagoes necesséarias de modo que o exercicio seja respondido por completo.
Um exemplo de resposta interessante para o primeiro exercicio seria:

Observe que 3 X 7 =21, 5 x 9 =45, 7T x 11 = 77, assim, desconfiamos que a
multiplicacao de um nidmero impar por outro niumero impar resulta em um niumero impar.
Entretanto, precisamos provar, sejam a e b numeros impares, logo, posso representar a
como 2k+1 e b como 2d+1, onde k e d sao nimeros naturais. Assim, ao multiplicarmos
a por b obtemos a X b = (2k + 1)(2d + 1) = 4dk + 2k +2d + 1 = 2(2dk + k + d) + 1,
chamando t = 2dk + k + d, temos que a X b = 2t + 1, ou seja, a multiplicacao de a por
b resulta em um numero impar. Desse modo, a multiplicagao de dois nimeros naturais
impares sempre resultard em um nidmero impar.

Apesar de ser uma resposta longa, esse tipo de resolugao exercita a capacidade
argumentativa dos alunos. O professor deve deixar claro para os alunos que quem vai
ler a resposta nao sabe o que esta passando na cabeca de quem elaborou a resposta,
desse modo, todo detalhe é imprescindivel no desenvolvimento da resposta do exercicio.
As conexoes logicas entre hipdtese e tese sempre devem estar alinhadas, nada pode ser
deixado de lado pensando que quem esta lendo possa saber do que se trata.

Em seguida, o professor realiza uma tabela semelhante a apresentada na divisao

euclidiana por 2, mas com nimeros maiores que 2, como, por exemplo, o 3.

Tabela 3.2: Divisao por 3

Dividendo | Divisor | Resto
1 3 1
2 3 2
3 3 0
4 3 1
5 3 2
6 3 0
7 3 1
8 3 2
9 3 0
10 3 1

Assim, o docente deve concluir, junto aos alunos, que todo ntmero natural é
escrito na forma 3k + 0, ou 3k + 1, ou 3k 4+ 2. De semelhante modo, o professor pode criar

a tabela para nimero 4, 5, 6, etc. O estudante deve perceber que se dividir o ntmero
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por um numero b, por exemplo, os restos irao variar de 0 a b — 1. Aqui, o professor
pode afirmar que dado um ntmero natural qualquer a, esse nimero ao ser dividido por
b, deixa um resto r tal que 0 < r < b. Além disso, diz que essa escrita é tnica. Note
que nesse momento a intui¢ao estd muito agucada devido aos varios exemplos que podem
ser apresentados para mostrar que isso é verdade. Nao é recomendada a demonstragao
dessa afirmacao, pois nao é considerada simples para apresentar nesse momento. A ideia
principal é que, usando essa afirmacao, os alunos possam resolver diversos exercicios que
envolvam generalizagao em matematica.

Num primeiro momento, pode-se pedir para que o aluno faca a divisao euclidiana
de diversos niimeros para que se familiarize bem com a escrita deles na forma a = bq + r.
A partir dai, pode-se pedir para demonstrarem algumas propriedades bésicas de divisi-
bilidade. Caso tenham duvidas, o professor pode levantar questionamentos a fim de que
caminhem sozinhos nas respostas.

Note que o professor deve explicar desde o inicio para os alunos o conceito de
hipotese e tese, talvez nao seja necessario utilizar essas palavras, pode-se usar expressoes
como “o que noés temos” e “aonde queremos chegar”, e mostrar para o aluno o que se esta
tomando como verdade e onde se deseja chegar. Além disso, é altamente recomendado que
o professor faca alguns exemplos das propriedades, de maneira que os alunos desconfiem
que as mesmas sejam verdadeiras, para ai entao propor as demonstragoes. Existem outras
propriedades que podem ser demonstradas, caso haja tempo e seja desejo do professor.
O interessante da divisibilidade é que existem muitas propriedades relativamente simples
que podem ser trabalhadas pelo professor juntamente com os alunos, e os exemplos sao
inimeros.

Seguem abaixo alguns exemplos de exercicios que podem ser apresentados na
sequéncia de maneira a exercitar a argumentacao matematica com generaliza¢oes, usando
divisdo euclidiana. Os exercicios podem ser encontrados em Hefez (2010) ou também

Hefez (2014).

1) Sejam a,b,c € N e ¢ # 0. Mostre que ac divide be se, e somente se, a divide b.
2) Mostre que o produto de n nimeros consecutivos é divisivel por n!.

3) Mostre que 6|n(n+1)(2n + 1)

4) Mostre que, para todos a € N temos que:
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a) 2 divide a* — a

b) 3 divide a® — a

5) Seja n natural. Mostre que um, e apenas um, ntimero de cada terno abaixo é divisivel

por 3:

a) n,n+1,n+2
b) n,n+2,n+4

c) n,n+1,2n+1

6) Mostre que, se um nitimero a nao ¢ divisivel por 3, entdo a® deixa resto 1 na divisdo

por 3.
7) Seja n um ntmero natural, prove que a divisio de n? por 6 nunca deixa resto 2.
8) Mostre que, se um inteiro é um quadrado e um cubo, entao é da forma 7k ou 7k + 1.
9) Mostre que nenhum quadrado ou soma de dois quadrados é da forma 4k + 3.

10) Mostre que nenhum elemento da sequéncia 11,111,1111,11111, ... é um quadrado ou

soma de quadrados

Esses sao alguns exercicios interessantes que podem ser propostos para os alunos.
Colocaremos as respostas deles no apéndice deste trabalho para verificagao.

Defendemos que essa introducao ja tenha conteido suficiente para despertar o
interesse do aluno em generalizacoes e demonstracoes matematicas e que também permita
exercitar alguma habilidade de demonstracao em nivel de educagao basica.

Sugerimos que o professor, havendo tempo e tendo a vontade de seguir em frente,
apresente mais contetdos relacionados a divisibilidade, pois pensamos que esse possa ser
de grande valia para o desenvolvimento da capacidade argumentativa dos alunos.

No proximo capitulo, serda mostrado um caso de ensino de contetido de niime-
ros inteiros desde inducao matematica até o teorema fundamental da aritmética para
estudantes do ensino médio.

Defendemos que essa abordagem matematica pode fazer com que o aluno se
torne um cidadao mais questionador e com uma melhor argumentagao na sociedade em

que esteja inserido. A partir do momento que ele busca alicerces verdadeiros para suas
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afirmacoes, convicgoes e razao para suas argumentacoes, percebe o que pode ser usado
como verdade para, entao, realizar uma reflexao critica para ver se, aquilo que esté fa-
zendo, vendo ou ouvindo, realmente se encontra dentro de algo verdadeiro. Concordamos
com Boavida (2005, p. 7) que diz que “ a educagao para a argumentagao ¢ um objectivo
democratico decisivo, pelo que importa penséa-la nao apenas pelo angulo intelectual, mas
também pelo social e ético”.

Um exemplo é o que ocorre em nossa sociedade, pois, muitos politicos afirmam
e fazem promessas absurdas em seus programas eleitorais e muitas vezes sao pouco ques-
tionados. E, entretanto, quem possui um conhecimento argumentativo, e é conhecedor
daquilo que ocorre com a populacao que mais sofre no pais, pode eventualmente se tornar
mais questionador, no sentido de verificar se as hipdteses usadas sao validas para a afirmar
as teses muitas vezes sem sustentacao quando relacionadas com a vida do povo, ou seja,
teses que nao possuem sustentagoes em hipoteses.

Como, por exemplo, um politico prometer uma linha de metrd, e que a mesma
ficara pronta no prazo de um ano. Talvez alguém menos questionador veja uma promessa
dessa e a tome como verdade, sem analise alguma. Outro mais questionador e argumen-
tador pode fazer as seguintes reflexoes: De onde vird o financiamento? J& foi feito um
processo licitatorio? A obra é necessaria naquele local? Um ano é tempo habil para exe-
cucao dessa obra? Qual é o empreséario responsavel por essa obra? Por que isso nao foi
feito antes?

Ao mesmo tempo, essa pratica matemética pode ajudar o cidaddao também a
questionar o contexto do trabalho que esté inserido. Muitas pessoas trabalham em tarefas
pré-determinadas que nao sao alvos de questionamento algum e, o que se pretendeu nesse
capitulo é exercitar uma matemética que auxilie o cidadao a jogar contra esse tipo de
comportamento.

De acordo com Skovsmose (2007, p. 187) “a matemaética pode ser disponivel em
pacotes, que exigem capacidade para serem usados, embora os detalhes sobre como o
pacote funciona podem nao ser entendidos pelas pessoas que operam com eles”. Observe
que exemplos particulares nao tornam uma coisa verdadeira. Ora, se todos agem de
determinado modo, quer dizer que isso é o correto, nao pode ser questionado?

E dificil avaliar todos os beneficios que aprender argumentar matematicamente

podem trazer. Defendemos que essa argumentacao matematica pode ser traduzida em
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argumentacao para ser usada em nosso meio social, especialmente quando ela esté jogando
a favor daqueles que historicamente tiveram seus direitos, os mais priméarios, negados na
sociedade. Entre eles o acesso a uma educacao mais questionadora, reflexiva e critica. A
ideia é que a curto ou médio prazo se possa desenvolver cidadaos um pouco mais criticos
que rompam com alguns paradigmas de nossa sociedade. O desejo é que as pessoas,
gradativamente, se libertem de tudo que foi imposto sobre ela sem que ao menos ela
pudesse questionar. Uma sociedade questionadora é uma sociedade mais justa.

De acordo com Freire (2015, p. 121) “E imprescindivel, portanto, que a escola
instigue constantemente a curiosidade do educando em vez de "amacié-la ou "domesticé-
la”. Temos consciéncia que o proposto aqui é um passo bem pequeno, mas é um passo na
dire¢do de uma educagao mais libertadora.

Como dito antes, nao temos pretensao de que o resultado desse trabalho seja algo
impactante, as ideias apresentadas aqui sao somente tentativas de romper um pouco com
a matematica do paradigma do exercicio que é a que toma conta da sociedade atual Lima,
(2005), em particular a sociedade brasileira. Em consequéncia a isso, esperamos que as
pessoas, ao desenvolverem sua capacidade argumentativa em matemaética, se desenvolvam,

como pessoas capazes de argumentar e questionar na sociedade.

Na verdade, a tradicao matemaética escolar tem criado sérios obstaculos para
esse tipo de reflexao. Os alunos que adquirirem proficiéncia provavelmente
foram preparados para ver a matematica de uma forma descontextualizada e
para aplici-la cegamente. Eles poderao vir a se tornar os disseminadores “fun-
cionais” da especializacdo. Os intmeros alunos que nao chegam a dominar
apropriadamente a matematica - e que a tradicao matemaética escolar rotula
como tendo dificuldades em mateméatica - também poderao obter uma com-
peténcia funcional para exercer certas posi¢oes na ordem social. Entao, se é
que uma especializacao cega deve prevalecer, é necessario que uma ampla mai-
oria aceite os efeitos dessa especializacdo - e quem melhor para isso do que
uma audiéncia que foi educada a ver matematica como algo que nao é para si?
(Skovsmose, 2008, p. 72).

Assim, a ideia é buscar alternativas para essa matematica pré-estabelecida que
aparentemente molda os cidadaos para pertencer a um determinado modelo de sociedade
de modo que ele pouco pode fazer para mudar seu futuro. Os que conseguem mudar,
geralmente, sao casos especiais, pontos fora da curva, e que muitas vezes sao usados como
exemplo de que tudo é possivel, mas para a grande maioria da populagao, que tem direitos

negados, pouco é possivel.
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Capitulo 4

Uma experiéncia envolvendo introducao

a aritmética no Ensino Médio

Neste capitulo, relataremos uma experiéncia envolvendo alunos do IFMT Campus
Rondonépolis onde ocorreu um curso de uma pequena introdugao a aritmética. Ela teve
como objetivo introduzir a linguagem de demonstragao matemética envolvendo, princi-
palmente, divisibilidade nos ntimeros inteiros, a fim de que os alunos pudessem exercitar
a argumentacao matematica e, quem sabe, essa experiéncia pudesse contribuir para sua
formacao enquanto cidadao argumentador e critico.

O curso foi elaborado para ter a duracao de aproximadamente sete horas. Além
daquilo que estava previsto sobre a tematica principal, que era a introdugao a linguagem
de demonstragao matematica envolvendo ntimeros inteiros, também havia a preocupagao
de se ter um didlogo com os alunos sobre a importancia da matematica, qual a visao
que eles tinham sobre esse tema. Enfim, um didlogo introdutério que permitisse uma
aproximacao entre o docente e os estudantes e também, serviria, para que o ministrante
tivesse uma nocao daquilo que os estudantes pensavam sobre o estudo da matematica. E
assim ocorreu durante esse curso. Desse modo, os estudos nao focaram exclusivamente
nos conteudos.

O que se propoe, a partir de agora, é apresentar essa experiéncia relatando as
impressoes que foram obtidas tanto do ministrante do curso como dos alunos. Vale res-
saltar que o que ocorreu também permitiu ao professor cursista refletir sobre o que havia
sido planejado e de como poderia fazer diferente numa proxima oportunidade.

Além disso, serao dadas sugestoes de abordagem pautadas na nas leituras reali-
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zadas e comentarios feitos pelos alunos. O que se pode destacar, de antemao, a partir
da reflexdao de como se processaram as aula, é que alguns conteiidos nao precisam ser
trabalhados, enquanto outros podem ser mais facilmente abordados. O que tentaremos

mostrar aqui também.

4.1 Contextualizando a Proposta

Apobs a decisao de se ofertar esse minicurso aos estudantes, além de se pensar
na proposta, era necessario que se tivesse um publico participante. Assim, foi feito um
convite a todos os alunos do campus. O ntmero de participacao nao foi o desejado, e
alguns fatores podem ter contribuido para tal situagao. O primeiro deles pode ser o fato
de que os alunos cursam o ensino médio juntamente com o curso técnico, com uma carga
horaria elevada, tendo em média dezesseis disciplinas para estudar, restando, assim, pouco
tempo para outras atividades extracurriculares. Apds uma anéalise das datas possiveis para
o minicurso, a opgao foi a de que ocorreria as quarta-feiras, dia em que a maioria dos
alunos estariam livres no periodo vespertino.

Outro aspecto que pode ter impactado na pouca adesao é a questao de que ainda
h& uma grande parcela dos estudantes que nao se sentem motivados, atraidos pela ma-
teméatica. Enfim, mesmo tendo o cuidado de se fazer um convite animando-os, dizendo
que as atividades todas seriam realizadas em sala, de que nao levariam exercicios a serem
resolvidos em casa que o Unico pré-requisito seria que o aluno soubesse realizar divisao
com resto inteiro entre niimeros inteiros, a adesao nao foi a esperada.

Além disso, alguns alunos que mostraram interesse estavam realizando o estagio
obrigatorio do curso no periodo vespertino e por isso nao puderam cursar. No entanto,
mesmo com uma quantidade menor do que a desejada de participacao efetiva dos alunos,
nos foi possivel ter alguns diagnosticos, achados, os quais passaremos a descrever a partir
de agora.

Apos a descricao da atividade realizada em cada etapa, deixaremos uma sugestao

de material a ser utilizado que foi montado utilizando as literaturas de Hefez (2010, 2014).
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4.2 Inducao matematica

A temética do primeiro encontro foi “Inducao matematica”. Para demonstrar esse
assunto, fizemos uma analogia com o domin6. No entanto, foi um tépico que gerou muita
dificuldade de participacao dos alunos, pois a maioria deles nao mostrou entendimento do
contetido, apesar de o terem achado interessante, principalmente porque perceberam que
com ele seriam capazes de provar a validade de igualdades como

n(n—i—l).

1+2+3+...+n= 5

Apos, entao, uma avaliagao do que fora planejado e do que foi executado, é nos
possivel dizer que, apesar de acharmos um contetido de extrema importancia, defendemos
que nao seja necessario seu ensino nesse formato de curso para os alunos em um primeiro
momento, ainda mais quando retomamos aquilo que é o objetivo principal que seria a
resolucao de exercicios de divisibilidade que nao envolvem, a principio, o principio da
inducao matemética.

Outra reflexao importante aqui é que, caso o professor queira trabalhar o contetido
de inducao e gostaria que houvesse um maior envolvimento do aluno, é viavel que se
apresentem casos particulares de modo a despertar a curiosidade nele. O contetido de
inducao matematica é propicio para isso, varios exemplos podem ser realizados para os
alunos, mostrando a suposta validade da afirmacao e, apods isso, pode ser realizada a
demonstracao da afirmagao usando a ferramenta em questao.

Para esse primeiro encontro, o contetido foi apresentado somente utilizando-se do
quadro e para os alunos foi entregue uma lista de exercicios. A partir do segundo encontro,
achamos interessante enunciar parte do contetido juntamente com a lista de exercicios.

Note que alguns exercicios de inducao envolvem divisibilidade. Portanto, caso
o ministrante trabalhe inducao matemaética, esses exercicios devem ser resolvidos apos
trabalhar o contetudo de divisibilidade e divisao euclidiana. Por exemplo, um conhecimento
bésico necesséario é saber que a divide b se, e somente se, b = a X ¢, e isso serd tratado
somente no encontro seguinte.

Segue abaixo um exemplo de lista de exercicios que pode ser apresentada em

situagoes de estudo sobre indugao matematica.

Lista de exercicios de indugao matematica
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. Mostre, por inducao, que as seguintes féormulas sao verdadeiras para todo natural
n:
n(n+1)
2
b) 14+34+5+7+...+2(n—1)+1=n?

a) 1+24+34+4+ ... +n=

nn+1)2n+1)
¢) P+22+3+ .. +n’= ;

6
n(n+1)2
d) P+2°+3+ .. +n’ = [T} :
1 1 1 1 n
Jiatestiat T aman aat

n(n+1)(n+2)
f) 1-2+2-343-4+...4n-(n+1) = 3 ;

g) 1-11+2-2143-3l+ . +n-nl=n+1! -1,

n(4n? — 1)

h) 12432 +5°+ .. +(2n—1)* = 3

. Demonstre, por indugao, as seguintes desigualdades:

a) 2" > n, para todo natural n;
b) n! > n?, para todo n natural com n > 4;

c) n! > 3", para todo n natural com n > 7.
. Prove que, para qualquer ntimero natural n:

(a) n*+ (n+1)> + (n +2)* é divisivel por 9;

(b) 3*"*2 + 8n — 9 é divisivel por 16;

(c) 11"2 4 12271 ¢ divisivel por 133.

. Dados n (n > 2) objetos de pesos distintos, prove que é possivel determinar qual o
mais leve e qual o mais peado fazendo 2n — 3 pesagens em uma balanca de pratos.

Mostre, também, que este é o niimero minimo de pesagens que permitem, com

certeza, determinar o mais leve e o mais pesado.

. Qual o niimero naximo de pedagos em que uma pizza pode ser dividida por n cortes

retilinios? (pizza de Steiner).
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4.3 Divisibilidade e Divisao Euclidiana

Ja para o segundo encontro foi apresentado o contetdo principal que era “Divi-
sibilidade e divisao euclidiana” que , basicamente, resume os contetidos do curso. Sendo
esse o foco principal do minicurso, para ele foram deixados dois encontros para que fosse
possivel resolver a maior quantidade de exercicios em sala, pois, como foi dito, era basi-
camente o tnico momento de resolugao de exercicios uma vez que os alunos nao levavam
tarefa para casa.

Durante a explicagao do contetido, houve grande aceitacao e entendimento dos
alunos. Foram feitos varios exercicios em sala com uma participagao bem expressiva dos
estudantes.

Outro contetdo que chamou a atengao e houve uma 6tima participagao foram as
demonstracoes das propriedades da divisao. Pode-se perceber que boa parte deles achou
interessante o modo de se demonstrar as propriedades, generalizando-as.

Conforme ja apontamos anteriormente em relagao a metodologia, primeiramente
davamos alguns exemplos, para depois entao fazermos a demonstracao. Por exemplo, a
propriedade: Seja a,b,c € Z, se a divide b e b divide ¢, entao a divide c.

Para introduzir a temaética, primeiramente despertamos a curiosidade deles com
alguns exemplos, para depois, entao, juntos demonstrarmos usando generalizagao com as
defini¢coes de divisibilidade. Deixédvamos alguns minutos para fazer um ou outro exerci-
cio, em seguida, respondiamos juntos no quadro fazendo passo a passo a demonstracao,
escrevendo o méaximo possivel, para que de fato pudéssemos praticar a argumentagao.

O método utilizado no decorrer do curso era usar os teoremas como verdade para
entao resolver os exercicios. Somente foram apresentadas tabelas de divisao, de modo que
a intuicao dos alunos aceitasse a divisao euclidiana como verdade. Entretanto, conforme
as atividades eram discutidas, corrigidas, deixamos claro que nos exercicios a intui¢ao nao
podia ser utilizada como resposta, mas que seria necessaria realizar a demonstragao da
resposta.

Note que a proposta inicial era o uso das praticas de demonstragoes para formagcao
de cidadaos mais criticos. Aqui acontece um paradoxo, pois estamos exigindo dos alunos
que resolvam exercicios que requerem demonstracao, ao passo que a ferramenta que eles
vao utilizar nao foi demonstrada. Defendemos que algumas ferramentas matematicas,

como a divisao euclidiana, requerem uma maturidade matematica um pouco mais elevada
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para o entendimento, de maneira que caso fosse apresentada, existe grande possibilidade
de nao entendimento pela maior parte dos alunos, fazendo com que o ministrante pudesse
perder muito tempo do curso e ainda assim nao obter um resultado satisfatoério quanto
ao entendimento da demonstracao. O teorema da divisao euclidiana diz que:

Sejam a e b dois nimeros inteiros com a # 0. Existem dois tnicos ntmeros

inteiros ¢ e r, com 0 < r < |a| tais que

b=axq+r

A seguir, a demonstragao que consta em Hefez (2010):

Considere o conjunto
S={z=b—ay;ycZ}N(NUO)

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n(a) > b,
logo b — na > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é limitado
inferiormente por 0, logo, pelo principio da boa ordenagao, temos que S possui
um menor elemento r. Suponhamos entdo que r = b — aq. Sabemos que r > 0.
Vamos mostrar que 7 < |a|. Suponhamos por absurdo que r > |a|. Portanto,
existe s € NUO tal que r = |a| + s, logo 0 < r. Mas isto contradiz o fato de r
ser o menor elemento de S, pois s =b(¢+ 1)a € S, com s < r.
Unicidade: Suponha que b = aqg+r = aq'+7', onde q,¢',r,7' € Z,0 < r < |a]
e 0 <7’ <|a|. Assim, tempos que |—a| < —r <1’ —r < |a|. Logo, |’ —r| < |a].
Por outro lado, a(q — ¢') =7 —r, o que implica que

lallg = ¢'| = [r —1'| <lal,

o que s6 é possivel se ¢ =¢ er =1r'.

Observe que a demonstracao acima nao ¢ trivial de entender, o estudante tem
que ter conhecimento de simbologia mateméatica, demonstracao por contradicao e uma
logica ja apurada.

Desse modo, defendemos que grande parte dos alunos podem ter dificuldades
em assimilar essa demonstracao. Pensamos que aceita-la usando a intuicao, através de
exemplos de divisibilidade, seja algo razoéavel de se fazer em um primeiro momento de
maneira que os alunos possam acreditar no resultado.

Por exemplo, podem ser apresentadas, aos alunos, diversas tabelas de divisibili-

dade aliadas a exemplos desse tipo: ao dividir 14 por 3, obtemos

14=3x4+2
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Existe outra maneira de escrever 14 como 14 = 3 X ¢ + r, de modo que 0 << r < 37

Vamos tentar multiplicar o 3 por 3 e depois por 5 para ver o que acontece.

14=3x3+5
14=3x5+(—1)

Note que o tinico formato que obedece a divisao euclidiana em que 0 << r < 3 é
quando g = 4. Assim, a escrita de 14 dividido por 3 na divisao euclidiana é tnica. Varios
exemplos desses podem ser feitos para que os alunos aceitem.

De acordo com Lima (2003, p. 143), “Se demonstrar é uma forma de convencer por
meio da razao, para que perder tempo provando algo do qual todos jé estao convencidos?”.
Assim, acreditamos que os exemplos juntamente com a intuicao dos alunos é capaz de
fazer com que eles se convencam facilmente da escrita tnica da divisao euclidiana.

Caso o ministrante ache que a turma tenha capacidade para entender essa de-
monstragao, nao vemos problemas em apresenta-la.

Segue abaixo o material apresentado para os alunos juntamente com a lista de

exercicios.
Divisibilidade
Defini¢ao: Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, escrevendo alb,
quando existir ¢ € Z, tal que b = ca.
Proposigoes:

i- ala, para todo a € Z

ii- Sejam a, b, c € Z, se alb e bc, entao alc

ili- Se a,b,c,d € Z, e se alb e c|d, entdo ac|bd.

iv- Se a,b,c € Z, tais que a|(b =+ ¢), Entao a|b < alc.

v- Se a,b, ¢ € Z sao tais que alb e alc, entdo para todo x,y € Z, al(xb+ yz)

vi- Se a,b € Z, onde b # 0, temos que, a|b, entao |a| < |b|
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Divisao euclidiana (Lema)

Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem dois tnicos niimeros inteiros
q e r tais que

a=>bq+r
com 0 < |b]

Proposicao:

Sejam a,b,n € NUO, entao (a +b)" = ka+b", com k € NUO

Exercicios

1 Mostre que: ac|be se, e somente se, alb.
2 Com quantos zeros termina o nimero 100!7
3 Mostre que 6|n(n+ 1)(2n + 1).

4 Seja abc um ntmero, onde a, b e ¢ sao os algarismos. Mostre que, se a+ b+ ¢ é divisivel

por 3, entao o numero abc é divisivel por 3. Isso vale para um algarismo de n digitos?
5 mostre que, para todon € NUO0

a) 10/11" — 1

b) 83** — 1

c) 652" +1

d) 3j10" = 7"

6 Mostre, para todo a € Z

a) 2|a* — a,
b) 3|a® — a,
c) 5la® — a.
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7 Discuta a paridade

a) da soma de dois niimeros
b) da diferenca de dois ntimeros

c¢) do produto de dois nimeros

8 Dado um ntumero inteiro a e dados dois nimeros naturais n e m, nao nulos, mostre que

sao sempre pares os numeros: a" +a™ e a" — a™.

9 Seja n u ntmero natural.Mostre que um, e apenas um ntmero de cada terno abaixo é

divisivel por 3.

a) n,n+1,n+2
b) n,n+2,n+4

c) n,n+1,2n+1
10 Mostre que, se n é impar, entdo n® — 1 é multiplo de 8.

11 Mostre que, se um namero a nao é divisivel por 3, entdo a? deixa resto 1 na divisdo por

3.

12 A partir do exercicio anterior, mostre que, se a e b sdo inteiros tais que 3 divide a® 4 b?,

entao a e b sao divisiveis por 3.

13 Seja m um ntmero natural, prove que a divisio de n? por 6 nunca deixa resto 2.

14 O resto da divisao de um inteiro /N por 20 é 8. Qual o resto da divisao de N por 57
15 Mostre que, se um inteiro é um quadrado e um cubo, entao é da forma 7k ou 7k + 1.

16 Mostre que o alarismo das unidades de um quadrado s6 pode ser um dos seguintes:

0,1,4,5,6 ou 9.

17 Mostre, que nenhum dos ntimeros 22, 222, 222, 2222, ... ou 33, 333, 3333, ..., ou 77,777, 7777, ...

ou ainda 88, 888, 8888, ..., pode ser um quadrado.
18 Mostre que nenhum quadrado ou soma de dois quadrados é da forma 4n + 3.

19 Mostre que nenhum elemento da sequéncia 11,111,1111,... ¢ um quadrado ou soma de

dois quadrados.
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20 Mostre que, de n inteiros consecutivos, um, e apenas um, deles ¢é divisivel por n.

21 Um ntimero ¢ dito “livre de quadrados” se nao for divisivel pelo quadrado de nenhum

numero diferente de 1.

a) Determine qual é o maior quantidade de numeros naturais consecutivos livres de

quadrados.

b) E ntmeros livres de cubos?

4.4 Maximo Divisor Comum

No terceiro encontro trabalhamos maximo divisor comum. Boa parte dos alunos
j& o conhecia, entretanto, nao sabiam das propriedades e nem as formas de se encontrar
o maximo divisor comum entre dois niimeros inteiros. Assim, em um primeiro momento,
definimos maximo divisor comum, em seguida enunciamos o lema principal para descobrir
o maximo divisor comum de dois nameros, (a,b) = (a,b—na). Com isso, realizamos alguns
exercicios para descobrir o MDC entre dois niimeros inteiros. Além disso, apresentamos
proposicoes que poderiam ser utilizadas nos exercicios, mas que nao foram demonstradas,
pois pensamos que pudessem trazer algumas dificuldades de entendimento e o nosso foco
principal era usé-las nos exercicios.

Segue abaixo o material entregue para os alunos que contém parte do contetido

de MDC e a lista de exercicios trabalhados em sala:
Maximo divisor comum

Definicao 1 - Divisor Comum: Dados dois inteiros a e b, distintos ou nao.

Um naumero inteiro sera dito um divisor comum de a e b se d|a e d|b.

Definicao 2 - Mdximo Divisor Comum: Dizemos que um niimero inteiro
d > 0 é um méaximo divisor comum (MDC) de a e b, se atender as seguintes propriedades:

i- d é um divisor comum de a e b.

ii- d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

54



Denotaremos mdc entre a e b é igual d, como (a,b) = d.

Calcular MDC (Lema):

Sejam a,b,n € Z. Se existe (a,b — na), entao, (a,b) existe e (a,b) = (a,b — na).

Propriedades do MDC:
i- Se a # 0, entdo (a,0) = a;
ii- (a,b) = (b,a).

Exemplo: Vamos Calcular o MDC entre 27 e 12:
(27,12) = (12,27 —2-12) = (12,3) = (3,12—-4-3) = (3,12 —12) = (3,0) =0

Proposicoes do MDC:

i- O MDC entre a e b ¢ o menor resultado da combinagao linear ma + nb com m e n

inteiros.

ii- Dois niimeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem numeros

inteiros m e n tais que ma +nb =1
ili- Sejam a, b, c nimeros inteiros. Se albc e (a,b) = 1, entao alc.

Para praticar: Calcule o MDC entre (372,162) e escreva como a combinagao

linear (372,162) = m - 372+ n - 162 com m e n inteiros.

Exercicios

1 Para cada par de nameros naturais a e b dados abaixo, ache (a,b) e determine ntimeros

inteiros m e n tais que (a,b) = ma + nb.

a) 648 e 1218
b) 551 e 874

¢) 7328 e 8485

95



d) 996 e 123

2 Seja n € N. Mostre que:

3 Mostre que (a, a* + na + b)|b, quaisquer que sejam a,b,n € N
4 Mostre que

a) se (a,b) =1, alc e blc, entdo ablc
b) se (a,b) =1, entao (ac,b) = (¢, b)

¢) (ac,b) =1 se, e somente se, (a,b) = (¢,b) =1

4.5 Equacoes Diofantinas Lineares

No quinto encontro foi trabalhado “Equagoes diofantinas”. Esse contetido também
despertou interesse dos alunos. Mostramos que quando uma equagao diofantina tem
solugao e que, caso tenha, ao descobrir uma solugao, conseguimos encontrar infinitas
solucgoes.

Mais uma vez nao demonstramos como chegamos as solugoes das equagoes diofan-
tinas lineares, entretanto, usamos as solugoes para resolver os exercicios que despertaram
interesse e curiosidade dos alunos, principalmente os que requerem solugoes nos nimeros
naturais, em que é necessario fazer uma anéalise antes de apresentar a resposta final. Ob-
serve que os alunos acharam interessante usar a ferramenta sem saber da demonstracao,
pois a ferramenta apenas requer operagoes com contas matemaéticas, no fim das contas,
eles nao entendem muito bem o que estao fazendo.

Infelizmente esse tipo de abordagem consideramos como uma educagao bancéria.
Freire (2014, p. 97) diz que “a pratica bancaria implica uma espécie de anestesia, ini-
bindo o poder criador dos educandos”. Assim, para fugir da aplicagdo da formula para
achar as solucoes da equacao diofantina sem provocar uma reflexao maior dos estudan-

tes, recomendamos que os professores, caso seja possivel, demonstrem como chegar nessas
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solugoes, para entao realizar os exercicios, pois, nesse caso, dificilmente a intuicao dos
alunos aceitara facilmente que as solugoes sao aquelas.
A seguir, o material entregue aos alunos para trabalhar o contetido de equagoes

diofantinas:

Equacoes diofantinas lineares

O que € uma Equacao Diofantina Linear? Muitos problemas de aritmética
recaem na resoluc¢ao em nimeros inteiros, em equagoes como ax + by = ¢, com a, b, c € 7Z.

Essas equagoes sao chamadas de Equacgoes Diofantinas Lineares

Note que nem sempre essas equacoes tém solugao, por exemplo, 4z + 6y = 13 nao

possui solucoes xg, yo tais que 4xg + 6y = 13.

Proposicao 1: Sejam a,b € Z # 0 e c € Z. A equacao ax + by = ¢ tem solugao
se (a,b)lc.

Proposicao 2 (Solugées de uma Equacao Diofantina): Seja xg,yo solugdo

de uma equacao ax + by = c¢. Entao, as solugoes x,y em Z da equagao sao

r=x9+bt, y=yo—at, t€Z

Ezxemplo: Passo a passo para resolver a equacao diofantina 24x + 14y = 18:
A equagao tem solugdo, pois (24,14) = 2 e 2|18. Note que podemos dividir a
equacao por 2 encontrando a equagao equivalente 122 + 7y = 9. Usando o algoritmo de

Euclides, vamos encontrar xg, 3o que satisfazem a equacao.

12=1-745
7T=1-542
0=2-2+1
2=2-140

Assim, temos que 1 =5 —2-2,além disso2=7—1-5e5=12—-1-7.

Fazendo as substitui¢des, vamos encontrar a solu¢ao 1 =3 - 12+ (—5) - 7. Logo,
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multiplicando a equacao por 9, ficamos com:

0=27-12+ (—45) -7

Ou seja, as solugoes iniciais sao xg = 27 e yg = —45. Como a = 12 e b = 7. Todas
as solucoes serao dadas por 9 = (27 + 7¢)12 + (—45 — 12¢)7.

FEzxercicios:

1) Resolva em Z as seguintes equagoes:
a) 90x + 28y = 22
b) 50z + 56y = 74
c¢) 40z + 65y = 135
d) 8z + 13y =23
e) 16z + Ty = 601
f) 47z + 29y = 288

2) Resolva em N as equagoes:

a) 19z + 3y = 185

b) 16z + Ty = 1001

3) Dispondo de 100 reais, de quantas maneiras se pode gastar comprando revistas de 5

reais e 7 reais?

4) De quantas maneiras pode-se comprar selos de 3 reais e 5 reais de modo que se gaste

50 reais?

5) Dispondo de baldes de 5 e 10 litros, de quantas maneiras podemos encher uma caixa

d’agua de 500 litros?

4.6 Teorema Fundamental da Aritmética

Em nosso ultimo encontro tratamos do “Teorema Fundamental da Aritmética” que

é um contetdo que, se fosse possivel trabalhar, seria de grande aprendizado para os alunos,
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pois nele sao apresentados os niimeros primos que sao fascinantes por sua natureza e a
manifestacao deles nas expressoes matematicas. Por exemplo, saber o porqué de fato uma
fracao com numeros inteiros é considerada irredutivel, poder montar fracoes irredutiveis
através de generalizagoes, descobrir que existem infinitos niimeros primos etc.

Nesse encontro, fizemos questao de demonstrar que existem infinitos nimeros
primos, apresentando para eles a técnica de demonstracao que usa redugao ao absurdo.
Notamos que eles foram capazes de entender essa demonstracao e acharam interessante o
método utilizado.

Outro aspecto interessante sobre esse contetido foi o calculo da quantidade de
divisores de um nimero inteiro, em que usamos o teorema fundamental da aritmética
aliado aos principios de contagem. Vale ressaltar que essa parte despertou grande interesse
e curiosidade também.

Feito isso, a partir daqui, uma extensa gama de exercicios podem ser trabalhados,
pois uma vez que os alunos entenderam bem a divisao euclidiana, MDC e o teorema
fundamental da aritmética, varias portas se abrem para novos contetdos.

Entendemos que para uma abordagem inicial no ensino médio, chegar até o teo-
rema fundamental da aritmética seja suficiente para a pratica da matemaética argumen-
tativa. Na verdade, se for possivel chegar até divisao euclidiana e resolver exercicios
relacionados aquele tema ja seria algo bem importante e produtivo. O que nos propuse-
mos a demostrar, aqui, é que com poucas horas de trabalho, pode-se aprofundar mais nos
conteudos.

Segue abaixo o material entregue para os alunos para trabalhar o teorema fun-

damental da aritmética:
Numeros primos

Defini¢cao:: Um numero natural maior do que 1 é chamado de numero primo,

se ele s6 possui como divisores o 1 ele proprio

Observagao: Um numero maior do que 1 que nao é primo serd chamado de

composto.

Proposi¢cao 1: Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p|ab, entao p|a ou plb
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Proposigao 2: Se p,p1,pa2, ..., Pp S0 nUmMeros primos, e se p|pips - -+ - Pn, entao

p=p; para algum i = 1,2,...,n

Teorema fundamental da aritmética

Todo nimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico (a menos

da ordem dos fatores) como um produto de ntimeros primos.

Uma consequéncia desse teorema é que dado um inteiro n # 0,1, —1, existem pri-

MOS P1, P2, -y P € O, Q2 ..., . € N, unicamente determinados, tais que n = £pi" p5?---pir.
Quantidade de divisores positivos de um ntimero
Seja m um nimero natural, a quantidade de divisores de n serda denotada por
d(n). Se
_ (3N D) (6%
n=pyp 0

entao

dn) = (a1 + D(az +1) - (a, + 1)

Teorema da infinitude dos primos

Existem infinitos nimeros primos. Demonstracao: Suponha, por absurdo, que

existam finitos nimeros primos, pi, po, ..., pr. LOgo,

N=pi-p2-pr+1

nao ¢ divisivel por nenhum primo pq, po, ..., p,, isso & uma contradicao.

Lema: Verificagao de primo

60



Se um ntmero natural n > 1 nao for divisivel por nenhum ntimero primo p tal

que p* < n, entdo ele é primo.

1)

FEzxercicios:

Calcule a quantidade de divisores dos nimeros abaixo:

e) 480
Ache os possiveis valores de n,m € NU 0 de modo que o nimero 9"10" tenha:

a) 27 divisores

b) 243 divisores
Qual é a forma geral dos niimeros naturais que admitem:

a) um s6 divisor além de 1 e dele proprio?

b) um nimero primo de divisores?

Dois ntimeros sao primos entre si e foram multiplicados por 28. Qual o mdc desses

novos nimeros?
Qual é o menor valor do nimero natural n que torna n! divisivel por 10007

Sejam a,b € N, com (a,b) = 1. Mostre que, se ab ¢ um quadrado, entdo a e b sdo

quadrados. Generalize para ab uma poténcia r-ésima.

Mostre que todo niimero primo p > 2 escreve-se de modo tnico como a diferenca de

dois quadrados.

Quais dos numeros abaixos sao primos?

a) 239

b) 241
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c) 247
d) 253

e) 1789

4.7 Algumas reflexoes sobre o curso ministrado

Pudemos perceber que boa parte dos alunos teve interesse e conseguiu acompa-
nhar o desenvolvimento dos contetidos e das resolucoes dos exercicios.

O que se deve enfatizar é que sempre foi cobrado que os estudantes deviam ar-
gumentar da melhor maneira possivel ao resolver os exercicios, pois quem esta lendo nao
sabe sobre os pensamentos de quem elaborou a resposta, por isso, todos os detalhes dos
contetidos utilizados sao importantes no desenvolvimento da resposta.

Durante o desenvolvimento do curso, houve alguns complicadores como atrasos
para comecar, pois alguns alunos tinham atividades marcadas por outros professores antes
dos encontros e, como eram poucos alunos, esperavamos todos chegarem antes de comegar.
Também outros encontros tiveram que acabar mais cedo devido as reunioes pedagogicas
que aconteciam na escola, quase sempre proximo ao horario do curso.

Entretanto, como foi dito, o curso durou cerca de sete horas dividido em sete
semanas e se pode trabalhar bastante conteiido de aritmética. Se tivéssemos trabalhado
somente divisao euclidiana em sete horas, uma gama imensa de exercicios poderiam ter
sido resolvidos, com proposta de distribuirmos os exercicios para que todos pudessem
ir no quadro, por exemplo, entretanto isso nao foi possivel. Caso seja possivel que os
alunos resolvam o exercicio no quadro, seria um momento de grande valia, pois se pode
interagir com a sala de maneira que os outros alunos devam dizer se estao convencidos
que a resposta apresentada pelo colega apresenta argumentagao correta.

Para concluir, defendemos que esse pode ser um passo inicial simples que o pro-
fessor pode dar em busca de uma matemética mais argumentativa, que faca com que o
aluno busque praticar demonstragoes e deducoes matematicas de maneira mais simples,
utilizando ntimeros inteiros, na esperanca de que de alguma maneira isso o ajude enquanto
um cidadao critico e argumentador.

Como dito nos capitulos anteriores, defendemos que praticar essas argumentacoes

matemaéticas pode ajudar o individuo em sua vida tornando-o mais questionador. De
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acordo com Boavida (2005, p. 115), a pratica da argumentagao matematica ¢ importante

por construir uma cultura de sala de aula regulada por normas que apoiem a
ideia de que o raciocinio e a argumentacao sao as fontes primeiras de legitimi-
dade de ideias e assercoes e em que os alunos se sintam confortaveis e seguros
para partilharem ideias emergentes e titubeantes, bem como para explicarem,
justificarem e defenderem os seus pontos de vista.

Desse modo, a ideia é que se quebre um pouco com a matematica aprendida na

educacgao basica que quase sempre se remete a reproducao de algoritmos que pouco incen-

tivam o questionamento e a argumentacao. Pensamos que isso nao seja facil, entretanto,

com algum esfor¢o por parte dos professores podemos mudar pelo menos um pouco esse

quadro.

Constatando, nos tornamos capazes de intervir na realidade, tarefa incompara-
velmente mais complexa e geradora de novos saberes do que simplesmente a de
nos adaptar a ela. E por isso também que néo me parece possivel nem aceitavel
a posicao ingénua ou, pior, astutamente neutra de quem estuda, seja o fisico,
o bidlogo, o socidlogo, o matematico, ou o pensador da educacao. Ninguém
pode estar no mundo, com o mundo e com os outros de forma neutra. Nao
posso estar no mundo de luvas nas maos constatando apenas. A acomodacao
em mim é apenas caminho para a insercao, que implica decisao, escolha, in-
tervencao na realidade. H& perguntas a serem feitas insistentemente por todos
noés e que nos fazem ver a impossibilidade de estudar por estudar. De estudar
descomprometidamente como se misteriosamente de repente nada tivéssemos
que ver com o mundo, um la fora e distante mundo, alheado de nos e nos dele
(Freire, 2015, p. 75).
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Por que estudar matematica?

Consideracoes finais

No decorrer deste estudo, refletimos sobre a resposta que se tem quando se indaga
sobre o porqué estudar matemaética.

Ensinar exige rigorosidade metodica:
O educador democréatico ndo pode negar-se o dever de, na sua pratica docente,
reforgar a capacidade critica do educando, sua curiosidade, sua insubmissao.
Uma de suas tarefas primordiais é trabalhar com os educandos a rigorosidade
metodica com que devem se “aproximar” dos objetos cognosciveis. E esta rigo-
rosidade metddica nao tem nada a ver com o discurso “bancéirio” meramente
transferidor do perfil do objeto ou do conteiido. E exatamente nesse sentido
que ensinar nao se esgota no “tratamento” do objeto ou do contetdo, super-

ficialmente feito, mas se alonga a produgao das condi¢bes em que aprender
criticamente é possivel (Freire, 2015, p.28).

Assim, defendemos que estimular o desenvolvimento de um cidadao mais critico
é um direito do aluno e um dever do educador. Apesar de ser uma tarefa muito dificil,
pensamos que pequenas atitudes podem ajudar a alcancar, gradativamente, esse objetivo.

Desse modo, refutamos o tipo de ensino mecénico em que do aluno é somente
exigida a reproducao automatica do contetido apresentado pelo professor, sem questiona-
mento algum sobre o processo, muito menos ¢é exigida do aluno capacidade de argumen-
tacao na resolucao de problemas matematica. Aparentemente esse tipo de educacao acha
funcionalidade na sociedade atual. De acordo com Skovsmose (2007, p. 216), “A inclu-
sao restrita e a funcionalidade aparente da desqualificagao destacam de novo a situagao
critica em que a educa¢ao matematica esta operando”. Além disso, segundo Freire (2014,
p. 58), esse tipo de comportamento leva os alunos somente a uma memoriza¢ao mecanica
do que esta sendo narrado pelo professor e que os docentes que realizam bem tal tarefa
sao considerados “bons” do mesmo modo que os alunos que sao submetidos docilmente a

esse tipo de educagao também sao considerados “bons”, assim, conclui que
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FEis ai a concepgao “bancaria” da educagao, em que a tinica margem de agao que
se oferece aos educandos é a de receberem os depdsitos, guarda-los e arquivé-los.
Nesta distorcida visdo da educacao, nao hé criatividade, nao hé transformacao,
nao ha saber. So existe saber na invengdo, na reinvencao, na busca inquieta,
impaciente, permanente, que os homens fazem no mundo, com o mundo e com
os outros [...] (Freire, 2014, p. 58).

Sabemos que a educagcao critica que Skovsmose (2001, 2006, 2007, 2008) e Freire
(2014, 2015) buscam vai muito além do que apresentado nesse trabalho, alias, talvez tenha
pouco a ver com nossas propostas, entretanto, consideramos que ensinar criticamente é
o objetivo ideal, algo que infelizmente ainda estamos longe de conseguir, uma vez que a
nossa propria formagao pouco nos propicia a esse tipo de educagao.

Assim, enquanto nao conseguimos aplicar uma educacao mais critica, voltada
a emancipagao das pessoas, queremos, pelo menos, com algumas mudancas de atitudes
na sala de aula, fazer com que os alunos possam desenvolver ao menos sua capacidade
de argumentacao e critica, de maneira que eles possam levar isso para sua vida e se
tornem mais questionadores. O que se espera, com isso, é que eles consigam se posicionar,
argumentar, tornando-se sujeitos de suas respostas, de suas vidas.

Queremos que a matematica também possa ser enxergada como tendo um papel

importante no desenvolvimento critido do cidadao. Segundo Skovsmose (2007, p. 167),

Nos nao temos qualquer tradigao de desenvolvimento de critica cultural na qual
a critica matemaética tenha um papel. Nos temos uma tradigao rica de critica
literaria, artistica e musical. No6s temos tradicao de escrever sobre ciéncia, e
a historia da ciéncia continua sendo a metodologia de um museu - expondo
coisas, mostrando coisas. Mas nao temos um método para reflexao sistematica

a respeito de nossa situagao aporética presente.

Por isso, propusemos duas maneiras que consideramos, em tese, simples, mas que
podem servir de estimulo para o desenvolvimento desse perfil critico nos alunos.

A primeira delas sao os problemas argumentativos. Na realidade eles sao pro-
blemas matematicos em que o aluno consegue percebé-lo como algo acreditavel e que,
além disso, mais importante, faga com que o aluno, ao resolver o problema, argumente da
melhor maneira possivel até chegar a conclusao do problema dele.

O aluno deve fazer as conexoes entre hipdtese, contetido a ser utilizado, por que
foi utilizado, quais outros caminhos que poderiam estar errados e por que é assim. Feito

e verificado isso, observando se sua resposta esta completa, de modo que quem fosse ler
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sua resposta argumentativa nao teria duvida alguma do desenvolvimento e conclusao do
exercicio.

Defendemos que os problemas argumentativos nao exigem muito trabalho dos
professores e podem ser aplicados durante toda educagao bésica, criando assim uma cul-
tura de argumentacao nos alunos. Entendemos que nem sempre é possivel aplicar esse tipo
de atividade, pois dependendo do contetdo, é muito dificil certas situagoes que permitam
tal problema argumentativo. Entretanto, se os alunos puderem ter um contato razoavel
com esse tipo de problema, defendemos que colaborara para sua formacao critica.

J& a segunda proposta requer um pouco mais de conhecimento do professor, pois
exige um pouco de pratica na realizacao de demonstragoes e, talvez, justamente alguns
professores possam ter dificuldades em dominar essa ferramenta matemética por virem de
uma educa¢ao menos argumentativa e pouco praticarem a argumentacao e demonstracao
em sala de aula como citamos na pagina 21.

Por isso, nossa proposta é que essa pratica em demonstragoes seja realizada,
num primeiro momento, somente com numeros inteiros, especialmente com o contetudo de
divisao euclidiana. Pensamos, inclusive, que com poucas horas de estudo, os professores
consigam aprender esse contetdo e colocar em pratica com os alunos.

Para isso ha muito material online encontrado gratuitamente na internet e que
pode ser utilizado, inclusive a apostila de iniciagao em aritmética que citamos nesse tra-
balho encontra-se disponivel nessas circunstancias.

Defendemos, entao, que a matematica, como uma area do conhecimento, pode
também ser transformadora nas vidas das pessoas desde que suas competéncias sejam

desenvolvidas de modo a fazer com que dé suporte ao desenvolvimento de cidadaos criticos.

A nocao de matemécia significa competéncias relacionadas & matemaética, signi-
ficado similar & nog¢ao de aptidao literdria, como desenvolvida por Paulo Freire.
A tarefa de Freire nao foi simplesmente ensinar pessoas analfabetas a lerem
e escreverem, pois ler poderia significar leitura de uma situagao sociopolitica,
e ndo apenas de um texto, aberto a interpretagdes criticas [...] Nesse sentido
Freire ampliou o programa de alfabetizacdo como suporte para o desenvolvi-
mento de cidadaos criticos, implicando que as pessoas nao necessitam ver a si
mesmas como afetadas pelo processo politico, mas, também, como possiveis
participantes nesse processo. Do mesmo modo que letramento, a matematica
se refere a diferentes competéncias. Uma delas é lidar com nogdes matematicas;
uma segunda é aplicar essas nog¢oes em diferentes contextos; a terceira, é refletir
sobre essas aplicagoes. Esse componente reflexivo é crucial para a competéncia
da matematica (Skovsmose, 2007, p. 74-75).
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Desse modo, pensamos que pequenos passos podem ser dados a uma educagao
matematica que possa desenvolver cidadaos criticos e conscientes do meio social em que
estao inseridos, se enxergando como parte do processo e nao apenas um objeto. Essa é
nossa principal resposta sobre por que estudar matemaética.

Esperamos que esse trabalho contribua um pouco com o desenvolvimento da
matematica em sala de aula e, em particular, no desenvolvimento de cidadaos criticos.
Defendemos que, se ao menos uma parcela de professores conseguir aplicar alguma das
ideias aqui apresentadas, podemos, quem sabe, ter resultados positivos na formacao de

uma sociedade mais critica, argumentadora e reflexiva.
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Apéndice

A.1 Questionarios enviados

Pesquisa sobre por que estudar Matematica

Trés perguntas que contribuirdo para um trabalho do Mestrado Profissional em Matematica da UFMT. Apenas a primeira
pergunta & obrigatdria, as outras duas s3o0 optativas, mas caso haja resposta, serd de grande contribuigio. Ressalto que
as respostas s3o andnimas.

Na sua opiniao, quais os principais motivos para se estudar Matematica?
Comece com o qual vocé considera mais importante e assim
sucessivamente.

Cite alguns conteudos de Matematica que vocé ja utilizou em seu quotidiano?
(fora da sala de aula)

Cite alguns conteudos de Matematica que vocé NUNCA utilizou em seu
quotidiano? (fora da sala de aula)

Figura A.1: Questionério enviado aos professores
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Pesquisa sobre por que estudar Matematica

Trés perguntas que contribuirdo para um trabalho do Mestrado Profissional em Matematica da UFMT. Sua contribuicac
muito importante para a relevancia do trabalho. As respostas sdo completamente andnimas. Apenas a primeira &
obrigatoria, as demais sd0 optativas, mas sdo de grande ajuda caso possa responder.

Na sua opinido, quais os principais motivos para se estudar Matematica?
Comece com o qual vocé considera mais importante e assim
sucessivamente.

Qual importéncia vocé daria para a matematica na sua vida?

MNenhuma importancia
Pouco importanie
Razoavelmente importante
Importante

Muito importante

Cite alguns conteudos de Matematica que vocé ja utilizou em seu cotidiano?
(fora da sala de aula)

Cite alguns conteudos de Matematica que vocé NUNCA utilizou em seu
cotidiano? (fora da sala de aula)

Figura A.2: Questionério enviado aos alunos
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Na sua opinido, guais os principais motivos para
se estudar Matematica? Comece com o gual vocé
considera mais importante e assim
sucessivamente.

Cite alguns conteldos de Matematica que vocé ja
utilizou em seu quotidiano? (fora da sala de aula)

Cite alguns conteddos de Matematica que vocé
NUNCA utilizou em seu quotidiano? (fora da sala de
aula)

Creio que a Matematica € o motor propulsor de
desenvolvimento das sociedades. Muito dos
avancos cientificas estio relacionados direta ou
indiretamente 3 Matematica.

1-Medidas de comprimanto, superficie e area. 2-
Fungéo Afim. 3- Estatistica e Probabilidada.

Geometria Analitica

Para melhor entender o mundo ao meu redor..pois
a Matemdtica estd em todos os lugares desse
universo.

OperacBes no conjunto dos naturais...no conjunto
dos racinais..calculo de drea de figuras
planas...etc

Munca usei matriz..aguela parte de principio
fundamental de
contagem...permutacio...arranjo...bindmio de
newton...

1. Desenvaolvimento do raciocinio 16gico.

2. Aumentar a criatividade.

-3. AplicacBe para encontrar solucBes nas mais
-diversas areas.

Calculo de drea, volume, andlise combinatdria,
trigonometria

Determinante e binémio de newton

Desenvolver o raciocinio.

Regra de trés

Logaritmos, trigonometria, andlise combinatéria etc.

.Pensamentos ldgico, desenvolvimento cientifico e
Controle financeiro

Matematica financeira, razio e proporcio, geometria

Complexos,

Vocé tem uma dependéncia direta da matematica
emtudo, peso, massa, distancia drea volume,
‘divisBes, multiplicacbes etc... N3o da pra ficar sem.

Calculo de area, volumes, precos, composicies e
variaches de custos , Mat. Fi anceira,
probabilidades, andlise combinatdria,...muita
matematica.

Paolinomios, PA, Nimeros complexos.

Amaior importincia eh econdmica no dia a dia leve
trés e pague dois juros sobre juros multas e outras
COiSas que enganam os consumidores

Matematica financeira logaritmo equaches regra de

Derivadas e integrais

0 conhecimento matematico & fundamental para
compreender a nossa sociedade e tudo que nos
rodeia.

Matematica financeira (proporcao, regra de trés,
porcentagem, juros...), estatistica, geometria plana e
espacial, andlise combinatdria, equacie linear,
sistema linear...

Matrizes e determinantes, equacbes e funcies
exponenciais, logaritmicas, quadraticas e
trigenométricas, nimeres complexos, geemetria
analitica. equacfies polinomiais.

A Matematica ajuda no desenvalvimento do
raciocinio Idgico e esta presente no nosso dia a dia.
Considero este os dois fatores principais para se
estudar Matematica.

Os nimeros estio presentes constantemente em
nossa rotina (ndmero do rg, CPF, ndmeros de
telefone, precos, transacbes bancarias). Utilizamos
no planejamento financeiro, pesquisas de campo,
combinagies de roupa, construcies de casas,
compra e venda, efc.

Geralmente conteidos de algebra (polindmios,
equaches algébricas), nimeros complexos s3o
exemplos de conteddos nos quais é dificil encontrar
aplicac@es praticas utilizadas em nosso dia a dia.

Para mim estudar matematica é importante porgue
utilizamos sempre no nesso dia a dia.

Horas, fazer contas (adicionar, subtrair, dividir e
multiplicar) entre outros.

Gostava de estudar mas nao me lembro ter utilizado
& raiz de bascara

Se tornar critico, criar um raciocinio baseado na
razio e ldgica, criar o habito de verificar
informacdes, aprender a visualizar padries,
entender e aplicar o processo de resolugﬁo de
problemas (em qualguer area de suavida) e buscar
autonomia em qualquer tipo de aprendizado.

As operacBes basicas, porcentagem, juros simples
e compostos, figuras planas mais simples
(tridngulo, retdngulo & quadrado), drea e perimetro,
trigonometria basica, fracies, nimeros inteiros,
nimeros naturais, nimeros racionais, regra de trés
simples, equacio e ineguacio do primeiro grau,
angulos, probabilidade, estatistica basica,
combinatdria bdsica, geometria plana e espacial.

Mimeros complexos, circulo trigonométrico,
logaritmo, equacbes de grau maior ou igual a 2,
Bindmio de Mewton e Fatoracie de polindmios.

Desenvolve oraciocinio e ensina as operacbes
necessarias para resolver as demais atividades
matematicas, podemos dizer que matematica esta
emtodos os lugares, usamos matematica em tudo
e para tudo, motivos pelos quais deve -se estudar
matematica.

As 4 operacBes, porcentagem.

expressao numeérica.

Figura A.3: Algumas respostas dos professores
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Na sua opinido, quais os principais
motivos para se estudar
Matematica? Comece com o qual
vocé considera mais importante e
assim sucessivamente.

Qual importincia vocé daria para a
matematica na sua vida?

Cite alguns conteludos de
Matematica que voce ja utilizou em
seu cotidiano? (fora da sala de aula)

Cite alguns conteddos de
Matemética que vocé NUNCA
utilizou em seu cotidiano? (fora da
sala de aula)

Saber as operacbes matematica,
mexer com nimeros, conhecer o
mundo matematico.

Importante

Operacdes basicas da matematica,
sistema, criptografia

Trigonometria

precisamos Dela para qualguer
coisa

Muito importante

Regra de trés

Bhaskara

A matematica estd em todo o lugar
do mundo, desde o micro até o
macro. Principalmente o curso de
informatica em que um computador
& pura matematica. Além do
controle do dinheiro.

Muito importante

Matematica Financeira, Comercial,
Geometria.

problemas que podem estar ou ndo
relacionados a matematica

Para organizar 05 gastos e nio
acabar tendo problemas
financeiros

Para reger bem uma empreza

Para nio ser enganado facilmente.

Muito importante

Porcenragens
Regra de 3
Fracies

Contas de +-x+

Bhaskara/ Progressio

Raciocinio, Interacio com o munda,
Melhor tomada de descisdo

Muito importante

simples e compostas,
porcentagem, juros simples e
compostos, equaces,
combinacio.

logaritmao, matrizes e
determinantes, nimeros
complexos, ineguacies.

Pelo simples fato de vocé poder
comprar algo e saber quantos tem
que dar e quantas receber de troco;
Pelo fato de saber quanto tempo
falta paratal horario, 80 M
situacBes que considero crucial
para o estudo da matematica

Muito importante

Probabilidades, porcentagem,
multiplicacdo, soma, divisdo,
média, subtragio

Calculo integral, equacio de 2 grau,
matriz

Desenvolvimento do Raciocinio,
Convivéncia diaria,
Desenvolvimento de tecnologias.

Muito importante

Matematica Basica, Porcentagem,
Estatistica, Probabilidade, Teorema
de Pitagoras.

Para saber contar, fazer contas

relacionadas a dinheiro, sabermos
a proporcio das coisas, chegarem
um numero exato em alguma coisa.

Muito importante

Contas de multiplicacio, divis3o,
subtracio e soma.

Raiz guadrada, logaritmo, Pi.

A matematica esta presente em
tudo, visivelmente ou ndo. Além
disso, é necessario estudar pra
passar de ano.

Muito importante

Regra de trés, estatisticas,
porcentagem, juros. .

Bhaskara, Pitagoras...

Para nio ter dificuldades em varias
areas que no dia-a-dia se usa
bastante e também porqué a
matematica é um “leque” para
varias outras matérias que usa a

Geometria, matematica basica,

matematica. Muito importante trigonometria... Logaritmo.
desenvolver raciocinio 16gicao, regra de trés, operaces basicas,

resalver problemas mais rapido e financeiro, [6gica, probabilidade

da melhor forma Muito importante etc.

Para saber pelo menos conceitos

bdAsicos e assim, sobreviver ao

mundo capitalista Importante Bhaskara

A maior importincia é saber o
basico para o cotidiano, de resto, é
S0 para quem quer Seguir no ramo.

Pouco importante

Soma, multiplicacdo, divis3o
subtracdo, geometria basica.

Todos os outros conteddos menos
05 que eu citei na questio anterior,

Seuusono
cotidiano administrar vestibulares

Razoavelmente importante

Razdo e proporcao, funcies de 12
graus

Logaritmos funcio exponencial P.a
ePg

ENEM. Dia - a - dia

Razoavelmente importante

Fracdo, adicio, subtracio, divis3o,
multiplicacio.

Bhaskara, geometria plana,
geometria espacial, logaritma,
funcio quadratica, entre outros.

Para calcular coisas do cotidiano,
porém na minha opinido ndo gosto
dos contelidos do ensino médio.

Razoavelmente importante

Adico, multiplicacio,
subtracio,divisdo.

Figura A.4: Algumas respostas dos alunos
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Contelidos do ensino médio.



