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“E durante as fases de maior adversidade
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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentadas propostas de atividades para abordar o nimero de
Euler no Ensino Médio, uma vez que existem muitas situacdes cotidianas em que a
Gnica maneira de descrevé-las convenientemente por meio de modelos matematicos
é utilizando a funcdo exponencial com a base sendo o numero de Euler. Por
exemplo, o decaimento radioativo, a lei do resfriamento de Newton, o estudo de uma
certa epidemia numa populacdo e investimento de capital. Inicialmente, sé&o
apontados fatos histéricos desde o surgimento do niumero de Euler até o0 momento
de sua notacdo. Em seguida, sdo apresentadas uma abordagem sobre a funcao
exponencial e propostas de atividades envolvendo as situagbes cotidianas

mencionadas.

Palavras-chave: Numero de Euler, Fun¢gBes Exponenciais, Aplicacdes, Ensino de

Matematica.



ABSTRACT

In this work we present proposals of activities to approach the Euler number in High School,
since there are many daily situations in which the only way to describe them conveniently by
means of mathematical models is to use the exponential function with the base being the
Euler number. For example, radioactive decay, Newton's law of cooling, the study of a
certain epidemic in a population and capital investment. Initially, historical facts are pointed
out from the appearance of the Euler number until the moment of its notation. Next, we
present an approach on the exponential function and proposals of activities involving the

daily situations mentioned.

Keywords: Euler Number, Exponential Functions, Applications, Mathematics Teaching.
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INTRODUCAO

Em cursos de graduacédo relacionados ao segmento da carreira da area de
Ciéncias Exatas em disciplinas como Calculo Diferencial e Integral e Equacdes
Diferenciais, o uso do numero de Euler “e” (que € um numero irracional) & bastante
comum em meétodos de resolucdo de problemas. No entanto, pouco se comenta
sobre este nimero no Ensino Médio acerca de sua aplicabilidade em diferentes
situacoes.

A disciplina de Matemética tem por objetivo auxiliar no progresso de métodos
de pensamento aumentando a capacidade na resolucdo de problemas que os
individuos enfrentam ou possam vir a enfrentar. Uma das competéncias e
habilidades que devem ser desenvolvidas em Matematica, segundo os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio de Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias, € a relacdo de fatos histéricos ocorridos na Matematica que
fazem parte da evolucédo da humanidade (BRASIL, 1999).

No primeiro capitulo do trabalho é apresentado o processo histérico de
reconhecimento desse numero, presente de forma implicita nos trabalhos de John
Napier e no célculo de juros compostos anterior ao século XVII. O estudo de
matematicos do século XVII sobre quadraturas, despertou o interesse sobre o
calculo da quadratura de uma hipérbole, possibilitando a visualizacdo da relagéo
existente entre a area da hipérbole e uma funcéo logaritmica sem, inicialmente, uma
base existente. Apenas nos trabalhos de Euler esta base foi estabelecida, a saber: o
namero e (numero de Euler).

O segundo capitulo mostra a definicdo de funcdo exponencial, bem como
suas propriedades e caracterizacdo, em razdo de que as abordagens propostas no
capitulo posterior sdo aplicacdes de funcdes exponenciais de base e.

Em aplicacBes de equacdes diferenciais ordinarias, modelagens matematicas
de assuntos diversos com referéncias da natureza, economia, aprendizado, entre
outros assuntos, sdo sempre alvos de estudos e em muitas das formulas moldadas
observam-se a presenca deste incrivel numero.

Por isso, o terceiro capitulo aborda modelos mateméaticos que resultam em
funcbBes exponenciais de base e obtidas através de equagdes diferenciais ordinarias.
Séo eles: lei da desintegracéo radioativa, lei do resfriamento de Newton, epidemias

e investimentos.
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O quarto capitulo do trabalho tratara de aplicacbes que podem ser vistas no
Ensino Médio utilizando-se de textos, discusséo de opinido sobre os temas, analise
de grafico utilizando o software GeoGebra que facilita na compreensdo e
interpretacdo do problema sempre de forma contextualizada.

As consideracdes finais constam no ultimo capitulo do trabalho e enfatiza a
importancia da ndo fragmentacédo de conteudos e disciplinas na vida escolar.

Piaget (1971b, 1973a) destaca a conveniéncia da organizacdo entre as
disciplinas se complementarem para que sejam entendidas no mundo real. A
fragmentacao do conhecimento colabora para o enfraguecimento da relacéo entre o
que é aprendido em sala de aula e o cotidiano do aluno. Dessa forma, ele nédo
enxerga associacdo entre as matérias nem o motivo de se estudar os temas
propostos por tudo ser isolado.

A importancia dessa integracdo entre as mdultiplas disciplinas deve-se ao fato
de que é preciso preparar-se para situacdes do cotidiano em que, atualmente,
encontram-se em constantes modificacfes através das tecnologias de comunicacéo
gue incorporam diferentes grupos do mundo inteiro de forma acelerada, conectando
ideias, saberes e realidades distintas.

Estudantes da Franca e da Itdlia notaram a necessidade da
interdisciplinaridade para a resolugdo de questbes econbmicas, sociais, politicas e
educacionais na década de 1960. No Brasil, ela influenciou a elaboracdo da Lei de
Diretrizes e Bases (LDB — Lei n°® 9394/96) e dos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN’s).

De acordo com os PCN’s de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas

Tecnologias

[...] o aprendizado deve contribuir ndo s6 para o conhecimento técnico, mas
também para uma cultura mais ampla, desenvolvendo meios para a
interpretacdo de fatos naturais, a compreensdo de procedimentos e
equipamentos do cotidiano social e profissional, assim como para a
articulacéo de uma visdo do mundo natural e social. [...]

Uma concepcao assim ambiciosa do aprendizado cientifico-tecnolégico no
Ensino Médio, diferente daquela hoje praticada na maioria de nossas
escolas, ndo € uma utopia e pode ser posta em pratica [...]. Contudo, toda a
escola e sua comunidade, ndo s6 o professor e o sistema escolar, precisam
se mobilizar e envolver para produzir as novas condi¢bes de trabalho [...].
(BRASIL, 1999, p. 7)

No entanto, a utilizacdo de aplicacbes de temas relacionados ao cotidiano em
sala de aula € pouco utilizada por diversos fatores, tais como, pouco tempo habil dos
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professores para planejamento adequado dessas aulas, falta de recursos de
algumas escolas e auséncia de incentivos financeiros governamentais.

O presente trabalho pretende apresentar diferentes formas de abordagens de
como o numero irracional e estd interligado no dia-a-dia e colabora com avancgos

sociais, econdmicos, histéricos e educacionais.
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1 O NUMERO DE EULER

O referencial tedrico para o desenvolvimento deste primeiro capitulo € Maor
(2008), o qual aponta que o decurso do numero de Euler deve-se ao fato da
utilizacdo da matematica em calculos envolvendo situac¢des rotineiras.

Uma possibilidade para o surgimento do namero e estaria associado ao
calculo de juros compostos, cujo autor e época de estudo sobre operacdes desse
tipo sdo desconhecidos. Foi obtido que se inicialmente tivermos um capital inicial C,,

composto n vezes por ano, hum certo periodo t de anos aplicado a uma taxa de

nt
juros anual r, o montante final sera C; = C, (1 +£) . Setomarmos Cb, =1, r=1e

t = 1, a medida que n aumenta C; tende ao valor 2,718, ou seja, ha a aproximacao
para um limite.

O numero de Euler é definido através deste limite, ou seja,
n
lim,,_, o (1—%) =§. No entanto, o conceito de limite era desconhecido pelos

matematicos do século XVII, o que se faz pensar que o aparecimento de e esta mais
relacionado a experimentos.

No inicio do século XVII, foram desenvolvidas, por Napier, tAbuas logaritmicas
que facilitavam célculos para este momento histérico j& que n&o existiam
calculadoras eletrénicas. O numero de Euler aparece de maneira implicita em seus

trabalhos, pois através de sua defini¢cdo para logaritmos pode-se chegar a expressao

1 7 . ~ . ~ .
1- F)“’ . Mas Napier ndo o descobriu porgue ndo se preocupava com 0 conceito

de base de logaritmos.
Saint-Vincent estudou a quadratura da hipérbole y =§ sem associar aos

logaritmos. Essa relacao ficou a cargo de seu discipulo, Alfonso de Sarasa.
Historicamente, o nimero de Euler esteve em consonancia com o surgimento
do calculo integral e diferencial de uma certa forma, visto que na quadratura da

hipérbole equilatera, Newton e Leibniz se defrontaram com este nimero, pois e € o
;. , .- . . , ., iz 1
anico numero positivo superior a 1 cuja area da hipérbole equilatera y = -
corresponde a uma unidade, para quando x > 1.

Neste capitulo serdo apresentadas as possibilidades para o aparecimento

deste numero no desenvolvimento dos logaritmos feito por John Napier, nos calculos
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de juros compostos, nas obras de Euler, na quadratura da hipérbole seguido da
prova de sua irracionalidade.

1.1 Nos trabalhos de Napier

John Napier nasceu em 1550 na Escdcia, estudou religido e foi dono de
terras. Tinha interesse na melhoria das colheitas e da producdo de gado, além de
preocupacdes por questbes militares induzido pelo medo de uma possivel invasao
da Espanha comandada por Felipe I, na Inglaterra. Dessa forma, Napier construiu e
testou engenhosidades com a finalidade de defender suas predilecdes.

A ciéncia sofreu uma grande expansdo em todos os ramos no final do século
XVI e inicio do século XVII: a aceitacdo do sistema heliocéntrico de Copérnico, a
publicacdo do novo mapa do mundo por Mercator, os fundamentos da Mecénica por
Galileu, Johannes Kepler formulou as trés leis do movimento planetario. Para que
esses cientistas e tantos outros desenvolvessem seus trabalhos, os célculos eram
macantes e passavam boa parte do tempo resolvendo-os. Métodos de resolucbes
mais praticas faziam-se necessarias e Napier se prop0s a isto.

A ideia sobre como Napier chegou no resultado acerca de logaritmos ndo é
registrada, mas ele era versétil em trigonometria e tinha como base transformar
operacbes mais dificeis em outras mais simples, assim como as regras
prostafaréticas (relacdes trigonométricas). E mais facil somar e subtrair do que
multiplicar e dividir.

Outra ideia basica para o desenvolvimento de sua invencao foi a progressao
geométrica, que ja era conhecida e as relacdes entre os termos foi formulada e
publicada pelo matematico alemdo Michael Stifel (1487 — 1567) em seu livro
Arithmetica integra (1544).

O observado por Napier no trabalho de Stifel foi o seguinte:

Seja a progressao geométrica cujo primeiro termo é o elemento 1 e sua razao é
g, pode-se considerar as propriedades a seguir:

i) qmnq" =qm™t", commen €N;

i) q"t+-q*=q™ ", commen€N.

Com essas regras, é possivel denotar a progressdo geomeétrica infinita em ambas

as direcdes: ...,q7%,q7%,q° =1,4% 4% ...
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Note que os expoentes das poténcias de cada termo formam uma progressao
aritmética de razdo 1. Toda essa ideia foi o ponto central para o desenvolvimento
dos logaritmos, mas que Stifel estendeu apenas para numeros inteiros. Napier
desejava construir uma tabela com valores continuos devido a sua complexidade de
realizar os célculos, pois para nimeros inteiros, o esquema é desnecessario.

Escolheu entdo como base 0,9999999 ou 1-10"7, um nudmero
suficientemente pequeno, cujo valor esta préximo de 1, em que suas poténcias
crescam lentamente. Sua escolha deve-se ao fato de que o publico ndo tinha
costume em utilizar fragdes decimais, pois ha pouco haviam sido introduzidas na
Europa.

Ele utilizou como primeiro termo da progressdo geométrica de sua primeira
tabela o elemento 107, com 101 elementos (Tabela 1). Napier nomeou os expoentes
das poténcias de “numero artificial’. Posteriormente, denominou esses expoentes de
logaritmos, que significa “numero proporcional” em latim. Por exemplo, se tivermos
N =107(1 —10~7)%, significa que L é o logaritmo de N. Assim, se L =0, entdo

N = 107, o que difere da notacéo atual (que para L = 0 tem-se N = 1).

N L
107 = 10.000.000 0
107(1 —1077) = 9.999.999 1
107(1 — 1077)? = 9.999.998 2
107(1 — 1077)3 = 9.999.997 3
107(1 — 10~7)* = 9.999.996 4
107(1 —1077)% = 9.999.995 5
107(1 —1077)°7 = 9.999.903 97
107(1 —1077)%8 = 9.999.902 98
107(1 — 1077)%° = 9.999.901 99
107(1 — 1077)1%0 = 9,999,900 100

Tabela 1. Logaritmos de Napier (progressdo geométrica de razdo 1 — 10~7 e primeiro termo 107 ).

Uma outra tabela foi feita utilizando como primeiro termo o nimero 107, mas
agora a razao seria o ultimo termo obtido da tabela anterior dividido pelo primeiro, o

que da 0,99999, ou seja, 1 — 107> (Tabela 2). Foram registrados 51 elementos. E
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por fim, Napier determinou uma terceira tdbua com 21 elementos utilizando a
proporcao: 9.995.001 + 10.000.000 (Tabela 3).

Tabela 2. Logaritmos de Napier (progresséo geométrica de razéo 1 — 10> e primeiro termo 107 ).

N L

107 = 10.000.000 0
107(1 — 107%) = 9.999.900 1
107(1 — 1075)% = 9.999.800 2
107(1 — 107%)% = 9.999.700 3
107(1 — 107%)* = 9.999.600 4
107(1 — 1075)% = 9.999.500 5
107(1 — 107%)*” = 9.995.301 47
107(1 — 1075)*® = 9.995.201 48
107(1 — 107%)*° = 9.995.101 49
107(1 — 107%)%° = 9.995,001 50

N L

107 = 10.000.000 0
107(0,9995001) = 9.995.001 1
107(0,9995001)2 = 9.990.004 2
107(0,9995001)3 = 9.985.010 3
107(0,9995001)* = 9.980.019 4
107(0,9995001)° = 9.975.030 5
107(0,9995001)'7 = 9.915.356 17
107(0,9995001)*® = 9.910.399 18
107(0,9995001)*° = 9.905.445 19
107(0,9995001)2° = 9.900.493 20

Tabela 3. Logaritmos de Napier (progressdo geométrica de razdo 0,9995001 e primeiro termo 107).

Essa invencgéo foi publicada por Napier em 1614 no tratado Mirifici logarithmorum

canonis descriptio e mais tarde, em 1619, pelo seu filho no Mirifici logarithmorum

canonis constructio.
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Figura 1. (a) John Napier; (b) tratado Mirifici logarithmorum canonis descriptio e

(c) tratado Mirifici logarithmorum canonis constructio.

Por causa da criacdo de Napier um professor de geometria de Londres, Henry
Briggs, quis conhecé-lo e decidiu encontra-lo na Escécia. No encontro, Briggs
propds algumas alteracdes nas tabelas tais como trocar logaritmo de 107 ser igual a
zero por logaritmo de 1 ser igual a zero e logaritmo de 10 ser igual a 1. Ou seja,
se N = 10%, entdo L é o logaritmo de N (L é o briggsiano de N). Assim, L = log;, N =
log N. Inicia-se dai o conceito de base de um logaritmo.

Como Napier ja estava idoso, Briggs encarregou-se de refazer as tabuas com as

alteracdes e as publicou em 1624 no titulo Arithmetica logarithmica.

ARITHMETICA -

LOGARITHMICA

sive

LOGARITHMORVM
CHILIADES TRIGI\]& PRO
rumens auoardli ferie eocentdbuy oS vnise o

~

HOS NVMEROS PRIMVS
x\v.un CLARISSIMYS VIR lsnawxes
Nuzwnys Boreblachibo] 5 cor ameen v chchlen fom

DEVS No#mis vs
ET INGANIL TANQY Al‘ I'ICV"IA
LLA TRRETITYYA

LONDINL
Exodbe GVLIELM VS
1ONEL 16s4

Figura 2. Henry Briggs & esquerda e a folha de rosto de seu trabalho Arithmetica logarithmica
publicada em 1624 a direita.

ApoOs o término das tabelas, rapidamente o seu uso foi propagado por

cientistas europeus até chegar a China e Japao.
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Outras ideias relativas ao assunto foram surgindo e a constru¢gdo de uma
régua logaritmica foi moldada primeiramente por Edmund Gunter (1581 — 1626),
sacerdote inglés, subsequente professor de astronomia. William Oughtread (1574 —
1660), clero e matematico, inventou uma régua de calculo linear e outra circular, em

que as escalas logaritmicas giravam em torno de um eixo comum.

ARISTO

Figura 4. Régua de calculo linear.

Com o0 passar do tempo, as tabelas foram sendo substituidas por
calculadoras. Contudo, as func¢bes logaritmicas sdo o centro de varios ramos da
matematica pura ou aplicada com aplicacbes na quimica, biologia, fisica, arte,
musica e etc..

Eram comuns as demonstracdes mais antigas partirem de ideias geométricas.
N&o obstante, para a mostra da descoberta de Napier sobre logaritmos, utilizou-se

da mesma propriedade.

Para isso, sobre um segmento de reta AB toma-se um ponto C de tal forma

Y

gque C move-se sobre o segmento com velocidade proporcional a medida do

segmento CB. Agora, tome um raio infinito de extremidade no ponto D paralelo a AB.

Seja E diferente de D um ponto que se move neste raio. E movimenta-se com
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velocidade constante igual a velocidade inicial de C. Se CB = x e DE =y, entao

y = log Nep x (logaritmo Neperiano de Xx).

N

Figura 5. Representacdo de C movendo-se sobre AB com velocidade proporcional a CB e do raio

infinito de extremidade D paralelo a AB com E movendo-se sobre este raio com velocidade constante
igual & velocidade inicial de C.

Com as ferramentas de equacgdes diferenciais, tomando AB = 107 e a
velocidade inicial de C igual a 107, chega-se que y = 107 log: (1’67)

De fato, é possivel definir os movimentos de C e E, respectivamente, por:
a@x _ _ 3y _ 107
{dt =7 e {dt 10 :
x(0)=0 y(0)=0

Como £ = 107, entéio dt = d—y7. Substituindo dt em & = —,
dat 10 dt

Em (1) temos uma Equacdo Diferencial Ordinaria de primeira ordem com
variaveis separaveis. No APENDICE A ser4 mostrado o método de solucéo para tal
tipo de equacao.

o= = ydr=—rdy =y =10 (35) =107 (1%7) = 10" log: ().

Se retirarmos o fator 107, podemos perceber que os logaritmos de Napier
possuem base é No entanto, o estudioso né&o tinha ideia do conceito de base ainda.

Um outro lado da historia aponta Joost Birgi (1552 — 1632) como criador dos
logaritmos em 1588, mas publicados anonimamente apenas no ano de 1620, em

Praga. O raciocinio de Burgi foi o mesmo de Napier, porém a razao comum utilizada
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foi 1+ 107*. Neste caso, os logaritmos aumentam a medida que os ndmeros

aumentam.

Definicdo de Birgi. Seja N um inteiro positivo tal que N = 108(1 + 10™*)%, entdo
10L é o chamado “numero vermelho”, logaritmo, e N €& o “numero preto”,

antilogaritmo.

1.2 No célculo de juros compostos

N&o se sabe certamente sobre a origem do numero de Euler “e”, mas uma
possibilidade € de que tenha surgido através de calculos financeiros sobre juros
compostos.

As trocas comerciais tiveram inicio em civilizagdes primitivas quando a
quantidade do produto que geravam era excedente e com a comunicagao entre 0s
grupos humanos as mercadorias eram permutadas, mas sem equivaléncia nos
valores, caracterizada como escambo, com a finalidade de apenas suprir a
necessidade dos grupos.

Ulteriormente, houve desenvolvimento do artesanato e da cultura e expanséao
na comunicacdo entre os povos, o que dificultou o escambo e promoveu a
necessidade de uma forma mais estavel para se avaliar as trocas de mercadorias
com um sistema de unidades denominado de “moeda-mercadoria”. Foram utilizados
como padrdes, boi, sal, colares de pérolas, concha, algoddo, cacau, ceramica,
metais, etc., tudo dependendo da regiéo.

O desenvolvimento do comércio intensificou-se e Fenicia, Cartago e Grécia
deixam de ser o centro passando para Roma. Na Idade Média, Veneza, Génova,
Itdlia e Florenca iniciam negociacbes com o Oriente. E a partir do século XV,
Holanda, Espanha, Portugal e, posteriormente, Inglaterra (século XVII) apropriaram-
se do poder comercial. Doravante, o comércio do dinheiro, nesta época ouro e prata,
comeca a ser realizado. O principal problema enfrentado neste tipo de transacao era
mensurar qual tipo de moeda valia mais quando os negécios eram feitos entre
paises diferentes. Foi estipulado entdo o “padréao-ouro”, baseado na quantidade de
ouro em poder de cada pais. Dessa forma, foram surgindo pessoas interessadas em

acumular moedas para troca, chamados de cambistas, que por vez realizaram
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empréstimos do que tinham e numa data estipulada, o valor emprestado deveria ser
devolvido com a cobranca de uma soma adicional, ou seja, o0 juro.

Com o desenvolvimento dessa pratica e do aparecimento dos bancos houve
aprimoramento e avanco dos estudos da Matematica Comercial e Financeira e da
Economia e os calculos sobre juros, em especial juros compostos, faz parte desse
contexto (GONCALVES, 2005).

Com a Matemaética Financeira mais popularizada, é provavel que o niumero de
Euler tenha aparecido pela primeira vez através da formula voltada ao calculo de
juros compostos, ndo se sabe por quem nem o periodo correto.

Comunidades bancarias utilizam a férmula de capitalizacao

C,=Co(1+7)t
em que C, é o valor da soma do dinheiro, C, € o capital inicial, r é a taxa anual de
juros e t € o tempo de investimento dado em anos. No entanto, sabemos que é
possivel trabalhar com taxas de juros semestrais, trimestrais, bimestrais, entre

outras, além das anuais. Dessa forma, chamaremos de n 0 nimero de composi¢des

anuais. Logo, teremos % a taxa de juros e nt periodos convertidos. Assim,

Co=C(1+)" @

Considerando um caso especial da equacgéo (2) em que o capital inicial sera

de R$ 1,00, a uma taxa anual de 1% durante um ano composto n vezes, obtemos

C, = (1 + %)n 3)

Na Tabela 4 podemos observar o comportamento da férmula (3) a medida

A 1\"
que n aumenta. Percebe-se que a sequéncia (1+Z) converge para o valor

2,71828, em que o0s outros algarismos tornam-se cada vez menos significativos a
medida que n aumenta. A dlvida era se esta sequéncia realmente convergia para
um valor que ficou conhecido posteriormente como Numero de Euler. Para a
demonstracdo da convergéncia dessa sequéncia utiliza-se o Binbmio de Newton e

séries de poténcias e pode ser encontrada no APENDICE B.
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n (1 + 1) Valor aproximado
n
1 1+1 2
1
2 1+1+4+- 2,25
4
3 1 2,3703
1+1+ § + ﬁ
4 1+1+_+i+i 2,4414
8 16 256
° 1+1+E+£+i+—1 2,4912
5 25 125 3125
10 i(l())( 1 >k 2,5937
k /\10
k=0
100 n 100 1 \k 2,7048
> (1) (550)
k=0
1.000 n (1_000 1 \k 2,7169
Z k ) (1.000)
k=0
10.000 n 10.000 ( 1 )k 2,7181
Z ( k ) 10.000
k=0
100.000 i <100_000)< 1 >k 2,7182
k 100.000
k=0

Tabela 4. Valor aproximado da sequéncia (1 + 1/n)" a medida que n aumenta.

1.3 Nos Trabalhos de Euler

Este nimero de valor constante 2,718281... com a representacdo dada por e

teve sua primeira aparicdo em 1736 na publicagdo Euler's Mechanica realizada por

Leonhard Euler.

Anterior a isso, Euler jA menciona o nimero e em alguns trabalhos, mas eles ndo

haviam sido publicados até entéo.

Em seu trabalho Introductio, Euler trata de fragdes continuas provando que todo

namero racional pode ser escrito como fragdo continua finita e o irracional como

fracdo continua infinita. Dessa forma, e pode ser reescrito como
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1.4 Na quadratura da hipérbole

Determinar a area de formato plano fechado é denominado de quadratura. No
inicio do século XVII, mateméticos dedicavam boa parte de seu tempo a encontrar
quadraturas. Vamos nos limitar aqui a histdria da quadratura da hipérbole.

Sejam duas retas concorrentes num certo ponto e ndo perpendiculares,
fixando uma das retas e girando a outra 360° em torno da reta fixa mantendo
constante o angulo formado entre elas a superficie gerada é chamada de secéo
cOnica de duas folhas. Se tivermos um plano obliquo a reta fixa que corta as duas

folhas da superficie cbnica, a se¢éo obtida é uma hipérbole (Figura 5).

.

Figura 5. Hipérbole.

As hipérboles possuem um par de retas associadas chamadas de assintotas.

¥

Figura 6. A esquerda hipérbole cujas assintotas s&o as retas de equacdes: y = x e y = - x. A direita, a
hipérbole de equacdo xy = 1 cujas assintotas sdo 0 eixo X e 0 eixo y.
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Anterior ao século XVII as tentativas para encontrar a quadratura da hipérbole
foram isentas de sucesso, até que Cavalieri desenvolveu uma técnica baseada na
decomposicao de uma figura em tiras indivisiveis. Mas como calcular essa &rea se a
hipérbole é uma curva infinita?

Pierre de Fermat (1601 — 1665) tinha interesse no estudo de quadraturas de
equacao geral y = x™, com n € Z,. Ele utilizou-se do método de aproximacdo da
area de curvas pela série de retangulos cujas bases formam uma progressao

geométrica decrescente.

d

A P Q R 5 ®

Figura 7. Método de aproximacao da area da curva y = x™ pela série de retdngulos cujas bases
formam uma progresséo geomeétrica.

Ele determinou a area de cada retangulo e obtendo como area total a soma
de todas as areas desses retangulos. Considerando o intervalo de x =0 a x = a
numa pardbola generalizada, divide-se esse intervalo em infinitos subintervalos
determinados pelos pontos ..., P, Q, R, S, em que AS = a. Para que se forme uma
progressdo geométrica (P.G.) decrescente, € empregado o sentido inverso com
AS = a,AR = ak,AQ = ak? AP = ak?, e assim sucessivamente, tal que k < 1. Dessa
forma, as alturas correspondentes da curva nos pontos citados anteriormente sao:
a™, (ak)", (ak®)™, (ak®)™, ... Logo, a area de cada retangulo forma a progressdo
a™(a — ak) = a™t(1 = k), (ak)™(ak — ak?) = (ak)"**(1 — k), (ak?)"(ak? — ak?®) =

(ak®)"*1(1 — k), ... Esta P.G. cujo primeiro termo é a™*1(1 — k), possui razdo k™*1. A
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a

soma de uma P.G. infinita € dada por 5°°=E’ com a; primeiro termo da

progressédo, e g a sua razdo, em que |q| < 1. Portanto, o somatério dessa P.G., ou
seja, a &rea resultante dessa curva é:

an+1 1—k
POt
1_kn+1

Fermat deduziu que essa proporcdo k deve ser um valor préximo de 1 para
gue o encaixe dos retangulos seja adjunto a curva. Calculando o limite de A para

quando k tende a 1, temos:

lim A = I a"'(1-k) _1i a1 -k)
R R Y G S G ey
an+1 al

=i = :
k1t ke + otk n+l

n
Fermat ndo conseguiu mostrar entdo que paran = -1, A = % ou seja, nao

alcancou a demonstracdo da area da hipérbole.
Grégoire de Saint-Vincent (1584 — 1667), jesuita belga, ocupou-se de varios
problemas sobre quadraturas. Ao que tudo indica, ele foi o primeiro a notar que para

n = —1, os retangulos utilizados na aproximacao da area sob a hipérbole tém areas
. . . .. 1 .
iguais. Se tomarmos um intervalo [a,b] da hipérbole y = ~ € um outro intervalo [c,d]

dessa mesma curva, tal que ¢ = am e d = bm, com m > 0, temos que A(a,b) = A(c,d),
sendo A(a,b) e A(c,d) as éareas da hipérbole nos intervalos [a,b] e [c,d],
respectivamente.

Utilizando somas de Riemann para a demonstracdo, consideremos que
existam n subintervalos do intervalo [a,b]. Cada subintervalo tera entdo comprimento
b;—a. Sendo a=x; <x; < <xp_q <xp < <xp,=D>b, uma particdo de [a,b] de

1

. A . b-a 1
subintervalos [xj_4, xx], cada retdngulo possui base —e alturas —e—.
k k-1

. . . . A . b— 1
Assim, a soma inferior das &areas dos retangulos é dada por ;- (Ta)x_ =
k

b—a 1

Ainferior €a superior Z;clzl( )

n Jxg_s = Asuperior- Logo, Ainferior < A(a, b) < Asuperior
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y=1/x

Figura 8. Partic8es dos intervalos [a,b] e [c,d] sobre a hipérbole em comprimentos iguais.

Seja a particAho c=am=mx, <mx; < < MXp_q < Mxy < - < Mx, =
. . p . d—
bm = d do intervalo [c,d]. Neste caso, cada subintervalo tera comprimento TC =

mb-ma _ m(b—a) _

b-a A ~ ~ 1 1
m(—) As alturas de cada retangulo serdo entdo — e .
n mxy Mmxp—1

n n
Dessa forma, as somas inferior e superior das areas dos retangulos para esse

intervalo séo, respectivamente:

b—a 1 b—-a\ 1 b—-a 1

n n n

- m(—)—= - (—)—=A- i e - m(—) =
k=1 n ) mxy Zk_l n Jxg inferior k=1 n J mxp_q
n (b‘_a)L =A ,

k=1\ 5, Xj—1 superior:

Concluimos dai que Ajprerior < A(c, d) < Aguperior-
Fazendo, A(a,b) — A(c,d) temos:
Ainferior — Ainferior < A(a,b) — A(c,d) < Agyperior — Asuperior
= 0 < A(a,b) —A(c,d) <0
Portanto,
A(a,b) = A(c, d). (4)

Um dos alunos de Saint-Vincent, Alfonso Anton de Sarasa (1618 — 1667),
percebeu que essa descoberta determinava a propriedade de adicdo entre
logaritmos e escreveu a relacdo entre a area A(t) sob a hipérbole a partir de um
ponto fixo x > 0 até um ponto variavel x = t, sendo A(t) = log t sem uma base
definida. Este foi um dos primeiros registros em que se fez o uso de funcédo

logaritmica, observando a aditividade caracteristica de logaritmo.
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A(l,x), para x=>1
—A(x,1), para 0 <x <1

Definindo log x = {
Dai, log(xy) = A(1,xy) para x, y >1. Assim,

log(xy) = A(1,xy) = A(1,x) + A(x,xy) = A(1,x) + A(1.x,x.y).
Mas, por (4), A(1.x,x.y) = A(1,y).

Logo, log(xy) = A(1,x) + A(1,y) = logx + logy.

Em suma, Alfonso de Sarasa percebeu que e é o Unico numero positivo
1

superior a 1 cuja area da hipérbole equilatera y == corresponde a uma unidade,

X

para quando x > 1.

X

Figura 9. Area que corresponde a uma unidade delimitada pelas retas verticais x =1, x =b =
e, pelo eixo x e pela hipérbole equilatera.

Essa funcéo log x definida por Sarasa comporta-se como log, x = Inx.

Apenas nos trabalhos de Euler, ou seja, século XVIll, essa base foi
estabelecida dando completude ao assunto.

Seja a funcéo logx, vamos mostrar que a fungéo log x tem comportamento
igual alog, x = Inx.

Para isso, vamos aplicar a definicdo de derivada.
log(x + h) — log(x)

log' x = }ll_r;r(l) n
1 h
T
1 h
(42

Multiplicando e dividindo (5) por x:
%limh_,o % [log (1 + g)] (6)

Tome g = t. Entao, % = % Substituindo as rela¢cdes em (6),
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[log(1+t)-log1]

1., 1 1., 1 1.,
;llmH0 - [log(1+t)] = ;llmH0 - [log(1+1t) —logl] = ;hmt_,O -

1 '
;log (D).

Basta provar que log'(1) = 1.

log(1+h) _ .. A(1,1+h)

Por definicdo de derivada, log' 1 = lim_,, limy,_, — Mas, as

areas do retangulo maior e do retangulo menor para A(1,1+h) sdo, respectivamente,

h
he n LOgO,
h
mSA(l,l-i—h) <h.

Dividindo todos os membros por h,

1 A
< AQL
1+h h

A(1,1+h)

<1

Lo 1 : .
Assim, lim;,_,, S limy,_,q < limy_¢ 1.

A(L1+h)
— =

Portanto, log’' 1 = limy,_, 1.

. . 1 . .
Conclui-se assim que log'x ==, ou seja, para que essa sentenca seja

verdadeira a base desse logaritmo é o numero e.

1.5 Irracionalidade de e

Nesta secéo trataremos da demonstracao da irracionalidade do nimero de Euler.
Os argumentos utilizados na demonstracdo sdo simples e acessiveis a alunos do
ensino bésico, sendo eles: desigualdades numéricas envolvendo fragdes, fatorial;

sequéncias; progressao geométrica e manipulacdes algébricas basicas.

Teorema 1.5.1. O numero de Euler € um nGmero irracional.

Demonstracao: Denotemos o numero de Euler por e. Vamos supor, por absurdo,

gue e € um namero racional. Entéo, existem m, k € Z tais que e = % com k diferente

de zero.

Por outro lado, o0 nimero e pode ser escrito do seguinte modo:

ol 111
e=) m=atntat

n=0
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. 1 _ v 1
A diferenca e — X5 o~ = Yo ii1

n!

e também é um numero racional (pois € a

diferenca entre dois nUmeros racionais).
Paracadan >k + 1, temos
k+D.k+2k+3)..1n2k+DE+DE+1D)..(k+1)=(k+ 1)k

1 1
(k+1).n — (k+D) K

€, consequentemente,

Logo,
1 11 1 1 7
n' kl(k+1)..n" k! (k+ Dk
De (7), denotando n - k por t, obtemos
® o 1 1
S 1S ehnen(E)<h(E)-1L e
nl = kl4La(k+ 1)t k' 1 - L k'\ < k! k
n=k+1 t=1 k+1 k+1

De (8), segue que

k
0< Zl<11
¢ W kK
n=0

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por k!, obtemos

0<k! zk:l <1<1
"\ € n'] "k '
n=0

Paracada0<n<k, kl-==2= koD (kelemnD)nt (e — 1), (k= (k —n— 1)) €

n! n!

- . . . 1 ) - P . . . )
um numero inteiro. Assim, k! (e — Zﬁzoz) também é um ndmero inteiro. Mas isso €

um absurdo, pois entre 0 e 1 ndo existe nenhum namero inteiro.

Portanto, e € um ndmero irracional.
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2 FUNCAO EXPONENCIAL

Para o estudo de funcdo exponencial e sua caracterizacdo, poténcias com
expoente natural, inteiro, racional, irracional e real e suas propriedades sdo de
extrema importancia. Primeiramente, serd apresentada neste capitulo uma revisdo
de poténcias e, em seguida, a definicdo e caracterizacao das fungdes exponenciais.

Destacamos como referéncias lezzi (1993), Lima (2012) e Dante (2010).

2.1 Poténcias com expoente natural

Definicdo 2.1.1: Dado um numero real a e um numero natural n, chamamos
poténcia de base a e expoente n o numero real, denotado por a", e definido do

seguinte modo:

{ao =1
a® =a"l.a, paratodon=>1
Da definicdo segue que
a®=1
al=a'"la=a’a=1la=a
a*=a*>ta=al.a=a.a
a®=a*ta=d%a=(a.a)a=aa.a

Logo, paran = 2,a™ é igual ao produto de n fatores iguais a a:

a=a.a.a.---a

S~————_—_——
n fatores

Exemplos 2.1.1:

(1)5° =1
2 =7’ =1
3)3'=3

ZICRE
(5) 2% =2.22.2 =16
(6) (—=6)% = (=6)(—6)(—6) = 216

WJOROIORS-
(8) 0° = 1
(9) 0! =
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Observacdo 2.1.1: Segue da definicdo que toda poténcia cuja base é um nimero

real positivo e 0 expoente € um numero natural, também € um namero real positivo.

Proposicéo 2.1.1: Sejam a e b nuUmeros reais € m e n nuUmeros naturais, entdo as

seguintes propriedades sao validas:

Py a™.a" = qmtn

Demonstracao: Por inducdo sobre n. Assumindo m um valor fixo, para n = 0,

temos
a™t? =g™m=qg"1=a™a’.
Logo, a propriedade é verdadeira paran = 0.
Suponhamos a™.a* = a™**, para todo k.
Devemos mostrar que a propriedade também é valida para n = k + 1. De
fato,
H.I
a™. aktt = g™, (a®**D-1) = g™(ak. @) = (@™ ak).a = ™tk q & gmrRHL
Portanto, a™. a™ = a™*".
a™ _
Py, —=a"" a+0 e m=n.
a

Demonstracao: Por inducdo sobre n. Assumindo m um valor fixo, para n = 0,

m-—0 m am am
1 a

Por hip6tese de inducdo, suponhamos que ‘;—7: = a™ ¥, paratodo k.
Paran =k + 1, temos

m am am a™ 14 _ am—k am—k—l,a o _
D gmk.Z = def = gm k-1 = gm-(k+1)

ak+1 T qk+D)-14 " gkg gk g a a a

a

Portanto, a™.a™ = a™*".

Ps. (a.b)" = a™ b"
Demonstracdo: Por indugdo sobre n. Paran=0, (a.b)° =1 = 1.1 = a°b°
Suponhamos (a.b)* = a*. b*, para todo k.

Paran=k + 1;
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HI.
(a.b)**t & (a.b)**1=1. (a.b) = a* - b* - (a-b) = (a*.a)(b*.b) = a**1 - pFk+1,

Portanto, (a.b)" = a™. b™.

P,. (%)n = Z—: b+ 0.

Demonstragé&o: Por indugao sobre n. Paran = 0,

6 =115

-z . ~ a k ak
Por hipotese de inducéo, (Z) = % para todo k.

Paran=k+ 1,

Portanto, (%)n = Z—Z, b+ 0.

Ps.(a™)" = a™",
Demonstracao: Por inducdo sobre n. Paran = 0 e m um valor fixo,

(@™’ =1=a’=am?,
Suponhamos que (a™)* = a™*, para todo k.

Paran = k + 1,

~

H.I

(am)k+1 — (am)k ™ o) am-k cq™ = am-k+m — am(k+1)_

Logo, (a™)™ = a™™.

Observacédo 2.1.2: Se a é um nuamero real com a > 1, entdo a™ > 1, para todo

n € N.

2.2 Poténcias com expoente inteiro

Sejam a € R, coma # 0, e n € Z. Poténcia de base a e expoente n € o

namero real a™ definido por:
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(a0=1
al =a
a®=a"t.a sen>1
an:Tn, sen<0
a

O significado dado acima para a poténcia a™, quando n € um ndamero inteiro, €
feito de modo que seja mantida a relacdo: a™.a™ = a™*™", para quaisquer m,n € Z .
O mesmo ocorre quando se definem poténcias cujos expoentes sao numeros

racionais ou irracionais.

Exemplos 2.2.1:

-2

WG) =ae=1=4
(2) @

237%=5=1

(@5 t=x=x

- 1 V2
@ (V) =—F=-T

Proposigéo 2.2.1: Sejam a,b € R* e m,n € Z, entdo as seguintes propriedades séo
vélidas:

Py. a™.a" = a™m™t",

P (5) =55

Ps. (a™)* =a™" .

Demonstracao: Para m,n > 0, segue da proposicéo 2.1.1. Sendo assim, podemos
nos limitar as demonstracdes no caso em que n<0 e m<0 e, dai, — n e —m sao

nameros inteiros positivos. Temos

1 1 1 1
Pl' a™.a" = Tmigen T gemi(-n) . g-(mtnm) am™m,
a a a a
1
P ﬂ —am _ 1 a_n — a_n — a—n—(—m) = gm "
2" gn T agm’ a~m )
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1 1 1 1
n — — — — n n
P;. (a.b) @b = ampn = aonpn a™. b
1
p (a)n_ 1 1 _b™ w1 a® _a"
4 \p (2)_n_%_a_"_ain_b"'1_b”
b =
1 1 1 1
myn _— —_ — mmn
P5 (a ) - (am)_n 1\~ — 1 - 1 =a
(a_m) q—m.(-n) ammn

Proposicédo 2.2.2: Seja a um numero real com a > 1 e n € Z. Entéo:
a™ > 1 se, e somente se, n > 0.
Demonstracao: Por hipétese, n > 0. Provemos, por inducdo sobre n, que a™ > 1.
Paran=1,a' =a > 1.
Suponha que a* > 1 paratodo k > 0. Entdo a**' = a¥.a >1l.a=a > 1.
Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, a™ > 1, paratodon > 0.
Reciprocamente, a™ > 1 por hip6tese. Suponha, por absurdo, que n < 0.

Sen =0, a® = 1 (por definigdo). Mas isso contradiz a hipétese.

Agora, se n<0, entdo —n>0 e a" = a%n Entdo, pelo que foi provado
acima, a ™ > 1. Logo, a" = %n < 1, o que contradiz a hipétese.
a

Portanto, n > 0.

2.3 Poténcias com expoente racional

Definicdo 2.3.1: Dado a€R, a>0 e n €N, denota-se por Ya o nimero real

positivo b tal que b™ = a.

Exemplos 2.3.1:
(1) ¥27 = 3, pois 3% = 27.
(2) Y0 = 0, pois 0° = 0.

3) \[ p0|s 2 =i.

Sejam a € R}, r = % €EQ (meZneN"). Poténcia de base a e expoente

r= % é definida por



35

Proposicdo 2.3.1: Sejam a, b nUmeros reais positivos, m, p nUmeros inteiros e n, q
nameros inteiros positivos, entdo sdo validas as seguintes propriedades de

poténcias com expoente racional:

m P m.p

Py. an.ad = an a.

Demonstracéo:

m P m.g+n.p
P,. an.ad = Ya™. Vap = "Yama, " anp = "Ygma_gnr = "{gmainp = g na =

m

4P

am™ 14,
m n nq m.q—n.p m p
P an _ Ya™ Va™md nq gm.q _ n.t{/am q—Mp =g nq =qn q
2 BT T Mgy T N '

P,.(a.b)n = /(@ by™ = Yam.bm = Yam. }b™ = ax. b
a % nfrg\™ n|gm Yam am
P ()" =16 = Jb:m=%—m=b—%-

p m. ‘
Py. (an) = (V)1 = q/(’va—m)p P = d =g —and=ava,

Proposicédo 2.3.2: Seja a um numero real coma > 1 e n € Q. Entao:

a™ > 1 se, e somente se, n > 0.

Demonstracao: Por hipétese, suponha n > 0. Entédo existem b, c € N* tais que n = %.

Cc

1 1
Temos a = (aE) >1 e ¢ > 0. Assim, pela proposigéo 2.2.2, ac > 1.

1 1\ b
Como ac > 1 e b > 0, novamente pela observacéo 2.1.2, (aE) > 1.

b 1\ b
Portanto, a™ = ac = (aE) > 1.
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Reciprocamente, suponha a™ > 1.

Como neQ, existem beZeceN tais que n =§. Entdo

b 1\b
1<a"=ac=(ac).

1 1 1\ b
Temos, conforme foi provado acima, ac > 1. Como ac > 1 e (aE) > 1, segue

pela proposicao 2.2.2, que b > 0.

Logo, conclui-se que n > 0, poisbh >0ec > 0.

Proposicédo 2.3.3: Se a € um namero real com a > 1 e m,n sdo nUmeros racionais,
entao

a™>a" < m>n.
Demonstracao: Temos

a">a"eeada"a">aaT"ed" """ >1eoem—n>0 m>n.

Lema 2.3.1: Fixado o numero real positivo a # 1, em todo intervalo de R* existe
alguma poténcia a”, comr € Q.

Demonstracdo: Dados 0 < a < f, devemos achar r € Q tal que a poténcia a”
pertenga ao intervalo [a, f], ou seja, a < a" < . Por simplicidade, suporemos a e «
maiores do que 1. Os demais casos podem ser tratados de modo analogo. Como as
poténcias de expoentes natural de nUmeros maiores do que 1 crescem acima de
qualquer cota prefixada, podemos obter nUmeros naturais M e n tais que

_\N
a<f<a¥ e 1<a<(1+i—Ma).

Da ultima relacdo decorrem sucessivamente

B-a =
l<a'™<1+—F e 0<aM(an—1)<ﬁ—a.

Logo,
m m, 1 mt1 m
gSM=>0<an(an—1)<,B—a & 0<an —an <f-a.
Assim, as poténcias
a0=1’ al/n’ az/n’ - aM

sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o

comprimento f — a do intervalo[a, 8]. Como [a, 8] c [1,a"], pelo menos um desses

m
extremos, digamos an, esta contido no intervalo[a, S].
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2.4 Poténcias com expoente irracional

Poténcias com expoente irracional sdo definidas através de aproximagodes
racionais do expoente irracional. Por exemplo, para definir 2V2 utiliza-se as
poténcias de base 2 cujos expoentes s&o 0s himeros racionais proximos de /2 por
falta e excesso. Por falta sdo: 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 e as poténcias de base 2
correspondentes sdo 21; 214; 2141, 21414, 714142 Qg nimeros por excesso sdo: 2;
15, 1,42; 1,415; 1,4143 e as poténcias de base 2 correspondentes

S80 2%; 2V5; 2142, 21415, 71414 A medida que os valores listados se aproximam de

V2, a poténcia de base 2 elevada a esses niimeros racionais aproxima-se de 22,

Sejam a um numero real com a > 0 e A um numero irracional.

Se a > 1, definimos a* como o nimero real que tem a seguinte propriedade:

m<Al<ncommmn €Q=a" <at<a"
ou seja, a* é o nimero real cujas aproximacdes por falta sdo as poténcias a™, com
m< A, m € Q, e cujas aproximacdes por excesso sdo as poténcias a™, com n > A,
n € Q. Nao podem existir dois numeros reais diferentes, digamos A e B, com a
propriedade acima. Se existissem tais A e B teriamos
m<i<ncommn€eQ=am"<A<B<a"

e entdo o intervalo [4,B] nao conteria nenhuma poténcia de a com expoente
racional, contrariando o lema 2.3.1.

Se 0 < a < 1, tudo acontece de forma analoga.

Portanto, quando A é um ndmero irracional, a poténcia a* é o (inico) nimero
real cujas aproximacoes por falta sdo as poténcias a™, com m racional menor do
gue A e cujas aproximacoes por excesso sao as poténcias a™, com n racional maior

do que A.
Observacdo 2.4.1: Se a = 1 entdo 1* = 1,V A irracional.
Observacdo 2.4.2: Se a < 0 e A é irracional e positivo entdo a* ndo tem significado.

Observacdo 2.4.3: Se A é irracional e negativo entdo 0* ndo tem significado.
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Observacdo 2.4.4. Sejam a,b € R* e a,pirracionais, entdo as seguintes
propriedades s&o validas:

P;. a%.af = q%*8,

a

Pz. Z—B = a““ﬁ.

P3. (a.b)* = a“. b“.
a\% a%

P (5) ==

Ps. (a%)P = a%F .

Proposicdo 2.4.1: Seja a um numero real com a >1 e A um numero irracional.

Entao:

1> 0 se, e somente se, a* > 1.

Demonstracdo: Por hipétese, 2 > 0. Como A € irracional, existem m € Qe n € Q de
talmodoque 0 <m< A< n.

Como n > m > 0 segue, pela proposi¢do 2.3.3, que a™ > a™ > a’ = 1.

Temos a* > a™, pela definicdo de a’.

Logo, a* > 1.

Reciprocamente, por hipotese, a* > 1. Suponhamos que A < 0. Entdo —1 > 0.
Assim, pelo que foi provado acima, a™* > 1. Como a* > 0, segue que a*.a* >
1.a%, ou seja, 1 > a*. Mas isso contradiz a hipotese.

Portanto, 4 > 0.

2.5 Poténcias com expoente real

O conjunto dos nameros reais é a unido entre 0s conjuntos dos racionais e
irracionais. Desse modo, poténcia cuja base € a > 0 com a € R e expoente b € R, ou
seja, a®, ja esta definida e sdo validas as propriedades apresentadas nas secées

anteriores.

Proposicéo 2.5.1: Sejaa um namero real com a > 1 e x um numero real. Entdo
a* > 1 se, e somente se, x > 0.

Demonstracao: Segue das proposicoes 2.3.2 e 2.4.1.
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Proposicédo 2.5.2: Seja a um numero real coma > 1 e x;, x, € R. Entédo
a*t > a*z se, e somente se, x; > x,.

Demonstracao: Temos

Prop. 2.5.1
a*t>a" & ata2 > a2 © adflaT >l —m—m x>0 © x> X,

Proposicéo 2.5.3: Seja a um numero real com 0 < a < 1 e x um numero real. Entao

a*>1=x<0.

Demonstracao: Como 0 < a < 1 segue que % > 1.

Sejab = % Entdo, pela proposicao 2.5.1,

b™>1=—-x>0x<0.

Mas b™* = G)_x = a”*.

Portanto, a* > 1 se, e somente se, x < 0.

Proposicéo 2.5.4: Seja a um niumero realcom 0 < a < 1 e x4, x, € R. Entdo
a*t > a*2 & x; < x,.

Demonstracao: Temos

Prop. 2.5.3
a1 > a2 & ata™2 > a4 © adrTT > ] —mx —x <0 & x; <X,

2.6 Funcao Exponencial

Definicdo 2.6.1: Dado a € R com a > 0 e a # 1, denomina-se funcdo exponencial

de base a a funcéo f: R - R} dada por f(x) = a*.

Observacdao 2.6.1: As restricbes a > 0 e a # 1 sdo necessarias, pois:
Sea=1,entdo f(x) =1* =1, Vx € R, e portanto, f € uma funcao constante.

Se a = 0, para x < 0 ndo teriamos uma funcao definida em R.

Se a < 0 e x éumnumero daforma%, m € Z e n € N* comm # n de tal forma que

mdc(m,n) =1 e n é multiplo de 2, a funcdo ndo seria definida em R. Por exemplo,

paraa=-3ex = % temos que f (%) —(=3):=V=3 &R
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Proposicéo 2.6.1: Sejaa € Rcoma >0 e a # 1. Entdo a funcdo f: R - R} definida
por f(x) = a* satisfaz as seguintes propriedades:

E,. Afuncdo f é crescente quando a > 1.

E,. Afuncdo f é decrescente quando 0 < a < 1.

E;. Afuncdo f é injetora.

E,. A funcdo f é ilimitada superiormente, ou seja, dado M > 0 qualquer, existe
Xo € R tal que para qualquer x > x, implica que f(x) > M.

Es. Afungdo f € continua, ou seja, dado x, € R, lim,_,, f(x) = f(xo).

E¢. Afuncdo f é sobrejetora.

Demonstracdes: As propriedades E; e E, sdo consequéncias da definicdo da

funcéo f e das proposicdes 2.5.2 e 2.5.4.

E;. De E; e E, temos que a funcao exponencial ou é crescente ou decrescente.
Logo, para quaisquer x;,x, € R tais que x; # x, implica f(x;) # f(x;), ou

seja, f é injetora.

E,. Vamos separar em dois casos para mostrar que f é ilimitada superiormente.
i) Paraa > 1:

Vamos mostrar que lim,_,,,a* = +c. Para isso, mostremos que
lim, ., a™ = +oco0 para n natural.

Tomando a =1+ h;h > 0, aplicando a férmula do Binbmio de Newton em
(1+ h)™, obtemos

A+m =1+Mh+ QO ++(Oh" =1+ ()h=1+nh n=1.
Como a™ = (1 + h)", consequentemente,
a®>1+nh, n>1.

Assim, lim,,_, ., a™ >lim,_,,, 1+ nh = +oo.

Logo, lim,,_, ;. a™ = + oo.

Dado M > 0, existe ny € N tal que n = n, implica a™ > M.

Mas a* é crescente para a > 1. Assim, x > n, implica a* > M.

Portanto,lim,_, ., a* = + co.
ii)Parad <a < 1:

X

Temos lim,_,_,, a* = lim,_,, a™ =lim,_,,,(a"1)* = + .
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De i) e ii), concluimos que f € ilimitada superiormente.

Es. Dado x, € R, queremos mostrar que lim,_,, f(x) = f(x,). Temos
lim f(x) — f(xo) =lim f(xo + h) — f(xo)
X=X h-0

x0+h —

=lima a*o

h—0

e M X0 h _
}ll_r)% a*(a*—-1)

= qa*0.0
= 0.

Portanto lim,_,, f(x) = f(x,), ou seja, fé continua.

E¢. Mostrar que f(x) é sobrejetora significa dizer que para qualquer b € R}, existe

x € R tal que a* = b. Usando o lema 2.3.1, podemos escolher, para cadan € N, uma
poténcia a’», com y, € Q, no intervalo (b — %,b + %) de tal forma que |b — a”n| < %
ou seja, lim,_,, a’™ =b. Para fixar as ideias, supomos a > 1. Escolhemos as
poténcias a”» sucessivamente, tais que

at<a2<a < <a¥n << b,

Com certeza, podemos fixar z € Q tal que b < a*. Como f é uma funcao
crescente, temos que
V1<Y2<Ys<- <Yy < <2z
Deste modo, a sequéncia (y,) € crescente e limitada superiormente. A
completeza de R garante entdo que os y, sao valores aproximados por falta de um
namero real x, ou seja, lim,_,, ¥, = x. Como fé continua, a* = lim,_,, a’* = b.

Portanto, f € sobrejetora.

Observacéao 2.6.2: Das propriedades E; e E¢, segue que f é bijetora e, portanto,

admite inversa.

Grafico da funcéo exponencial

O gréfico cartesiano de uma funcdo exponencial apresenta as seguintes
caracteristicas:
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() f(x) =a*>0,vx €R, isto é, a curva representativa esta acima do eixo x para
qualquer valor real de x.

(I1) Corta o eixo y na ordenada 1, pois para x = 0, tem-se f(0) = a® = 1.

(111) Se a>1 é o de uma funcdo crescente e se 0 <a <1 € o de uma funcao

decrescente.

Figura 9. Grafico de f(x) = a*, com a > 1.

Figura 10. Grafico de f(x) = a*,com 0 <a < 1.

2.7 Caracterizacao da Funcédo Exponencial

Os modelos mateméticos, no estudo de fungdes, mais utilizados para a
resolucao de problemas séo fungdes afim, quadratica e exponencial. Para a escolha
de qual funcéo deve ser utilizada corretamente, € necessario saber as propriedades
caracteristicas de cada uma delas. Aqui, faremos a caracterizacdo de funcéo

exponencial e de funcao tipo exponencial.
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Proposicdo 2.7.1: (Caracterizacdo da funcdo exponencial) Seja f:R — R* uma
funcdo monatona injetora. As seguintes afirmagfes sdo equivalentes:

Q) fx) =[f(x)]", VREZ e Vx ER;

(2) f(x) =a*, Vx € R,emque f(1) = a;

@) fx+y)=f).f), Vx,y ER.

Demonstrag&o: Para provarmos as equivaléncias dessas afirmacdes, mostraremos
as implicacdes: (1) = (2) = (3) = (1).
(1) = (2): Por hipétese, f(nx) = [f(x)]", VnE€Z e Vx €R.

Afirmamos que para todo namero racional r = % (comm€Z e n€N") tem-
se f(rx) =[f(x)]", vx e R. De fato, como m =nr segue, pela hipétese, que
[f(r0]* = f(nrx) = f(mx) = [f()]™, Vx € R. Logo, f(rx) = f(x)"/n = f(x)".

Assim, colocando f(1) = a, teremos f(r) = f(r.1) = [f(1)]" =a",Vr € Q, ou
seja, f(x) =a*, Vx € Q.

Agora, a fim de fixar as ideias, vamos admitir que f é crescente (a funcéo f é
monétona). Assim, 1 = f(0) < f(1) = a.

Suponhamos, por absurdo, que existe x € Rtal que f(x) # a*. Entdo ou
f(x) <a* ou f(x) > a*. Vamos tomar o caso f(x) < a* (o outro caso é analogo).
Pelo lema 2.3.1, existe r € Q tal que f(x) <a” <a*, ou seja, f(x) < f(r) < a”.
Como f é crescente e f(x) < f(r), concluimos x < r. Por outro lado, a” < a* e dai,
pela proposicéo 2.5.2, r < x, mas isto nos da uma contradicao.

Portanto, f(x) = a*, Vx € R.

(2) = (3): Por hipotese, f(x)=a* Vxe R, em que f(1)=a. Usando
propriedades de poténcias, segue que

fix+y)=a**Y =a*.a” = f(x).f(y), Vx,y ER.
(3) = (1) Por hipotese, f(x+y) = f(x).f(y), Vx,y € R.

Inicialmente, notemos que f(0) = 1. De fato, f(0) = f(0+ 0) = f(0).f(0) =
[f(0)]? e, dai, concluimos que f(0)=0 ou f(0)=1. Se f(0)=0, teremos
fx)=f(0+x)=f(0)f(x) =0, Vx € R, mas isto ndo é possivel pois f é injetora.

Para n > 0, mostremos, por indugéo sobre n, que f(nx) = [f(x)]", Vx € R.

Sen =0, [f(x)]° = 1. Mas, f(0x) = f(0) = 1. Logo, f(0x) = [f(x)]°.
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Suponhamos que f(kx) = [f(x)]¥, Vx € R, para todo k > 0. Entdo
OO = [FOISF() = fFk)f(x) = flkx +2) = f((k+ Dx), Vx€ER
Pelo principio de indugao finita, f(nx) = [f(x)]", Yn €N e Vx € R.
Agora, se n < 0, entdo —n > 0. Assim, f(—nx) = [f(x)]™™, Vx € R.
Temos f(—x)f(x) = f(—x +x) = f(0) = 1, ou seja, f(—x) = (f(x))~".
Logo, f(nx) = f((—m)(=x)) = [f(=)]™ = (F)™) " = [f()]", Vx ER.

Definicdo 2.7.1: Uma funcdo g: R — R € dita de tipo exponencial se g(x) = b.a*,
Vx € R, em que a e b Sdo constantes reais positivas.

Notemos que se a > 1, g é crescente e se 0 < a < 1, g é decrescente,

Proposicdo 2.7.2: Se a fungdo g:R— R é de tipo exponencial entdo, para

. . +h)— +h
quaisquer x,h € R, os quocientes LW IW _ qn_ 1 o &M _ 4k dependem
gx) gx)
apenas de h, mas nao de x.
Demonstracao: Temos
glx+th)-g(x) _ b.a**h—pa* a**h—g* a¥(@al-1) -1 e
g - b.a* - a* - a* o
g(x+h) _ b.a*th _ g¥th  gxgh ah
gx) = ba*  a*  a*

Proposicédo 2.7.3: (Caracterizacdo das funcBes de tipo exponencial) Seja

g:R — R* uma funcdo monétona injetora tal que para x,h € R quaisquer, 0

acréscimo relativo M dependa de h, mas néo de x. Se b = g(0) e a = gE(l);

entdo, g(x) = b.a*,Vx € R.

g(x+h)

prs nao depende x.

Demonstracao: A hipotese equivale a supor que ¢@(h) =

Tome f(x) = %, com b = g(0). Desse modo, f:R — R* é uma funcéo
monétona injetora tal que ;"(Jr)h) é independente de x e £(0) = % - % = 1.

flx+h)

. obtemos ¢(h) = ) _ = f(h), Vh €

Substituindo x = 0 na relagéo ¢(h) = o)
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Como ¢(h) = f;x(:)h) = f(h), segue que f(x+h)=f(x).f(h), ou seja,

f(x+y)=f(x).f(y) paratodo x,y € R.

Dai, da proposicao anterior, f(x) = a*. No entanto, f(x) = %x). Logo,

g(x) =b.a*, Vx € R,

A proposicdo da caracterizacdo das funcdes de tipo exponencial oferece um
critério para estabelecer quando uma funcdo f:R — R*, bijetora crescente ou
decrescente, € da forma f(x) = b.a*, isto é, f(x) = b.e**.

A verificacdo deste critério depende do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade que sera citado abaixo e sua demonstracdo pode ser encontrada

em Lima (2012) nas paginas 110 e 111.

Teorema Fundamental da Proporcionalidade. ¢ é uma funcéo linear de y, se e

somente se, Vy € R* e n € N, tem-se aimplicagdo y' = n.y = é(y') = n.é(y).

. ~ - P ;- Lq +h
Para a aplicacéo deste critério € necessario saber verificar se M, para h

f(x)
constante, independe de x ou ndo em cada situacao especifica.

f(x+h)
fx)

Queremos verificar se para h, um numero fixo constante, € constante,

ou seja, f(x +h) = cf(x),Vx € R.

Tomando y = f(x),y'=f),fx+h)=¢{@) e fx'+h)=¢0), pelo
Teorema Fundamental da Proporcionalidade, temosf(x') =n.f(x) = f(x'+ h) =
n.f(x + h) e desse modo, f(x + h) é uma funcédo linear de f(x) e esta implicacdo &
o critério que permite decidir se f é de tipo exponencial.

Outra ferramenta utilizada para se determinar que a funcédo exponencial é o
modelo adequado para um certo problema é a equacéao diferencial ordinaria, tema
abordado no capitulo 3.

Utilizaremos o critério apresentado para se modelar a funcao relativa a lei da
desintegracdo radioativa, tema este que sera visto como abordagem proposta para

atividade em sala de aula.
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A lei do decaimento radioativo

A velocidade de desintegracao radioativa de uma substancia é proporcional a
guantidade radioativa existente. Seja M(t) a massa, no instante t, de uma
substancia radioativa que no inicio da contagem do tempo era M, = M(0). Ent&o,
M(t + h) é o que resta da massa M(t) da substancia radioativa depois de decorrido
o intervalo de tempo h a partir do instante t. Observando a massa M(t') =
nM(t),n € N, apdés 0 mesmo tempo h, veremos que restou M(t' + h) =n M(t +
h).Portanto, M(t) = M,.e%*, para todo t € R, com a uma constante que é chamada
de constante de decaimento radioativo (caracteristica de acordo com o nucleo).
Neste caso, como M (t) é funcdo decrescente de t, temos a < 0.
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3 ALGUNS MODELOS MATEMATICOS OBTIDOS ATRAVES DE
EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Frequentemente, para se resolver determinados problemas de situagoes
reais, utiliza-se da linguagem matematica para descrever ou modelar o problema.
Para isso é necessario identificar as variaveis responsaveis por alteracées e ter um
conjunto razodvel de hipéteses. Para se escolher o modelo matemético adequado
ao problema, se faz necessario conhecer as propriedades caracteristicas de cada
tipo de funcdo. No capitulo 2, fizemos isso para a funcdo exponencial e depois no
capitulo 4 veremos algumas situacées em que o modelo matematico adequado para
se resolver € a funcao exponencial cuja base € o nimero de Euler. Essas mesmas
situacdes também podem ser resolvidas utilizando equacdes diferenciais ordinéarias.
Esse é o objetivo dessa secdo. Abordaremos aqui A lei do decaimento radioativo, A
lei de resfriamento de Newton, Epidemias e Investimentos (juros compostos), por
meio de equagdes diferenciais ordinarias. Para isso, iremos admitir conhecidas
certas terminologias, definicbes (equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
problema de valor inicial, entre outras), métodos de resolucdo de algumas equacdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem (separaveis, lineares e néao-lineares), que

podem ser encontrados em Zill (2001) e Lopes (2015).

A lei do decaimento radioativo

A velocidade de desintegracao radioativa de uma substancia é proporcional a
guantidade radioativa existente.

Sejam M e AM as gquantidades de matéria radioativa nos instantes t e At,
respectivamente. Temos que ‘;—Itw € a velocidade instantdnea de desintegracao e AA—I‘: a
velocidade média dessa desintegracdo da substancia.

Note que M e t sdo grandezas inversamente proporcionais e Z—I‘: tem valor
proporcional a M. Chamando A > 0 o coeficiente de proporcionalidade:

= —am.
A equagdo acima é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) de primeira

ordem separavel que pode ser reescrita da seguinte forma:

1
" dM = —Adt.
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Resolvendo a equacao acima,
1
fMdM = f —Adt = In|M| = —At + c.

Mas M > 0 e ¢ € um numero real constante. Dai,

elnM = o=2t4¢ — M (1) = eA ¢ (9)
Vamos determinar a constante ¢ tomando M (0) = M,. Substituindo em (9),

My =e % ¢ = InM, = Ine°.
Logo, ¢ = In M, (10).
Substituindo (10) em (9),
M(t) = e . elnMo,

Portanto, M(t) = M,.e~* é a solucdo geral para o modelo matematico da Lei

do decaimento radioativo.

A lei do resfriamento de Newton

A lei do resfriamento de Newton nos diz que a taxa de variagdo da
temperatura de um corpo em relagdo ao tempo € proporcional a diferenca entre a
temperatura de um corpo e do meio ambiente.

Denotando a temperatura de um corpo por T(t), em um instante t, a
temperatura do meio ambiente por T,, e o coeficiente de proporcionalidade de «a,

esta lei pode ser escrita, matematicamente, como

% =—a(T —T,), (11)

coma > 0.
Resolvendo a equacdo (11) (que é uma EDO de variaveis separaveis),

obtemos

1
] dT=—jadt+c=ln|T—Tm|=—at+c.
T—T,

ComoT >T,,daiIn(T —T,,) = —at + c.
Aplicando exponencial em ambos os lados da igualdade,
eIN(T-Tm) — p—at+c — T _ T, = e—at o¢ (12)
Tomando D(t) =T —T,,, € 0 problema de valor inicial para D(0) = D,,
substituindo em (12), temos
D(0) = e %0 e¢ = D, = e°.

Portanto, D(t) = Dy.e™*.
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Epidemias

Um certo tipo de doenca estd infectando uma certa populacdo de P
individuos. Essa populacao pode ser dividida em duas partes: individuos infectados
e individuos né&o infectados. Denotando por y(t) o numero de individuos da
populacao, que no instante t, estdo infectados e por x(t) o nimero de individuos da
populacdo que, no mesmo instante t, ndo estao infectados, temos

P = x(t)+ y(t).
A doenca espalha-se por contato sendo que xy € o numero de contatos. A

dy

taxa de espalhamento da doenca, - € proporcional ao niumero de contatos.

Chamando de k o coeficiente de proporcionalidade, o niumero de infectados no

instante t, € obtido pela equacéo
dy _ _ _
i kxy = k(P — y)y.

A equacdo acima é uma EDO cuja solucdo pode ser obtida através da

equacgao
1
f(P_y)y dy = [ kdt. (13)
Colocando
1 A B
f(P—y)y dy = f(P—y) dy + f;dy, (14)
vamos determinar 4 e B:
t _ 4 +B 1=Ay+B(P-y)=1=(A-B)y+PB A=L1?
P-»y Py vy % y»eoE Y (:B=;

Substituindo os valores de A e B em (18),

] L 4 1J ! d+1J1d L InP =yl + Infyl] + 2
-~ = — e a—— oy - = —|—1n - n —_
Py TPl TP) YT yiT TP

L D TR A
Logo, [ Gr-dy = 5In |P_y| +2, (15)
Substituindo o encontrado em (15) na equacao (13)
1 Yy C1 1 Yy | _ €1
PlnP_y|+P—fkdt(z)Pln|P_y|—kt+cz P(:)

1 y | C1
S =In|—|=kt+ Mmce;=c¢c, —=) &
> In |P_y kt + c3, (comcz =c, P)
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< In

‘ = Pkt + Pc; & ’L = Pkt P &
-y P—y
= L — iePC'g. ePkt
P—y
Tome +ef% = A . Assim,
y = Aefk (P —y) & y + AePkty = ppePkt

PAefkt P
= — s =
T+ aef% Y T T4 Me-Prt

=y
Como y(0) =1,entdio M =P - 1.
Portanto,

P
1+ (P —1)ePkt

y(t) =

€ a solucdo geral da equacéo diferencial ordinaria de primeira ordem que modela a

disseminacao de epidemias numa certa populacéo.

Investimentos (Juros Compostos)

Uma aplicacdo de valor inicial P, num banco cuja taxa de variacdo do
. . aP . .
investimento —, € proporcional ao saldo P(t).

O problema pode ser estabelecido através do seguinte problema de valor
inicial (PVI):

ar_
a0,
P(0) = P,

sendo n a constante de proporcionalidade.
Suponhamos agora que além do valor inicial P, depdésitos continuos sejam

realizados a uma taxa D constante. Dessa forma, o PVI sera

dp dp
E—nP+D<:>E—nP—D. (16)

Para resolver (16) devemos determinar o fator integrante. Assim,
u(t) = el —ndt — ,-nt
Vamos multiplicar (16) pelo fator integrante.

_apdP _ apP  _ _ _ d _ -
e ”tz—e Mpp=e "tD@E.e "t (—mPe ™) =e ”tD(:)E(P.e nty = e Mp,
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Integrando ambos os lados

P(t)e ™ = —%e‘"t +ce P(t) = —% + c.e™, (17)
Como P(0) = Py,

PO=P(0)=—§+c.e°=—§+c<:>c=P0+§. (18)

Substituindo (18) em (17),

D D D D D
P()=——+ (P0 +;) e" =——+P.e™ +—e = Pe™ +—(e" — D).
Portanto, para aplicagdes com valor inicial P,, 0 montante P(t) final apds o
tempo t decorrido, fazendo depdsitos constantes D sobre uma taxa de juros n sera

P(t) = Poe™ + = (e — 1).
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4 APLICACOES PROPOSTAS PARA O ENSINO MEDIO

Buscar abordagens interdisciplinares relacionadas a atividades é fundamental
para estabelecer uma estruturacdo do real significado dos assuntos estudados em
sala de aula.

Ao considerar a histéria da Matematica e interliga-la a um ramo do
conhecimento, 0 objetivo é de produzir momentos mais adequados para o estudo
dessa disciplina auxiliar a outras areas com a finalidade de tornar a base informativa
em saber amplificado.

O Curriculo do Estado de Sao Paulo, Matematica e suas Tecnologias (2012),
leva em consideracdo que a Matematica é utilizada em tarefas cotidianas de adultos
por serem consumidores e cidadaos, lidando com nameros, medidas, formas e
operacdes. Além disso, em muitos meios de comunicacdo observamos a leitura e
interpretacdo de graficos para concluir proposi¢des, validando-as ou ndo, ou seja, ha
a busca por decisfes plausiveis a partir de analises matematicas.

Esta disciplina nos curriculos deve ser adjacente com a lingua materna para
uma forma expressiva mais elaborada, com melhores argumentos e com
contextualizacao significativa sobre os diversos temas. O seu distanciamento com a
realidade dos conteudos contribui para o fendmeno da mediocrizacao.

E importante o professor embasar os assuntos disciplinares com referéncias
que retratam situacfes reais ou proximas delas para facilitar na compreensdo do
objetivo daquele estudo. Todavia, € consideravel laborar com contextos ficcionais,
problemas inventados para suposi¢des de casos e elaboracdo de solucdes novas de
problemas ja existentes ou que, futuramente, possam existir. A ndo abertura a novas
hipoteses abre sentenca a apenas reproducdo daquilo que ja existe.

No quadro sobre conteddos e habilidades de Matematica presente no
Curriculo do Estado de Sdo Paulo, Matematica e suas Tecnologias (2012, p. 66 e
p.70), o estudo de fun¢cBes exponenciais deve ser apresentado na 12 série do Ensino
Médio abordando conteudos referentes ao crescimento e decrescimento
exponencial, funcdo exponencial no que diz respeito a equacdes e inequacdes e
como habilidade especifica conhecer uma fungdo exponencial e suas propriedades
com relacdo ao crescimento ou decrescimento. O mesmo tema € revisto na 32 série
do Ensino Médio com énfase em graficos. As habilidades sédo: reconhecimento das

varias funcdes, saber utilizar funcbes para caracterizacdo das relagcbes de
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interdependéncia, construir graficos de funcdes por meio de transformacfes em
fungbes mais simples e conhecer o significado do crescimento e decaimento
exponencial, incluindo reconhecer tais fatos de fungdes de base e.

Neste capitulo sdo apresentadas propostas de algumas atividades para se
abordar o numero de Euler no Ensino Médio, por meio de quatro aplicacdes
classicas que envolvem a funcao exponencial com a base sendo o niumero de Euler.
Sabemos que as fungdes exponenciais sdo muito utilizadas em modelos
matematicos para se resolver problemas de situagdes concretas. A proposicédo de
caracterizacdo das funcbes de tipo exponencial (Proposicdo 2.7.3) fornece um
critério para decidir se 0 modelo matematico adequado a um determinado problema
€ uma funcado exponencial.

As aplicagcdes abordadas aqui propiciam ao aluno ver a importancia da
matematica em problemas reais e também a interdisciplinaridade entre a matematica
e outras areas (tais como quimica, arqueologia, fisica).

As atividades das aplicacdes que serdo propostas tém como objetivo atingir
alunos das 12 e 32 séries do Ensino Médio sobre abordagens contextualizadas de
fungbes de tipo exponencial que apresentam base e utilizando calculadoras
cientificas no auxilio de célculos e o software GeoGebra como recurso para melhor
compreensao visual do comportamento de algumas funcdes modeladas.

O software GeoGebra é um programa de facil acessibilidade, simples de ser
utilizado e gratuito. Ele pode ser baixado ou utilizado online. Esta ferramenta
abrange tépicos de geometria, algebra, planilha eletrdnica, graficos, estatistica e
calculo, colaborando para um ambiente de aprendizagem mais dindmico. Sua
interface grafica é simples e funcional com disponibilidade em portugués.

7

Para que este programa seja utilizado, € necessaria a disponibilizacdo de
computadores com o0 arquivo instalado ou com conexao a internet podendo ser
baixado o programa ou ter acesso online através do site www.geogebra.org.

Seguem as propostas de abordagens como sugestdo para aplicabilidade: lei
do decaimento radioativo a partir do critério que estabelece que funcdes de tipo
exponencial podem ser expressas por funcdes exponenciais de base e; lei do
resfriamento de Newton, o surto de epidemias e investimentos com juros através de

funcBes modeladas a partir de equag@es diferenciais apresentadas no capitulo 3.
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4.1 Primeira aplicacao: alei do decaimento radioativo

A radioatividade é definida pelo fenbmeno ao qual o nucleo de um atomo que
se encontra instavel emite, em geral, particulas ou ondas espontaneamente,
convertendo-se em outro mais estavel, como ilustrado na Figura 9. Fala-se que o

nucleo sofre decaimento radioativo.

& Nucleo Ncleo
S -
G
4\“/1/\‘-6" y Emite_
N W/ . ..'
radiagao
o2
»
Nucleo instavel Nucleo estavel

Figura 11. Representacdo de um nucleo instavel a esquerda que ao emitir radiagdo torna-se estavel
como mostrado no nucleo da direita.
Fonte: CESAR, P. 2010. Radioatividade. Acesso em 03/04/2017. profpc.com.br/radioatividade.htm.

Alguns radiois6topos, is6topos que emitem radiacdo, sdo encontrados na
natureza e outros ndo. Isso se deve ao fato de diferentes nucleos possuirem
decaimento radioativo com velocidades diferentes. Essas velocidades s&o
abordadas em termos de meia-vida caracteristica e cada elemento possui sua meia-
vida. A meia-vida € o tempo que determinada amostra de um certo elemento leva
para reduzir a metade sua massa. Na tabela a seguir, € apresentada a meia-vida de

alguns elementos.

Radioisétopos Meia-vida
Oxigénio-13 8,7.107 3 s
Carbono-15 24s
Cobalto-60 5,26 anos
Estroncio-90 28,1 anos
Uranio-235 4,5.10° anos

Tabela 5. O tempo de meia-vida de alguns radioisétopos.

No capitulo 2, obtemos que M(t) = M, - e*t, sendo M(t) a massa no instante
t, M, a massa inicial e @ a constante de decaimento radioativo.

Existe uma relacdo entre a meia-vida (que sera designada por T;,;) € a
constante a. Para que o elemento decaia até sua metade em determinado tempo, o

namero restante de nucleos ap6s completar a primeira meia-vida sera M, /2. Assim,
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aT 1
lIVIO=1V1 (T1)=M0.eaT1/2 =>l=e % =>1n(l)=aT1:> Ti1= n(z),’:
2 2 2 2 = =

2 2

Usando a relacdo acima obtemos que a massa M(t), no instante t, de uma

substancia radioativa que no inicio da contagem do tempo era M, é dada por:

1

M(t) = M, @)ﬁt

sendo T: o valor da meia-vida do material radioativo considerado.
2

Atividade 4.1.1: O carbono-11 possui meia-vida de 20,4 minutos e é usado em

imagem meédica. Os nuclideos do carbono-11 sdo formados e, posteriormente,
incorporados dentro de um composto desejado. A amostra resultante € injetada no
paciente e a imagem meédica € obtida. O processo descrito leva 5 meias-vidas.
a) Determine a massa restante de carbono-11 ao final do processo, para uma
massa inicial My, = 1000 g.

b) A massa restante M(t) de carbono-11 apds t numeros de meias-vidas, para

1000
2t

uma massa inicial My, = 1000g € modelada pela funcdo M(t) =

1000.eIn/2t t € R. Com o auxilio do software GeoGebra represente 0
grafico da funcéo M (t).

c) Qual o motivo de se utilizar o carbono-11 para efetuar tal procedimento?

d) A partir do gréfico feito no item b, identifique as massas restantes para
quando t=0,t=1,t=2,t=3,t=4et=>5.

Resolucao:

a) Observemos que:

NUmero de meia-

.vida transcorridos | 0 | 1 2 3 4 5 ¢
Massa M, % l% = % 1 M, _ My | 1 M, _ My | 1 M, B M, M,
correspondente 20220 22 |32 =3 |33 ~ o8 |38 — 5 5

Tabela 6. A massa restante do carbono-11 de acordo com o niimero de meias-vidas transcorrido.
Apoés 5 meias-vidas, ou seja, 5 X 20,4 min

amostra contendo inicialmente M, = 1000 g de carbono-11, restam apenas

__ 1000
=—

= 31,25 g da substancia.

102 min

1h 42min, para uma

Mo

25
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b) Podemos observar que a massa restante M(t) de carbono-11 apds t numeros de

meia-vida, para uma massa inicial M, = 1000 g seréa obtida:

M(t) = =2 = 1000. e N 1/2)¢,

e GeoGebra = =
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
el o ac
& DA B OO 4] N =]

» Janela de Algebrz| » Janela de Visualizagio 1
1000

800

600

400

200

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 kel

Entrada:|1000/(2"x) a 3

1000
2t ’

Figura 12. Tela do GeoGebra com a representacao do grafico da funcdo M(t) =
c) O motivo de se utilizar o carbono-11 para imagens médicas deve-se ao fato do
seu tempo de meia-vida ser curto e rapidamente sair do organismo do individuo

submetido ao exame.

d) A plotagem das retas t=0,t=1,t=2,t=3,t=4 e t=5(x=0x=1,x=
2,x =3,x =4ex=15) no gréfico da funcdo M(t) (f(x)) conforme mostra a Figura
11, é importante ser mostrada para se obter a interseccdo da curva com essas retas.
Essas intersecdes originardo os pontos A, B, C, D e F, vistos na figura 14, cujas
coordenadas correspondem a massa restante da substancia, representada pela
ordenada y, apos decorridas, 0, 1, 2, 3, 4 e 5 meias-vidas. Na “Janela de Algebra”
séo vistas as coordenadas desses pontos. Deste modo, o ponto A significa que no
inicio, a amostra continha 1000g, B representa que ap6s uma meia-vida a massa
restante da amostra é de 500g, o ponto C indica que a massa restante do carbono-
11 é de 250g quando passadas 2 meias-vidas, D significa que a massa restante de
carbono-11 sera de 125g apdés 3 meias-vidas, E representa que depois de
decorridas 4 meias-vidas a massa da amostra € de 62,5 g e por fim, F indica que
decorridas 5 meias-vidas, a quantidade de carbono-11 restantes é de 31,25g de

acordo com o apresentado na figura 14.
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Figura 13. Tela do GeoGebra com a representacéo das retas perpendiculares ao eixo x cujas
equacbessdox=0,x=1,x=2,x=3,x =4ex =5.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

(2 BdG Mool =] +] =l

&

» Janela de Algebrz| » Janela de Vi
‘e fx) = ?“ 1000 T f
Ponto
A=(0,1000) | so0
® B=(1,500)
® C=(2, 250
® D=(3,125) 600
® E=(4,625) 4
~@ F=(§,31.25)
Reta 400
g:x=0
h:x=1
iix=2 200
jix=3
k:x=4
I:x=5 v i " T
< >

Entrada: | @
Figura 14. Tela do GeoGebra com a representacdo dos pontos de intersec¢céo das retas
perpendiculares ao eixo x e o grafico da fungcéo M(t).

Observacgdao: Utilizando no GeoGebra a ferramenta “Controle deslizante”, pode-se

explorar o grafico da fungdo M(t) = % = M,.e("/2)t que fornece a massa restante

M(t) de carbono-11 apoOs t numeros de meia-vida, para outros valores de massa

inicial M,.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A AN <
Bl elo) 4N =] +) =
» Janela de Algebra » Janela de Visualizacé
Funcio A\ F
1070 800 = 1070
® f(x) = T -
Nimero 600
® m=1070
Nl
400
200
0=
Enllada:‘ =‘ @

Figura 15. Tela do GeoGebra com o grafico da fungdo M(t) usando a ferramenta Controle Deslizante
para variar o valor M,.
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Atividade 4.1.2: A meia-vida pode servir como um reldgio nuclear para determinar

as idades de diferentes objetos. A técnica do radiocarbono tem sido utilizada na
arqueologia e antropologia para datacdo aproximada de materiais organicos, pois o
carbono-14 decai e ndo € mais reposto. Um 0sso encontrado em uma caverna
apresenta uma taxa de carbono-14 igual a
6,25 % da taxa existente em um animal vivo e na atmosfera. Sabendo que o tempo
de meia-vida do carbono-14 é de 5730 anos.

a) Quantos anos que se decorreram apos a morte do individuo? Justifique

b) Com o auxilio do software GeoGebra represente o grafico da funcdo M(t) que
fornece a massa, no instante t, de carbono-14 presente no 0sso, que inicialmente
era de M, = 100.

Resolugéo: Vimos que a massa M(t), no instante t, de uma substancia radioativa
que no inicio da contagem do tempo era M,, € dada por M(t) = M,.e%*, para todo

t € R. Também vimos que existe uma relagéo entre a meia-vida Ty, € a constante a

ln@) __ —0,693
e a

de decaimento radioativo, que € dada por T. =
2
a) A meia-vida do carbono-14 é de 5730 anos. Assim, substituindo esse valor na
expresséo acima obtemos
1
_In (g) —0,693
“ 5730 ~ 5730
A quantidade restante de nucleos do osso apos decorrido um tempo t (que

gueremos encontrar) é de 6,25% de M,, ou seja, M(t) = 0,0625M,. Assim,
0,0625M, = My.e* = e* = 0,0625 = at = In(0,0625) =

—2.773 (— 5ﬂ) ~ 22.920 anos.
0,693

In(0,0625

—0,693

b) Utilizando o software GeoGebra o gréafico da funcéo M(t) = M,.e% com a ~ p—

e M, =100 é:
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Figura 16. Tela do GeoGebra com a representacéo do gréfico da funcao M(t)
- comportamento de uma amostra contendo o carbono-14, apés o periodo t.

Neste caso, a massa inicial M, esta representada na forma de porcentagem,
ou seja, no inicio, t = 0, a amostra estava completa (a massa total representava
100%).

No grafico obtido, o eixo x indica a quantidade de meias-vidas decorridas e 0

eixo y representa a porcentagem de radionuclideos presentes ainda na amostra.
Ao final da atividade propor aos alunos que resolvam 0s seguintes exercicios:

Exercicios propostos:
1) A partir de quantas meias-vidas a emissdo radioativa de carbono-14 é menor do

que 1%? O que acontece a medida que o tempo de meia-vida aumenta?

2) Na zona rural de Caruaru, comunidade Riacho Doce, numa area chamada “Serra
do medo”, moradores encontraram fésseis enquanto realizavam a limpeza de um
“tanque” — espacos entre as pedras que acumulam agua da chuva. Severino da
Silva, proprietario, disse que esses 0ssos sO foram encontrados (Figura 17), pois o
“tanque” onde estavam soterrados estava inteiramente seco pela falta de chuvas na
regido. Pesquisadores do Laboratorio de Arqueologia da UFRPE fizeram analises
com os fosseis e a estimativa € de que tenham mais de 70 mil anos. Os 0ssos
apresentam-se quase que inteiramente intactos devido as condi¢cdes do local
encontrado.
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Figura 17. Imagem do
Caruaru.

Fonte: BARBOSA, D. Seca revela fosseis de mais de 70 mil anos em Caruaru. Disponivel em:
<https://noticias.uol.com.br/ciencia/album/2013/05/07/seca-revela-fosseis-e-pinturas-rupestres-de-

mais-de-70-mil-anos-em-caruaru.htm#fotoNav=5>. Acesso em 18/04/2017.

” A ¢ ST S, ERRS
“tanque” e de um féssil encontrado na Comunidade Riacho Doce, zona rural de

E provavel que esses pesquisadores tenham utilizado o método da datacéo

do carbono-14 para concluir a idade dos fosseis? Justifique.

3) Para fdésseis remotos (por exemplo, com cem anos) pode-se utilizar o método de
datacdodo carbono-14 para concluir a idade dos fésseis? Nesse caso, existe

limitagdo para esse método? Justifique.

Resposta desejavel ao exercicio 1: A partir de 7 meias-vidas, ou seja,
aproximadamente 28.650 anos BP(before present). A medida que o tempo de meia-

vida aumenta, a porcentagem da emisséo de carbono-14 tende a zero.

Resposta desejavel ao exercicio 2: Provavelmente ndo. A emissdo radioativa
transmitida pelo carbono-14 por um féssil com mais de 8 meias-vidas passadas
(45.840 anos BP) é praticamente nula, o que dificulta determinar a idade

aproximada.

Resposta desejavel ao exercicio 3: Também ha limitagdo, pois a quantidade
emitida de radiacdo ndo tera sido reduzida o suficiente para que seja detectada
alguma diferenca.
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Com as atividades propostas, pode-se trabalhar com o aluno de modo que ele
consiga transportar essa aplicacdo para a vida real e verifique a importancia da

matematica em outras areas.

4.2 Segunda aplicacéo: a Lei do Resfriamento de Newton

Newton, conhecido pelas contribuicbes grandiosas na Fisica, em 1701
publicou “Scala Graduum Caloris”, um artigo que descreve um método de medicao
para temperaturas de no maximo 1000°C. Hoje, este método € conhecido como a
Lei do Resfriamento de Newton, que diz que a taxa de resfriamento (diminuicdo da
temperatura) de um objeto é proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto
e a temperatura do meio que o contém. Em linguagem matematica, se D, é a
diferenca entre a temperatura ambiente e a temperatura no instante t = 0, D(t) € a
diferenca entre a temperatura ambiente e a temperatura num instante t qualquer, e a
€ a constante que depende do material de que € constituida a superficie do objeto,
fazendo a modelagem matemaética e resolvendo a equacgéo que aparece no capitulo
3, obtemos

D(t) = Dy.e™*

Atividade 4.2.1. Em um dia cuja temperatura ambiente era de 30°C, uma agua

fervia numa panela e cinco minutos depois de apagado o fogo tem a temperatura de
65°C. Depois de quanto tempo ap0Os apagar o fogo, a 4gua atingird a temperatura de
35°C?

Resolucdo: Ao desligar o fogo, a temperatura da agua € de 100°C e a temperatura
ambiente é de 30°C. Assim, D, = 100 — 30 = 70°C.
Apés t = 5 minutos, a temperatura da agua passa a ser de 65°C, ou seja,
D(5) = 65 — 30 = 35°C.
Com esses dados, conseguimos determinar o valor da constante a. Temos
35 1

35=70e P > —=¢g W o= % =
e 0= ¢ S=e

1 _ 0,693
= lnE =lne % = —q.5~ —0,693 = a =~ -



62

Portanto, a = 0,1386.

Como foi determinada a constante, € possivel determinar o tempo para se
alcancar a temperatura de 35°C. Neste caso, a diferenca de temperatura apés o
instante t sera D(t) = 35— 30 = 5°C. Assim,

5 1
5 — 70. e~ 01386t — O _ ,—01386L — — _ ,—01386.t
70 14
— Int =ne01386f — _2639 = —01386.t = t = 2532,
14 0,1386

Portanto, t = 19 minutos.

A atividade 4.2.1 foi adaptada de um exemplo retirado de Nascimento (2011).

Atividade 4.2.2. O corpo de uma vitima, de assassinato, foi descoberto as 23h. O

meédico da policia chegou as 23h30min e, imediatamente, tomou a temperatura do
cadaver, que era de 34,8 graus centigrados. Uma hora mais tarde ele tomou a
temperatura outra vez e encontrou 34,1 graus centigrados. A temperatura do quarto
era mantida constante a 20 graus centigrados. Use a lei do resfriamento de Newton
para estimar a hora que se deu a morte. Admita que a temperatura normal de uma

pessoa viva € 36,5 graus centigrados.

Resolucdo: No momento da morte a temperatura do corpo € de 36,5 graus
centigrados e a temperatura do quarto € de 20 graus centigrados. Logo, a diferenca
de temperatura do corpo e do meio serd 36,5— 20, ou seja, D, = 16,5 graus
centigrados.

Apos t minutos, a diferenca da temperatura do corpo e da temperatura do
quarto é D(t) = Dy.e ™%,

O enunciado fornece o dado de que 1 hora ap6s a morte da vitima, a
temperatura deste corpo ja havia baixado para 34,1 graus centigrados. Como a
temperatura do quarto mantém-se constante, D(1) = 34,1 — 20 = 14,1.

Por outro lado, D(1) = 16,5.e7%1.

Assim, e ™® = 1 0,8545.
16,5

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da igualdade,
Ine ™ =1n0,854545 < —a = —0,157186.
E portanto, a = 0,157186.
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A temperatura do corpo no momento de chegada do médico era de 34,8
graus centigrados e sabemos, pelo exercicio, que a temperatura de uma pessoa
viva é de 36,5 graus centigrados. Nesse sentido, a diferenca entre essas duas
temperaturas € 36,5 — 34,8 = 1,7 graus centigrados, apos transcorridos um intervalo
de tempo t que ainda ndo conhecemos.

Calculemos t:

D(t) = 16,5.e7 0157186t — 1,7,

Dai,

-0,157186t — L7
16,5

e
Aplicando logaritmo natural a ambos os membros,
In e~%157186t — 15 0,10303 < —0,157186t = —2,272735 < t = 14,459 horas.

Temos que 14,459 horas equivale a 14h + 0,459h. Para transformar 0,459 h
em min, basta efetuar uma simples regra de trés, concluindo que 0,459 h é
aproximadamente 28 min.

Este resultado para t nos diz que o corpo foi morto 14h28min antes de ter sido
encontrado. Como foi encontrado as 23h30min, 23h30min — 14h28min = 9h02min.

Portanto, a morte ocorreu por volta das 9h02min.

A atividade 4.2.2 foi retirada de um problema presente na referéncia
Nascimento (2011).

4.3 Terceira aplicacao: epidemias

Um certo tipo de doenga estd infectando uma certa populagdo de P
individuos. Ela pode ser dividida em individuos infectados e nédo infectados.
Denotando por y(t) o numero de pessoas infectadas da populacéo, que no instante
t estdo infectadas e por x(t) o nimero de pessoas da populagdo que, no mesmo

instante t, ndo estdo infectadas, temos P = x(t) + y(t).

Vimos no capitulo 3 que y(t) = m, onde k é um valor constante.

Atividade 4.3.1.: Leia o0 texto adaptado “Grandes epidemias na histéria da

humanidade” retirado do site do Jornal da Orla.
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Grandes epidemias na histéria da humanidade

.l‘ J.I. 4 ” '5‘ ;
Figura 18. Grandes epidemias na histéria da humanidade
Fonte: Grandes epidemias da humanidade, 2016. Disponivel em:
<http://www.jornaldaorla.com.br/noticias/23814-grandes-epidemias-na-historia-da-humanidade/>
Acesso em 29/07/2017.

Peste negra, célera, tuberculose, gripe espanhola, Aids ... Ao longo da historia
foram muitas as epidemias que mataram milhdes de pessoas. Algumas doencas
foram combatidas e até erradicadas gragas ao desenvolvimento de medicamentos

e vacinas; outras, embora ainda sem cura, podem ser mantidas sob controle.

Peste Negra - Também conhecida como peste bubdbnica, a epidemia matou boa
parte da populagéo do planeta no século XIV, principalmente de paises da Europa
e Asia. A doenca foi sendo combatida & medida que foi se melhorando a higiene e

0 saneamento das cidades, diminuindo a populagéo de ratos urbanos.

Célera - Conhecida desde a Antiguidade, teve sua primeira epidemia global em
1817. O vibrido colérico é transmitido por meio de agua ou alimentos contaminados.
A célera é uma doenca que surgiu na india e se espalhou pelos demais paises
durante o século XIX, se disseminando através da contaminacgdo de comida e agua.

Tuberculose - O combate foi acelerado em 1882, depois da identificacdo do bacilo

de Koch, causador da doenca. Hoje, a base de antibidticos, a tuberculose pode ser
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curada com um tratamento intensivo, mas durante o século XIX, na Europa, a

epidemia matou aproximadamente um quarto da populagéo adulta do continente.

Variola - A doenca atormentou a humanidade por mais de 3 mil anos. Até
celebridades da histéria como o farad egipcio Ramsés Il, a rainha Maria Il da
Inglaterra e o rei Luis XV da Franga tiveram a temida "bexiga". Uma vacina foi
inventada em 1796 para combater a doenca, mas ela voltou em 1960. E
considerada erradicada do planeta desde 1980, ap6s campanha de vacinacdo em

massa.

Gripe espanhola - Em 1918, uma mutacdo do virus da gripe se espalhou
rapidamente pelo mundo e, em questdo de um ano, matou pelo menos 50 milhdes
de pessoas. Foi batizada de gripe espanhola, embora tenha feito vitimas no mundo
todo. No Brasil, matou até o presidente Rodrigues Alves.

Ebola - No ano de 2014 o mundo viveu o maior surto de ebola da histéria. O virus,
que mata entre 50% e 90% das pessoas que 0 contraem em questdo de dias,

ameacou deixar a Africa e atacar outros continentes.

Sarampo - Altamente contagioso, era uma das causas principais de mortalidade
infantil até a descoberta da primeira vacina, em 1963. Com o0 passar dos anos, a
vacina foi aperfeicoada, e a doenca foi erradicada em varios paises.

Maléria - A Organizacdo Mundial de Saude considera a malaria a pior doenca
tropical da atualidade. Em 1880, foi descoberto o protozoario Plasmodium que
causa a doencga, transmitida por picada de mosquito contaminado. As maiores
epidemias de malaria aconteceram durante a Primeira e Segunda Guerra Mundial,

matando milh&es de pessoas.

Febre amarela - A doenca se espalha de individuo para individuo por meio da
picada do Aedes aegypti (ele mesmo) infectado. Matou milhdes de pessoas no
passado e hoje, apesar da vacina e dos programas de prevencao, a febre amarela

ainda assola regides da América do Sul e da Africa.
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Poliomielite - A doenca € causada pelo poliovirus, que ataca o sistema nervoso
humano. N&o existe cura efetiva para a poliomielite, mas a vacina, aperfeicoada na

década de 1950, garantiu o controle e extincdo da doenca em boa parte do mundo.

AIDS - Para terror da geracdo do "amor livre", a doencga foi identificada em 1981,
nos Estados Unidos, e logo ganhou o status de epidemia pela Organizacdo Mundial
de Saude. Destroi o sistema imunolégico, deixando o organismo fragil a doencas

causadas por outros virus, bactérias, parasitas e células cancerigenas.

Os registros revelam que t semanas apds o0 primeiro surto de um certo tipo de

20

————— milhares de individuos contrairam a
(1+19e~12t)

gripe, aproximadamente y(t) =

doenca. Faca o que se pede:

(a) Utilize o software GeoGebra para fazer o grafico da funcéo y(t).

(b) Quantas pessoas estavam doentes quando o surto foi detectado? Quantas
pessoas estavam doentes duas semanas depois? Responda, inicialmente, usando
lapis e papel (ou seja, fazendo todos os calculos necessérios utilizando a funcgéo
y(t)), e depois, analisando o gréafico obtido no item anterior.

(c) Se a tendéncia continuar, qual sera o numero total de pessoas infectadas?

Resolucéao:
(a) Para fazer o grafico da funcdo y(t) no software GeoGebra basta digitar no

campo “Entrada” a lei da fungéo y(t).
& GeoGebra = ﬂm

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Entrar...

B S B ol s Pl RN Ea

+ Janela de Algebra < |» Janela de Visualizagsio
Fungdo

20

= g

Enirada

y » cruGRIHD L+ o POROET
¥ l_/, 8 0w 0O Y o e

Figura 19. Tela do GeoGebra com o grafico da funcéo y(t) = 20/(1 + 19e~12%),
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(b) Fazendo os célculos:

Ao ser detectado o surto ainda néo foi transcorrida nenhuma semana, ou seja,

t = 0. Substituindo o valor na funcao y(t) dada, obtemos

20 20 20
y(O) = 120 = —_— —
(1+19e~120) ~ 1419 20

1.

Como y(t) fornece o numero em milhares de individuos infectados, entdo 1000
pessoas estavam doentes quando o surto foi detectado.

Apds duas semanas, ou seja, parat = 2 teremos
20
(14 19e-122) ™ 2,7236

Portanto, 7343 pessoas estavam doentes apds duas semanas de constatado o

y(2) = ~ 7,343

surto.

Analisando o gréfico:

Para saber o numero de pessoas (em milhares) que estavam doentes quando o
surto foi detectado é necessario representar a reta vertical de equacdo x = 0 (ou
seja, 0 eixo y) e depois obter o ponto A de interseccdo dessa reta com o grafico da
funcdo y(t). A ordenada desse ponto é o numero de milhares de individuos
infectados no surto, a qual € 1 x 1000 = 1000 pessoas.

O numero de pessoas (em milhares) que estavam doentes apos duas semanas
de constatado o surto, é a ordenada do ponto B de interseccéo da reta vertical de

equacado x = 2 com o gréfico da funcéo y(t), que é 7,34 x 1000 = 7340 pessoas.

o GeoGebra = =
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
‘ S el 7 =

D SNER R FANEE
» Janela de Algebra A | » Janela de Visualizagédo X

Funcéo g|h
20 20
i@ f =

) = 141961
- Ponto
. A=[0,1] 15
- B= [2, 734,
- Reta
. g:x=0 10 <
~® h:x=2 B
5
T _"’D’. u
f -5 0 3 10 15 20

Enfrada: ¥

Figura 20. Tela do GeoGebra com a representacéo das intersec¢fes de das retas verticais x =0 e
x =2 com a fungéo y(t).
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(c) Analisando o grafico da fungéo y(t) (Figura 19) observa-se que & medida que t
aumenta (ou seja, que o tempo passa), o valor y(t) “tende” a ser 20 milhares de
pessoas, nunca ultrapassando este valor. Podemos concluir dai que o numero total

de pessoas infectadas pela gripe é de aproximadamente 20.000 pessoas.

Esta atividade foi adaptada de um exemplo de Hoffmann (2014, p. 270).

Observacdo: O GeoGebra utiliza a variavel x ao invés de t, e f(x) ao invés de y(t),
sendo diferente de como foi expressa a fungédo na atividade. Do lado esquerdo da
figura 20 (na “Janela de Algebra”), as ordenadas dos pontos A e B representam a
quantidade de pessoas infectadas pela doenca ap6s um periodo em questdo (este
periodo esta representado pela abcissa dos pontos). Nota-se que a ordenada do
ponto B é um numero decimal, que pode ser o seu valor aproximado. Se clicarmos
com o botéo direito em cima das coordenadas de B na “Janela de Algebra”, clicando
em “Propriedades” uma aproximagao melhor para essa ordenada podera ser vista,
como mostra a figura 21. Ao analisar o grafico para responder o que foi solicitado no
item (c) o aluno tem contato com a nocéo intuitiva de limite de uma funcéo, que € um

conceito muito importante e que para alunos de Ensino Médio é pouco trabalhado.

« GeoGebra - g
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B> A clo]4N]=

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizaga X

Funcéo alh |8 Preferéncias E
20 L "His ER® : =
e f(x) = =
1+19e 12 Funcdo 2 A
Bésico 1
Ponto Lot Cor | Estilo | Algebra | Avancado | Programacio
® A=(0,1) 1 Ponto Nome B
@ B=(2,7.34) e A
Reta e B Definicéo: |Intersecao(f, h, (2, 7.34311))
C9gx=0 1 ~) Reta Legenda:
® h:x=2 B Leg
“®h [¥l Exibir Objeto
5
(¥ Exibir Rétulo: Nome M 4

7 A [ Exibir Rastro T e e T
[JFixar Objeto
[] Definir como Objeto Auxiliar

-10 [ Exibir intersecéo parcial

Entrada:

e‘ n L @ < Ij €PUGPU HD + @, POR 0131
- 49 49 4 00 "R sy

Figura 21. Tela do GeoGebra que sera reproduzida ao clicar com o botdo direito sobre o ponto B ou
em cima de B na “Janela de Algebra” e selecionar a op¢ao “Propriedades”.

Ao final da atividade pode-se propor aos alunos o seguinte exercicio:
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Exercicio Proposto: Um certo tipo de gripe foi considerada uma epidemia. Apos x

semanas dessa gripe ter sido considerada um surto, a fun¢do dada por f(x) =

2

Traoon € 0 numero aproximado de pessoas que contrairam a doenca, dada em

milhares de pessoas.
a) Plote o gréfico de f(x) no GeoGebra;
b) Quantas pessoas estavam doentes quando o surto foi detectado?
c) Quantas pessoas estavam doentes 3 semanas depois?
d) Se atendéncia continuar, qual sera o numero total de pessoas infectadas?

Este exercicio proposto foi retirado de Hoffmann (2014, p 273).

Além desse exercicio pode-se propor outros exercicios e também solicitar que
os alunos facam uma pesquisa sobre outros tipos de epidemias mais recentes que

houveram no mundo.

4.4 Quarta aplicacédo: investimentos

Uma das maiores preocupacdes dos brasileiros atualmente € o que diz respeito a
aposentadoria, pois em 2016 foi anunciada pelo governo uma proposta para a
reforma da previdéncia. Com isso, organizar a vida financeira tornou-se assunto
muito comentado na midia ja que essas mudancas seriam aplicadas e a idade para
se aposentar aumentaria consideravelmente.

A proposicao da atividade a seguir enfatiza alternativas de investimentos para
que se tenha um futuro mais confortavel visto que o brasileiro, no geral, ndo possui 0
habito de poupar dinheiro. Para isso primeiramente, o professor junto com os alunos
analisa as regras atuais da aposentadoria (Figura 20). Depois, sera apresentado o
texto “Riqueza e Poupanga” para debate entre o mediador e os estudantes e, por
fim, exercicios sobre juros compostos.

A educacédo financeira € de extrema importancia e com maior frequéncia deve
ser inserida no ensino desde os anos iniciais escolares afim de adquirir o habito de

utilizar melhor o seu dinheiro.

Atividade 4.4.1:
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Leia o quadro abaixo (que fornece algumas informacdes a respeito das regras

atuais da aposentadoria) e também o texto adaptado intitulado “Riqueza e

Poupanca” retirado de Alves.

REGRAS ATUAIS DA APOSENTADORIA

Veja os principais pontos da reforma

COMO E HOJE

Idade de
aposentadoria

Tempo minimo

A soma da idade e tempo
de contribuicdo deve ser
de 85 para mulheres e 95
para homens

15 anos de contribuicao

COMO PODE FICAR

65 anos (com regra de
transicdao para homens
com mais de 50 anos

e para mulheres com
mais de 45 anos
atualmente)

Passa a ser de 25 anos

de contribuicédo
Aposentadoria O trabalhador rural se Trabalhadores rurais
rural aposenta com 55 anos passarao a contribuir
(mulheres) e 60 (homens) para o INSS, e se
e precisa comprovar 15 anos aposentam a partir
de trabalho no campo. dos 65 anos, com 25
O produtor contribui com de contribuicdo
um percentual sobre a
receita bruta de sua
producdo
Servidores Ha um regime proprio Projeto prevé fim das
publicos e separado da Previdéncia diferencas entre o
dos trabalhadores privados. regime de previdéncia
Parte das aposentadorias geral e o publico
vem das contribuicoes dos
proprios servidores, e outra
parte do governo
Militares Quando param de servir, Nada muda por

os militares ficam inativos.
As pensoes integrais para
filhas solteiras de militares
foram extintas em 2000,
mas ainda sdo pagas para
quem recebia antes, até

o fimdavida

enquanto. Um projeto
de lei sera enviado
separadamente

Figura 22. Regras atuais da aposentadoria.

Fonte: MARTELLO,A.; AMARAL, L. Veja as propostas do governo Temer para a reforma da
previdéncia. Disponivel em <http://g1.globo.com/economia/noticia/veja-as-mudancas-que-o-governo-
propoe-com-a-reforma-da-previdencia.ghtml>. Acesso em 01/08/2017.
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Riqueza e Poupanca

Cada pessoa tem uma ideia diferente de riqueza, que depende dos valores e
da visdo de mundo de cada um. Ha& pessoas que valorizam atividades de lazer,
outros valorizam felicidade e educacdo. Uma méae pode ver riqueza na saude e
felicidade dos seus filhos, um chefe pode enxergar a riqueza no poder do cargo que
ocupa, um negociante pode reconhecer rigueza no lucro que acumula, um jovem
pode perceber riqueza no grupo de amigos, nas baladas de fim de semana ou no
diploma que consegue ao final de um curso. Como vocé vé, ndo ha um unico
conceito para riqueza, ele varia de pessoa para pessoa.

De maneira geral, as pessoas pensam que rigueza é acumular bens. Os
bens e o dinheiro nos ddo a sensacao de seguranca. Precisamos de alimentacao,
moradia, salde, educacdo, lazer e descanso e tudo isso tem um valor que é
expresso em dinheiro. No entanto, o dinheiro ndo € suficiente para garantir bem-
estar. Uma pessoa pode ter boas comidas e ndo ter uma boa saude, alguns tém
uma boa casa, mas nao tém um bom ambiente familiar, outros estudam em uma
boa escola e ndo tém boas notas nem valorizam a educacdo que recebem. Tao
importante quanto ter bens € a felicidade e o bem-estar.

Todos nés sabemos o que é poupanca — poupar é guardar dinheiro, poupar é
nao gastar todo o dinheiro que temos ou ganhamos.

O conceito de poupanca tem a ver com renda. A renda € aquilo que se obtém
com o trabalho — salario, venda de produtos ou servigos, aluguel, pensdao ou
aposentadoria. Com essa renda a pessoa compra e paga por casa, comida, roupa,
estudo, lazer, ou seja, tudo de que necessita ou deseja. Quando a pessoa nao
consome toda a sua renda, essa sobra podera ser transformada em poupanca.

Poupar € deixar de consumir agora para consumir no futuro. Por exemplo, se
uma pessoa pretende comprar uma geladeira nova e nao tem todo o dinheiro nesse
momento, podera guardar um pouco de sua renda mensal e, ao final de alguns
meses, tera o valor suficiente para fazer a compra. Assim, a pessoa deixou de
consumir outras coisas que ela poderia comprar hoje para fazer a compra de um
bem de valor maior no futuro.

Para se sentir motivada a poupar, a pessoa deve saber qual a sua ideia de
riqueza, quais 0s seus sonhos, quais 0s seus desejos. Quem valoriza a educacao

guer juntar dinheiro para garantir seus estudos. Quem gosta de viajar, junta dinheiro
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para conhecer outros lugares. Para quem gosta de cozinhar, € esse prazer que vai
levar a poupar para comprar um novo fogdo. Por isso, poupar € importante para a
realizacdo de alguns sonhos.

Outra razéo para poupar € a necessidade de seguranca. Ha pessoas que
estabelecem uma forte relagdo entre poupanca e seguranca. Precisam ter algum
dinheiro guardado para imprevistos, geralmente relacionados a doencas,
necessidades dos filhos ou emergéncias. Nem sempre 0S imprevistos sao
negativos. Viagens de passeio ndo programadas, festas de casamento de amigos
ou parentes, boas oportunidades de compras que precisam de alguma poupanca.

Importante também poupar para se ter uma vida mais segura e continuar no
mesmo padrdo de vida apos a aposentadoria, jA que cortes no salario podem ser
realizados. Além disso, em idades mais avancadas o gasto com a salude aumenta

em grande escala e ter dinheiro neste momento ajuda na qualidade de vida.

Parte Il

Segundo informagdes contidas no texto “Rendimento da Poupanca: hoje
(atual), mensal e anual”’, publicado em 04 de abril de 2017, disponivel em
<https://www.btgpactualdigital.com/blog/investimentos/poupanca/rendimento-da-
poupanca.>, a poupanca € o tipo de investimento mais comum no Brasil. A
modalidade oferece baixo risco, facil de realizar aplicacdo e resgate através dela e
os retornos financeiros sao livres de impostos. Para quem pensa no longo prazo e
quer ver o seu dinheiro render mais, investir na poupanca nao € muito atraente, pois
o rendimento da poupanca € baixo, cerca de 0,5% ao més.

Uma outra opcao de investimento mais rentavel € o CDB (Certificado de
Depésito Bancario), titulo emitido pelo préprio banco, com o intuito de captar
dinheiro das pessoas para a realizacdo de empréstimos. Existem CDBs pré-fixados
e pos-fixados. A diferenca é que o primeiro possui taxa fixa para a rentabilizacao e o
outro é variado. E possivel encontrar CDBs com rentabilidade de até 1,27% ao més.

O Tesouro Direto é outra opcdo de investimento bem interessante. E um
programa de negociacdo de titulos publicos a pessoas fisicas através da internet.
Por meio dele, vocé estara “emprestando” suas economias ao governo para obter
bons rendimentos com seguranca. E possivel encontrar Titulos do Tesouro com

rentabilidade de até 1,18% ao més.
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A partir do texto “Riqueza e Poupanca” e das informacdes contidas acima, faca o
gue se pede:
(@) Como observado, com a reforma na previdéncia para receber aposentadoria
integral o tempo de contribuicdo deve ser de no minimo 25 anos. Além disso, a
idade minima para conseguir se aposentar aumenta na maioria dos casos. Vamos
supor que uma pessoa queira guardar dinheiro para garantir uma vida melhor depois
de aposentado. Essa pessoa decidiu poupar 10% de seu salario mensalmente e
investir em alguma aplicagdo. Suponha que essa pessoa receba um salario de R$
3.000,00. Determine quanto essa pessoa conseguiria poupar num periodo de 15
anos poupando nos investimentos citados inicialmente, investindo inicialmente R$
1.000,00. Sabe-se que o montante final P(t), apés t meses de aplicacdo,
realizando depdsitos constantes no valor D, a uma taxa de juros n, com valor inicial
P, aplicado inicialmente é dado por:

P(t) = Pye™ +§(ent ~1).

(b) Agora, determine, nas mesmas condicbes do item (a), quanto a pessoa
conseguiria poupar num periodo de 25 anos.
(c) Defina o que é riqueza para vocé.
(d) Qual o seu sonho de consumo? Qual o valor desse bem material? Quanto vocé
conseguiria economizar mensalmente para obter esse bem? Verifigue o montante
que vocé pode adquirir utilizando a funcdo P(t) dada no item (a), para realizar esse
desejo supondo que voceé ira poupar esse dinheiro na poupanca e atribuindo valores

para t.

Resolucao: Os calculos devem ser realizados em calculadoras cientificas.
(a) Temos que transformar 15 anos em meses, pois todas as taxas de juros estao
relatadas em meses. Dai, 15 anos = 15 x 12 meses = 180 meses, ou seja, t = 180
meses. O valor D serd 10% de R$ 3.000,00. Assim, D = R$ 300,00.

A guantia que a pessoa conseguira poupar é obtida calculando-se P(180).
Vamos obter esse valor em cada um dos investimentos citados (Poupanca, CDB e

Tesouro Direto), visto que cada um possui uma taxa de juro.
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Investindo na poupanca

A taxa de juros da poupanca conforme mencionado € de 0,52%

. Entdo
n = 0,0052. Substituindo todos os valores, obtemos

300
— (0,0052) x (180)
P(180) = 1000.e + 0.0052

= 1000.e%36 4+ 57692,3(e%?3¢ — 1) =
= 2549,76 + 89409,33 = 1959,09.

(8(0'0052) X (180) __ 1) —

Investindo em CDB

Segundo as informacdes fornecidas a taxa de juros do CDB € de 1,27%, ou
seja,n = 0,0127. Assim,

P(180) — 1000.80’0127'180 + 300 (60’0127'180 _ 1) —

0,0127
= 1000.e%28% + 23622,05(e*?86 — 1) =

= 9835,52 + 208713,02 = 218548,54.

Investindo no Tesouro Direto

No Tesouro Direto a taxa de juros, mencionada nas informac¢des dadas, € de
1,18%. Logo, n = 0,0118 e, portanto,

300
P(180) = 1000. 00118180 4~~~
(180) ¢ t 00118

= 1000. e2124 4 25423,73(e?124 — 1) =
= 8364,53 + 187233,79 =
= 195598,32.

(80’0118'180 _ 1) —

(b) Um periodo de 25 anos € igual a t

300 meses. Agora, devemos calcular
P(300). Procedemos de maneira analoga e obtemos que:

-Investindo na poupanca: P(300) = 1000.¢%0052:300 4 _oz?)?;z (00052300 _ 1) =
= 1000. e15¢ + 57692,3(e56 — 1) =

= 4758,82 + 216855,04 = 221613,86.

-Investindo em CDB: P(300) = 1000. ¢%0127:300 4 % (e00127:300 _ 1) =

= 1000.e38 + 23622,05(e381 — 1) =



=45150,44 + 1042923,88 = 1088074,32.

-Investindo no Tesouro Direto: P(300) = 1000. ®0118300 4 3% ;00118300 _ 1)

= 1000.e>%* + 25423,73(e3°* - 1) =
= 34466,91 + 850853,92 = 885320,83.

(c) Resposta pessoal.
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(d) Esta resposta € pessoal. No entanto, serd utilizado um exemplo ficticio para a

resolucdo do problema. Suponhamos que o desejo do jovem seja um novo celular

no valor de R$ 1.500,00 e fosse possivel economizar R$ 100,00 por més. Para ver

se sera possivel realizar esse desejo, vamos calcular para t = 10,11,12,13,14 e 15

meses, quais seriam os montantes finais P( t) obtidos pelo jovem se ele realizasse

depdsitos constantes na poupanca (Tabela 7). Para isso consideraremos P, = 0 (que

ndo héa investimento inicial), n = 0,0052 (taxa de juros mensal da poupanca) e D =

R$ 100,00 (valor mensal possivel de se economizar).

t (meses) P(t) Valor final (R$)
10 o,t(())(; _(eno0s210 _ 1) 1.026,46
11 o,t(())(z)sz (0005211 _ 1) 1.132,07
12 % (0005212 _ 1) 1.238,23
13 O’EO% (0005213 _ 1) 1.344,95
14 % (£0005214 _ 1) 1.452,22
15 O’t(())(;z (£00052.15 _ 1) 1.560,05

Tabela 7. Montante adquirido ao final de 10, 11, 12, 13, 14 e 15 meses.

Observacéao: A abordagem dessa atividade é contextualizada com a realidade deste

periodo no que diz respeito a parte financeira de cada individuo, além de abordar um
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texto que faz refletir sobre conceitos diferentes de riqgueza e a importancia de se
poupar dinheiro.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Realizar este tipo de trabalho com abordagens de aplicacfes proximas da
realidade com os alunos busca incluir a matematica no cotidiano dos estudantes e
torna-los mais interessados na disciplina. Os discentes devem enxergar a ciéncia
como um todo e ndo de forma fragmentada como vem sendo explorado com as
separacdes das matérias. Muitas vezes essa conexdo ndo é alcancada. Além disso,
trabalhar com textos é de grande importancia para que melhorem na leitura e
interpretacéo de situacdes-problema.

O uso do numero e é pouco abordado no Ensino Médio e entédo, o professor
deve a todo momento orientar seus alunos sobre a forma de como utiliza-lo para
calculo. Entretanto, ao ingressar no Ensino Superior o estudante ja terd uma nocéo
do seu uso e que é uma importante ferramenta de calculo em questdes

contextualizadas.
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Na secdo 1.1 foi apresentada a ideia geométrica para demonstracdo da

descoberta de Jonh Napier sobre logaritmos.
Foi estabelecida a EDO

a@x _ _x
dy 107
Essa EDO possui variaveis separaveis. Dai,

1

1
;dx = ——dy.

107

Aplicando integral em ambos os membros da igualdade,

jld— 1fd(:)lll—
x4 = g7 | dy = Inlxl =

< 107 In|x| = —y + 107
& y=10"c—107In|x|.

———+c

O problema de valor inicial diz que quando y = 0, x = 107. Substituindo os

valores em = 107¢ — 107 In |x| ,

0=107c—-10"1n10” & 107c =10’In10” < ¢ =1n107

E entdo,

y =1071In107 — 107 In|x| & y = 10’ (In 10”7 — In |x|).
Sabemos que x é medida de segmento, ou seja, x > 0. Entao,
y=10"(In10” —Inx) © y =10’(In10” — Inx) <

7

; 10 ; x
< y=10"1n ~ =y=10 logl(
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APENDICE B

n
Na sec¢édo 1.2 foi apresentada a sequéncia (1 + %) e que seu limite converge

para o numero de Euler. Segue abaixo a demonstracéo de que o limite da sequéncia

(1 + %)n existe.

Proposicédo. Se (a,) € uma sequéncia crescente e limitada superiormente, entdo

(a,) converge.

- . . 1\
Utilizaremos essa proposicdo para mostrarmos que lim,_ (1 +Z) = e.

7

a 1\" -
Dessa forma, devemos provar que a sequéncia (1 +;) € crescente e limitada

superiormente.
Empregando o Binbmio de Newton nessa sequéncia, podemos reescrevé-la

da seguinte forma:

(1) Primeiramente, verifiquemos que a sequencia é crescente.

n n
Sejam s(n,) = (1 + nil) e s(ny) = (1 + niz)  tal que n; < n,. Temos

ni

s(ny)) = <1 + i)

ny

ni

-6 D6 GG (6 (6

nmn,—1) 1 nn—-1)(n;—-2) 1 n! 1
:1+1+1(172)._+ 1 2(1 )_ _Tll_
n? 2! n’ 3! nton!
e, de forma analoga,
n,(n,—1) 1 n,(n,—1)(m, —2) 1 n,! 1
s(ny) =1+1+ > =+ a e —
n; 2! n, 3! n, n,!

1 1 ~ 1 1
Comon,; <n,,—>—entao —— < ——
nq ny

ng nz.
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Assim,
1 1 n—1 n,—1 n{(n, —1 n,(n, — 1
1__<1__: 1 < 2 — 1( 12 )< 2( 22 )=>
ny n, ny n, ny n;
n(n, —1)(n, — 2 n,(n, —1)(n, — 2
_ =D =2) =) = 2)
ny n;

e assim por diante.
Portanto, s(n;) < s(ny).
Logo, a sequéncia é crescente.

(i) Demonstraremos que essa sequéncia € limitada superiormente.

De fato,
() = 206 Y ra) -
_ ; n(n—1(n - :!)(n (nk)!k + D —k) (%)" _
:kz;n(n_1><n_n2.!..(n_k+1> Z kk'ji:oki:

—1+1+1+1+1+ + -
o1 21 31 5!

1+1+1+1+j1+ 14— <1+(1+1+1+ +—4—+- +1)
B 2 6 24 120 2 4 8 16 32 2n)

1
3 e s s
B 2 1__" I 2) 2
k=0 2
Ou seja, a sequéncia é limitada superiormente.

n
Podemos concluir de (i) e (ii) que o limite de (1 + %) existe.

1 n
Vamos denotar que lim,,_, (1 + Z) =e.
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