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RESUMO

Os materiais manipulaveis sao indicados para auxiliar as criangas na
passagem do concreto para o abstrato. Isso, aliado ao fato da dificuldade
dos alunos na geometria ao utilizar o ensino tradicional em anos anteriores,
motivou a utilizagdo de materiais manipulativos no ensino de Geometria
Euclidiana Plana.

O trabalho foi desenvolvido com o 9° Ano da Escola Municipal
Marciano Maciel da Silva, Tanabi/SP, com 24 alunos que estavam com
dificuldade na compreensédo e fixagdo dos conteudos de geometria. O
mesmo envolveu as atividades praticas do capitulo 3. Utilizamos materiais
manipulativos a fim de que o alunado se tornasse capaz de compreender
conceitos de Geometria Euclidiana Plana.

O objetivo deste trabalho é apresentar a teoria de Geometria
Euclidiana Plana, em particular, areas de regides poligonais elementares,
comprimento de circunferéncia e areas de regides circulares, a qual
corresponde as atividades praticas desenvolvidas no 9° ano, e o0s
resultados obtidos com relacdo a aprendizagem dos alunos com o uso dos
materiais manipulativos.

Observou-se que o trabalho com materiais manipulativos cumpriu o
seu papel de capacitar e engajar os alunos para a compreensao e estudo

dos conteudos ministrados.

Palavras chave: Geometria, Poligonos, Circunferéncia, Circulo, Areas,

Ensino, Material Manipulativo.



ABSTRACT

Manipulative materials are essential to help children in the transition
from concrete to abstract. That, besides students’ difficulty in geometry
using the traditional teaching in previous years, motivated the use of
manipulative materials when teaching Euclidean Plane Geometry.

This work was developed with the 9th grade of Marciano Maciel da
Silva Municipal School in Tanabi, SP, with 24 students who presented a
great difficulty understanding and fixing contents of geometry. The same
involved practical activities of Chapter 3. Manipulative materials were used
so that the students would be able to understand Euclidean Plane Geometry
concepts.

The goal of this paper is to present the Euclidean Plane Geometry
theory, particularly, areas of elementary polygonal regions, circumference
length and areas of circular regions, which concerns practical activities
developed in the 9th grade, and results obtained in relation to students
learning through the use of manipulative materials.

It was observed that the work with manipulative materials fulfilled its
role of enabling and engaging students to understand and study the content

presented.

Keywords: Geometry, Polygons, Circumference, Circle, Areas, Teaching,

Manipulative Material.
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CAPITULO 1: INTRODUCAO

Quando os alunos ingressam no Ensino Fundamental I,
percebemos que a interacdo entre professores e alunos muitas vezes deixa
de existir e da lugar ao giz, lousa, livro didatico, etc. O método colaborativo
da lugar ao método tradicional de ensino, o aluno passa a ser tratado de
maneira vertical, ou seja, em geral, o Unico detentor do conhecimento
passa a ser o professor, que entra em sala com o simples objetivo de
transmitir um conhecimento pronto e imutavel. Muitas vezes ndo existe
interac&o entre professores e alunos, o relacionamento que antes era uma
porta aberta, agora da lugar a uma muralha intransponivel.

Essa mudancga no relacionamento entre professores e alunos cria
um reflexo, muitas vezes irreversivel, no que diz respeito a absorcéo e
compreensao dos conteudos obrigatérios dos curriculos escolares. Nao
diferente, dentre estes conteudos matematicos se encontra a Geometria,
area da Matematica que exige muito a imaginacdo e criatividade dos
alunos.

Régo e Régo (2000), destacam a necessidade da introducéo de
novas metodologias de ensino, onde o aluno seja sujeito ativo da
aprendizagem, respeitando suas experiéncias pessoais e levando em
conta aspectos recreativos e ladicos das motivacdes pessoais, sua imensa
curiosidade e desejo de realizar atividades em grupos.

De acordo com os PCNs (1998),

[...] o estudo de Geometria é um campo fértil para trabalhar
com situacdes-problema e um tema pelo qual os alunos
costumam se interessar naturalmente... O trabalho com
espaco e forma pressupde que o professor de Matematica
explore situagbes em que sejam necessdrias algumas
construgbes geométricas com régua e compasso, como
visualizacao e aplicacado das propriedades das figuras, além
da construcao de outras relagbes. (BRASIL, 1998, p. 51)

Segundo Lamas et al. (2014), podemos concluir que o estudo dos

conceitos geométricos desenvolve no aluno um tipo de pensamento que o
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ajuda a compreender melhor sua relagdo com o mundo, com a comunidade
local a qual esta inserido, pois estimula a observacdo, a percepcédo de
semelhancas e diferencas, identificacdo de regularidades e outros
aspectos matematicos. E para que esse pensamento seja desenvolvido &
necessario pensar em préaticas pedagogicas que favoregcam a exploracao e
resolucao de situacdes problemas.

Contudo, é preciso ressaltar que o uso de materiais manipulativos
como estratégia pedagdgica ndo pode recair em uma vivéncia desprovida
de significado. E preciso conciliar a utilizagdo do suporte da materialidade
no ensino de Geometria sem perder de vistas seus valores educativos
(PAIS, 1999).

Com um papel fundamental no processo de ensino e aprendizagem,
os professores precisam se manter atentos no que diz respeito ao estimulo
dos alunos em resolver situacdes problema. E preciso que os professores
Se preocupem com a construcdo e organizacao de ideias dos alunos.

Segundo Polya (2006),

Se o professor de matematica preenche o tempo que lhe é
concedido a exercitar seus alunos com operacles
rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento
intelectual dos estudantes, mas se ele desafia a curiosidade
dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com
os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de
indagagOes estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo
raciocinio independente e proporcionar-lhes certos meios
de alcancar este objetivo. (POLYA, 2006, p.5)

Pensando na importancia de se trabalhar novas praticas de ensino

e aprendizagem, Silva e Martins (2000) afirmam que,

[...] os materiais manipulaveis sdo fundamentais se
pensarmos em ajudar as criangas na passagem do
concreto para o abstrato, na medida em que eles apelam a
varios sentidos e sdo usados pelas criangas como uma
espécie de suporte fisico numa situacao de aprendizagem.
Assim sendo, parece relevante equipar as aulas de
Matemética com todo um conjunto de materiais
manipuléveis (cubos, geoplanos, tangrans, réguas, papel
ponteado, 4baco, e tantos outros) feitos pelo professor, pelo
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aluno ou produzidos comercialmente, em adequacdo com
0s problemas a resolver, as ideias a explorar ou
estruturados de acordo com determinado conceito
matematico. (SILVA e MARTINS, 2000, p.4)

Diante do que foi exposto, neste trabalho aplicamos em sala de aula
sete atividades préticas utilizando materiais manipulativos (capitulo 3), no
9° ano de uma escola municipal, com o objetivo de tornar mais interessante
e significativo a aprendizagem de conceitos geométricos. O capitulo 2,

refere-se a teoria relacionada as mesmas.
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CAPITULO 2: AREA DE POLIGONOS E CIRCULO

Neste capitulo, faremos um estudo tedrico sobre todos os conceitos
matematicos que serdo utilizados no capitulo relacionado as atividades
com materiais manipulaveis aplicadas em sala de aula. Em particular,
apresentamos postulados e Teoremas envolvendo areas de regides
planas, a area de uma regido triangular e, a partir dela, areas de regides
poligonais.

Também trabalhamos com comprimento de circunferéncia e area do
circulo, onde novamente utilizamos areas de regides triangulares, mas so
que, desta vez, a partir de “unides aproximadas” de tais regides. Para isso,
precisamos de resultados sobre limites de sequéncias de numeros reais e
também propriedades de subconjuntos do conjunto dos nameros reais.

As definicbes e Teoremas a seguir foram baseadas principalmente
em Rezende (2008), Barbosa (2004) e Lima (1985).

A notacdo AB serd utilizada para representar o segmento de

extremidades A e B, e AB para sua medida.

REGIOES POLIGONAIS E SETOR CIRCULAR

2.1 Definicdo. Seja A;,4,,..,A,,n =3, uma sequéncia de n pontos

distintos do plano tais que os segmentos A4, , A,As, ..., A,_1A, € A,,A; tém
as seguintes propriedades:

(@) nenhum par de segmentos se intersecciona a nao ser nas suas
extremidades.

(b) nenhum par de segmentos com extremidade comum est4d na mesma

reta.

A unido dos segmentos A4, , A,As, ..., A,_14A,, A,A; € chamada
poligono, o qual denotamos por poligono A,A4, ...A,,. Os pontos A4, ..., A,

sdo chamados vértices do poligono e 0os segmentos séo seus lados.
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Os poligonos sdo nomeados de acordo com o numero de lados. Por
exemplo, o poligono de trés lados é o triangulo, com quatro lados € o
quadrilatero, etc.

2.2 Definigdo. Um poligono é dito convexo se nenhum par de seus pontos
esta em semiplanos opostos relativamente a cada reta que contém um de
seus lados.

Assim, é convexo o poligono A;A,A;A,AsA¢ (Figura 1) e ndo é

convexo o poligono FGHIJ (Figura 2).

A, A, G H’
A
6 A,
|
A5 A4 F J
Figura 1: Poligono convexo. Figura 2: Poligono ndo convexo.

Na Figura 1, o poligono é de seis lados, A,4,,A,A;,A3A,, AAs, AcAg
e A¢A,, e é chamado hexagono. Na Figura 2, o poligono € de cinco lados,

FG,GH,HI,I] e JF, e é chamado de pentagono.

2.3 Definicdo. Uma regido triangular (Figura 3(a)) € um conjunto de
pontos do plano formado por todos 0s segmentos cujas extremidades estao
sobre os lados de um triangulo. O triangulo € chamado de fronteira da
regido triangular. O conjunto de pontos de uma regido triangular que nao

pertencem a sua fronteira € chamado de interior da regiao triangular.

2.4 Definicdo. Umaregido poligonal (Figura 3(b)) € a unido de um namero
finito de regides triangulares que duas a duas ndo tem pontos interiores em

comum.
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@ (©) {

Figura 3: (a) Regido triangular; (b) Regiédo poligonal.

2.5 Definicdo. Um ponto é interior a uma regiao poligonal se existe alguma
regido triangular contida na regido poligonal e contendo o ponto no seu
interior. O interior da regido poligonal € o conjunto dos pontos que Ihe sao
interiores. A fronteira da regido poligonal é constituida pelos pontos da

regido que nao pertencem ao seu interior.

2.6 Definicdo. (a) A unido de um poligono convexo com o conjunto de seus
pontos interiores é chamada regido poligonal convexa.
(b) A unido de um poligono ndo convexo com o conjunto de

seus pontos interiores € chamada regido poligonal ndo convexa.

Uma regido poligonal convexa pode ser vista como a unido de um
namero finito de regides triangulares tais que, se duas quaisquer delas se
interseccionam, entdo a interseccdo € um segmento de reta ou um ponto.

Como exemplo, temos a Figura 4(a).

2.7 Definicdo. Seja 0 um ponto do plano e r um namero real positivo. A
circunferéncia de centro O e raio de medida r é o conjunto constituido por
todos os pontos P do plano tais que OP = r. O circulo de centro O e raio r

€ 0 conjunto constituido por todos os pontos Q do plano tais que 0Q <.
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!
T -

@) (b)

Figura 4: (a) Regido Poligonal Convexa; (b) Regido Poligonal ndo convexa.

Observacéao 1: Consideremos AE um arco de circunferéncia conforme

(REZENDE, 2008, pg. 90)

2.8 Defini¢cdo. Seja AE um arco de circunferéncia de centro 0 e raio r.
Chamamos de setor circular, ou simplesmente setor, a reunido de todos
0s segmentos OP, onde P é um ponto qualquer de AE . O arco AB é

chamado arco de setor ou arco fronteira e r € a medida de seu raio.

Vamos considerar uma classe M de regides tal que nela estejam
contidas todas as regifes poligonais e todos 0s setores circulares e

circulos.

AREAS DE REGIOES POLIGONAIS

Postulado 1. A cada regido de M corresponde um unico namero real

positivo.

2.9 Definicdo. A area de uma regido de M é o numero real que lhe

corresponde pelo Postulado 1.
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Denotamos a area de uma regido R por area R.

Postulado 2. Se R e S sé@o duas regides de M, com R c S, entédo area R <

area S.

Postulado 3. Se umaregido R, de M, é aunido R, U R,, cOm R, e R, sendo
regibes de M que se interseccionam em um numero finito de pontos ou

segmentos, entdo a area de R é igual a soma das areas de R, € R,.

Nesta secao trataremos de areas de regides poligonais. Por abuso
de linguagem, fala-se, por exemplo, area de poligono ao invés de area de
regido poligonal. Observamos que, em um poligono s6 faz sentido
medirmos 0 seu perimetro e ndo a sua area. No entanto, usaremos a
expressao “area de um poligono” ao invés de “area de uma regiao
poligonal”’, para ficar de acordo com os livros didaticos do Ensino

Funtamental Il e do Ensino Médio, por exemplo, Dante (2013).

Seja A um angulo qualquer, a notacdo m(A) sera utilizada para

representar a medida, em graus, do angulo A.

2.10 Definicdo. Um paralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos
sao paralelos (Figura 5). O segmento com extremidades em 2 vértices nao
consecutivos de um poligono (ndo estdo no mesmo lado), € chamado
diagonal do poligono. Na Figura 5, AC é diagonal do paralelogramo ABCD.

No caso particular, em que os angulos do paralelogramo séo retos,
0 mesmo € nomeado retangulo. Um retangulo com todos os lados

congruentes € nomeado de quadrado.

Postulado 4. Se um quadrado tem lado de medida a , entdo sua area é a?.
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D C

Figura 5: Paralelogramo ABCD, com diagonal AC.

Observacgao 2: E valida a equivaléncia: Duas retas s&o paralelas se, e
somente se, 0s angulos alternos internos sdo congruentes.

A demonstracéo pode ser encontrada em Rezende (2008, pg. 58).
Este resultado sera utilizado na demonstragcéao de alguns resultados que

seguem.

2.11 Teorema. Em um paralelogramo os lados e angulos opostos sao

congruentes.

Demonstracédo: Seja ABCD um paralelogramo (Figura 5). Considere a
diagonal AC. Como 4B e DC s#o paralelos, entdo m(BAC) = m(ACD). Os
segmentos AD e BC também s&o paralelos, entdo m(CAD) = m(ACB).
Além disso, AC é comum aos triangulos ABC e CDA. Logo, estes tridangulos
sédo congruentes, pelo caso de congruéncia angulo-lado-angulo (A.L.A.).
Portanto, m(B) = m(D), AB = CD e BC = DA. Também,

m(A) = m(DAC) + m(BAC) = m(BCA) + m(DCA) = m(C).

2.12 Teorema. A area de um retangulo é o produto das medidas de dois

de seus lados nao paralelos.

Demonstracéo: Consideremos o retangulo com lados de medidas b e h

(Figura 6), cuja area denotamos por As.
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Figura 6: Quadrado de lado de medida b + h.

A partir dele construimos um quadrado AB'C'D’ com lados de medida
b+ h, o qual é formado pela unido dos quadrados de areas A; e A4A,,
respectivamente, e retangulos de area A; (Figura 6).

De fato, AB'C'D’" € um quadrado. Considere r = AB e s =A4D. As
retas r e s sdo perpendiculares, ja que m(BAD) = 90°, angulo interno de
um retangulo. Seja D’ um ponto de s tal que AD' = b+ he D € AD', t areta
perpendicular & reta s por D', B’ um ponto de r tal que AB'=b+he BE€
AB' e u areta perpendicular a reta r por B'. Seja {C'} = t N u.

Como C'D’ e AB’, por construgdo, sédo perpendiculares a reta s, entéo
C'D’ e AB’ s&o paralelos. Analogamente, AD’ e B'C’ sdo paralelos. Ou seja,
AB'C'D' € um paralelogramo. Pelo Teorema 2.11, AD' = B'C' e AB' = C'D’.
Como, por construcdo, AD' =b+ h = AB’, entdo todos os lados do
paralelogramo AB'C'D' ttm a mesma medida. Além disso, por construcgao,
AD'C' =D'C'B' = C'B'A = B'AD’ = 90°. Portanto, AB'C'D’ é um quadrado.

Seja E e F pontos definidos conforme a Figura 6. Por construgéo, CE
é paralelo & BB, BC é paralelo & B'E e BC = h = BB'. Pelo Teorema 2.11,
BCEB' é um paralelogramo com todos os lados de mesma medida. Como
m(CBB') = m(BB'E) = m(B'EC) = m(ECB) = 90°, entdo BCEB' é um

guadrado e CE = h. Da mesma forma, mostramos que CDD'F é um
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guadrado com lado de medida b. Assim, CEC'F é um retangulo com lados
de medidas b e h. Logo, area CEC'F = 4rea ABCD = A;.
Pelo Postulado 3,
drea AB'C'D' = 2A5; + A, + A,.

Por outro lado, pelo Postulado 4, como A; e A, s&o regides
quadradas de lados b e h, respectivamente, entdo area A, = b?> e area 4, =
= h?.

Logo,

area AB'C'D' = 245 + b? + h?. (2.1)
Pelo Postulado 4, como AB'C'D' € uma regido quadrada de lado b +
h, entdo
area AB'C'D' = (b + h)? = b? + 2bh + h2. (2.2)
De (2.1) e (2.2),
2A; + b? + h? = b? + 2bh + h2.
Portanto,
A; = bh.

Postulado 5. Se dois triangulos sdo congruentes, entdo suas regides

triangulares tém a mesma area.

2.13 Definicédo. Seja ABC um triangulo e seja D um ponto da reta s que
passa por B e C. O segmento AD chama-se altura do tridngulo

relativamente ao lado BC, se AD for perpendicular a reta s.

2.14 Teorema. A area de um triangulo retangulo é a metade do produto de

seus catetos.

Demonstracao: Consideremos o triangulo QRP (Figura 7), retangulo em R

e com catetos de medidas a e b. Denotemos sua area por A.
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R b
Figura 7: Tridngulo Retangulo Figura 8: Quadrilatero QRPR’.

Seja R ainterseccao da paralela a PR que passa por Q e da paralela
que & OR que passa por P (Figura 8). O quadrilatero QRPR’ assim formado
é um retangulo. De fato, se QR é perpendicular a RP e R'P é paralelo a QR,
entdo m(RPR’) = 90°. Analogamente, m(RQR’) = 90° e m(PR’Q) = 90°.
Assim, QRPR' é quadrilatero, com

m(QRP) = m(RPR") = m(RQR') = m(PR’Q) = 90°.

Pelo caso de congruéncia de triangulos lado-lado-lado (L.L.L.), os
triangulos QRP e QR'P sdo congruentes. Pelo Postulado 5, os triangulos
QRP e QR'P tém a mesma area A.

Logo,

drea QRPR' = 2A. (2.3)

Por outro lado, pelo Teorema 2.12,

area QRPR' = a.b. (2.4)
De (2.3) e (2.4),
2A = ab.
Portanto,
a=2
2

A partir deste teorema, podemos obter a formula da area de qualquer

triangulo. Para isto, utilizaremos o Lema 2.15, a seguir.
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2.15 Lema. Num triangulo, o produto de cada um de seus lados pela altura

relativa a esse lado é constante.

Demonstragdo: Considere um triangulo ABC e as alturas AH, e BH,
relativas aos lados BC e AC, respectivamente. Temos dois casos a
considerar.

1° Caso: Suponhamos que o ortocentro do triangulo, interseccéo de
suas alturas, seja um ponto interior a ele (Figura 9).

Os triangulos AH,C e BH,C, retangulos em H, e H,,
respectivamente, séo semelhantes, pelo caso angulo-angulo (A.A.), pois C
s angulo comum e m(BH,C) = 90° = AH,C. Logo, vale a relago,

AH, AC

BH, BC

Figura 9: Tridngulo com ortocentro interior.

Assim,
BC.AH, = AC.BH,.
Analogamente, demonstramos que AB.CH. = BC.AH,,.
Portanto, o produto de cada lado de um tridangulo pela altura relativa
a esse lado é constante e igual a BC.AH,.
2° Caso: Suponhamos agora que o ortocentro do triangulo seja um

ponto exterior a ele (Figura 10).
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‘w0
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H : |

Figura 10: Tridngulo com ortocentro exterior.

Os triangulo AH,C e BH, C, retangulos em H, e H,,, respectivamente,
sdo semelhantes, pelo caso A.A., pois ¢ € comum e m(AH,C) = 90° =
m(BH, (). Logo, vale a relacéo,

AC _ AH,
BC BH,

Assim,
AC.BH, = BC.AH,,.
Analogamente, demonstramos que AB.CH,. = AC.BH,,.
Portanto, o produto de cada lado de um triangulo pela altura relativa
a esse lado é constante e igual a BC.AH,.

Desta forma, demonstramos o lema.

2.16 Teorema. A area de um triangulo é a metade do produto da medida

de qualquer de seus lados pela medida da altura correspondente.

Demonstracéo: Consideremos o triangulo ABC e a altura AH,, relativa ao
lado BC.
Chamemos de b e de h as medidas dos lados BC e da altura AH,,

respectivamente.

Utilizando o Lema 2.15, basta mostrar que area ABC = %bh.

Se H, coincidir com B ou com C, ndo ha o que demonstrar, pois

nesse caso o triangulo ABC é retangulo e pelo Teorema 2.14,
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area ABC = %bh.

Temos dois casos a considerar.

1° Caso: Vamos supor inicialmente que H, esta entre B e C. Assim,
AH, divide o triangulo ABC em dois triangulos AH,B e AH,C, ambos
retangulos em H, e com catetos de medidas b, e h, e b, e h,

respectivamente, sendo b, + b, = b (Figura 11).

Figura 11: Tridngulo ABC com H, entre B e C.

Como os triangulos AH,B e AH,C sé&o duas regides triangulares tais
que ABC = AH,B U AH,C e AH,B n AH,C = AH,, com m(AH,B) = 90° =
m(AH,C). Do Postulado 3 e Teorema 2.14,

1 1 1
area ABC = area AH,B + area AH,C = Eblh + Ebzh = Ebh'

2° Caso: Vamos supor agora que C esta entre B e H, (Figura 12).

Figura 12: Triangulo ABC com C entre B e H,,.
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Consideremos b; = b + b,.
Pelo Postulado 3,
area ABH, = area ABC + area ACH,.
Pelo Teorema 2.14,
area ABH, = %blh e area ACH, = %bzh.
Logo,
area ABC = area ABH, — area ACH,.

Assim,
i 1 1 1
area ABC = Eblh - Ebzh = E(bl - bz)h
Como b = b; — by,
1
area ABC = Ebh

Para o caso em que B esta entre H, e C, a demonstracao é analoga.

2.17 Corolario. Dado um triangulo ABC, qualquer outro triangulo tendo lado
BC e o terceiro vértice pertencente a reta r, paralela a BC passando por A4,

tera area igual a area de ABC.

Demonstracdo: Seja s a reta que contém BC, r a reta paralela a reta s
passando pelo ponto A e b a medida do lado BC (Figura 13).
Como a reta r € paralela a reta s, entdo a distancia entre as retas r

e s € constante e nomeada de h. Assim, a medida da altura do triangulo
ABC emrelacéo ao lado BC € h e area ABC = %BC. h.

Dado X € r, X + A, mostremos que area BXC = area ABC.

Seja X € um ponto de r, X # A (Figura 13).

Como a distancia entre as retas r e s € constante e X € r, entdo a
distancia entre X e a reta s também é igual a h, que é a medida da altura

do tridngulo BXC em relacéo ao lado BC.

Logo, érea BXC = > BC.h =~ bh = 4rea ABC.
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B C

Figura 13: Triangulos ABC e XBC com mesma base BC.

2.18 Definicdo. Duas figuras planas que possuem a mesma area sao
chamadas figuras equivalentes. Dizemos que dois poligonos séo
equivalentes quando suas regides poligonais correspondentes possuem a

mesma area.

2.19 Definicdo. Dado um paralelogramo ABCD (Figura 14), seja P um ponto
de AB. Considere a perpendicular r a AB por P € AB. Seja{Q} =CD nr. O

segmento PQ é chamado altura do paralelogramo, cuja medida sera h.

H—

Figura 14: Paralelogramo ABCD e altura de medida h.

A P

2.20 Teorema. A area de um paralelogramo é o produto de qualquer um

de seus lados pela altura correspondente.

Demonstracao: Considere o paralelogramo PQRS (Figura 15), escolhamos

b = QR e h = PH a altura correspondente ao lado escolhido.



30

¢ R

Figura 15: Paralelogramo PQRS.

Observe que, utilizando a diagonal PR, podemos dividir este
paralelogramo em dois triangulos PQR e RSP, que sdo congruentes pelo
caso L.L.L., pois PQ = RS, PS = RQ e PR é comum. Logo,

area RSP = area PRQ = %bh.
Pelo Postulado 3,
4rea PQRS = %bh + %bh = bh.

A demonstracéo sera analoga se for considerado qualquer outro lado

do paralelogramo com a altura correspondente a ele.

Desta forma,
area PQRS = bh.

2.21 Definingédo. Um trapézio € um quadrilatero em que apenas dois lados
sao paralelos. Os lados paralelos sdo chamados bases, maior e menor, do

trapézio e os outros dois lados sdo chamados laterais.

2.22 Definicdo. Dado um trapézio ABCD (Figura 16), onde AB e CD s&o as
bases do trapézio, seja Q um ponto de CD. Considere a perpendicular r a
AB por Q. Seja {P} = AB nr. O segmento PQ € chamado altura do trapézio,

cuja medida sera h.
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Figura 16: Trapézio ABCD e sua altura h.

Observacao 3: A altura do trapézio independe do ponto Q escolhido em

CD. A demonstracdo deste resultado baseia-se no Teorema 2.11.

2.23 Teorema. A area de um trapézio é a metade do produto de sua altura
pela soma de suas bases.

Demonstracao: Consideremos o trapézio ABCD (Figura 17).

Figura 17: Trapézio ABCD.

Sejam b; = DC e b, = AB as medidas das bases do trapézio e h a
medida de sua altura.

Consideremos os triangulos ADC e ACB, como na Figura 17.
Usando o Postulado 3 e o Teorema 2.16,

1 1 1
area ABCD = area ADC + area ACB = Eblh + Ebzh = E(bl + b,)h.

Logo,



32

drea ABCD = %(bl + b,)h.

2.24 Definicdo. Umlosango € um paralelogramo cujos lados tém a mesma

medida.

2.25 Proposigéo. As diagonais de um losango séo perpendiculares e se

bisseccionam.

Demonstracgdo: Seja ABCD um losango, AC e BD suas diagonais e {E} =
AC n BD (Figura 18). Os triangulos ABC e ADC s&o congruentes pelo caso
L.L.L., pois, pela Definicdo 2.24, AB = BC = CD = AD e AC é comum aos
dois triangulos.

Logo,

m(BAC) = m(DAC).

Os triangulos BAE e DAE sdo congruentes pelo caso lado-angulo-
lado (L.A.L.), pois AB = AD, m(BAC) = m(DAC) e AE é comum aos dois
triangulos. Assim, m(AEB) = m(AED) e BE =DE. Como m(AEB)+
m(AED) = 180°, entdo

m(AEB) = 90° = m(AED).
Analogamente, prova-se que AE = CE.
Portanto, as diagonais do losango ABCD séo perpendiculares e se

bisseccionam.

2.26 Teorema. A area de um losango é a metade do produto de suas

diagonais.

Demonstracéo: Considere o losango ABCD (Figura 18). Sejam d, = BD e
d, = AC as medidas das diagonais, o ponto E tal que {E} =BDNAC e h =
= AE a metade da medida da diagonal AC, pela Proposic&o 2.25.
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Figura 18: Losango ABCD.

Observe que, utilizando a diagonal BD, podemos dividir este losango
em dois triangulos BDA e BDC, que sao congruentes pelo caso L.L.L., pois
AB = BC = CD = DA, pela Defini¢éo 2.24, e BD € comum.

Logo, pelo Postulado 5,

area BDA = area BDC.

A altura AE do triangulo BDA é,

h=AE=%=2%
2 2

Dai,

area BDC = area BDA = %dlh.
Pelo Postulado 3,

1 1

d
Comoh = 72

, dqd,
area ABCD = .

COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Consideremos um poligono B, =A,..4, inscrito em uma

circunferéncia, e denotemos por,
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n
pn = (Z Al-_lAi) + Ay,
i=2

0 seu perimetro.

Vamos definir o comprimento da circunferéncia em termos de p,,.

2.27 Definicdo. Um conjunto X c R diz-se limitado superiormente
guando existe algum b € R tal que x < b para todo x € X. Neste caso, diz-
se que b é uma cota superior de X. Analogamente, diz-se que o conjunto
X c R é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x para
todo x € X. O nimero a chama-se uma cota inferior de X. Se X é limitado
superior e inferiormente, diz-se que X € um conjunto limitado. Ou seja, X
esta contido em algum intervalo limitado [a, b] ou, equivalentemente, que

existe k > 0 tal que |x| < k, paratodo x € X.

2.28 Definicdo. Seja X ¢ R um conjunto limitado superiormente e néo
vazio. Um numero b € R chama-se supremo do conjunto X quando é a
menor das cotas superiores de X. Mais explicitamente, b € o supremo de X
guando cumpre as duas condicdes:

1. paratodo x € X, tem-se x < b.

2. seceReétalquex < cparatodo x € X, entdo b < c.

Escrevemos b = sup X para indicar que b é o supremo do conjunto X.

Axioma do Completamento. Todo conjunto X c R, ndo vazio e limitado

superiormente possui supremo b = sup X, tal que b € R.

Denotamos por C(0,r), a circunferéncia de centro no ponto O e raio

de medida r.

2.29 Teorema. Se P é o conjunto de todos 0s nameros p,, que S&80 0S

perimetros de todos os poligonos A4, ... 4,, inscritos em uma circunferéncia,
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n > 3, ou seja,
n
P = {pn; Pn = ZAi—lAi + AnAl}'n =3,
i=2

entdo P admite supremo.

Demonstracdo: Consideremos o poligono A;..A, inscrito na
circunferéncia C(0,r), e seja Q um quadrado contendo essa circunferéncia
em seu interior (Figura 19).

Vamos considerar, em Q, os pontos Q4, ..., Q, taisque Q;,i =1, ..., n,
€ 0 ponto em que 0711,1' =1, ...,n, intersecciona Q.

Afirmamos que o perimetro do quadrado € um limitante superior para

De fato, basta mostrarmos que, para cada i, vale a relacédo A;_14; <
Qi-10Q;.

\o /e

]Qi \Q i1

Figura 19: Quadrado Q e a circunferéncia C(0,r).

Consideremos entdo o triangulo 0A;_,A;, isGsceles, com base
A,_,A,, e os correspondentes pontos Q;_; € Q; em Q, com 0Q,_, > 00Q; (o
casoemque 0Q; > 0Q;_, é analogo e o caso emque 0Q;_, = 0Q; é trivial),

como mostra a Figura 20.
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Figura 20: Triangulo 0A4;_, A4;.

Tracemos por Q; 0 segmento P,Q, paralelo a 4,_;A4,, determinando
assim outro triangulo isésceles OP;Q;, semelhante ao tridngulo 0A4;_;A4;
(Figura 20).

Como 04; < 0Q;, pela semelhanca dos triangulos OP;Q; e 0A;_14;,

Ai14; < PQ;. (2.9)
Ainda, como Q;PQ;_; € um angulo obtuso do tridngulo Q;P;Q;_4,
entdo Q;Q,_, P; é agudo, e consequentemente, Q;Q,_,P; < Q;PQ;_,. Logo,
P;Q; < Qi-10;. (2.6)
De (2.5) e (2.6),
Ai_1A; < Qi_10Q;i=1,..,n.

Assim,
n
Pn < ) Qa0+ 0n0s
i=2

para todo n > 3.
Logo o perimetro do quadrado € um limitante superior para P.
Portanto, pelo Axioma do Completamento dos numeros reais, P
admite supremo. O supremo de P sera utilizado para definir o comprimento

da circunferéncia.

2.30 Definicdo. Seja P conforme definido no Teorema 2.29. O

comprimento ¢ da circunferéncia é definido como ¢ = sup P.
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Os Teoremas 2.33 e 2.34 fornecem mais informacdes sobre c.

Porém, para demonstra-los, demonstramos inicialmente o Lema 2.32.

2.31 Defini¢do. Sejam Q um subconjunto do conjunto dos ndmeros reais e
k uma constante. Denotamos por kQ o conjunto dos nimeros na forma kq

com g pertencente a Q.

2.32 Lema. Seja Q um subconjunto de R e k uma constante positiva. Se Q

admite supremo, entao sup (kQ) = k.sup Q.

Demonstracdo: Seja d o supremo do conjunto Q. Por definicdo de
supremo, x < d, para todo x € Q. Como k > 0, entdo kx < kd, para todo
x € Q. Por definicao, concluimos que kd € uma cota superior do conjunto
kQ.

Vamos supor, por absurdo, que existe b, cota superior de kQ, tal que

b < kd. Como b é cota superior de kQ, entdo kx < b, paratodo x € Q. Como

k > 0, entdo x < %, para todo x € Q. Logo, % € uma cota superior de Q.

Como d € o supremo de Q, entdo d < % Dai, b > kd, 0 que é um

absurdo.

Portanto, kd é o supremo de kQ.

2.33 Teorema. Considere duas circunferéncias C = C(0,r) e ¢’ = ¢(0,r")

. . ~ c cl
de comprimentos ¢ e ¢', respectivamente. Entdo = o
T T

Demonstracéo: Seja um poligono B,, 4,4, ...A,,, com n lados, inscrito em

C. Considere 4,4, um de seus lados ao qual correspondera o lado A'; 4,
do poligono B;, A",A',...A",, inscrito em C’, tal que P, é obtido pelo

prolongamento dos raios que contém os vértices de B, (Figura 21).
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Figura 21: A, A, e A 4;.

Como r e r’' sdo as medidas dos raios das circunferéncias C e C’,
respectivamente, entdo 0 < r < r'.

Como 0A, =r =04, e 0A] =r' =04}, os triangulos 04,4, e
0A} A, sdo isosceles de bases 4,4, e A}A,. Por construcdo, o angulo 0 é
comum. Logo, m(04;4,) = m(04,4,) = m(04}4;) = m(04,A%). Assim,
os triangulos 0A; 4, e 0A}A; sdo semelhantes pelo caso de semelhanca
angulo-angulo (A.A)).

Logo,

AA,  0Ay 1
AA,  0A, 1

Assim, quaisquer dois lados destes poligonos obtidos de maneira

analoga a anterior, serdo semelhantes.
Se p, e p,, denotam, respectivamente, os perimetros dos poligonos
P, e P,, entéo,
r' r'
p‘;l _ ‘{L:Z A,L'_lA,L' + A,nAll _ Z?:Z ?Al—lAl + ?AnAl _
Pn Z?:ZAi—lAi + A4, to A A+ ARA
_ TJ Z?:zAi—lAi + AnAl _ T"

T YL A A+ ARA T

Ou seja,

Pn = —Dn- (2.7)
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Seja P definido conforme o Teorema 2.29 e P’ definido de forma

analoga a P. Como (2.7) vale para quaisquer p,, € p,,, entdo P’ = %’P.

Sejam ¢ =supP e ¢’ = supP', como P’ =P e como = > 0, pelo

Lema 2.32,
sup P’ = sup %’P = %’sup P.
Ou seja,
¢ ="¢
r
Dai,
¢’ <
rr
Portanto,
¢’ _c
2r' 2r

2.34 Teorema. O comprimento ¢ de uma circunferéncia de raio r € dado

por ¢ = 2nr.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.33, a razéo Zc—r € uma constante, a qual é

representada por . De % =,

c = 2mr,

para o comprimento de qualquer circunferéncia de raio r.

O numero ™ € um numero irracional, conforme lezzi (1977), e as

aproximacdes por niUmeros racionais mais usadas séo

3,14; 3%; 3,1416; 3,141592.
AREA DO CIRCULO.

Os dois teoremas que seguem dao, respectivamente, uma

aproximacao por falta e uma aproximagao por excesso para a area de um
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circulo. Para demonstra-los faremos o uso do Lema 2.36 a seguir.

2.35 Definicdo. A malha de um poligono, representada por A, é o

comprimento do maior lado do poligono.

2.36 Lema. Seja C uma circunferéncia de comprimento ¢ = sup P, onde P
€ 0 conjunto dos perimetros p, de todos os poligonos P, inscritos em C.
Para todo numero positivo € > 0 existe um nimero 6 tal que, se a malha de
P, € menor que §, entdo p, > ¢ — €. Neste caso, diz-se que p,, Se aproxima

de ¢ quando a malha se aproxima de zero.

Demonstracao: Seja e > 0. Seja Q; = B, ... B, um poligono de perimetro pg

inscrito na circunferéncia C, tal que,

&

E:
cuja existéncia se verifica pela definicdo de P.

ps > C—

Seja P, = A; ... A,, um outro poligono de perimetro p,, inscrito em C,

cuja malha A é tal que A < %

Consideremos o poligono S, = C; ...C,, de perimetro s,, formado
pela unido dos vértices de B, com os de Q.
Por exemplo, se P; = A;A,A; e Q; = B;B,B5, entdo S, étal que m <

6 e, no maximo, S, = C,C,C5C,CsCy (Figura 22).

Figura 22: Poligonos P; e Q5 inscritos.
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No triangulo C,C,C,, pela desigualdade triangular,
C,Ce + C1C, > C,C,
ou seja,
C,C¢ + C,C, > B;Bs.
O mesmao ocorre nos triangulos C,C5C, e C,CsCy, NOS quais,
C,C; + C3C, > BB,

C,Cs + CsCs > B,Bs,
respectivamente.
Somando, membro a membro, estas desigualdades,
C,Cy + C,C3 + C3C4 + C4Cs + CsCq + C,C > ByB, + B,B3 + By Bs.
Assim,
S¢ = D3.
Generalizando, e aplicando a desigualdade triangular repetidas

vezes, obtém-se s, > p,, OU seja,

€
Sm > €= o (2.5)

Isto quer dizer que, a medida que acrescentamos vértices ao
poligono inscrito, o perimetro aumenta.

Na verdade, dados trés vértices P,Q e R de S,,,, sendo P e R vértices
de B, e Q um vértice de Q,, como na Figura 23, temos PR < PQ + QR, e 0
aumento é PQ + QR — PR, o qual aparece no maximo s vezes, ja que ha no
maximo s possibilidades para Q.

Ainda ocorre que, como PR é o maior lado do triangulo PQR, ent&o,

{PQ < PR
QR < PR’
Logo,

PQ 4+ QR < 2.PR.
Assim,

PQ + QR — PR < PR. (2.6)
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Figura 23: Triangulo PQR, formado por trés vértices

consecutivos do poligono S,,,.

Considerando que a desigualdade em (2.6) vale para todos os
possiveis triangulos formados por vertices consecutivos do poligono S,,, e,
sendo A a malha de B,, somando membro a membro todas as

desigualdades do tipo (2.6),

Sm — Pn < S.A. (2.7)
Ou seja,
& 1
Sm — DPn = s.z = > (2.8)
De (2.5) e (2.8),
& 1
C_E_pn <Sm_pn SE-
Assim,
& 1
C—Pn < 5 + > =&
Portanto,

Pn > C—E,

0 gque prova o Lema.

Para exemplificar a desigualdade (2.7), considere Sz = C,C,C5C,Cs
(Figura 24).
Observe que,
ss < 5.4,

pois A > C;C;,, paratodoi € {1,2,3,4} e A > CsC;.
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9]

C4

Figura 24: Pentagono C,C,C5C,Cs.

2.37 Teorema. Seja C um circulo de raio r e R,, uma regido poligonal
regular 4, ... 4,, inscrita na circunferéncia fronteira de C, n > 3. Existe uma
sequéncia de regides poligonais regulares Rs, R,, ..., R,,, todas contidas em
C, tal que

2

lim area R, = nr~.

n—-co

Demonstracao: Consideremos o circulo C de centro O e raio r. Seja b,, a
medida de A,_,A4,, um de seus lados e a,, a altura do triangulo 4,,_,0A4,,

como representado na Figura 25.

Figura 25: Regido poligonal R,, inscrita.

A érea da regiao poligonal R,, € dada por,

area R, = n.zbnan.

Vejamos o0 que acontece com a area R,, quando n — oo.

Como nb,, é o perimetro da linha poligonal 44, ..., 4,,, temos



nb, < 2nr;n = 3.

Assim,

2mr
bn < T
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Logo, a malha de R,, tende a zero quando n tende a infinito e, pelo

Lema 2.26,

lim nb, = 2nr.
n—oo

Obtém-se na Figura 25, que pela desigualdade triangular,

r<ap,-+ b;".
Desta forma,
r— ?n <a, <T.
Como lim b,, =0,
n—-oo
im (r~ ) -
n1—>r£10 T > Tr

Como r é constante,
. bn .
lim (r——) =relimr=r.
n—-oo 2 n—oo

Pelo Teorema do Confronto,

lim a, =r.
n—-oo
Com isso,
lim area R, = lim —a,nb, = =r2nr.
Portanto,

lim drea R,, = mr?.

n—-oo

Com este resultado, demonstramos que a aproximacao por falta

para a area de um circulo é wr?.

2.38 Teorema. Seja C um circulo de raio r e seja e um numero real positivo

gualguer. Entdo existe uma regido poligonal S’ contendo C, tal que

area S' < mr® + «.
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Demonstracéo: Consideremos o circulo € de centro O e raio r.

Seja €’ outro circulo de centro 0, mas de raio r’ > r. Sejam c e ¢’ 0s
comprimentos das circunferéncias de C e C’, respectivamente.

Seja §' = A} A, ... A;, um poligono regular inscrito na circunferéncia
C', e §=A4,4,..4, o correspondente poligono regular inscrito na

circunferéncia C (Figura 26).

A
N

’Nﬁ

Figura 26: Poligonos S e S’ inscritos nos circulos C e C',respectivamente.

—

Sejam b, a medida do n-ésimo lado de S’ e a;, o0 apdtema
correspondente, b, a medida do n-ésimo lado de S e a, 0 apoOtema

correspondente. Desta forma,

!

area S' = nEa,',bn.

Pelo Teorema 2.33,

c c
r o r"
Logo,
,rl
c¢'=—c,
T
e
,rl
n.b), < 7c, (2.9)

uma vez que n.b,, € o perimetro de S’.

Como, OM e OM' s&o alturas dos tridngulos 4,_,04,, e A,,_, 04,
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respectivamente,
m(0OMA,_,) =90° =m(OM'A,_,).
Além disso,
m(MOA,_,) = m(M'04,_,).
Pelo caso angulo-angulo (A.A.), o triangulo OMA,,_; € semelhante
ao triangulo OM'A;,_;.
Assim,

a, OA,_; '

a, OA,, 1

a, = —a,.

De (29 ea,<r,

) S’—l . b’)<1 r' r' <1 r' r'
area —2.(an). n. by, S \7an )\ >\ )\

Assim,

) . 1(@")?
area S' < 5

C.

Isto vale para todo n e para todo r’ > r.

Escolhemos r’ > r, tal que

’ 2 r
r< |r +2£E.

Com esse C' de raio r' escolhido,

1 r 1
4 "< — (72 —).c== . 210
area S <2T(r +2£C) c 2rc+£ ( )

Substituindo ¢ = 2mr em (2.10),
1
area S' < i 2nr + e = nr? + ¢.

Com este resultado, demonstramos que a aproximagao por excesso

para a area de um circulo também é nr2.

2.39 Teorema. A area de um circulo C de raio r é dada por area C = mr?.
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Demonstracdo: Seja o circulo € de raio r. Considerando Ry, R,, ..., uma
sequéncia de regides poligonais regulares como no Teorema 2.37,
area R, < areaC,
para todo n.
Assim,

nr? = lim area R, < area C.
n—->oo

Afirmamos que ndo podemos ter nr? < area C.
De fato, suponhamos que isso ocorra.

Seja ¢ = 4rea C — nr? e S uma regido poligonal como no Teorema
2.38.

Logo,

drea C < area S <mr?+ & = areaC.
Assim,
area C < area C,

0 que nao pode ocorrer.

Portanto,

area C = mr?.

2.40 Corolario. A area de um setor circular £ de raio r e arco de fronteira

nr2e
360

com medida 8, em graus, é dada por area L =

Demonstracéo: Pelo Teorema 2.39, a area do circulo C de raio r é dada
por rr2. Além disso, 360 graus é a medida do angulo central do circulo C.
Dai,
360°
0

nr

v

area L

v

Ou seja,

area L mr?

6 360
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Portanto,

) L_m“ZH
drea L = 2.

Desta forma, dividindo o circulo em n setores de mesmo
comprimento, pelo Postulado 3 a &rea do circulo € exatamente igual a soma

das areas dos setores circulares obtidos através da referida divisao.
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CAPITULO 3: ATIVIDADES PARA SALA DE AULA E RESULTADOS

Neste capitulo ser4 apresentada uma proposta de como desenvolver
0s conceitos do Capitulo 2 em sala de aula, a qual envolve sete atividades,
adaptadas para o Ensino Fundamental, que ilustram um trabalho com
materiais manipulativos, o qual pode auxiliar no ensino e aprendizagem de
conceitos de Geometria Euclidiana Plana.

As atividades foram aplicadas no Unico 9° ano/82 série do Ensino
Fundamental da escola municipal de Tanabi/SP Marciano Maciel da Silva,
gue contava com vinte e quatro alunos, divididos em oito grupos de trés
alunos, através de sorteio.

As atividades praticas aplicadas em sala de aula ocuparam um total
de 9 aulas, contando as duas provas diagnésticas, uma no inicio e outra no
final das atividades, e mais uma aula para cada atividade descrita nha
proxima secdo. Para cada atividade, de 1 a 7 desenvolvidas em sala de
aula, foi distribuido um kit contendo a descricao da atividade e os materiais
manipulaveis.

Vale ainda ressaltar que foram realizadas duas provas diagnaosticas,
cujo modelo se encontra no Anexo |. A primeira antes da realizacdo das
atividades utilizando material concreto que levava em conta o conteudo e
0S conceitos que ja teriam sido ministrados aos alunos nos anos anteriores.
E a segunda, idéntica a primeira, apés a realizacdo das atividades, com o
objetivo de avaliar e comprovar a aprendizagem dos alunos.

Tal como sugerido pelos PCN (Parametros Curriculares Nacionais,
1998), as atividades tém foco nas construcdes geométricas, utilizando para
isso régua, compasso, Etinil Vinil Acetato (EVA) e barbante, que séo
materiais de baixo custo.

Segue uma orientacdo para o professor de como proceder em sala
de aula durante a execucéao das atividades para conseguir extrair o maximo
de atencdo e empenho dos alunos. O objetivo desta mediacéo € instruir o

professor a ajudar o aluno durante a resolucéo das atividades para que siga
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seu proprio caminho e assim participar das aulas de maneira ativa na

construgcao do seu conhecimento, baseado em Polya (2006).

“Um dos mais importantes deveres do professor € o de
auxiliar os seus alunos, o que néo é facil, pois exige tempo,
pratica, dedicacao e principios firmes.

O estudante deve adquirir experiéncia pelo trabalho
independente quanto lhe for possivel. Mas se ele for
deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio insuficiente, é
possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se o
professor ajudar demais, nada restara para o aluno fazer. O
professor deve auxiliar, nem demais nem de menos, mas
de tal modo que ao estudante caiba uma parcela razoavel
do trabalho.” (POLYA, 2006, pag. 1)

Em outras palavras, o auxilio deve ser moderado, as perguntas
devem ser colocadas de maneira a instigar o aluno a pensar e de maneira
gue as respostas sejam abertas e produtivas, criando assim um ambiente
favoravel as discussoes.

Durante o desenvolvimento das atividades, € importante relembrar
com os alunos a definicdo de area de uma regido plana. Sugere-se
perguntar:

1. “O que é area de um poligono?”. Geralmente as respostas sao,
‘base x altura” ou “lado x lado”, ou seja, frequentemente os alunos
associam o conceito de area com as férmulas utilizadas para calcular areas
de alguns poligonos. Na verdade, para o bom desenvolvimento deste
trabalho o professor precisara instruir os alunos de que as formulas séao
apenas ferramentas matematicas para que se possa determinar a area de
um determinado poligono ou circulo. Feito esse passo, o professor precisa
formalizar com os alunos o conceito de area, conforme Definicédo 2.9.

2. Quais sado as definicbes de triangulo, quadrado, retangulo,
trapézio, losango, paralelogramo, circunferéncia e circulo?

3. Quais suas principais propriedades e quais sdo as principais
consequéncias dessas propriedades. Por exemplo, faca-os entender que
todo quadrado também é um retangulo. Isso facilitara, por exemplo, as

conclusdes exigidas no item quatro da atividade 1.
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Estas atividades também sdo propicias para introduzir os conceitos
de perpendicularismo, paralelismo, o que é altura de um poligono referente
a uma determinada base e equivaléncia de areas.

No item 1 da atividade 2, por exemplo, o aluno precisa saber qual é
a definicho de paralelogramo e como desenhar uma altura do
paralelogramo referente a base escolhida.

Nos itens 2 e 3 da atividade 2, por exemplo, o conceito de
equivaléncia de areas € muito importante. O aluno precisa entender que a
area inicial ndo foi alterada com as manipulacdes realizadas.

E claro que no decorrer das atividades em sala de aula, varios outros
assuntos e duvidas podem surgir, a medida que os alunos estiverem mais
ou menos interessados. Por isso, o professor deve estar preparado para
sanar essas duvidas e formalizar alguns conceitos. Para isso, o professor
pode utilizar o Capitulo 2, que apresenta todos os principais conceitos,
axiomas, proposi¢coes e teoremas, inclusive com demonstracdes, que
podem proporcionar maior seguranca para 0 professor durante o

desenvolvimento das atividades.

AREAS DE POLIGONOS

As atividades propostas nesta secdo tiveram como objetivo
introduzir os conceitos de areas de poligonos, com 0 uso de materiais

manipulativos.

Atividade 1 (Area do retangulo e do quadrado):
1. Cubra os retangulos R1, R2, R3 e R4 utilizando as unidades de
area sem sobreposicéo.
2. Preencha a Tabela 1.
3. O que representa 0s numeros de quadrados utilizados para
cobrir cada retangulo? Relacione esses niumeros com as medidas da

largura e do comprimento. O que vocé pode concluir?
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Tabela 1: Tabela que relaciona as dimens@es dos retangulo R, R,,R; e R,.

Retangulo N° quadrados N° de Total de
na largura quadrados no quadrados
comprimento utilizados
R1
R2
R3
R4

4. Escreva a area de um retangulo de dimensdes a e b.

5. Qual é a area de um quadrado cujo lado tem medida a?

Atividade 2 (Area de um paralelogramo):
1. Trace a altura h do paralelogramo relativo ao lado CD e depois o
recorte na altura.
2. Com as duas figuras obtidas construa um novo poligono, cuja area
vocé ja conhece. Qual é a area do novo poligono?

3. Qual é a area do paralelogramo inicial?

Atividade 3 (Area de um triangulo):

1. Construa:

a) Dois triangulos retangulos congruentes.

b) Dois triangulos obtusangulos congruentes.

c) Doaois triangulos acutangulos congruentes.

2. Como podemos unir dois tridangulos congruentes para formar uma
figura cuja area vocé ja sabe calcular? Que figura vocé formou?

3. Qual é a area do poligono obtido em 2?

4. Qual é a area de cada triangulo inicialmente construido?

Atividade 4 (Area de um trapézio):

1. Construa dois trapézios congruentes.
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2. Como podemos unir os dois trapézios congruentes para formar
uma figura cuja area vocé ja sabe calcular? Que figura vocé formou?

3. Qual é a area do poligono obtido em 2?

4. Qual é a area de cada trapézio inicialmente construido?

5. Qual é a férmula para calcular a &rea de um trapézio qualquer?

Atividade 5 (Area de um losango):

1. Construa um losango qualquer.

2. Como podemos dividir o losango em dois poligonos congruentes
para uni-los e formar uma figura cuja area vocé ja sabe calcular? Que figura
vocé formou?

3. Qual é a area do poligono obtido em 27?

4. Qual é a area do losango inicialmente construido?

5. Qual é a férmula para calcular a area de um losango qualquer?

Apresentamos a seguir a analise dos dados e resultados produzidos
pelos grupos durante o desenvolvimento das atividades 1 a 5, descritas
anteriormente.

Na atividade 1, o aluno precisava preencher os retangulos com
guadrados, cujo medida de area € unitaria (Figura 27). Consequentemente
0 aluno conseguiu perceber na pratica que medir a area de uma regiao
plana é equivalente a contar quantos quadrados de area unitaria sao
necessarios para preencher toda a regido plana. O objetivo central desta
atividade era que o aluno pudesse usar de toda autonomia para descobrir
a formula matematica que calcula a area de regides retangulares e
guadradas quaisquer.

No questionario da atividade 1 obtemos respostas muito relevantes,
como podemos ver na Figura 28. Cerca de 87,5% dos alunos responderam
corretamente o questionario.

Na atividade 2 os alunos precisavam relembrar o conceito de

perpendicularismo para tracar uma altura do paralelogramo. Feito isso, eles
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fizeram um recorte sobre a altura do paralelogramo, obtendo assim duas
regides planas, que unidas formaram um retangulo, regidao plana cuja area

os alunos ja haviam estudado durante a atividade 1 (Figura 29).

Figura 27: Materiais manipulativos da atividade 1.

;L‘\? Ac'e.a do V‘elan uo, Se mo”

aced e izual largura wezcs Compni
387 A(ea = A!)

2
Ya: A(CE = A

iplmarrnos ® dos da o valr da acca. \Que.
Vhf‘r\JO.

a

Figura 28: Respostas do questionario da atividade 1.

Vejamos na Figura 30 algumas respostas obtidas através do
guestionario da atividade 2. Pode-se observar que os alunos perceberam
gue, mesmo realizando todo o procedimento proposto pela atividade 2, a
area da regido plana permaneceu inalterada. Cerca de 83% dos alunos
responderam corretamente o questionario.

O objetivo da atividade 3 era que os alunos percebessem que
juntando dois triangulos congruentes formamos um paralelogramo, regido
plana cuja area foi estudada na atividade 2. Além disso, os alunos

precisavam entender que a area do paralelogramo era o dobro da area do
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tridngulo inicial, pois s@o necessarios 2 tridngulos congruentes para

construir o paralelogramo (Figura 31).

Figura 29: Materiais manipulativos da atividade 2.

J - Bose . altura

j'ﬂ:‘t::xh h=bx1h:'D

Figura 30: Respostas do questionario da atividade 2.

Figura 31: Materiais manipulativos da atividade 3.

Os resultados indicam que cerca de 79% dos alunos
compreenderam os objetivos da atividade 3 e responderam corretamente o
guestionario. Veja a resposta de um aluno na Figura 32.
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Figura 32: Respostas do questionario da atividade 3.

Analogamente ao processo desenvolvido na atividade 3, no caso da
atividade 4 os alunos precisavam perceber que é possivel juntar dois
trapézios congruentes e formar um paralelogramo. Além disso, um dos
objetivos desta atividade é que os alunos percebessem que a medida da
base do paralelogramo é exatamente a soma algébrica das medidas das
bases do trapézio (Figura 33).

Figura 33: Materiais manipulativos da atividade 4.

O aproveitamento nesta atividade atingiu aproximadamente 92% de
acertos e Otimas respostas como segue na Figura 34.

Para desenvolver a atividade 5 os alunos perceberam que se
cortarmos o losango por uma de suas diagonais formamos dois triangulos,
e unindo-os obtemos um paralelogramo, cuja area é igual a area do losango

inicial, a base possui a mesma medida de uma das diagonais e a altura é
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exatamente igual a metade da outra diagonal do losango (Figura 35). Como

visto na atividade 2, os alunos ja sabiam calcular a area do paralelogramo.

2.8 Um 20 lado do oulee fézendo ercoslar o lados Conaruemle frmande

um Para‘e[oaramo cl(ljo 2 base ¢ a Aunsgo da base malor com a base meror
do vlrapez,io.
34t Neea do kacan&a-‘ M.6=38Y De focma 36(&]

Are.a do roxe- 132.1f- 9ol A= (Gr@)xh.

Area do verde: 19. %= J4y

RS Area do Latan‘)e'. Ha.
Area do voxo: JO2~

A(Qa do verde ¢ T2

5.8 De Lema 32@\ @ erea do dea pezio € A:(b;e_\zlh‘

Figura 34: Respostas do questionario da atividade 4.

Figura 35: Materiais manipulativos da atividade 5.

O aproveitamento desta atividade foi de 75% de acertos. Confira na

Figura 36 uma das respostas:

AREA DO CIRCULO

Inicialmente foi necessario introduzir o comprimento da circunferéncia
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conforme atividade 6.

Figura 36: Resposta do questionario da atividade 5.

Atividade 6 (Comprimento de uma circunferéncia):
1. Nomeie cada circunferéncia correspondente aos circulos de C,, C,
e (5. Utilize o minimo de barbante possivel para contornar cada circulo.
Usando a régua meca cada pedaco de barbante. Essa medida é,
aproximadamente, o comprimento da circunferéncia. Complete a primeira

coluna da Tabela 2.
N ~ Cc
2. Complete a Tabela 2 com o diametro D e com as razfes o de
cada circunferéncia.

A . e Cc
3. O que vocé conclui sobre as razdes B?

Tabela 2: Tabela que relaciona o comprimento € com o diametro D.

Circulo Comprimento C Diametro D Razio

ol
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4. Escreva uma férmula matemética que pode ser usada para o

calculo do comprimento C de uma circunferéncia de raio R.

Atividade 7 (Area de um circulo):

1. Recorte os circulos C;, C, e C; de mesmo raio R em setores
circulares de comprimentos distintos. Por exemplo, o circulo da figura foi
dividido em quatro setores circulares.

2. Utilize todos os setores circulares que compdem o circulo C; para
montar uma figura que se aproxime de um poligono cuja area ja foi

trabalhada anteriormente.

e —

Figura 37: Circulo dividido em quatro setores.

3. Repita 0 2° passo para os setores circulares que compdem o0s
circulos C, e Cs.

4. Comparando as figuras obtidas no segundo e terceiros passos, a
medida que o0 numero de setores aumentou as figuras se aproximaram de
gual poligono?

5. Qual é a area desse poligono aproximadamente?

6. Como pode ser obtida a area do circulo inicial?

7. Qual é a area do circulo de raio R?

A seguir apresentamos a analise dos dados e resultados produzidos
pelos grupos durante o desenvolvimento das atividades 6 e 7.

Na atividade 6 calculamos o quociente entre 0 comprimento e o

diametro dos circulos entregues para os alunos (Figura 38). Como
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sugestédo, durante a execugao desta atividade, pode-se realizar os mesmos
calculos com as medidas de outros objetos circulares que fazem parte do
cotidiano dos alunos, entre eles: roda de bicicleta, tampa de panela e
reldgio de parede, etc.

E muito importante lembrar que as medidas obtidas s&o
aproximadas, pois as ferramentas nao sao de precisdo e nem apropriadas
para as medi¢Oes efetuadas. Por isso, nem sempre o quociente entre o

comprimento e o didmetro do circulo era o valor esperado (3,1415...).

Figura 38: Materiais manipulativos da atividade 6.

Apos entender as limitacbes que o desenvolvimento da atividade
apresenta, costuma-se obter O6timos resultados, comprovados pelo
aproveitamento de aproximadamente 91% de acertos. Uma das respostas
obtidas esta na Figura 39.

Na atividade 7 os alunos demoraram cerca de 30 minutos para
perceber que a medida que aumentavam o numero de setores circulares,
mais proximos de um retangulo era o poligono formado (Figura 40 (a) e
(b)).

Feito este estudo com os alunos, a atividade teve um o&timo
rendimento e um aproveitamento de aproximadamente 91% de acertos. Os

alunos conseguiram perceber que a base do poligono formado era
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exatamente igual a metade da medida do comprimento da circunferéncia e

gue a altura do poligono era igual a medida do raio.

(‘/} C»mi;m pur Do 2 ao sumpu do o asdo da T

e c
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Figura 39: Resposta do questionario da atividade 6.

(@)

(b)

Figura 40: Materiais manipulativos da atividade 7. (a) Circulos divididos em

setores equivalentes. (b) Setores equivalentes rearranjados.

A Figura 41 mostra uma resposta obtida através do questionario da
atividade 7.
E evidente que durante a realizag&o das atividades descritas acima,

alguns alunos precisaram de atengdo especial, por isso, em alguns
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momentos o atendimento individual se tornou necesséario. Esse fato nos
mostra que cada aluno tem sua dificuldade e particularidade. O importante
€ que apoés o atendimento individual os alunos se tornaram capazes de

seguir participando da atividade em curso.

Figura 41: Resposta do questionario da atividade 7.

Apoés a realizacdo destas 7 atividades, os alunos responderam
novamente a prova diagnostica, com a intencao de verificarmos qual foi o
nivel de aprendizagem que os alunos obtiveram. Uma grande parcela dos
alunos responderam a prova de forma impecavel, em especial um aluno
gue teve aproveitamento de 100%, como segue no Anexo Il, com ressalva
as unidades de medidas, que nem foram objetivos deste trabalho. O
surpreendente deste aluno é que o aproveitamento obtido por ele na
primeira prova foi de apenas 20%.

Em geral, os resultados foram 6timos. A saber, a segunda prova
diagndstica teve um aproveitamento médio de aproximadamente 67,15%,
bem diferente da primeira que atingiu um aproveitamento médio de
aproximadamente 13,6%.

As Figuras 42 e 43 nos mostram o aproveitamento (em %) em cada
um dos itens da primeira e segunda provas diagndsticas, respectivamente,
gue foram respondidas pelos alunos antes e depois da realizacéo das 7

atividades propostas, respectivamente.
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CAPITULO 4: CONCLUSAO

Quando eu li em Silva e Martins (2000) que o0s materiais
manipulativos sdo essenciais para ajudar os alunos na passagem do
concreto para o abstrato, jamais havia dimensionado o quanto o trabalho
com materiais manipulativos enriquece as aulas.

Os alunos que participaram das atividades descritas nesta
dissertacdo apresentavam grande dificuldade e falta de entusiasmo
durante as aulas de geometria. As aulas eram pouco produtivas, e a maioria
dos alunos preferia estudar algebra a estudar geometria. Porém, apos a
realizacdo das atividades com materiais manipulativos o panorama das
aulas mudaram.

Ja na primeira aula pude notar o brilho nos olhos, a empolgacéao, o
entusiasmo, e tdo logo ja me questionaram quando aconteceria a proxima
aula. Essa empolgacao se refletiu nos resultados, como podemos confirmar
nos graficos representados nas Figuras 42 e 43. Sem davidas as atividades
praticas com os materiais manipulativos auxiliaram na aprendizagem dos
alunos.

Apesar das péssimas condicbes encontradas no cenario
educacional brasileiro, ficou evidente que o trabalho desenvolvido com
materiais manipulativos trouxe beneficios ao processo de ensino-
aprendizagem.

O presente trabalho contribuiu muito para o meu enriguecimento
profissional, e tenho plena conviccdo que farad diferenca para os
professores que se aproveitarem dele para trabalhar os conteidos em sala
de aula. Com certeza continuarei utilizando este método para ensinar este

e outros conceitos da teoria de Geometria Euclidiana Plana.
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ANEXO I: PROVA DIAGNOSTICA.

PREFEITURA MUNICIPAL DE TANAEI
SECRETARIA MUNICIPAL DA EDUCACAO
EM. “MARCIANO MACIEL DA SILVA"- TANABI
E: ANTILHA S/N°-B? IBIPORANGA- Tanabi- CEP. 13.170-000- Fone: (017) 3274-8120

Email : marciano-maciel@hotmail com

Nome do aluno: | N°
Prof; Tiago Fernando dos Reis | 9° Ano |Data / /
Disciplina: Matemética PROVA DIAGNOSTICA ‘ Nota:
1. Calcule a area de cada poligono abaixo f)
representado:
a) A 10 cm B
Tem Tem
o 10 em ¢
A 4om B 2. Calcule o] comprimento das
b) circunferéncias abaixo:

a)

4cm 4cm

C) A 8 em B b)

e &
(1]
]

[

[+]

3
w
[:]
3

(1]
Fr-y
o
3

d)
3. Calcule a area das seguintes

circunferéncias:
Scm Ei)

e)

& 10 cm [i]

b)

B 16 cm c
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ANEXO II: PROVA DIAGNOSTICA REALIZADA POR UM ALUNO
PARTICIPANTE DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS COM MATERIAIS
MANIPULAVEIS.

PREFEITURA MUNICIPAL DE TANABI
SECRETARIA MUNICIPAL DA EDUCACAO
E.M. “MARCIANO MACIEL DA SILVA”- TANABI
R: ANTILHA S/N"-B° IBIPORANGA- Tanabi- CEP. 15.170-000- Fone: (017) 3274-8120
Email : marciano-maciel@hotmail.com

. Vi s
Nome do aluno: {Jo~ v o1 Sl Ne {P
Prof°: Tiago Fernandd.dos Reis | 9° Ano [Datax9f)/20(p |
Disciplina: Matematica | PROVA DIAGNGSTICA  [Nota: 4 |
1. Calcule a édrea de cada poligono abaixo f) )
representado: /
a) A 10 em B .
=~ = A
N-$40~ . A:_LOL%
7om Zcm T\" = 4 71 2
b 410 om &

A dcm 8 2. Calcule o comprimento das circunferéncias

b) M) abaixo:
a
A 1\ l"'b‘ b (_/

dcm aem /|-
=39 1.4

som 4omﬂ; 2{%: 2 C,\A;. c: %\ L ’&252%1
7

Calcule a area das seguintes circunferéncias:




