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Resumo

Neste trabalho, mostramos como construir um processo estocéastico de Markov e seu
espaco de probabilidade a partir das probabilidades de transicao e da distribuicao ini-
cial. Além disso, mostramos a convergéncia das matrizes de transicao utilizando como
ferramenta conhecimentos de Algebra Linear. A aplicacao das cadeias de Markov num
contexto voltado para o Ensino Médio é mostrado no ultimo capitulo, onde procuramos
oferecer aos alunos a oportunidade de ter uma visao mais ampla de como a Matematica

pode ser aplicada em outras areas do conhecimento.

Palavras-chave: Cadeia de Markov, processos estocéasticos, espaco de probabilidade,

convergencia, probabilidade condicional.



Abstract

In this work, we show how to construct a stochastic Markov process and its probability
space from the transition probabilities and the initial distribution. In addition, we show
to investigate the convergence of the transition matrices using Linear Algebra knowledge
as a tool. Application of Markov chains in a context focused on High School, it is shown
in the last chapter, where we try to offer the students the opportunity to have a view of

how mathematics can be applied in other areas of knowledge.

Keywords: Markov chain, stochastic processes, probability space, convergence, con-

ditional probability.
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Introducao

Um dos maiores desafios no ensino de matemaética é a contextualizacao dos conteudos,
isto é, trabalhar a matematica de maneira pratica e com aplicagoes em situacoes co-
tidianas. Muitas vezes, nds professores, enfrentamos certa dificuldade em trabalhar os
conteudos de matemadtica, principalmente conceitos do Ensino Médio, mostrando aos alu-
nos uma aplicacao pratica sobre aquele assunto.

A grosso modo, cadeia de Markov é um processo estocastico sem memoria, caracteri-
zado por seu estado futuro depender apenas do seu estado no presente, sabendo que os
estados passados nao influenciam no estado futuro. Para o estudo das cadeias de Markov,
em geral utilizamos como ferramenta matrizes e probabilidades de transi¢ao, que nos per-
mite, com certa precisao, prever acontecimentos futuros de certos fenomenos, e com isso
tomarmos decisoes para atingirmos os resultados desejados. Assim, a cadeia de Markov é
um instrumento que propicia ao professor uma abordem do conteido de matrizes, sistemas
lineares e probabilidade de maneira contextualizada e de forma eficaz, pois dessa maneira,
os alunos poderao assimilar os conceitos de forma pratica e constatar que o conteudo que
se aprende na escola pode ser utilizado de forma efetiva em problemas reais.

Este trabalho busca oferecer ao leitor um embasamento tedrico sobre espaco de pro-
babilidade para cadeias de Markov e dar exemplos que possam ser utilizados no Ensino
Médio.

No Capitulo 1, buscamos retomar os principais conceitos da teoria de probabilidade
que serao de grande importancia para o desenvolvimento posterior deste trabalho, espe-
cialmente as defini¢oes de algebra, o-algebra, probabilidade e varidvel aleatoria.

No segundo capitulo, fizemos uma introducao ao espago amostral de um processo

estocastico discreto e sua interpretacao como espacgo das sequéncias, definimos a algebra



de eventos nesse espaco e probabilidade para o espago das sequéncias.

No Capitulo 3, apresentamos o conceito de cadeias de Markov, a partir da definicao
das probabilidades de transi¢ao p;;. Fizemos um exemplo onde buscamos estudar a con-
vergéncia das distribuigoes de probabilidade via recorréncia linear nao-homogénea de pri-
meira ordem para sequéncias. Ainda, para este exemplo, verificamos que ele é de fato
uma cadeia de Markov.

Uma cadeia de Markov é um processo que estd completamente definido a partir do
momento em que se conhece as probabilidades de transicao e a distribuicao inicial de
probabilidades dos estados. Veremos no Capitulo 4 que associamos ao processo de Markov
uma matriz de probabilidades de transicao 7', onde as entradas dessa matriz sao dadas
pelas probabilidades de transicao p;;. Como nosso objetivo é obter previsoes a longo
prazo, veremos que, com base na aproximacgao dos elementos da matriz T™ quando T’
é regular, podemos encontrar uma convergéncia a uma matriz fixa M a medida que os
valores de n aumentam. Portanto, iremos verificar sob quais condi¢oes uma matriz de
probabilidades de transicao se aproximard de uma determinada matriz fixa M. Para
isso, utilizaremos como ferramenta conhecimentos de dlgebra linear a fim de estudarmos
a convergencia das matrizes de transicao via autovetores e autovalores até chegarmos no
importante Teorema de Perron - Frobenius que nos dd uma condicao de convergéncia para
matrizes de transicao.

No 1ltimo capitulo, buscamos apresentar alguns exemplos do contexto de cadeias de
Markov para serem trabalhados com alunos do Ensino Médio. Inicialmente, apresentamos
ao leitor uma versao do Teorema de Perron - Frobenius, no qual nao utiliza conhecimentos
avancados de dlgebra linear para determinar previsoes a longo prazo. Fazendo uso deste
Teorema, poderemos encontrar tais previsoes utilizando apenas conceitos trabalhados no
Ensino Médio: matrizes, probabilidade e sistemas lineares. Em seguida, oferecemos uma

proposta de plano de aula para a aplicacao dos problemas apresentados anteriormente.



Capitulo 1

Uma introducao a teoria de

probabilidade

Neste capitulo, apresentamos ao leitor uma abordagem de alguns tépicos da teoria de
probabilidade, especialmente as defini¢oes de algebra, o-algebra, probabilidade e variavel
aleatdria. FEstes topicos serao necessarios para o desenvolvimento do conceito de cadeias

de Markov que veremos adiante. Aqui, seguimos como referéncia o livro [1].

Definicao 1.0.1. O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio
serd chamado espaco amostral e denotado por Q2. Todo subconjunto A C € serd cha-
mado evento. Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd chamado evento

aleatorio.
No langamento de um dado, temos por exemplo
2=1{1,2,3,4,5,6}.
E o evento: “a face voltada para cima é uma numero par”’é dado por
A={2,4,6}.

Note que, pela definicao acima, €2 é o evento certo e () o evento impossivel.
Iremos supor que os eventos aleatérios possuem certas propriedades basicas e intui-

tivas, que serao essenciais para o desenvolvimento posterior da teoria e do calculo de

probabilidades.

10
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Definigao 1.0.2. Seja A um conjunto de eventos aleatdrios de Q # () , satisfazendo as
sequintes propriedades :

P1. Q € A.

P2. Se A€ A, entdo A° € A.

P3. Se Ac AeBeA, entaio AUB € A .

O congunto A ¢é chamado dlgebra de subconjuntos de €.

Proposicao 1.0.3. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de ). Entdo valem as sequintes
propriedades:
Pi. Qe A;

P5. Para todo n € N e para toda sequéncia de subconjuntos Ay, As, ..., A, € A, temos
UAZGAemAZEA
i=1 i=1

Demonstracao. Por P1 temos que Q € A e por P2 Q¢ = () € A, mostrando a validade
de P4.

Pelo principio da indugao finita, mostraremos que U A; € A
i=1
Para n=2, temos por P3 que A; U A, € A.

Suponhamos a validade para n, ou seja, U A; € A e mostremos a validade pra n+1.

=1
n+1

Novamente, por P3, como U A; € Ae A, € A segue que U A; € A

i=1 =1

n
Agora, para mostrar que ﬂ A; € A, observemos que

i=1
ﬁ A; = (O Af) C.
i=1 i=1

Como A; € A,i =1,2,...,n, segue que A € A7 =1,2,...,n. Logo, UAZC € A pela
i=1

parte ja provada de P5 e assim, ﬂ A= (U Af) e A. O

i=1 i=1

Esta proposicao diz que uma &algebra ¢é fechada para um nimero finito de aplicacoes
das operacgoes U, N e °.

Considere a seguinte propriedade para eventos aleatorios:
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P3'. Se A, € A paran = 1,2,3,..., entao U A, € A.

n=1
Definicao 1.0.4. Uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao vazio () satisfazendo

P1,P2 e P3' é chamada o-dlgebra de subconjuntos de 2.

Observacao 1.0.5. Uma o-dlgebra é sempre uma dlgebra, pois P3 é consequéncia de

P3, jia que AUB=AUBUBUB... € A se A € o-dlgebra.

Proposicao 1.0.6. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de ). Se Ay, Ao, ... € A, entao
ﬂ A, € A.
n=1

Demonstracao. Basta observar que

Na-(U)
n=1 n=1

e aplicar P2 e P3'. OJ

Podemos dizer, entao, que uma o-algebra é fechada para um numero enumeravel de
aplicagoes com as operagoes U, M e ©.

Por exemplo, se A = 29 é o conjunto das partes de 2. Temos que 2 é uma o-algebra
de subconjuntos de €. De fato, pela propria definicao de conjunto das partes segue que

as propriedades P1, P2 e P3’ sao satisfeitas, isto é
o () c2%
e Se A € 29 entdo A¢ € 2%;

e Se A, € 2% paran =1,2,3, ..., entao U A, € 2%

n=1

1.1 Probabilidade

Uma maneira de definir uma probabilidade P no conjunto dos eventos aleatérios é

a chamada “frequentista”’ou “estatistica”. Neste contexto, definimos a probabilidade de
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um evento aleatério A, P(A), como o limite da frequéncia relativa da ocorréncia de A em

n repeticoes independentes do experimento, com n tendendo ao infinito, isto é,

.1 . -
P(A) = lim — x {ndmero de ocorréncias de A em n “ensaios”independentes}.
n—oo 1

Esta maneira “frequentista’nao é tnica para se definir probabilidade. Em nosso traba-
lho, usaremos uma definicao axiomatica para a probabilidade que se deve a Kolmogorov.
Iremos tomar as probabilidades na o-algebra A de eventos, com isso, iremos associar a

todo A € A um nimero real P(A). Mais precisamente temos:

Definicao 1.1.1. Uma funcao P : A — R satisfazendo os axiomas 1,2 ¢ 8 a sequir €

chamada probabilidade finitamente aditiva.
Axioma 1 P(A) > 0;
Axioma 2 P(Q)) =1;
Axioma 3 Se Ay,..., A, € A sdo disjuntos dois a dois, entdo
P( U Ak> =3 P(4y).
k=1 k=1
Se ainda a fung¢ao P satisfaz,

Axioma 3’ Se Ay, A, ... € A sao disjuntos, entao

P( D An) — iP(An),

entao P é chamada de medida de probabilidade ou simplesmente uma probabilidade.

Quando P nao satisfaz apenas o Axioma 2 dizemos apenas que P é uma medida em

A.

Definicao 1.1.2. Um espago de probabilidade é uma tripla (2, A, P), onde
i) Q é um congunto nao-vazio;
ii) A € uma o-dlgebra de subconjuntos de §);

iii) P € uma probabilidade em A.

Exemplo 1. Temos a sequir alguns exemplos de espagos de medida (de probabilidade):
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i) Seja Q@ um conjunto qualquer e tome A = {@,Q}. Defina P(Q) =0 e P(Q2) = 1.
Entao (Q, A, P) € um espago de probabilidade trivial.

ii) Considere ) sendo um conjunto dos 6 possiveis resultados no lan¢amento de um
1

dado. FEscolhe-se peso de G para cada um dos 6 pontos, e para qualquer subconjunto

de Q escolhe-se como medida a soma dos pesos dos pontos do conjunto. Entdo A €

a familia de todos os subconjuntos de €2, e (2, A, P) é um espago de probabilidade.

iii) Seja Q = {0,1,2,3,...} e ® um vetor da forma m = (my, 71, Mo, ...) com m; > 0. E
defina o peso de cada elemento i de € como m(i) = m;. Para cada subconjunto
de ) escolha como peso deste conjunto a soma de todos os pesos dos pontos neste

conjunto. Entao A € a familia de todos os subconjuntos de Q0 e (2, A, m) é um
espago de medida com m(Q) = Zm. Quando m(QY) = 1, m € uma medida de
i=0

probabilidade.

1.1.1 Propriedades da probabilidade

Seja P uma probabilidade em uma o-algebra A. Suponhamos que todo conjunto A
abaixo pertenca a A. Entao as seguintes propriedades sao consequéncias dos axiomas
acima:

Propriedade 1: P(A°) =1— P(A).

De fato, pelo Axioma 2, P(2) = 1e Q=AU A°.

Como A e A¢ sao disjuntos, segue do Axioma 3 que
1=P(Q)=P(AUA®) = P(A)+ P(A°).
Logo, P(A°) =1— P(A).

Em particular, P(0) =1 — P(Q) = 0.

Propriedade 2: 0 < P(A) < 1.

Esta propriedade é uma consequéncia do Axioma 1 e da Propriedade 1.

Propriedade 3: Se A; C A; entao P(A;) < P(As).
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Note que, Ay = AjU(As—A;). Pelo Axioma 3, P(Ay) = P(A;)+P(As—Ay) > P(Ay).

Propriedade 4: P( U A, ) Z P(A

Vamos utilizar o pr1n<31p10 da mdugao finita para verificar a desigualdade acima.
Para n = 2, temos:
Pelo Axioma 3, P(A; U As) = P(Ay) + P(Ay N AS) < P(A;) + P(A,), por Py, ja que
(As N AJ) C As. Agora, suponhamos a validade para n, ou seja, P(O AZ) < z”: P(A
= i=1

e mostremos a validade para n + 1.

Observe que

P(Ua) = r((Ua)ua)

Pelo caso n = 2 e pela hipdtese de inducao segue que:

n+1

/() - (U)o
P(OAi) 4 P(Any)
S PA) + PlAv)

n+1

= ZP(Ai).

Assim, pelo principio da indugao finita temos a validade para todo n.

IA

IN

Propriedade 5: P( G Ai> < iP(A
Note que = -

AjUAsUAsU ... =AU (A \ A1) U (A3 \ (A1 UAy)) U (Ag\ (A3 U A U Ag)) U

onde Ay, (A2 \ A1), (A3 \ (A1 U Ay)), (As\ (A1 U Ay U Aj3)),... sdo disjuntos.
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P(A;UA, UA3U )

!
/N
'
=
N—
I

P(A1U (A3 \ A U (A3 \ (A U Ay)) U ..

- P(Ay) + P(A3\ Ay) + P(As\ (A1 U As)) +

< P(A) + P(As) + P(A3) +

= ZP(A)

Onde a desigualdade se deve ao fato de que (As \ A;) C Ao, (A3 \ (A1 U Ag)) C As... e
pela Propriedade 3.
Como iremos trabalhar com cadeias de Markov, a definicao a seguir serd bastante

utilizada nos demais capitulos.

Definigao 1.1.3. Seja (Q, A, P) um espaco de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, a

probabilidade condicional de A dado B € definida por

P(ANB)

A e A.
PB) = O S

P(A[B) =

Teorema 1.1.4 (Probabilidade total). Se a sequéncia (finita ou enumerdvel) de eventos

aleatorios Ay, As, ... formar uma particao de €2, entdo

Z P(A;)P(B|A)),
para todo B € A.

Demonstracdo. Suponhamos que Aj,A,,... formam uma particao de 2, isto é, os A; sao
o0

disjuntos e U A, =Q.

i=1

Para todo evento B € A, temos B = U (BN A;). Como os A; sao disjuntos, entao os

BN A; sao disjuntos e

P(B):P(UBmA) ZPBmA ZP P(B|A).
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1.2 Variavel aleatoria

Definicao 1.2.1. Uma fungao X : 0 — R € denominada varidavel aleatoria, se o con-
gunto {X <z} ={weQ: X(w) <z} éum evento aleatdrio (isto é, pertence a o-dlgebra

A de eventos de ), para todo x € R.

Note que se X é uma varidvel aleatéria, entdao {X = 2} = {w € Q@ : X(w) = z}
pertence a g-algebra A de eventos em (2, para todo = € R. De fato,
se X é uma variavel aleatoria, entao

1 1
{XSx—i——}EA e {ng——}eA; n € N.
n

n

Assim, como A é uma o-algebra de eventos,

{ng—%}c:{X>x—%}€A

Logo,

ﬁ{x—%<X§x+%}:{X:x}€A.

n=1

Além disso, se €2 é um conjunto finito, vale notar que pela propria definicao de varidvel
aleatéria, se a o—algebra de eventos em () for o conjunto das partes de €2, entao qualquer
fungdo em ) é uma variavel aleatéria, pois {X < x} € 29 (conjunto das partes de ),

para todo z € R.

Exemplo 2. Considere que uma moeda € langada duas vezes sucessivamente.

Seja C cara e K coroa. O espago amostral deste experimento é:
0 ={(C,0);(C,K); (K,C); (K, K)}.

Tomemos a o—dlgebra deste exemplo como sendo o conjunto das partes 2. Podemos
definir a funcao X como sendo o “numero de caras obtidas nos dois lancamentos”. Por

exemplo, temos que X((C,C)) = 2 e X((K,C))=1. Note que, X (w) € {0,1,2},Vw € Q.
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A fungao X : Q@ — {0,1,2} € tal que {w : X(w) < x} € 2% para todo v € R. Por
exzemplo, se x = 1 temos que {w : X(w) < 1} = {(C, K), (K,C), (K, K)} € 2% ¢ se v =
-2, temos {w : X (w) < —2} =0 € 2%

Logo, X ¢ uma varidvel aleatoria.

Definicao 1.2.2. Seja X uma varidvel aleatoria. Se o nimero de valores possiveis de X
for enumerdvel (finito ou infinito), dizemos que X € uma varidvel aleatoria discreta. Ou

seja, a imagem da fungdo é Im(X) = {xy,29,...} CR.

O exemplo anterior é um caso de variavel aleatéria discreta. Vejamos a seguir outro

exemplo.

Exemplo 3. Apds um exame médico, as pessoas podem ser diagnosticadas com zika virus
(Z) ou ndao (N). Admita que trés pessoas sejam escolhidas ao acaso e classificadas de

acordo com esse esquema. Temos que o espaco amostral € dado por:
VW={ZZZ ZZN,ZNN,ZNZ, NZN,NZZ, NNZ NNN}.

Considere a o—dlgebra deste exemplo como sendo o conjunto das partes 2%. FEntdo a
funcao X, sendo o “niumero de pessoas diagnosticadas com o zika virus”, ¢ uma varidvel
aleatdria. O conjunto dos possiveis valores de X ¢ {0,1,2,3}, ou seja, X € uma varidvel

aleatoria discreta.

Definicao 1.2.3. Seja X uma variavel aleatoria. Suponha que os valores possiveis de
X seja qualquer valor numérico em um determinado intervalo, ou, colecao de intervalos.

Entao, diremos que X € uma varidvel aleatoria continua.

Exemplo 4. FEscolher um ponto ao acaso em [0, 1], e seja X o wvalor do resultado.
Entao Q = [0,1] e X(w) = w. Note que os valores possiveis (resultados) para X nao é
enumerdvel, pois € o intervalo [0,1]. No caso continuo, em geral, usa-se a o—dlgebra de
Borel. A grosso modo, a o-dlgebra de Borel na reta é a menor o-dlgebra contendo todos
os intervalos, que sao gerados pelas operacoes U,MN e © de intervalos abertos da reta. E
possivel mostrar, mas foge dos objetivos dessa dissertacao, que a funcao X € uma varidvel

aleatdria continua com a o-dlgebra de Borel, que toma valores em [0, 1].



Capitulo 2

Espaco de probabilidade para

cadeias de Markov

Neste capitulo, buscamos construir um espaco de probabilidade para uma sequéncia
de variaveis aleatorias em tempo discreto, que sera ttil para o calculo de probabilidades
envolvendo cadeias de Markov. Esta sequéncia de variaveis aleatérias serd denominada
como processo estocastico discreto.

Considere o lancamento de uma moeda nao viciada no tempon = 1,2,3,...T. As faces
da moeda sao: cara(C) ou coroa(K). Denotando por €2 o conjunto de todos os possiveis

resultados dos lancamentos até o tempo T', temos:
Q={w:w=(ey,ege3..,er)} onde e,=CouK, paran=1,2,..7T.

O conjunto €& = {C, K} que representa os possiveis estados da moeda (possiveis resultados
em cada langamento) serd chamado de espago de estados.

Para modelar incertezas sobre os resultados, nés listamos todos os resultados possiveis,
e o chamamos de estados possiveis. Conforme o tempo passa, mais e mais informagoes
sao reveladas sobre os estados que ja ocorreram. No tempo n = 2, por exemplo, nos

conhecemos os resultados e; e es. Entao, a informagao que temos é
A={(e1,e9,%,...,%x)} CQ,
onde “*” indica os estados que ainda poderao ocorrer com o decorrer do tempo.
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Esta ideia de informacao disponivel no tempo n, iremos denotar por F,,, que consiste
nos resultados que ocorreram antes e no tempo n. F,, é chamada Algebra de Eventos.

Voltando ao exemplo anterior, para T" = 2, temos que no tempo n = 0, antes de
realizarmos o experimento, nés nao temos informagoes sobre e; e es, e portanto Fy =
{0,9}. Tudo que nds sabemos é que os estados possiveis de ocorrer estao em 2. Considere
agora o caso n = 1. Suponha que em n = 1 o resultado obtido foi cara (C). Entao sabemos
que os estados possiveis de ocorrer (nossa informagao) estdo em A, e nao estdo no seu

complementar A°, onde
A={(C,eq9),ea =Cou K} ={(C,C),(C,K)}.
Assim, no tempo n = 1, temos a seguinte algebra de eventos
Fr={0,Q,A, A°}.
Note que Fy C Fj.

Observacao 2.0.1. F,, € uma dlgebra de subconjuntos de €2, ou seja, tem as sequintes
propriedades:

P1. Qe lyCF,, paran=1,2,..T.

P2. Se A€ F,, entao A° € F,, .

P3. Se Ae F, e BeF,, entato AUB € F,.

Exemplo 5. A sequir temos alguns exemplos de dlgebras de eventos:
1. Fy ={Q,0} é chamada dlgebra trivial.
2. {0,9Q, A, A} é chamada dlgebra gerada por A e denotada por Fa.

3. {A: A€ Q} échamada a dlgebra de todos os subconjuntos de §) e é denotada por
28,

Se F é uma algebra de eventos, entao todo conjunto de F' é chamado de conjunto

mensuravel. Se F' = 29, por exemplo, entao todo subconjunto de € é mensuravel.

Definicao 2.0.2. Uma filtracao F é a cole¢ao de dlgebras de eventos F,,, com

F= {FQ,Fl, ...,Fn, ,FT}, Fn - Fn+1-
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A filtragao I ¢ utilizada para modelar um fluxo de informacoes que sao obtidas com
o decorrer dos experimentos. Conforme o tempo passa, teremos as informagoes mais

detalhadas, isto é, particoes de €2 cada vez mais finas.

Exemplo 6. Temos que F = {Fy, Fx, 2} ¢é uma filtragao, pois Fy, Fa e 2% sdo dlgebras

de eventos, e ainda Fy C Fy C 2.

2.1 Processo estocastico

Como vimos no capitulo anterior, se a fungao X é uma variavel aleatéria em (2, F'),
com {2 sendo um conjunto finito, entao todos os conjuntos {X = z;} = {w € Q: X(w) =
x;}, 1= 1,..k pertencem a F. Isto significa que, se temos a informacao descrita por F,
isto é, conhecemos qual evento da forma {X = z;} ocorreu em F', entdo sabemos qual
valor de X ocorreu. Lembramos que se F = 29, entdo qualquer funcio em € é uma
variavel aleatoria.

A fim de definir processo estocastico, daremos o seguinte exemplo.

Exemplo 7. Considere o exemplo do langcamento de uma moeda nao viciada, para n =
1,2. Entdo Q = {w; = (C,C),wy = (C,K),ws = (K,C),ws = (K, K)}.

Tome A = {wy,ws}, o qual representa o evento em que no tempo n = 1 o resultado
obtido foi cara. Assim, Fy = {0,Q, A, A°} e tome Fy = 2%,

Considere as sequintes funcoes em €):

a) X(w1) = X(w2) =15 e X(w3) = X(wq) =5.

X é uma varidvel aleatdria em Fy, ji que {w : X(w) = 15} = {wy,ws} = A€ F} e
{w: X(w) =5} = {ws,ws} = A° € F}.

b) Y(wy) =15,Y (w2) = 75,Y (w3) = 75,e Y(wy) = 5.

Y ndo é uma varidvel aleatoria em Fy, pois {w : Y (w) = 75} = {wq, w3} ¢ Fy. Por

outro lado, € claro que Y € uma varidvel aleatoria em F;.

Definigao 2.1.1. Um processo estocdstico adaptado a filtragao F = {Fy, F, ..., Fr} é uma
sequéncia de varidveis aleatorias (X,,) em (2, F,), para qualquer n fixrado, n = 0,1, ..., T.

Note que, em particular, para cada n, X, € uma varidvel aleatdria em (2, Fr).
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Exemplo 8. Seja X; = X e Xy =Y como apresentados no Exemplo 7. A sequéncia {X,
Y} € um processo estocdstico adaptado a filtragio F = {Fy, Fy}.

Definicao 2.1.2. Seja (22,2%) um espaco amostral com a dlgebra de todos os eventos, e

X uma varidvel aleatoria com valores x;, i = 1,2,...k. Considere os conjuntos
A ={w: X(w) =12} CQ.

Esses conjuntos formam uma particao de ), e a dlgebra gerada por essa parti¢ao € cha-
mada dlgebra gerada por X. FEsta é a menor dlgebra que contém todos os conjuntos da
forma A; = {X = z;} e € denotada por Fx. A dlgebra gerada por X representa a in-

formacao que podemos extrair observando X .

Exemplo 9. Considerando o Exemplo 7, temos {w : X(w) = 15} = {wi,wa} = A ¢
{w: X(w) =5} = {ws,ws} = A°. Logo, Fx = F; = {0,Q, A, A°}.

2.2 Probabilidade no espaco das sequéncias

Para uma sequéncia infinita (enumerével) de varidveis aleatérias, podemos construir
o espaco de probabilidade da seguinte forma: seja {2 o conjunto de todas as sequéncias
formadas de elementos do espago de estados £ (finito). Um elemento w € € pode entao
ser escrito da forma

w = (eg,e1,€2,...),

onde cada e; € £. Os pontos w € () sao chamados de caminhos, o espaco €2 é chamado
de espaco das sequéncias, e o valor e, em um caminho é chamado n-ésimo “resultado”em
w. Por exemplo, se & = {1,2}, entdo Q2 = {(eg, €1,€2,€3,...);¢; = 1 ou 2} e o elemento
(1,2,1,1,1,2,...) € Q é um caminho ou realizacao de experimentos.

A funcao X, : @ — &, dada por
Xn<€07 €1,€2,... ) = €n,

¢ chamada de fung¢ao saida ou avaliagao da trajetoria w.

Fixado n, seja F, a familia de todas as unioes de () da forma

{weN: Xo(w) € &, Xi(w) € &1,,... Xp(w) €&},
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onde &, &1, ... &, sao subconjuntos do espaco de estados £. E possivel verificar que cada
F,, é uma o-algebra, mas foge dos objetivos deste trabalho. Além disso, F,, C F) ;1 forma
uma filtragao natural na qual o processo X,, é adaptado. Considere agora F a familia de

conjuntos definida por
F=JF.
n=0

Cada elemento em F é um conjunto de trajetorias para as quais um nimero finito de
entradas da sequéncia sao restritas a pertencer a certos subconjuntos de £, e as demais
infinitas entradas sao irrestritas. Um conjunto de F é chamado de cilindro. Apesar de
F ser uma algebra, nao é uma o-algebra. Porém, existe a menor o-algebra G, tal que

F C G. Associado a G existe uma tnica medida de propabilidade p, tal que
p(Cr) = p{w € @ Xo(w) = ep, Xq(w) = e1,,... Xp(w) =e,}

¢ dado pelo produto das probabilidades condicionais entre os estados ey, €1, ..., ¢e,. Cada
conjunto C}' é chamado de cilindro bdsico de F e vale notar que cada C' € F}, é da forma
C = U CI'. Ou seja, construimos um espago de probabilidade (€2, G, 1), onde p é dada
por '

M(e()a €1y .0y Cpy K, 0K KL ) = PoP1oP21 - - - Pn(n—1),

onde py ¢ a probabilidade do processo iniciar no estado eg e p;; = p{w € Q: X; = ¢;|X; =

e;} sao probabilidades condicionais. Para maiores detalhes ver por exemplo, [2, p.43].



Capitulo 3

Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico (X, )nen, associado a um espago de
probabilidade (€2, A, P) que satisfaz uma determinada propriedade (ver equagao 3.2.0.1)
que iremos apresentar mais adiante neste capitulo. Daremos a seguir algumas definicoes e
propriedades bésicas das probabilidades de transicao que serao 1teis para a compreensao

de tal propriedade markoviana.

3.1 Probabilidade de transicao

Definigao 3.1.1. A probabilidade de transicao em um passo, denotada por p;;(k), € de-

finida como a sequinte probabilidade condicional:
pij(k) = P(Xj11 = i Xy = j).

Isto é, a probabilidade de estar no estado ¢ no tempo k+ 1, dado que estava no estado
J no momento anterior k, para ¢,j = 1,2, ....

Se a probabilidade de transi¢ao p;;(k) numa cadeia ndo depende do tempo k, dizemos
que ela é homogénea. Neste caso, usaremos a notagao p;;. Se as probabilidades de transicao
dependem do tempo k, dizemos que elas sao nao-estaciondrias ou nao homogéneas. Neste
trabalho, estamos interessados em estudar somente os casos homogeéneos.

Para uma cadeia de Markov com um ntumero finito de estados, associa-se uma matriz

24
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de transicao 7', que sera dada pelas probabilidades de transicao, isto é,

T = (pij)-

Definigao 3.1.2. A probabilidade de transi¢ao em n-passos (n > 0), denotada por pgl), é
a probabilidade de transferéncia do estado j para o estado i em n etapas de tempo discreto,
1sto €,

nY = P{X, = i|X, = j}.

Novamente, para uma quantidade de estados finitos, podemos associar uma matriz

(n)

T™  onde a ij-ésima posicao é dada por p;; - Note que T©) ¢ a matriz identidade, uma

vez que pgg) =1le pz(;»)) = 0 quando i # j.
Existe uma relacao entre as probabilidades de transi¢ao em n-passos, s-passos e (n—s)-

passos. Essas relagoes sao conhecidas como as equacoes de Chapman-Kolmogorov:
o0
P =3P, 0<s <.
k=1
Em termos matriciais, essas equagoes podem ser escritas da forma
T — pln=s)pls)
Como T =T, segue-se entdo que

7@ — 7C-1)pQ)

E repetindo este processo sucessivamente tem-se que 7™ = T" para todo n > 0.

)¢ por meio da matriz T".

Portanto, uma maneira facil de se obter as probabilidades pl(;

Além disso, um outro aspecto interessante em conhecer T, é que o vetor v™ de distri-
buicao de probabilidade do processo, no tempo n, é igual ao produto matricial 77", com
a distribuicao inicial v° escrita de forma transposta. No préximo capitulo iremos explorar

a relacao entre a distribuicao v™ e T™v" com mais detalhes.



26

3.2 Cadeias de Markov

Vejamos alguns exemplos, que se encontram em [3] e [4], que servirao de ilustragao para
compreendermos o contexto de cadeia de Markov.

Considere um interruptor com dois estados: ligado e desligado. No comeco do ex-
perimento, o interruptor estd ligado. A cada minuto depois, jogamos um dado. Se o
resultado do dado mostrar 6, mudamos o estado do interruptor, caso contrario, deixamos
como estda. O estado do interruptor em funcao do tempo é um processo de Markov. Este
simples exemplo nos permite explicar o significado: “nao tem nenhuma meméria”. Se
conhecemos o estado do interruptor no tempo n, nés podemos prever sua evolu¢ao (em
termos de varidvel aleatéria) para todos os tempos futuros, sem requerer conhecimento
sobre o estado do interruptor em tempos menores que n. Em outras palavras, o futuro
do processo depende do presente, mas independe do passado.

Denote por :p§”) a probabilidade do interruptor estar ligado no tempo n. Similar-

mente, seja xén) a probabilidade do interruptor estar desligado no tempo n. A partir das

informacgoes anteriores, temos a seguinte relagao de recorréncia:

com fL‘gO) =1le IéO) = O A primeira igualdade Ve dO fato de que o inl;erruptor ﬁcaré

ligado no tempo n + 1, se ele estava ligado no tempo n e o dado nao mostrou um 6, ou
ele estava desligado no tempo n e o dado mostrou o nimero 6. A segunda igualdade é
analoga.

A equacao anterior pode ser escrita na forma matricial:

(n+1) 5..n) | 1,.(n) 5 1 (n)
Lo _ [T _ [ e T e N Ty _ 1[5l -
l_én—i—?) %zgn)+%xgn) % % $§n) 6 15

Considere novamente o interruptor que tem dois estados e no comeco do experimento
estd ligado. E vamos supor que é jogado um dado a todo minuto. Contudo, desta vez,
nos mudamos o estado do interruptor somente se o dado mostrar o niimero 6 e nao ter
ocorrido o numero 6 no tempo anterior. Assim, o futuro do processo depende do que

ocorreu no passado.
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A cadeia de Markov é um processo estocastico caracterizado por seu estado futuro
depender apenas do seu estado no presente, sendo que os estados passados nao influen-
ciam no estado futuro. Dizemos entao que um processo de Markov “nao tem nenhuma

L . . . o
memoria”’. Analisando os exemplos anteriores, podemos dizer que o primeiro exemplo,
onde o estado do interruptor depende apenas do resultado do dado langado naquele mi-
nuto, é uma cadeia de Markov, enquanto que o segundo exemplo nao é uma cadeia de
Markov, pois o estado do interruptor depende do resultado do dado nos tempos anteriores.

Formalmente temos o seguinte:

Definicao 3.2.1. Considere um espago de estados com um nimero finito (ou enumerdvel)
de elementos € = {ey, ...,e, }. Um processo estocdstico discreto (X, )nen € uma cadeia (ou

processo) de Markov se a probabilidade condicional satisfizer
P(Xn+1 = anrl’XO = Xog, ,Xn = $n> = P(XnJrl = InJrlan = xn), (3201)

para todon > 1 e para toda sequéncia g, T, ..., T,11 de elementos do espaco de estados .
FEssa condigao (3.2.0.1) significa, em linguagem natural, pensando que n indica o tempo,

que o futuro do processo, uma vez conhecido o estado presente, € independente do passado.

As probabilidades condicionais, como ja mencionamos anteriormente,
pij = P(Xnt1 = ei Xy =€),
sao as chamadas probabilidades de transicao. E se para cada i, j
P(X,41 = €| X, = ¢j) = P(X1 = ¢;| Xo = ¢;),

para todo natural n, a cadeia de Markov ¢é dita estacionaria.

Um processo de Markov esta completamente definido a partir do momento em que
se especifica as probabilidades de transicao e a distribuicao inicial de probabilidades dos
estados.

A propriedade (3.2.0.1) sera geralmente referida como a propriedade da cadeia de
Markov. A mesma propriedade também pode ser estendida para processos de Markov
com tempo continuo e espago de estados sendo um intervalo da reta real, como pode ser

visto, por exemplo, em [5].



28

Agora, iremos estudar convergéncia das distribuicoes de probabilidade para uma cadeia
finita, cujas probabilidades de transicao sao todas positivas. Para tal estudo usaremos
técnicas de resolugao de recorréncias lineares nao-homogéneas (ver [6, p.73]).

Para tal estudo, apresentamos um modelo que descreve a dinamica de um telefone que
possui dois estados: livre e ocupado. Neste modelo é dado as probabilidades de transicao
e a distribuicao inicial do telefone. Apesar de simples, ele é suficiente e interessante para

os propésitos deste capitulo.

Exemplo 10. Em alguns casos o uso do telefone pode se tornar uma questio bastante
interessante. Suponha que se o telefone estd livre em um periodo de tempo, digamos no
n-ésimo minuto, com probabilidade p, onde 0 < p < 1, ele estard ocupado no proximo
minuto. Se o telefone estd ocupado no n-ésimo minuto, ele estard livre no prorimo minuto
com probabilidade q, onde 0 < g < 1. Assuma que o telefone esta livre no minuto inicial
(n =0). Estamos interessados em responder as sequintes questoes:

a)Qual € a probabilidade x,, do telefone estar livre no n-ésimo minuto?

b) Qual € o lim x,, se existir?

n—oo

Afim de responder as perguntas acima, denotemos por A, o evento em que o telefone

estd livre no n-ésimo minuto e seja B,= ) - A,, o seu complementar, isto €, o evento em

que o telefone estd ocupado no n-ésimo minuto. As condicoes do exemplo nos da:
P(Bp1|An) =p e P(An1|By) = q.
Assumimos também que P(Ag) = 1, isto é xy = 1. Utilizando esta notagao, temos que
P(A,) = z,. Logo,
Tnt1 = P(Ang)
= P(A,1]A,)P(A,) + P(Ansi|Br)P(By) (3.2.0.2)
= (I=p)zn+q(1 — )
= ¢+ (1—p—q)z, (3.2.0.3)
A igualdade (3.2.0.2) seque do Teorema 1.1.4.
Note que a igualdade (3.2.0.3) € uma recorréncia linear nao-homogénea de primeira

ordem, ou seja, € uma recorréncia do tipo x,.1 = g(n)x, + h(n). Vamos resolvé-la

utilizando o sequinte fato.
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As recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem que mais facilmente se
resolvem, sao da forma x,,1 = x, + f(n).

Com efeito, temos

z1 = 20+ f(0)
2 = x1 + f(1)
T3 = 75+ f(2)
PR )

Ty =Tp1+ f(n—1)
n—1
Somando ambos os membros, obtemos x,, = xo + Z f(k).

k=0
Considere a,, uma solu¢ao nao nula da recorréncia x,.1 = g(n)x,. A substitui¢ao

Tp = apy, transforma
Tn1 = g(n)xn + h(n)
em
Uni1Yns1 = g(n)any, + h(n).
Mas, any1 = g(n)a,, pois a, é solu¢ao de x,+1 = g(n)x,. Portanto, a equagdo se
transforma em
9(n)anyni1 = g(n)anyn + hin),
ou seja,
Ynr1 = Y + h(n)[g(n)an] .
Agora, resolvendo a equacao Yni1 = yn + h(n)[g(n)a,]™, que estd na forma y,i1 =
Yn + f(n), como mencionado anteriormente, basta depois tomar x, = a,y, .
Voltando a recorréncia
Tnyr =q+ (1 =p—qzy
encontrada em nosso problema , vamos resolve-la utilizando os comentdrios anteriores.

Inicialmente, vamos encontrar uma solucao nao nula da recorréncia

Tpi1 = (1 —p—q)z,. (3.2.0.4)
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Temos:

r1=(1-p—q)xo
x2:(1—p—q)a:1

3= (1—p—q)z2

Tp = (1=p—q)xn
Multiplicando todos os termos de cada lado das igualdades, resulta
zn = (1—p—q)"z0.

Logo, tomando uma condig¢ao inicial zo = 1 temos que a,, = (1—p—q)" é uma solugao

ndo nula da recorréncia (3.2.0.4). Fa¢amos a substitui¢io de x, = (1 —p — q)"y, em

(3.2.0.3). Obtemos entao que
I=p=a)" o =q+ (1 -p—a)1—p =)y,

e assim

Yn+1 = + Yn,
(1-p—9q)
onde xo = (1 —p — q)%o e, portanto, yo = xo = 1. Temos entdo que

q

Mgt
g

BT
g

BE A=
4

yn_ (1_p_q)n _l_y’n—l'

Somando os termos de cada lado das iqualdades, resulta em

q q q q
(1—p—Q)+(1—p—Q)2+(1—p—Q)3+'”+(1—p—Q)”
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q q q q
+ + toot
(1-p—q) (1-p—q? (Q-p—q)° (1-p—q)

N

yn:1+

-~

soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razao

1 n
q (1_ — ) -1
yn:1+ [ plq ]

1
1-p—q

l-p—g¢ I-p—q
q 1z(1—p—)(1)"
1—p—q)™
1=p—gq [ 13;3!1 ]

g(1—-(1—-p—q)")
P+a)(1—p—q™
Substituindo em x, = (1 — p — q)"yy, temos
1-p—9"(1-(1-p-9)")
P+a(—p—q)

q1—-(1-=p—q)")

yn:1+

T, =(1-p—q)"+

=(1-p—q)"+ g
n, 40—l -p—q)"
=(1-p—q)"+ p
_ ¢t -p-g"—ql-p—q"
p+q p+a
__a¢ ,pd-p—aq"
q+p q+p

Logo, a probabilidade x,, para que o telefone esteja livre no n-ésimo minuto € dada por

1_ _ n
q +p( p @,

In

S q+p q+p
Agora, como 0 < p <1 e 0< q<I seque que |1 —p—q|<l, e assim (1—p—q)* — 0,
quando n — oo. Isto nos dd a resposta do item (b) deste exemplo, isto é, lim z,, = %

Uma abordagem diferente da demonstracao acima, podera ser vista mais adiante no
Exemplo 20 do Capitulo 5, na qual utiliza uma versao do Teorema de Perron-Frobenius
para estudar a existéncia do limite (convergéncia da matriz de transigdo). Além disso,
caso o leitor tenha curiosidade, em [4, p.86], também h& uma outra demonstragao em que
nao se usa solugoes de recorréncias lineares nao-homogéneas (como apresentamos neste

trabalho), nem Perron-Frobenius.
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O objetivo principal agora, é mostrar que de fato o modelo apresentado no Exemplo
10 é uma cadeia de Markov. Para isto, considere o processo estocéstico (X,,) como visto

no Capitulo 2.

Proposicao 3.2.2. O modelo apresentado no Exemplo 10 é uma cadeia de Markov, isto

é, verifica (3.2.0.1).

Demonstracao.
Considere o espaco de estados € = {1, 2}, sendo 1 o estado livre e 2 o estado ocupado.

Tomaremos €2 como sendo o conjunto de todas as sequéncias.

/\‘
p
Ocupado
1-p P 1q
2
w1

Figura 3.1: Diagrama do Exemplo 10

A fim de construir a probabilidade nos cilindros, tomemos 1°

como sendo alguma
probabilidade em &£. Pelas informagoes do problema temos que 1°(1) = 1 e 1°(2) = 0,
pois o telefone estd livre no minuto inicial. A medida de probabilidade v° escolhida,
corresponde a distribuicao inicial do processo estocastico que iremos definir. Podemos

entao definir a probabilidade P da seguinte forma.

Se w = (eq, €1, ...) € §2, tomemos
PHweQ:wy=¢e}) = VO({BO});

PlweQ:w;=¢€,1=0,...,n+1}) = plent1]en) Pw € Q:w; = ¢;,i =0, ...,n}),
(3.2.0.5)
onde p(eni1len) é a probabilidade de transicao do estado e, para e,y;, podendo ser
p(1]1) =1-p, p(1]2) = ¢, p(2|]1) =p ou p(2]2) =1 —¢.
Notemos que P esta definida por meio de um processo indutivo que sé depende da

distribuicao inicial e das probabilidades de transicao. Por exemplo, a medida para o
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conjunto das sequéncias em que restringimos os dois primeiros estados, ey e e1, é dada
pelo produto da probabilidade inicial de ey pela probabilidade de transicao de eq para e,
isto é:

PH{w € Q:wy=eg,w; =e1}) = pler|eg)vo({eo})-

Analogamente, para o caso em que restringimos aos estados ey, e; € es, temos

P({W € :wy=ep,w = e,wWy = 62}) = p(€2|€1)P({W € Q:wy=ep,w = 61})

= plezler)p(erleo)vo({en})-

E fazendo isso, sucessivamente, para mais estados, nota-se que de fato a férmula
(3.2.0.5) s6 depende das probabilidades de transi¢ao e da distribuigao inicial. Além disso,
como

Q={weQ:w =1} U{w e Q:wy =2},

segue que P(Q) = 1p(Q2) = 1.
Como no Capitulo 2, considere o processo estocastico X,, : @ — R, n € IN, dado

por

X (w) = wp,

onde w = (wp, W1, -.., Wy, ...). Primeiro vamos mostrar que as probabilidades de transigao

de X,, sao o que deveriam ser, isto é,
P(X,1=2|X,=1)=p, (3.2.0.6)

P(Xp1 = 1|X, = 2) = q. (3.2.0.7)

Da defini¢ao de P temos que

PX,11=2,X,=1) = PlweQ:w,=1w,11 =2})
= Z PweQ:w;=¢€,i=0,...n— 1w, =1,w,11 = 2})

eOvaenfleE

= > pRIPHweQ:iwi=¢,i=0..,n- 1w, =1}

€0yen—1€EH

=D Z PlweQ:w =¢,i=0,...,n— 1w, =1})

€0,--en—1€EF

= pP(X,=1). (3.2.0.8)
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A segunda igualdade, em que aparece a soma sobre os estados, segue da Proposicao
(1.1.4) tomando uma partigao em €2, por meio de conjuntos formados de trajetérias em
que se fixa os primeiros n estados eg, e, ..., €,_1.

Pela definigao de probabilidade condicional e da igualdade (3.2.0.8) segue que

P(Xpp1=2,X,=1)
P(X,=1)

P(X,1=2|X,=1)= =p.

Pelos mesmos argumentos segue que P(X,.; = 1|X, =2) =q¢.

Vamos agora verificar que
P(Xn+1 = €n+1|X0 = €p, ,Xn = €n) = P<Xn+1 = en+1|Xn = en).

De fato,

P(Xo=c¢€g,....; Xpn = €n, Xpt1 = €n11)
P(Xo=e€g,.... Xn =€)
PlweQ:w,=¢€,i=0,...,n+1})
PlweQ:w;=¢,i=0,..,n})
plentilen) PHw € Q:w; =€;,1=0,...,n})
PweQ:w;=¢€,i=0,..,n})

= p(€n+1|€n)-

P(Xn+1 = 6n+1|X0 = €p, ---,Xn = €n> =

Por outro lado, de (3.2.0.6) e (3.2.0.7) temos que

P(Xpnt1 = ens1|Xn = en) = plenyilen).

Apesar de trabalhosa, a demonstracao acima poderia ser adaptada para um processo
com mais de dois estados, desde que £ seja finito. Boa parte da demonstracao acima foi

baseada em técnicas que aparecem em [4, p.88].



Capitulo 4

Matrizes de transicao agindo em

vetores de distribuicao

A fim de introduzir as propriedades de vetor de probabilidade, matrizes de transicao
e suas relacoes, iniciaremos com o seguinte exemplo.

Considere que em um habitat natural existem 1000 passarinhos e que este habitat foi
dividido em quatro regioes denotadas por Ry, Ry, R3 e R4. Vamos supor ainda que, a cada
dia, um pesquisador anota as informagdes sobre as posigoes dos passaros em cada regiao,
com o intuito de observar a migracao em busca de alimento. Nao estando interessados
em entender o comportamento de cada passarinho, mas a distribuicao deles nas regioes
Rq, Ry, R3 e Ry, podemos considerar um vetor com 4 coordenadas indicando a quantidade
de passarinhos em cada regiao em um determinado dia. Por exemplo, se em um determi-
nado dia temos R; com 150 passarinhos, R, com 225 passarinhos, R3 com 250 passarinhos

e R4 com 375 passarinhos podemos escrever esta informacao como

150

225

250

375
Podemos também escrever este vetor indicando a porcentagem de passaros em cada
regiao, se nao estivermos interessados na quantidade total de passarinhos por regiao.

A partir dos nidmeros acima, temos que 15% dos passarinhos estao em Ry, 22,5% dos
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passarinhos estao em Ry, 25% dos passarinhos estao em R3 e 37,5% dos passarinhos estao

em R,. Podemos escrever esta informacao como

15% 0,15
22,5% 0,225
ou
25% 0,25
37,5% 0,375

Se para cada dia associarmos um vetor como este ultimo, descrevendo a porcentagem
de passarinhos de cada regiao, podemos observar que todos estes vetores possuem quatro

coordenadas nao negativas cuja soma resulta em 1.

Definicao 4.0.1. Dizemos que v € R™ é um vetor de probabilidade se suas coordenadas
vy, ..., Uy Satisfazem:
a)v; > 0,1 € {l,...,n};

b) vy + v+ ... +v, = 1.

4.1 Matrizes estocasticas de transicao

Suponhamos agora que para este modelo, independente da informagao conhecida a
mais de um dia e da quantidade de dias j& observados, as porcentagens p;;’s de passarinhos
que migram para a regiao R; saindo da regiao R; , ao compararmos dias consecutivos,

seja estabelecida em T = (p;j)axa4, onde

P11 P12 P13 Pu4 0,2 0,1 0,1 0,15
T _ P21 P22 P23 D2 _ 0,3 0,3 0,3 0,25
P31 P32 D33 Dsa 0,2 0,4 0,5 0,2
Pa1 Pa2 P43 Dasa 0,3 0,2 0,1 0,4

Assim, observando por exemplo a terceira coluna desta matriz, temos como previsao:
- 10% dos passarinhos em Rj3 na fotografia atual estardo em R; na préxima fotografia.
- 30% dos passarinhos em Rj3 na fotografia atual estardo em Ry na préxima fotografia.
- 50% dos passarinhos em R3 na fotografia atual estarao em R3 na préxima fotografia.

- 10% dos passarinhos em R3 na fotografia atual estarao em R4 na proxima fotografia.
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As entradas da matriz dada acima sao nao negativas e a soma dos elementos de cada

coluna resulta em 1. Assim, as colunas da matriz sao vetores de probabilidade.

Definicao 4.1.1. Dizemos que uma matriz quadrada T,,,, com entradas {p;;}, 1 <i,j <
n € (coluna) estocdstica se satisfaz:
a) pij > 0, para quaisquer i,j € {1,...,n};

b) p1j+ ... + pnj = 1 para qualquer j € {1,...,n}.

Denotemos por X, a variavel aleatéria que assume valores em {1,2, 3,4}, que indica a
regiao onde se localiza um determinado passarinho no n-ésimo dia. Ou seja, o processo X,
indica a trajetdria realizada por um determinado passarinho (escolhido pelo pesquisador)
ao longo do tempo n. As probabilidades de deslocamento entre as regides podem ser

descritas como uma probabilidade condicional:

(n)

Como ja vimos anteriormente, denota-se por 7™ = ( i;’) a matriz de probabilidades

de sair do estado j e chegar em 7 em n etapas. Paran =0en =1,
py =py e py =0 = b
0,14 ]

Isto é, TW) = T ¢ T® = I, onde I é a matriz identidade. Além disso, vimos que
T =17,

Obtemos uma matriz das probabilidades de transicao 1" a partir da tabela de proba-
bilidades, onde o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna indica a probabilidade de
transicao do j-ésimo estado para o i-ésimo estado. Notemos que, desta maneira, a soma
dos elementos de cada coluna sera sempre igual a 1, pois essa soma representa a probabi-
lidade do espaco amostral, em que cada entrada é a probabilidade de um evento disjunto

deste espaco amostral. Podemos obter as probabilidades de transicao p;; em cada passo

de forma matricial, representada da seguinte forma para uma matriz 2 x 2:

T — P11 D12

P21 P22
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Neste caso, por exemplo, a probabilidade de sair do estado 1 e continuar no estado 1
apds um passo é:

pﬁ) = P(Xl = 1|X0 = 1) = P11-

Da mesma forma, a probabilidade de sair do estado 1 e chegar no estado 2 apds um
passo é:

E assim sucessivamente.

Notemos entdo que a matriz T' = (p;;)axa do exemplo dos passarinhos é uma matriz
de transicao.

Para calcular as probabilidades de transicao em mais de um passo, basta elevarmos a
matriz ao passo desejado. Por exemplo, para sabermos a possibilidade de sair do estado

1 e continuar no estado 1 em 2 passos fazemos:

T2 _ P11 P12 pin P2 || Pupu +Ppi2pa pupPiz + Pupae

P21 D22 D21 P22 P21P11 + P22P21 P21P12 + D22P22
onde o elemento a;; de T? nos daré o resultado desejado.

Pode-se observar esse resultado de outra forma, conhecida como arvore das probabili-

dades.

P11
1
b1 P21 9
1
1
P12
P21
2
D22
2

Figura 4.1: Arvore das Probabilidades

Para encontrarmos a probabilidade de sair do estado 1 e continuar no estado 1 em 2
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passos através da arvore, basta multiplicar os “ramos da arvore” para obter:

P11P11 + P21D12;

. 2
onde este resultado nada mais é que pgl), como esperado.

Observe que em ambos os métodos, tanto o método da arvore quanto o da multiplicagao
de matrizes, obtemos o mesmo resultado. O mesmo vale para p\2, pi2 e p{?
) : para pig; Par € Pag -
Podemos concluir entao que o enésimo-passo da matriz de transicao T é apenas a
enésima poténcia de T
Tendo em conta a distribuicao da probabilidade associada com X, veremos mais

adiante que a distribuicao da probabilidade associada com X,,.; pode ser obtida multi-

plicando a matriz de transicao 1T por v".

Exemplo 11. Considerando o vetor de probabilidade encontrado no exemplo dos passa-

rinhos
0,15

0,225
0,25
0,375
para o dia atual, qual previsao podemos fazer para o vetor associado ao dia sequinte?

Denotemos por v°

o vetor que indica a distribuicao dos passarinhos no tempo 0 (dia
atual) e buscamos uma previsao de v, que indica a distribui¢io dos passarinhos no tempo
1 (dia sequinte). Qual a probabilidade de um dado passarinho estar em Ry no tempo 17

Pelas informacoes acima, temos que

0,15
0,225
0,25
0,375

Assim, observando os “ramos da drvore”da Figura 4.2 temos que
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R1
0,2
/0,3 R2
R1 0,2
0,3 R3
R4
R1
0,1
0,3 _— R2
R2 0,4
R3
0,2
R4

R3

R1
0,15
0,25 — R2
R4/o,2
04 ~R3
R4

Figura 4.2: Arvore de probabilidade.

P(X,=1)=P(X; =1|Xo=1)P(Xo = 1) + P(X; = 1|X, = 2)P(X, = 2) +
P(X, =1|Xo =3)P(Xo = 3) + P(X; = 1| Xo = 4)P(Xo = 4) =

= (0,2)(0,15) + (0,1)(0,225) + (0,1)(0,25) + (0, 15)(0, 375) =

= 0,03 40,0225 + 0,025 + 0, 05625 =

=0, 13375.
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Analogamente temos,

P(X; =2) = (0,3)(0,15) + (0, 3)(0,225) + (0,3)(0,25) + (0, 25)(0, 375) =
= 0,045 40,0675 4 0,075 + 0,09375 = 0, 28125

P(X; =3) = (0,2)(0,15) + (0,4)(0, 225) + (0,5)(0,25) + (0,2)(0, 375) =

= 0,034 0,09+ 0,125+ 0,075 = 0, 32.

P(X, =4) = (0,3)(0,15) + (0,2)(0,225) + (0, 1)(0,25) + (0, 4)(0, 375) =

= 0,045+ 0,045+ 0,025 + 0,15 = 0, 265.

Assim, nossa previsao v' € dada por

0,13375
0,28125
0,32
0,265

Note que esses cdlculos podem ser obtidos de maneira mais “facil”:

0, 13375 0,2 0,1 0,1 0,15 0,15
X 0,28125 0,3 0,3 0,3 0,25 0,225 .
vo= = . = v
0,32 0,2 0,4 0,5 0,2 0,25
0,265 0,3 0,2 0,1 0,4 0,375

Para a previsao de v' podemos, como visto acima, calcular o produto da matriz coluna

0. Note que neste exemplo o produto de uma

estocdstica T, pelo vetor de probabilidade v
matriz coluna estocdstica por um vetor de probabilidade resultou em um novo vetor de

probabilidade.

Proposicao 4.1.2. Se T, ., € uma matriz estocdstica e v € R € um vetor de probabilidade,

entao Tv € um vetor de probabilidade.

Demonstragdo. Sejaw = Tv. Temos que T' = (p; j)1<ij<n, U = (Vi)1<i<n € W = (W;)1<i<n.

Assim,
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w1 P11 P12 Din U1 P11V1 + P12vs + - -+ P1aUy

Wo P21 P22t Doy () P21V1 + Pagls + - -+ + Popty
w = = T’U = =

W, Pn1 Pn2 - DPnn Unp, Pn11 + Pn2U2 + -+ PnnUn

Assim,

n
w; = 5 PikVe, ©=1,2,...,n.
k=1

Como T ¢ coluna estocastica, segue que:
Zp““ =1, k=1,2,...n e pu >0, paratodoi, k=1,2,.. n.
i=1

Como v é um vetor de probabilidade segue que:

kazl e v, >0, VE=1,2,...,n.
k=1

Logo,

n
w; = sz‘kvk >0, Vi=1,2,...n e
k=1

wtwat...+w, = Zwi = Z( pik%)Z Z Zpikvk = ka (Zpik): ka =1
i—1 i—1 \i=1 1 i—1 1

k=1 i=1 k= j= k=

Portanto, w = Tv é um vetor de probabilidade. O

Proposicao 4.1.3. Se A« € B,xn SGo matrizes estocdsticas, entao AB € uma matriz

estocastica.

Demonstragcao.  Basta mostrar que se A = (a;j)rxr € B = (b;j);x, sd0 matrizes es-
tocasticas, entao a matriz AB também é estocéstica.

Cada entrada ij da matriz AB é dada por

(AB)” = Z aikbkj.
k=1
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E somando os elementos da j-ésima coluna, temos que:

7 r

S By, = Y (Z aibi;

=1 =1 =

— i (éaik>bkj

k=1
——

A fim de mostrar que v™ = T™°, iniciamos com o seguinte exemplo.

Exemplo 12. Retomando o exemplo dos passarinhos, seja v"™ o vetor da previsao no
tempo n. Qual serd o vetor v previsto no tempo n + 17

Temos

Seja P(Xp+1 = 1|X,, = j) = pij, onde

0,2 0,1 0,1 0,15
0,3 0,3 0,3 0,25

T = (py) =
0,2 0,4 0,5 0,2
0,3 0,2 0,1 0,4
Entao,
P(X,1=1)
P - P(X”'H - 2)
P(X,11=3)
P(X,11 =4)
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0,3v7 + 0, 3vy + 0, 3vy + 0, 25vy
0,207 +0,4vy + 0,505 + 0, 2v}
0,307 40, 2vy 4 0, 1vg + 0, 4o}

>
>
>
>
( 0,207 40, 105 + 0, 102 + 0, 1507 ]

0,2 0,1 0,1 0,15 o
0,3 0,3 0,3 0,25 vy
= =Tv"™.
0,2 0,4 0,5 0,2 vy
0,3 0,2 0,1 0,4 vy

Por outro lado, como v! = T, segue que
v =To' = T(TW°) = T%°,

e, portanto,
v® =Tv? = T(T*°) = T%°,
e, assim por diante. Temos entao que v" = T"v°.
Com base neste raciocinio, conhecida uma matriz estocéstica (transicao) T,,x, e um

vetor de probabilidade v° € R”, podemos tentar estimar o comportamento do vetor v" “a

longo prazo”. Sendo assim, queremos verificar se as coordenadas de v" se aproximam das
coordenadas de algum vetor w, quando n — oc.
Daremos agora um exemplo, utilizando o fato que v"*! = Tv", para estudar uma

convergéncia dos vetores de probabilidade conforme o valor de n (tempo) aumenta.

Exemplo 13. Em uma determinada regiao, verifica-se que se chover em um dia, a pro-

babilidade de que chova no dia sequinte é %, e por consequéncia a probabilidade de nao

chover (seca) também é % Se, no entanto, tivermos seca em um dia, temos que a pro-

babilidade de chuva para o proximo dia serd de }l e de seca, %. Suponhamos que estas

probabilidades nao mudardo ao decorrer do tempo e que no dia atual choveu.
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Assim, temos dois possiveis estados a cada dia: Chuva (C) e Seca (S).

O vetor de probabilidade inicial v° é dado por:

A partir das informacgoes fornecidas pelo problema, cujas possibilidades sdo chuva e

seca, compomos uma tabela de probabilidades de transicao:

Chuva | Seca

Chuva

N [N
NYTJURN PN e

Seca

Utilizando os dados acima, temos a sequinte matriz de transicao:

T —

N N
INJTJURN T

Qual serd a probabilidade de chuva e seca apds um longo periodo?

Vamos verificar, por exemplo, a probabilidade apds um periodo de n =5 dias.

Temos:
?)1 = T’UO = % ;11 1 = % = 07 g ;
13 1 ’
2 1 2
> _ ot % % % % 0, 375000000000000
vt =1v = : =
% % % g 0, 625000000000000
5 % % % é—; 0, 343750000000000
v frd v = . = — ;
% % g % 0, 656250000000000
g % 1_11 % 14738 0, 335937500000000
v — v e . = — ;
% % % % 0, 664062500000000
5t % zlL 14738 % 0, 333984375000000
U — rU — . g =
% % 1875; % 0,666015625000000
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A partir dos cdlculos acima, podemos perceber que, apds um periodo de 5 dias, a

probabilidade de chuva serd, aprorimadamente, 0,334 = 33,4% e de fazer seca serd
0,666 = 66,6%.
Além disso, podemos usar o fato de que v = T™° e o software “calculadora de

matrizes”, disponivel em [7], no qual é uma ferramenta para cdlculos envolvendo matrizes,
para calcular as distribuicoes v™ para valores de n cada vez maiores.

Considerando uma aproximacao com 15 casas decimais, temos,

Para n = 10:
11 10
10 — 10,0 _ 5 1 1 _ 0,333333969116211
% i—i 0 0, 666666030883789
Para n = 50:
50
50 _ 50,0 % i 1 0, 333333333333333
v = = —
% i—i 0 0, 666666666666667
Para n = 100:
L 100
100 _ 7100,0 _ 5 7 1 _ 0,333333333333333
% % 0 0, 666666666666667
Para n = 200:
L 200
200 _ 7200,0 _ 5 7 1 _ 0,333333333333333
% % 0 0, 666666666666667

Podemos notar que parece haver uma convergéncia nas probabilidades conforme o valor

de n aumenta ou seja,

0, 333333333333333
vt — , quando n — o0.
0, 666666666666667
Veremos mais adiante que, a longo prazo, o comportamento do clima desta dada regiao
poderd ser previsto com base na aproximacao dos elementos das matrizes T"(n = 1,2, ...)
a uma matriz fixa M, quando os valores de n aumentam (n — 00).
Se T™ se aproxima de uma matriz M, entao havera previsao concisa a longo prazo,
nao sofrendo mudangas significativas a cada passo do processo. Portanto, faz-se necessario

identificar sob quais condi¢oes uma matriz das probabilidades de transicao se aproximara

de uma determinada matriz fixa M.
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4.1.1 Convergéncia de matrizes de transicao diagonalizaveis

Como vimos anteriormente, estamos interessados em estudar sob quais condi¢oes uma
matriz estocdstica se aproximara de uma determinada matriz M. Mostraremos nesta se¢ao
um caso especial de convergéncia de matrizes estocasticas diagonalizaveis.

Seja T' = [f]¢*™  onde can representa a base canonica de R¥, uma matriz de transicio.
Da élgebra linear, sabemos que podemos associar a matriz 7" a uma transformacao linear

f : R¥ — RF. Se a matriz T é diagonalizavel, significa que existe uma base f =

{v1, 02, ..., v} de autovetores para R¥, tais que:

M 0O - 0

0 X -+ 0
[f15 = ,

0 0 - M

onde Ai, Mg, ..., \; sdo os autovalores. Lembrando que, um vetor nao nulo v; € R* é
um autovetor de R¥ se existe um nimero real \;, tal que f (v;)) = Av;. O escalar \; é
denominado um autovalor de f associado a R¥. Para maiores detalhes sobre autovalores
e autovetores ver, por exemplo, [8].

E conhecido da algebra linear que existe uma matriz de mudanca de base [1]7., tal

can’

que

can can can

e = W - 115 115", onde (115 = (1)) ™

Note que a multiplicacao das matrizes acima pode ser interpretada como uma com-
posigao de transformagoes lineares: I o f o I : R¥(can) — R¥(can).

Considerando {ey, €s, ..., ex}, a base canonica para RF, temos
I(U1> = U1 = V1161 + V21€2 + ... + Vp1€L

I(vy) = vy = vig€1 + Voges + ... + Ugaey

[(Uk) =V = V1€1 + Ugr€a + ... + VprCk
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ou seja,
V11 V12 -+ Uik
'U ’U .. ’U
[ [] 5 21 V22 2%k
can — . . . . ?
Ukl Vg2 - VUgkk

onde em cada coluna de [I]?  temos as coordenadas do vetores v;, para i = 1,2, ..., k.

can

Note que B = [I]? = ¢é uma matriz formada a partir dos autovetores de [f]™" e | f]g é a

matriz diagonal dos autovalores.

Além disso,

(Ifleam)® = (o - (15 - L1E™) - (N (A5 - HIF™) =

[1o1]5=[11}
= [ U1} 05 115 105" = U (A1)° - ™
A 1ltima igualdade se deve ao fato de que :
](Ul) = 1U1 +0U2+"'+07jk

[(U2)20U1+1U2+"'+0vk

I(Ul):OU1+0U2+"'+1Uk

Assim,

10 0
5 01 --- 0 o ‘
=1 . . | (matriz identidade).
0 0 1

Seguindo este raciocinio sucessivamente para n, temos

([f1eam)™ = W - (15" - 15", onde [1)5™ = ([1]2,,) ™"

e dependendo dos autovalores de [f]& (| f]g)" pode possuir um limite finito ou nao.
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Exemplo 14. Considere que a nossa matriz de transicao seja a matriz encontrada no

exemplo do interruptor visto no Capitulo 3:

T = [flean =

D= et
[N [N

Esta matriz estd associada a transformacao linear f : R? — R? dada por

5 1 1 5
flz,y) = <6I+6ya éx‘f‘gy)'

Inicialmente, vamos encontrar os autovalores e autovetores de f. Para o cdlculo dos

autovalores resolvemos a equacao caracteristica det(T — \I) = 0.

5\ 1
det(T —\) = ° 6 |1=0

1 5\

6 6

Temos que,

5 2 1
——A) =0

(6 36

5 2 1

R\ R

(6 36

5 1

B W

6 6

A=l ?

6
—)\:%ou—/\:—l

Logo, os autovalores sao Ay =1 e Ay = %
Para cada autovalor A encontrado, resolvemos o sistema linear (T'— X )v = 0 para

encontrar os autovetores vi € vs.

x
Para My =1 ev; = , temos

Y1
1
(T — )\1[)1)1 == 6 6 . =0.

Obtemos entdao o sequinte sistema linear
—1 1 _
s0 o+ g =0

¢t + Ty o= 0
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Assim, Lo = %yl = x1 = y1. Entdo, vi = (y1,y1) € um de seus representantes € o vetor

6
v, = (1, 1)
2 L2
Para Ay = 3 €UV = , temos
Y2
5 2 1
(T —XoD)vy=| ¢ 3 O =0
1 5 _ 2
6 6 3 Y2
Obtemos entao o sequinte sistema linear
1 1
%2 + ¥ = 0
1 1
6.7)2 —+ ng =0
Assim, %xg = %yQ = X9 = —Ys. Entao, vy = (—yg,yQ) e um de seus representantes € o

vetor vy = (—1,1).
Logo, 8 = {(1,1),(=1,1)} é uma base de autovetores para R?. Portanto, f é diago-

nalizavel. Desse modo, temos que

2 -
0 2 11

can

Queremos encontrar agora a matriz [I]5™. Temos

1(1,0) = (1,0) = a(1,1) + b(—1, 1),

Obtemos o sistema linear

a + b = 0

1(0,1) = (0,1) = ¢(1,1) + d(—1,1).

Obtemos o sistema linear

c + d =1

Assim, ¢ =

o[
Do
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Logo,

~
BE
3
|
N[

=1
2

N= D=

Uma outra maneira de encontrar [I|5™ ¢ através do cdleulo da inversa de (115

can’

Assim, se v? = (v0,09) € a distribuicao inicial, entdo

1 -1 10 2
,Un — Tn 0 — ([f]can)nvo — . . 2
1 1 0

can

wiN
|I
—

= o=

Como nosso objetivo € estudar o que ird acontecer em um experimento a longo prazo,

vamos discutir a existéncia do limite lim ([f]cor)".
n—oo
Note que
Tim ([F12)" = Tim ([ - (17307 - (057} = (12 - { i (175"} - (1057 =
1 -1 o] [
= lim 22 =
Vo og] ey
1 -1 1™ 0 : 1
L =0 @ 7 2
1 -1 10 : 3
11 00 5 3
10 503
10 5+ 3
11
_ |2 2
11
2 2

Desse modo, podemos concluir que:
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i o =l 70— (ln (17155 ) o

1 1

_ {5 5] v
1 1 0
2 2 U2
1 1 1 1

= (51)(1) + 5'[18, 5@? + §U[2))
1 1

= (508 +09). 500 +4))

A dltima igualdade se deve ao fato de v9 +v9 = 1.
Ou seja, a medida que n aumenta, a distribuicao v"™ se aproxima de (%, %), inde-
pendente da distribuicdo inicial v°. Logo, a probabilidade do interruptor estar ligado ou

1

desligado, a longo prazo, serd a mesma: 3, independente do estado anterior.

4.1.2 Convergéncia de matrizes de transicao regulares

Definicao 4.1.4. Uma matriz das probabilidades de transi¢do € reqular se alguma de suas

poténcias tem todos os elementos nao nulos.

Note, por exemplo, que a matriz das probabilidades de transicao dada por

0 0,4
1 0,6

T —

¢é regular, visto que
0,4 0,24

0,6 0,76

Vale ressaltar que nem toda matriz de transicao é regular. As matrizes diagonais sao

exemplos imediatos. A matriz de transicao:

10
01

significa que ha probabilidade nula de mudanca de estado ou seja, a probabilidade de

transigdo do j-ésimo estado para o i-ésimo estado é igual a 1 (100%), se i = j e é igual
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a 0 (0%), se i # j. Neste caso, dizemos que a matriz das probabilidades de transigao é
absorvente, ou seja, se em determinado passo, caindo em um estado, seja “impossivel”sair
dele.

Agora iremos apresentar o Teorema de Perron-Frobenius, que nos fornece uma ferra-
menta para o calculo de previsoes a longo prazo, para os casos onde a matriz de transi¢ao

é regular.

Teorema 4.1.5. (Perron - Frobenius) Seja T uma matriz estocdstica com a sequinte
propriedade: existe um inteiro m > 1, tal que (T™);; > 0, para todo i, j, ou seja, T é
reqular. Entdo:

1. T possui o autovalor A = 1 e qualquer outro autovalor X' de T satisfaz |N| < A.
Além disso, A € nao-degenerado: existe um unico autovetor w associado, Tw = w, que

pode ser escolhido, tal que Zwi =1, com w; > 0, para todo 1.

2. Para qualquer distribuicao inicial v, T"v — w.
Exemplo 15. Podemos resolver o Exemplo 14 através do Teorema de Perron - Frobenius.
Como a matriz

T =[fl =

can

[N [
[N =N

can

can possui A = 1 como autovalor e

¢ reqular, pelo Teorema de Perron - Frobenius, [f]
existe um unico autovetor w = (wy,wsy) associado, Tw = w, que pode ser escolhido tal
que wy + wy = 1.

Como vimos acima, vi = (y1,y1) € um autovetor para X = 1. Assim, temos que
w = (wy,wy) € tal que wy +wy = 1. Logo, w = (3,3).

Podemos concluir entao que

(L1 —

can

N— N~

quando n — Q.

Reescreveremos o Teorema 4.1.5 (Perron - Frobenius), numa versao que nao utiliza
conhecimentos avancados de algebra linear. A aplicacdo deste teorema, nesta versao,

nos possibilitara encontrar tais previsoes fazendo apenas o uso de conceitos estudados no
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Ensino Médio: matrizes e resolucao de sistemas lineares. As ferramentas que aparecem
na demonstracao deste resultado, que apresentaremos em seguida, nao serao utilizados
em nossos problemas de aplicagoes voltados para o Ensino Médio. Porém a prova é

interessante para estudantes de algebra linear.

Teorema 4.1.6. Se T é uma matriz estocastica regular r X r entao:

i) T" se aproxima de wma matriz M, no sentido de que cada entrada da matriz T"

aproxima-se da entrada correspondente em M ;
ii) Todas as colunas de M sao iguais, sendo dadas por um vetor coluna

w1

w,

comw; >0, parat=1,...r.
iii) Para qualquer vetor de probabilidades inicial

U1

o vetor de probabilidades T"v aproxima-se de w, quando n — 00;

iv) O vetor w € o unico que satisfaz Tw = w e é chamado vetor estaciondrio.

Demonstracao.  Faremos aqui a prova para matrizes 2 X 2. A mesma ideia pode ser

aplicada para matrizes r X r.

a. Vamos supor inicialmente que T é uma matriz com entradas todas nao nulas e que
€ > 0 seja uma entrada da matriz, cujo valor é menor ou igual que outras entradas.

Assim, podemos supor que:
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com « > 0.

Seja x um vetor linha tendo minima componente my e maxima componente My, ou
seja, mog = min(z) e My = maz(x). E seja my e M; a minima e maxima componente

da zT.

Supondo que x = [my Mo, temos que 21" = [moa+ My(1 — ) moe+ My(1—¢)] =
[Mo—a(Mo—mg) My—e(Mo—myg)], e desta forma, temos My = My —e(My—my).

O mesmo ocorre se x = [My mg|. A expressao 1 também pode ser escrita como:
2T = [mo+ (1 —a)(My —mg) mo+ (1 —e)(My—my)].
Como, por hipétese, 1 — a > ¢, segue que m; = mg + (1 — a)(My — mg) > mo +
e(My — myg) e, portanto,
—my < —mygy — e(My — my).

Desta forma, como M; = My — (My — my), somando ambos os membros com a

expressao anterior, temos
M1 —my < MO — Moy — 2€(M0 — mo)
M1 — my S (1 - 26)(M0 - mo).

Seja e; o vetor linha com o nimero 1 na j-ésima entrada (no nosso caso 1 < j < 2).
E sejam M, e m, os valores maximo e minimo das componentes do vetor e;1",
ou seja, M, = max(e;T") e m,, = min(e;T™), paran = 1, 2, 3, ... . Note que,

MleQZMgZ...emlngSmgg....

Vamos considerar aqui 7° = I e, portanto, My = maxz(e;T°) = maz(e;) = 1 e
mo = min(e;T°) = min(e;) = 0. Como M; = max(e;T) e my = min(e;T), pelo

resultado obtido acima segue que:
My —my < (1—2¢e)(My—mg) =(1—2¢)(1—0)=(1-2e¢).

Analogamente, podemos escrever My = maz(e;T%) = max((e;T)T) e may = min(e;T?) =

min((e;T)T), e aplicando novamente o resultado acima, chegamos a

M2 — My S (]_ — 28)(M1 — ml) S (1 — 28)(1 — 26),
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ou seja,

M2 — Mo S (1 - 28)2.

Para um n qualquer podemos escrever M,, = maz(e;T") = maz((e;T"1)T) e m,, =
min(e;T™) = min((e;T"")T), aplicando o procedimento descrito anteriormente

sucessivas vezes obtemos que
M, —m, < (1—2¢&)",

para n > 1.

Assim, M,, — m,, — 0, quando n — oo e M,, e m,, se aproximam para um limite
comum, digamos w;. E claro que m, < w; < M,. Em particular, como 0 < m; e
M, < 1, temos que 0 < w; < 1. Portanto, e;7™ tende a um vetor em que a maior e
a menor componente se aproximam, ou seja, um vetor onde todas as componentes
tendem a w;. Logo, a j-ésima linha de M ¢ dada por um vetor de entradas w;. E

portanto, as colunas de M sao iguais a um vetor

wq

%)

Com wy +wy = 1 jad que T™ é uma matriz estocastica pra cada n, e portanto, o

mesmo deve valer para o limite M.

b. Vamos supor que T' é regular e que nao necessariamente todas as entradas de T sejam
diferentes de zero. Seja N, tal que TV é a matriz cujas entradas sdo nao nulas. Seja
¢’ o menor valor das entradas de 7%V. Aplicando o mesmo raciocinio do item a. para

TN, temos Myx = max(e;(T™)K) e myx = min(e;(TYV)*). Logo,

MNK — MNK S (1 - 28/)K.

Portanto, a sequéncia nao-crescente (M, —m,,) tem uma subsequéncia (Myx—mpyx)
tendendo a zero. Logo, (M, —m,) tende a zero e o resto da prova é analogo ao item

a..

Isto prova os itens (i) e (ii).
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Prova do item (iii): Temos que T"v se aproxima de Mv, quando n — oco. Além disso,

uma vez que v; + v = 1, segue que:

wy W m wy (V1 + vg) wq
Muv = = = = w.
Wy  Wa V2 way(vy + U2) W2
Portanto,
Ty — w.

Prova do item (iv): Temos que T"T — MT. Por outro lado, T"*' — M. Como
T = T"T, pela unicidade do limite, MT = M. Analogamente, TM = M. E

assim temos:

P11 P12 w; W wp Wi
P21 P22 Wy W2 W2 W2

E desta equagao matricial extraimos

P11 P12 wq w1

P21 P22 Wa wWo

Ou seja,

Tw =w.
Vamos agora mostrar a unicidade de w. Suponha que W seja outro vetor de proba-
bilidade com Tw = w. Logo, T™w = w, para todo n.
E assim, T"w — w. Mas por (iii) sabemos que T"w — w. Logo, pela unicidade do

limite, segue que W = w.

O

A demonstracao completa do Teorema 4.1.6 para 7' uma matriz r X r se encontra em [9)].

Observacao 4.1.7. Com esse teorema percebe-se que a previsao a longo prazo nao de-

penderd do vetor de probabilidade inicial.

Observacao 4.1.8. Note que o Teorema acima, € de fato o proprio Teorema de Perron
- Frobenius, visto que, se T' € uma matriz estocastica reqular, entao X =1 € um autovalor

de T e assim, w € tal que Tw =1 - w.
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Assim, para encontrarmos uma previsao w a longo prazo, basta conhecermos a matriz
das probabilidades de transicao T e resolvermos o sistema linear Tw = w, o que torna
possivel explorarmos este assunto com alunos do Ensino Médio, visto que o conteudo de

matrizes, probabilidade e sistemas lineares é trabalhado com os alunos nesta etapa.



Capitulo 5

Aplicacao das cadeias de Markov no

Ensino Médio

Para ilustrarmos como o Teorema 4.1.6 pode ser aplicado no contexto de cadeias de
Markov no Ensino Médio, veremos a seguir exemplos, onde alguns foram retirados de [§]

e [10].

Exemplo 16. Duas substancias distintas estao em contato e trocam ions de sodio entre
si. Sabe-se (por dedugdo tedrica, ou experimentacdo) que um ion de sddio do meio (1)
tem probabilidade 0,7 de passar ao meio (2), enquanto que um ion de sédio que esteja no

meio (2) tem probabilidade 0,1 de passar ao meio (1).

meio{1) meio {2)

.. " ' + ... +* ¥ +*
MNa ——t—- -+

AN B

. ——Na

+

Figura 5.1: Trocas de fons de sédio.

Colocando-se dois moles de sddio no meio (1), quais serao as concentragoes de sodio
em cada um dos meios, apos um longo periodo de tempo?
Os estados deste processo sao: o ifon estd mo meio (1) e o ion estd no meio (2).

Considerando que um ion de sédio do meio (1) tem probabilidade 0,7 de passar ao meio

29



60

(2), seque que ele tem probabilidade 0,3 de permanecer onde estd e se um ion de sédio

do meio (2) tem probabilidade 0,1 de passar ao meio (1), ele terd probabilidade 0,9 de

permanecer onde estd.

Podemos representar esta situacao através do sequinte diagrama de transi¢ao:

o7 A
SOROP;
01

Figura 5.2: Probabilidades de transigao dos fon de sédio.

A matriz de probabilidades de transicao serd dada por:

meio (1) | meio (2)
0,3 0,1
meio (1) 0,3 0,1 =T =
0,7 0,9
meio (2) 0,7 0,9

Sejam py e py as probabilidades de estar no meio (1) e (2), respectivamente. Como
T € reqular, a longo prazo as probabilidades nao dependem das probabilidades iniciais e

podemos aplicar o Teorema 4.1.6. Logo,

073 071 b1 b1
077 079 b2 D2

O que nos leva a resolver o sistema linear:

07 3p1 + 07 1p2 = N N _07 7p1 + 07 1p2 =0
0, 7]?1 + O, 9p2 = P2 0, 7]91 + —0, 1p2 =0
Concluimos entao que 0,7p; = 0, 1py = py = Tp1. Como p1 + ps = 1 seque que:

+ T =1= —1 —7
— = — e = —,
D1 D1 D1 3 P2 3

Logo, as concentragoes finais, depois de um longo periodo, em cada meio sao: % -2=20,25

moles no meio (1) e & -2 =0,75 moles no meio (2).
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Exemplo 17. Num polo industrial de uma cidade, os dados sobre a qualidade do ar sao
classificados como satisfatorio (S) e insatisfatorio (I). Assuma que, se num dia € registrado
(S), a probabilidade de se ter (S) no dia sequinte é de 2 e que, uma vez registrado (1),
tem-se % de probabilidade de ocorrer (S) no dia sequinte.

a) Qual é a probabilidade do quarto dia ser satisfatorio (S), se o primeiro dia foi
insatisfatorio (1)?

b) O que se pode dizer a longo prazo sobre a probabilidade de termos dias (S) ou (I)?

Os estados deste processo sao: a qualidade do ar estd satisfatoria (S) e a qualidade do
ar estd insatisfatoria (I1). Considerando que se num dia € registrado (S), a probabilidade
de se ter (S) no dia sequinte é de % = 0,4, seque que ele tem probabilidade % = 0,6 de ser
(1) no dia seguinte e se registrado (I), tem-se £+ = 0,2 de probabilidade de ocorrer (S) no
dia sequinte, ele terd % = 0,8 de probabilidade de ocorrer (1) no dia sequinte.

A matriz de probabilidades de transicao serd dada por:

S| I
$10,4(0,2|=T=
0,6 | 0,8

0,4 0,2
0,6 0,8

Veja que T representa a matriz de probabilidades para o sequndo dia. Podemos representar

esta situagao através do sequinte diagrama de transicao:

06 N

0,4 Satisfatoria Insatisfatéria 0,38

02

Figura 5.3: Probabilidades de transigao da qualidade do ar.

Para o item a), a probabilidade de ocorrer (S) no quarto dia tendo ocorrido (I) no
primeiro dia pode ser obtida calculando o elemento ayo da matriz T®. Temos
o | 0402 0,4 0,2 0,4 0,2 0,256 0,248
0,6 0,8 0,6 0,8 0,6 0,8 0,744 0,752
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Assim, a probabilidade do quarto dia ser satisfatorio (S), se o primeiro dia foi insa-
tisfatorio (1) € 0,248 = 24, 8%.

Para o item b), sejam p; e py as probabilidades de o ar ser classificado como satis-
fatorio (S) e insatisfatorio (I), respectivamente. Como T € regular, a longo prazo as
probabilidades nao dependem das probabilidades iniciais e podemos aplicar o Teorema
4.1.6. Logo,

0,4 0,2 P1 y4i
0,6 0,8 D2 D2

O que nos leva a resolver o sistema linear:

074p1 + 072]72 = N N _076171 + 072p2 =0
0,6p1 + 0,8p2 = po 0,6pr + —0,2pp = 0

Concluimos entao que 0,6p; = 0,2py = py = 3p;. Como p1 + ps = 1 seque que:
1
pr+3p=1=p = Z =0,25 e py =0,75.

Logo, a longo prazo, a probabilidade de termos dias satisfatorios € 0,25 = 25% e

insatisfatorios 0,75 = 75%.

Exemplo 18. E observado que as probabilidades de um time de futebol ganhar (G),

perder (P) e empatar (E) uma partida depois de consequir uma vitéria sao %, %, e %

3 3 2

respectivamente; e depois de ser derrotado sao {5, 15, € %,

respectivamente; e depois de
empatar sao %, %, e %, respectivamente. Se o time nao melhorar e nem piorar, consequird
mais vitdrias que derrotas a longo prazo?

A partir das informacoes fornecidas no enunciado podemos construir sua matriz de

transicao:

Q
o
=

0,5 0,3 0,2
=T=10,2 03 0,4
0,3 0,4 0,4

G
P
E

—_
Slee [ o1
—

o
(SR RS R R o

Sejam pg, pp e pg as probabilidades de um time de futebol ganhar (G), perder (P)

e empatar (E), respectivamente. Como T é regular, a longo prazo as probabilidades nao
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dependem das probabilidades iniciais e podemos aplicar o Teorema 4.1.6. Logo,

Oa5 073 072 jYel ba
0,2 0,3 04 || pp | =| pr
0,3 0,4 0,4 PE PE

O que nos leva a resolver o sistema linear:

0,5p¢ + 0,3pp + 0,2pp = pg —0,9p¢ + 0,3pp + 0,2pg = 0
072pG + 073pP + 074pE = PP = 072pG + _077PP + Oa4pE =0
0,3p¢ + 0,4pp + 0,4pp = pg 0,3p¢ + 0,4pp + —0,6pg = 0

Escalonando este sistema linear, obtemos:

_Oa5pG + O)SpP + 072pE = 0
0,29 + 0,24pg — 0

Concluimos entao que 0,29pp = 0,24pp = pp = %pE'
Assim,

—0,5pc 4+ 0,3pp +0,2pp =0

) 3 24 2
—1—0PG+1—O'2—9]?E+1—OPE=0
) 72 2
—10P¢ T ggpPE T pPE T 0

) 130
~1oPe T 599PE = 0

) 13
—gPe T 5gPE = 0
13 5 1

2—9PE = EPG = §pG
13
—9.=
Pa 2929}5
26

bPc = 2—9PE~

Como pg + pp + pe = 1 seque que:

26 24

- o= -1
29pE + 29pE + PE

26 424429

20 PE =
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79
=1
29PE
_29
pE—79-

Desse modo,

26 26 29 26

PG = 59PP =29 79 7

24 24029 24
PP =59P" = 99 79 = 79°
Assim, a longo prazo, a probabilidade de um time de futebol ganhar uma partida serd

26
797

ganhar, 30,4% de perder e 36,7% de empatar. Logo, o time consequird mais vitorias que

24

=5 € empatar % Ou seja, a probabilidade serd de aprozimadamente 32,9% de

perder

derrotas a longo prazo.

Exemplo 19. Insetos da ordem blattodea, quando submetidos a altas temperaturas, se
deslocam de maneira aleatéria. Considere o sequinte modelo: uma barata (periplaneta
americana) se desloca em um tabuleiro 3 x 3 de maneira aleatdria, e de acordo com a
sequinte regra: a probabilidade do inseto se deslocar, a cada passo, para uma das casas
vizinhas (inclusive na diagonal), € idéntica. Considere que o inseto nao permanece na
casa em que estava no instante antertor.

Construa a matriz de transi¢ao correspondente e mostre que depois de um tempo su-
ficientemente grande, a probabilidade do inseto se encontrar na casa do meio € de 1/5.

Na figura a sequir temos um modelo do tabuleiro, onde as casas foram numeradas de
1 a 9. Note que, por exemplo, a probabilidade do inseto sair da casa 4 e ir para uma de
suas casas vizinhas (1, 2, 5, 7 e 8) serd de + e para as demais casas (3, 6 ¢ 9) temos

probabilidade 0.
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] =

|
—
U] =

coO U1 N

Figura 5.4: Probabilidades de transi¢do da casa 4 para as casas vizinhas.

Temos que a matriz de transicao serd dada por:

=}

O Wi

(e @) ) O W= W=

O o=

o (@») O Ul gl ol ot

o

o O Wi

o ) O Wi Wl

(@») O g o=

O g

O g= o=

O ool 0ol ol o=

®|—= ool Col— 0ol

(@] S g O g alm O

al= Ot

e} S wie w= O o @]

O Wi

o o O

O g g gl o=

(S

o o o O

O Wik W=

O Wi

Para os cdlculos deste problema, utilizamos o software “caculadora de matrizes”[7], no

qual € uma ferramenta para cdlculos envolvendo matrizes e resolucao de sistemas lineares.
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Assim, T? ¢ dada por:

7 13 13 13 1 13 13 13 1

40 200 120 200 20 200 120 200 24

13 M3 13 11 2 11 13 21 13
120 600 120 120 15 120 120 200 120

13 13 7 13 1 13 1 13 13

120 200 40 200 20 200 24 200 120

13 11 13 143 2 21 13 11 13
120 120 120 600 15 200 120 120 120

T? — 2 16 2 16 4 16 2 16 2

15 75 15 75 15 75 15 75 15

13 11 13 21 2 143 13 11 13
120 120 120 200 15 600 120 120 120

13 13 1 13 1 13 7 13 13
120 200 24 200 20 200 40 200 120
43 21 13 11 2 11 13 143 13
120 200 120 120 15 120 120 600 120
113 13 13 1 13 13 13 7
24 200 120 200 20 200 120 200 40

Logo, T € regqular e podemos aplicar o Teorema 4.1.6.
Sejam p1, p2, P3, P4, P5, Pe, P7, P € Pg as probabilidades do inseto estar, depois de um
longo periodo de tempo (n — o0), nas casas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, respectivamente.

Logo, aplicando o Teorema, item (iv), temos

(ot otlooool| [m] [o]
303353535000 |p P2
0+ 005 :000 P3 P3
3500503350 2 P4
SEIE IR I B N N RO el B
ot dotoo i In| |m
0003+ £ 003+ 0 pr pr
ooo0ti il il Ds Ps
(0000 5 505 0] [p] |p]

O que nos leva a resolver o sistema linear:
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Op1
%pl

Opy

Opy
Opy
Op1

—1p
%pl

Opy

Resolvendo este sistema obtemos: p1 = pg, ps = gpg, D3

+ o+ o+ o+ o+ 4+

+ o+ o+ o+

+

Op2

Op2
Op2

Op2

Op2

+ o+ o+ o+ o+ 4+

_I_

+ + + + 4+ o+

Op3
5‘1; b3
Op3
Ops3

Op3

Ip3
Op3

Op3

+ + + + + o+ +

+

+ o+ o+ A

+

Op4
Op4

Op4

1
5P4

Op4
1ps
%]M
Op4
%Pz;
%p4

Op4

+ 4+ + + + + o+ + +

o+ o+
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D6 = 2Py, P71 = P9, Ps = 2Pg € Py = Py.
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, Pa =

Como py + pa + p3 + D4+ ps + pe + pr + ps + po = 1. Seque que:

5 5 8 5 5
P9+ P9 + P9+ P9+ P9+ SPo+ Do+ SPo+ P9 =1= pg =

3

3

3

3

3

+ o+ o+ o+ o+ o+

gp97 Ps =

Opg
Opo
Opg
Opo

Opg
Opg
Opg
Opy
%PQ
%pg
Opo
%pg

Ipg

40°

p1
P2
b3
P4
Ps =
Ds
pr
Ps
Py

o O O o o o o o o

8
3D9;

Como estamos interessados em encontrar a probabilidade do inseto se encontrar na

casa do meio, estamos procurando o valor de ps. Logo,

8

Ps = SP9 —

3

8
3

3
40

1

5
Note ainda que: p; = 0,075, po = 0,125, p3 = 0,075, py = 0,125, p5 = 0,2, pg =

0,125, p; = 0,075, ps = 0,125 e pg = 0,075. Assim, podemos concluir também que a

casa do meio tem maior chance da barata ser encontrada.
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Exemplo 20. Podemos resolver o item b do Exemplol0 utilizando matriz de transicao e
o Teorema 4.1.6. Para isto, denotemos por 1 o estado livre e por 2 o estado ocupado. Os

elementos da matriz de transicao sao dados por

ay = P(An1|An) =1 —p; a2 = P(An41|Bn) = ¢;
ag1 = P(B,11|An) = p; agy = P(Bpi1|Bn) =1 —q.
Logo,

1—

T — p q
p 1l=q
Pelo Teorema 4.1.6, para encontrarmos lim x,, basta resolvermos o sistema
n—oo
1—»p q x T
P 1—¢q ' 11—z 11—z ’

onde x=1lim x, € a probabilidade do telefone estar livre e 1 —x € a probabilidade dele estar
n—o0

ocupado a longo prazo.

Temos
I-pz + q1-2) = = (-p—q)z + ¢ = 0
=
pr + (1-gl-z) = 1-uz P+@r — ¢ =0
Obtemos entao
. q
r=—"-,
p+q

5.1 Plano de aula

O contetdo de matrizes, sistemas lineares e probabilidade é trabalhado nas turmas
do 22 ano do Ensino Médio de acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo [11].
Apresentamos a seguir uma sugestao de plano de aula para aplicacdo dos problemas
propostos anteriormente sobre cadeias de Markov para alunos do Ensino Médio.

Plano de Aula:

Tema: Uma abordagem matricial sobre cadeias de Markov.

Objetivos Gerais:

- Utilizar elementos de matrizes para organizar e justificar a resolu¢ao de situagoes-

problema envolvendo cadeias de Markov.
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Objetivos Especificos:

- Compreender o significado das cadeias de Markov;

- Adquirir conhecimentos bésicos sobre probabilidade;

- Saber expressar, por meio de matrizes, situacoes relativas a cadeias de Markov;

- Saber resolver sistemas de equacoes lineares.

Contetdo:

- Matrizes: Representacao de uma matriz, operagoes com matrizes, representacao
matricial de sistemas lineares, matrizes estocasticas;

- Nogoes de probabilidade;

- Cadeias de Markov: processos estocasticos, processos de Markov, matriz das proba-
bilidades de transicao, matrizes regulares, vetor de probabilidade a longo prazo.

Metodologia:

- Aula expositiva do conteido proposto;

- Apresentacao das situagoes-problema propostas neste trabalho para a resolucao em
sala de aula;

- Observar os recursos utilizados pelos alunos no desenvolvimento dos problemas su-
geridos utilizando a “calculadora de matrizes”;

- Apresentar a resolugao dos problemas envolvendo cadeias de Markov utilizando o
Teorema 4.1.6.

Recursos Didaticos:

- Quadro, giz e sala de informatica.

Avaliagao:

- Observagao da participacao do aluno na resolugao dos problemas sugeridos;

- Entrega da atividade escrita desenvolvida em sala de aula.

5.2 Aplicacao dos problemas propostos nesta dissertacao

Relatos da experiéncia em sala de aula

Para a aplicacao dos exemplos deste trabalho foi selecionada uma escola estadual da

cidade de Bauru e foi trabalhado o assunto com os alunos de uma turma do 22 ano do
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Ensino Médio. Como leciono nesta escola, ja tinha a informacao sobre os conhecimentos
prévios de meus alunos. Inicialmente, foram trabalhados os seguintes conteidos que

compoem o Curriculo do Estado de Sao Paulo para alunos nesta série:
e Matrizes: definicao, operacoes com matrizes, matriz inversa e determinantes.

e Sistemas lineares: equacoOes lineares, resolucao de sistemas lineares: método de

Cramer e escalonamento.

e Analise combinatoria e probabilidade: métodos de contagem, probabilidade, proba-

bilidade condicional.

O conteiudo que envolve matrizes e sistemas lineares foi trabalhado durante o 2° bimes-
tre e o conteido de analise combinatoria e probabilidade foi trabalhado no 32 bimestre.
Em seguida, foi apresentado o contexto de cadeias de Markov: processos estocasticos,
processos de Markov, matriz das probabilidades de transicao, matrizes regulares, vetor
de probabilidade a longo prazo. Ao tomar conhecimento sobre o assunto, foi proposto
a resolugao do Exemplo 17 apresentado neste trabalho através das aproximagoes do ve-
tor v™ = T™v° para valores de n cada vez maiores. Para isto, os alunos foram levados
para uma sala de informatica e foi utilizado o software “calculatora de matrizes”a fim de
facilitar os calculos das poténcias da matriz de transicao encontrada. Assim, os alunos
puderam perceber que havia uma possivel convergéncia da matriz de transicao a medida
que os valores de n aumentavam.

Em seguida, foi apresentado aos alunos o Teorema 4.1.6 a fim de mostrar uma ferra-
menta que facilite os calculos e nos dé uma previsao concisa a longo prazo para matrizes
estocasticas regulares. Com isso, foi sugerido a resolucao do problema anterior, utilizando
agora, o Teorema apresentado.

A aplicacao da atividade envolvendo cadeias de Markov levou uma semana, ocupando
5 aulas de 50 minutos.

Embora sabemos que em uma sala de aula ha muitos alunos desinteressados e com
grande defasagem de conteidos envolvendo os conhecimentos prévios sobre os assuntos

trabalhados no Ensino Fundamental, alguns alunos conseguiram desenvolver toda a ati-
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vidade proposta corretamente e relataram gostar da atividade diferenciada em sala de
aula.

O tema cadeias de Markov, permite ao professor, desenvolver assuntos que, muitas
vezes, ¢ de dificil compreensao por parte dos alunos e assim, despertar a curiosidade
dos mesmos. Concluimos assim que, nés professores, devemos estimular nossos alunos a
buscar novos conhecimentos e mostrar como a matemaética pode ser aplicada na resolugao

de alguns problemas cotidianos.
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