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“A natureza da verdade, ¢ claro, ndo pode deixar de ser a mesma, tanto em
Maros-Vésarhely como em Kamchatka e na Lua, ou, para ser breve, em
qualquer lugar do mundo, e o que um ser finito e sensivel descobre ndo ¢é

impossivel que seja descoberto por um outro.”

(Janos Bolyai, matematico hungaro do século 19)

“Valha-me, Deus! E preciso explicar tudo.

(Machado de Assis, escritor brasileiro, em Memorias Postumas de Bras

Cubas)



Introducio

Nos primeiros anos da formag¢ao matematica, os alunos conhecem certos fatos € os tomam como
verdades inabalaveis. Informagdes tais como “O quadrado de um nimero nunca ¢ negativo”, “A
ordem dos fatores ndo altera o produto” ou “A soma dos angulos de um triangulo ¢ igual a 180
graus” ficam fixadas. Aos poucos, alguns desses paradigmas sdo quebrados, com o conhecimento
de estruturas como a dos nimeros complexos, onde existe um numero cujo quadrado vale —1, ou o
conjunto de matrizes e sua multiplicacdo ndo comutativa. Com isso, os estudantes tém contato com
a flexibilidade da Matematica, no que se relaciona a possibilidade de construcdo de conjuntos
novos, em geral extensdes dos conjuntos anteriores. Isso, porém, ndo chega a Geometria. Os
padrdes de formas e as formulas que sdo ensinadas continuam rigidos no ensino médio e até no
ensino superior, sendo que, mesmo para um estudante regular de Licenciatura em Matematica, a
informagao de que retas paralelas determinam em uma transversal comum angulos alternos internos
congruentes ¢ tida como imutavel, j4 que ndo aparece nenhum exemplo, nenhum modelo, nenhuma
estrutura paralela para contradizer isso. Assim, os licenciados que nao tém contato com outras
geometrias reproduzirdo apenas as ideias classicas e ficard dificil incentivar os alunos em um estudo

mais rigoroso ¢ formal da matematica, que permite essa flexibilidade de fundamentos.

A proposta deste trabalho ¢ apresentar uma geometria ndo euclidiana desenvolvida ao longo do
século 19 e tem como publico-alvo os professores de Matematica, para mostrar-lhes que, assim
como a ordem dos fatores pode alterar o produto, nem sempre a soma dos angulos de um tridngulo

¢ igual a 180 graus.

O trabalho estd estruturado em quatro capitulos. O Capitulo 1 lista os axiomas da Geometria
Hiperbolica de dimensdo 2, apontando os fatos comuns ao plano euclidiano e ao plano hiperbolico.
No Capitulo 2, apresentamos algumas diferencas entre essas duas estruturas através de resultados

provados a partir dos axiomas listados. No Capitulo 3, ¢ construido um modelo para o plano

hiperbdlico dentro de R?, o que consolida essa nova geometria e sistematiza algumas férmulas. No

Capitulo 4, usamos o modelo desenvolvido para obter novos resultados sobre o plano hiperbolico,
apresentando conceitos particulares e algumas figuras que, junto as retas e aos circulos, sdo as

formas basicas do plano hiperbolico.



1. Os axiomas da Geometria Hiperbdlica Plana

Ha vérios conjuntos de axiomas que definem, de forma equivalente, o plano hiperbdlico. Dentre
eles, merece destaque a formulagdo dada por David Hilbert no final do século 19 para o plano
euclidiano que pode ser facilmente adaptada para o caso hiperbolico, a qual independe da estrutura

dos nimeros reais, isto €, de corpo ordenado completo. Um dos objetivos deste trabalho ¢ fornecer

um modelo para o plano hiperbdlico em R? e, por isso, faremos uso dos numeros reais para medir

distancias no plano hiperbdlico, bem como para medir angulos. A sistematica apresentada aqui ¢ a
do matematico russo Pogorelov, também do século 19, e que pode ser encontrada, no caso
euclidiano no livro de Jodo Lucas Marques Barbosa (Geometria Euclidiana Plana). Nesta teoria, os
conceitos de ponto e reta sdo nogdes primitivas. O plano € o conjunto de todos os pontos, os quais
serdo denotados por letras maitsculas do alfabeto latino (A, B, P etc) e as retas, denotadas por letras
minusculas do alfabeto latino (7, s, ¢ efc) sdo subconjuntos ndo vazios do plano. Os axiomas serao
organizados nos seguintes grupos: axiomas de incidéncia (que relacionam pontos e retas), axiomas
de ordem (que relacionam pontos de uma mesma reta entre si), axiomas de medi¢do de segmentos,
axiomas de medi¢cdo de angulos, axioma de congruéncia (para homogeneidade do plano) e axioma

das paralelas (para diferenciar do plano euclidiano).

1.1. Axiomas de Incidéncia

A intui¢do advinda da observagdo sugere as linhas retas como entes basicos da geometria. Embora
tenhamos uma figura clara de o que ¢ uma linha reta, uma definicdo precisa de reta ndo pode ser
feita sem que apelemos para figuras. Expressdes como 'pontos alinhados' ou 'pontos que seguem
uma mesma direcdo' ndo tém significado proprio. De fato, nem a palavra 'ponto' tem significado
previamente definido. Comecemos por observar que esses dois objetos, as retas e os pontos, serdo
tomados como nogdes primitivas, isto, ¢ ndo serdo definidos, mas diremos como eles se comportam

com algumas regras, aceitas sem demonstracdo para que a teoria seja construida. Essas regras



precisam ter sentido completo e versar sobre objetos bem definidos previamente ou sobre nogdes

que foram estabelecidas como primitivas.

O que queremos de uma reta ¢ que ela seja um conjunto ndo vazio de pontos. De modo a que uma
reta ndo se reduza a um Unico ponto, colocaremos que ha pelo menos dois pontos em cada reta. Para
que o plano ndo conste de uma unica reta, instituiremos que sempre ha um ponto fora de qualquer
reta dada. Além disso, as retas devem formar caminhos sem ambiguidades entre dois pontos e deve
ser sempre possivel tragar uma reta que passa por dois pontos. Desta feita, comecamos 0s nossos

axiomas com as seguintes duas proposi¢des, que sdo os axiomas de incidéncia do plano

INC1. Se r ¢ uma reta, entdo existem pontos A, Be Ctaisque ALl BUOreCUr

INC2. Dados os pontos A e B, existe uma Unicaretar tal que AU re B U r

O primeiro axioma de incidéncia, ao instituir que ha pelo menos dois pontos em uma reta, faz a
distingdo entre ponto e reta. Quando estabelece que hé pontos fora de uma reta, ele garante que reta
e plano sao distintos. Quando duas retas tém pelo menos um ponto em comum, dizemos que elas
sdo concorrentes. Observe aqui que podemos entender claramente quando duas retas sdo
concorrentes com o0s termos anteriores e, portanto, essa no¢do pode ser bem definida, isto &,
explicada sem ambiguidades a partir de termos previamente estabelecidos. E consequéncia imediata
do segundo axioma de incidéncia que duas retas concorrentes tém exatamente um ponto em

comum. Retas que ndo tém pontos em comum sao ditas serem paralelas.

Os axiomas de incidéncia ndo garantem que cada reta possui infinitos pontos. Mais ainda, sequer
garantem que existem trés pontos em uma mesma reta. Por exemplo, se houvesse apenas os pontos
A, B e C no plano, os conjuntos » = {A, B}, s = {A, C} e t = {B, C} satisfazem os axiomas de
incidéncia e, portanto, podem ser retas num planos de incidéncia. Essas retas sao concorrentes duas
a duas. Mais geralmente, dado um conjunto V qualquer com pelo menos trés pontos, podemos
chamar de reta de V qualquer subconjunto de V com exatamente dois pontos e, com isso, construir

modelos de planos de incidéncia com qualquer quantidade pré-fixada de pontos, mesmo infinita.

Para V= {P,Q, R, S, T}, instituindo como retas » = {P, Q, R}, s = {P, S, T}, t = {Q, S}, u = {R, S},
v=1{Q, T} e w= {R, T}, temos que em qualquer reta ha pelo menos dois pontos, nenhuma delas
contém todos os pontos e, para qualquer par de pontos, existe uma Unica reta que os contém. Assim,

r, s, t, u, v.e w fornecem um modelo para um plano de incidéncia. Nesse caso, ¢ € w sdo retas



paralelas.

Assim, somente com os axiomas de incidéncia, ndo temos como garantir que retas tém infinitos
pontos e nem hd como garantir a existéncia de retas paralelas. De modo a que as retas possuam mais

de dois pontos, enunciaremos o préximo grupo de axiomas, chamados de axiomas de ordem.

1.2. Axiomas de Ordem

Como visto na secdo anterior, apenas os axiomas de incidéncia ndo garantem que haja mais de dois
pontos em cada reta. Os axiomas de ordem, a seguir, tratam de relacionar os pontos de uma mesma
reta. Dizemos que os pontos A, B e C sdo colineares quando existir uma reta que os contém. Nesse
caso, escreveremos A — B — C (ou equivalentemente C — B — A) para denotar que o ponto B esta
entre os pontos A e C, o que € o mesmo que B estd entre C e A. Essa ideia de estar entre ¢ uma
relacdo primitiva para trés pontos colineares. Trés pontos de uma mesma reta estardo organizados
de tal forma que exatamente um deles estara entre os outros dois. Isso estabelece que as retas tém
dois sentidos de forma a ndo haver ciclos. Além disso, exigiremos que as retas ndo possuam apenas
dois pontos, colocando que sempre haja pontos dentro e fora do espaco compreendido entre dois
pontos numa reta. De maneira mais precisa, a relacdo de ordem entre pontos colineares ¢ regrada

pelos seguintes axiomas.

ORDI1. Se A, B e C sdo pontos de uma reta, entdio A— B — C,ou B—-A - C, ou A - C — B, ndo

ocorrendo duas dessas simultaneamente.

ORD?2. Dados os pontos A e B, existem pontos C e D (na reta que contém A e B) tais que A— C—B
eA-B-D.

O axioma de ordem 2 estabelece que uma reta pode ser prolongada em qualquer sentido e que a reta
nao ¢ um conjunto discreto, no sentido que nao ha como dizer qual € o primeiro ponto depois de um

ponto dado.

Dados os pontos A e B, definimos o segmento de reta com extremidades A e B como o conjunto
AB, o qual ¢ dado por AB = {P; A— P—B} U {A, B}. Quando A = B, temos AB = {A}, caso em

que dizemos que o segmento de reta é degenerado. O segundo axioma de ordem garante que



segmentos de reta ndo degenerados (e, portanto, as retas) possuem infinitos pontos, e que segmentos

de retas sdo distintos da reta que os contém. Com a nogdo de segmento de reta, podemos também
definir a ideia de convexidade. Um conjunto I" do plano € dito ser convexo quando AB [ I, sempre
que {A, B} U I. Assim, um conjunto ¢ convexo quando o caminho em linha reta que une dois

quaisquer de seus pontos ndo sai do conjunto.

Se trés pontos A, B e C ndo sdo colineares, dizemos que eles determinam um #ridngulo que os tem
como vértices, € € definido por ABC = AB [J AC U BC, cada um dos segmentos considerados ¢ um
lado do triangulo. Como unido de trés lados, o nome mais apropriado para essa figura seria
trilatero, j4 que nao temos ainda a nog¢ao de angulo. Mas, como veremos em seguida, cada tridngulo

determina trés angulos e, portanto, usaremos logo o nome definitivo e consolidado.

Dados os pontos distintos A e B, definimos a semirreta de origem em A e que contém B como o

conjunto Sxs = {P; B U AP} U AB. Demonstra-se, sem dificuldade, que um ponto ¢ origem de
exatamente duas semirretas de uma mesma reta, e que semirretas sdo conjuntos distintos de

segmentos de retas. Ademais, se A e B s3o pontos da reta 7, uma analise imediata das possibilidades

do axioma de ordem 1 permite-nos concluir que Sap [J Sga =7 € que Sag N Spa = AB.

Dados o ponto A e a reta r, com A [] , definimos o semiplano com origem r e que contém A como o
conjunto SP(r; A) = {P; PA n »= [} U r. Mostra-se, a partir do segundo axioma de ordem que ha
pelo menos dois semiplanos com origem em uma reta dada, cada um dos quais ¢ convexo. De modo

a minimalizar essa quantidade, instituimos o proximo axioma.

ORD3. Dada a reta 7, existem exatamente dois semiplanos que t€ém » como origem.

Um equivalente ao terceiro axioma de ordem ¢ o famoso lema de Pasch, que afirma que se uma reta
ndo passa por nenhum dos vértices de um triangulo e intersecta um de seus lados, essa reta
intersectara exatamente um dos outros lados. Para verificar isso, considere o tridngulo ABC ¢ a reta
r tais que » N AB = {P}, com A — P — B. Temos que SP(r, A) # SP(r, B). Pelo terceiro axioma de
ordem, esses sdo os Unicos semiplanos com origem em r e, portanto, C estd em exatamente um

deles, digamos C [ SP(#, A), caso em que temos » N BC # [, como desejado.



1.3. Axiomas de Medicao de Segmentos

Quando falamos em geometria, um dos primeiros verbos que nos vém a mente ¢ 'medir', que, em
esséncia, consiste em comparar. A ideia primitiva de medi¢ao consiste em escolher um padrao e ver
quantas vezes esse padrdo cabe em cada figura que se quer medir. Essa ideia ¢ simples e bastante
eficiente no mundo fisico, em que podemos fazer boas aproximagdes e, dentro de um certo conjunto
de objetos, tudo pode ser bem medido a partir de uma unidade pré-fixada. A situagdo tedrica ndo ¢
tao simples. A existéncia de segmentos incomensuraveis impde uma forte barreira a essa tentativa
de medir por comparagdo com uma unidade especifica. De modo a contornar essa barreira e, de
fato, poder medir todos os segmentos de reta, usaremos a ordem ja conhecida dos numeros reais, de

acordo com os proximos axiomas, conhecidos como axiomas de medi¢do de segmentos.

SEGI1. A cada segmento de reta do plano estd associado um uUnico numero real ndo negativo,
chamado de comprimento do segmento ou de distdncia entre as extremidades do segmento. Tal

numero € zero apenas quando o segmento ¢ degenerado.

O primeiro axioma de medi¢do de segmentos apenas garante que existe a distancia entre dois pontos
quaisquer, mas nao diz como ela se comporta em relacdo as demais nogdes. Vale destacar que, uma
vez que AB = BA, a distancia entre A e B ¢ igual a distancia entre B e A, isto ¢, a medida de AB ¢
igual 4 medida de de BA. Uma vez que cada segmento de reta estd contido em alguma reta, vamos
regrar a medicdo de segmentos fazendo uma correspondéncia entre pontos de uma reta e nimeros

reais, como segue.

SEG2. O conjunto de pontos de uma reta pode ser relacionado, de forma bijetiva, com o conjunto
dos niimeros reais de tal forma que a distancia entre dois pontos seja igual ao modulo da diferenca

entre os numeros associados a eles.

Uma tal associacdo a que se refere o segundo axioma de medi¢do de segmentos ¢ chamada de
sistema de coordenadas para r. Assim, dada a reta 7, existe uma fungdo y : » — R, que é um sistema

de coordenadas para r, e vale que o comprimento do segmento AB [l » ¢

v(B) — w(A)|. Dados dois
numeros reais a e 3, temos pontos de 7 tais que y(B) = e y(A)= a e, portanto, a distdncia entre A e
B ¢ |a — B|. Assim, podemos considerar pontos em um reta a uma distdncia qualquer fixada. Mais
que isso, dado o ponto A de uma reta » € um numero real positivo k, existem exatamente dois pontos

de r que distam & de A, a saber aqueles cujas coordenadas sdo y(A) + ke w(A) — k.



Para que tenhamos uma compatibilidade entre a ordem dos numeros reais € a ordem dos pontos em

uma reta, instituimos o seguinte axioma.

SEG3. Todos os sistemas de coordenadas de uma reta sdo compativeis com a nogao de estar entre,
isto €, se o0 ponto B esta entre os pontos A e C, entdo o numero associado a B por qualquer sistema
de coordenadas para a reta que contém A e B estd entre os numeros associados a A e C por esse

mesmo sistema de coordenadas.

Se denotarmos por d(A, B) a distancia entre os pontos A e B, isto ¢, a medida do segmento AB, ¢
consequéncia direta do terceiro axioma de medi¢do de segmentos que se B esta entre A e C, entdo
d(A, C) =d(A, B) + d(B, C). Com isso, se o segmento AB estd contido no segmento CD, ¢ verdade
que a medida de AB ndo pode ser maior que a medida de CD. Assim, no que se refere a segmentos

de reta, nenhuma parte excede o tamanho do todo.

Dizemos que M ¢ o ponto médio do segmento AB quando M [J AB e d(A, M) = d(M, B). Se vy for
um sistema de coordenadas para a reta que contém AB e M ¢ um ponto médio de AB, temos y(M) =

(v(A) + y(B))/2. Assim, cada segmento de reta possui um Unico ponto médio.

Dados os pontos distintos A e B, a mediatriz do segmento AB ¢ denotada por mag € consiste de
todos os pontos do plano que equidistam de A e de B, isto &, mas = {P, d(P, A) = d(P, B)}. Como
pelo menos o ponto médio de um segmento equidista das suas extremidades, temos que a mediatriz

de um segmento de reta nunca ¢ um conjunto vazio.

Dados o ponto C e o nimero real positivo p, o circulo (ou circunferéncia) de centro C e raio p € o
conjunto MC, p) = {X; d(X, C) = p}. O interior do circulo A(C, p) € o conjunto int(AM(C, p)) = {X;
d(X, C) < p}. Em relagdo a um circulo, os pontos que ndo lhe sdo contidos e ndo sdo interiores sao
ditos serem exteriores. Podemos usar os axiomas apresentados até aqui para garantir que um circulo
tem infinitos pontos, mas ndo ¢ possivel verificar que, dados trés pontos ndo colineares, existe um

circulo que os contém. De fato, como sera visto, isso nem sempre ¢ verdade.

O conjunto I" ¢ dito ser /imitado quando esta contido no interior de algum circulo. Segmentos de

reta e circulos sdo conjuntos limitados, bem como qualquer conjunto finito de pontos do planos.



1.4. Axiomas de Medicio de Angulos

Dados os trés pontos A, B e C, o dngulo BAC, de vértice A, é o conjunto BAC = Sx5 O Sac. Quando
A estd entre B e C, o angulo BAC é dito ser raso, isto é, um angulo raso ¢ uma reta; e quando B [J
AC ou quando C [ AB, dizemos que o angulo ¢ nulo, isto é, um angulo nulo ¢ uma semirreta.
Observemos que os angulos sdo unides de semirretas. Como visto na se¢do anterior, podemos
considerar dois pontos de uma semirreta que estdo arbitrariamente distantes e, portanto, os axiomas
de medi¢cdo de segmentos ndo se prestam ao papel de medir semirretas e, consequentemente, para
medir angulos. Para comparar os angulos, instituiremos axiomas semelhantes aos de medi¢ao de
segmentos, também trés, que chamaremos, sem nenhuma originalidade, de axiomas de medicao de

angulos.

ANGI1. A cada angulo esta associado um niimero real ndo negativo, o qual é chamado de medida do

angulo. Tal nimero ¢ zero apenas quando o angulo for nulo.

Assim como no caso de medicdo de segmentos, esse primeiro axioma de medi¢do de angulos
apenas afirma que angulos podem ser medidos, embora ndo forneca uma maneira de fazer isso. A
proxima etapa ¢ a de instituir um sistema de coordenadas para um angulo. Ha dois pontos
importantes aqui. O primeiro € que cada angulo estd contido em algum semiplano e, portanto, os
sistemas de coordenadas para angulos sé precisam ser feitos em um semiplano. Como cada angulo ¢
determinado por duas semirretas, vamos associar nimeros as semirretas de um semiplano. O
segundo ponto ¢ que, num sentido a precisar, todo angulo ndo raso ¢ menor que um angulo raso, de
modo que, diferentemente do que ocorre com os segmentos de reta, nao teremos angulos

arbitrariamente grandes, sendo suas medidas limitadas pela medida do angulo raso.

ANG2. Fixados a reta r, os pontos P 0 7 e A [0 1, e o semiplano SP(r, A), as semirretas com origem
em P e contidas em SP(7, A) podem ser associadas, de forma bijetiva, ao niimeros reais do intervalo
[0, 7] de tal forma que a medida do angulo formado por duas dessas semirretas corresponda ao

modulo da diferenca entre os nimeros associados a elas.

Uma tal associagdo a que se refere o segundo axioma de medi¢ao de angulos é chamada de sistema
de coordenadas para o conjunto de semirretas de SP(7, A) com origem em P. Dizemos que a
semirreta Syp divide o angulo BAC quando BC n Sap # (0. De maneira imediata, todas as semirretas
com origem no vértice de um angulo raso dividem esse angulo. Além disso, somente a semirreta

que ¢ um angulo nulo divide esse angulo. Como feito para segmentos de reta, exigiremos o seguinte



axioma, cuja consequéncia imediata, ¢ que, quando uma semirreta divide um angulo, os dois

angulos formados tém medidas que ndo excedem a medida do angulo original.

ANGS3. Todos os sistemas de coordenadas de um semiplano sdo compativeis com a nog¢ao de dividir
um angulo. Mais precisamente, se a semirreta Sp divide o angulo BAC, entdo o numero associado a
Sap por um sistema de coordenada estd entre os numeros associados a SAB e SAC por esse mesmo

sistema de coordenadas.

Se usarmos 0 mesmo simbolo para um angulo e para sua medida, ¢ consequéncia direta do terceiro
axioma de medi¢do de angulos que se a semirreta Sap divide o angulo BAC, entdo BAC = BAP +

PAC. Também podemos concluir que todos os angulos rasos tém medida 7.

O numero escolhido para ser a medida do angulo raso poderia ter sido outro. Alternativamente,
poderiamos ter adotado o padrdo utilizado pelos babilonios ha mais de trés mil anos, que foi
popularizado principalmente pelos tratados de trigonometria de Ptolomeu, no qual o angulo raso
mede 180. Adiantamos aqui que a razao entre o comprimento de um circulo e a medida do seu raio
ndo € constante no plano hiperbdlico, de modo que a medida do angulo raso ter sido escolhida como
a mesma da geometria euclidiana foi feita por conveniéncia nos célculos a serem apresentados nos
capitulos finais deste trabalho. O simbolo usado para essa medida foi popularizado nos trabalhos de

Euler, matematico sui¢o do século 18.

Dizemos que a semirreta Say é uma bissetriz do angulo BAC se Sau divide o 4ngulo BAC e, além
disso, BAM = MAC. Um sistema de coordenadas para os 4dngulos com origem em A em um
semiplano pode ser utilizado para demonstrar que todo angulo possui uma, e s6 uma, bissetriz. Um
angulo de medida igual 4 metade do dngulo raso ¢ dito ser um angulo reto, e retas que formam um
angulo reto sdo ditas serem perpendiculares. Os axiomas de medi¢do de angulos podem ser
combinados para garantir que, dados o ponto P e a reta , com P [] 7, existe uma Unica reta que

contém P e ¢ perpendicular a 7.

Quando dois segmentos t€ém as mesmas medidas dizemos que esses segmentos sdo congruentes. A

mesma palavra se usa para angulos que tém medidas iguais.

Os dois grupos de axiomas de medi¢do permitem fazer medigdo de quaisquer segmentos e
quaisquer angulos, mas ndo faz nenhuma referéncia a como essas medidas estdo interligadas no

caso de segmentos ndo colineares ou angulos que ndo possuem mesmo vértice. Essa conexao ¢ feita



através dos tridngulos. Exigiremos, como segue, que, num certo sentido, os tridngulos sejam figuras

rigidas.

Os angulos e as distancias sdo as medidas basicas da geometria. De uma forma mais geral, para
“fazer geometria”, devemos definir fun¢des que sirvam para medir distdncias e medir dngulos. Um
curso introdutorio de Geometria Analitica com tratamento vetorial introduz a nog¢do de produto
interno em um espago vetorial. A nocao de produto interno, sozinha, resolve esses dois problemas
de medicao, isto €, em um espago vetorial munido de produto interno, podemos definir distancia e
angulo e, portanto, fazer geometria. A noc¢ao de produto interno, porém, ¢ algo que faz referéncia a
espacos vetoriais. Assim, para fazer geometria, deveriamos partir de um espago vetorial ou arranjar
uma maneira de, a cada ponto, associar um espago vetorial, definir um produto interno em cada um
desses espacos e verificar como € que esse produto interno varia a medida que variamos o ponto.
Essa ¢ a esséncia da Geometria Diferencial, de que ndo trataremos a fundo nesse trabalho, mas da
qual nos apropriaremos de alguns fatos, enunciados em nivel de Calculo, para observar

propriedades significativas do plano hiperbolico.

1.5. Axioma de Congruéncia de Triadngulos

Tomando um ponto da superficie da Terra, podemos tomar diregdes que formam um certo angulo,
percorrer uma distdncia em cada uma dessas dire¢des e ver a distancia entre os pontos finais.
Devido a irregularidade da superficie no nosso planeta, embora fixemos o angulo ¢ as medidas
nessa experiéncia, os resultados ndo serdo sempre os mesmos. Basta observar que se comegarmos
do topo de uma montanha ingreme, teremos um resultado diferente daquele obtido numa regido
plana. Nesse caso, dizemos que a superficie da Terra ndo ¢ homogénea. Os resultados podem

divergir at¢ mesmo se fixarmos, além do angulo e das distancias, o ponto inicial.

Nesta se¢do, enunciaremos um axioma que garantird a homogeneidade do plano. Como temos
angulos e distancias envolvidos, os tridngulos se prestam bem a finalidade de regrar essa
propriedade. Um tridngulo possui trés medidas associadas aos seus lados e trés medidas associadas
aos seus angulos. O carater homogéneo que queremos do plano institui que, uma vez determinadas
as medidas de dois dos lados de um tridngulo e a medida do angulo entre eles, as outras medidas
ficam bem determinadas. Para tanto, definiremos a seguir as condi¢des para que dois triangulos

sejam congruentes.



Dizemos que os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes se existir uma correspondéncia bijetiva
entre os vértices de ABC e os vértices de DEF que preserve medidas. Mais precisamente, os
triangulos ABC e DEF sao congruentes, quando existe uma funcao ¢ : {A, B, C} — {D, E, F} tal
que

d(A, B) = d(p(A), p(B)),

d(A, C)=d(p(A), p(C)) e

d(B, C) = d(p(B), p(C)),

isto &, ¢ preserva medidas de segmentos,

BAC = ¢(B)p(4)p(C],
ABC = ¢l4)p(B)p(C] e
BCA = ¢(Blp(Clol4],

isto €, ¢ também preserva medida de angulos. Uma tal funcao ¢ f ¢ dita ser uma isometria entre os
triangulos. A defini¢do de tridngulos congruentes depende de seis igualdades. Para relacionar as
medidas de angulos com as medidas de segmentos, diminuiremos essa exigéncia para trés, como

segue no axioma de congruéncia.

CONG. Se os triangulos ABC e DEF sio tais que d(A, B) = d(D, E), d(A, C) = d(D, F) e BAC =
EDF , entdo ABC ¢ congruente a DEF.

O axioma de congruéncia ¢ conhecido como o caso lado-angulo-lado de congruéncia, do qual

podem ser deduzidos os casos angulo-lado-angulo e lado-lado-lado.

Seja ABC um triangulo tal que d(A, B) = d(A, C). Um tal tridngulo ¢ dito ser isdsceles de base BC.
Se M ¢ o ponto médio de BC, os triangulos ABM e ACM sao congruentes, pelo caso lado-lado-lado.
Assim, o angulo A4 MC é reto, donde obtemos que AM ¢ altura relativa a base, e os angulos BAM
e CAM sio congruentes, donde obtemos que Sav é a bissetriz do angulo BAC. Assim, medianas,

alturas, bissetrizes e mediatrizes referentes a base coincidem em tridngulos isosceles.

Usando congruéncia de tridngulos e os fatos acima sobre tridngulos isosceles, podemos verificar
que a mediatriz de um segmento ¢ exatamente a reta que passa pelo seu ponto médio e ¢

perpendicular a esse segmento.

Se ABC ¢ um triangulo e D ¢ tal que C estd entre A e D, o angulo BC D ¢ dito ser um angulo

externo do tridngulo ABC. Se M ¢ o ponto médio de BC e E ¢ tal que M e o ponto médio de AE,



obtemos os triangulos ABM e ECM congruentes, pelo caso lado-angulo-lado. Assim ABC = BCE.
Mas BCE < BCD e concluimos que ABC < BCD. Raciocinio analogo permite concluir que BAC <
BDC e, assim, fica provado que um angulo externo de um tridngulo tem medida maior que qualquer
um dos angulos do tridngulo que ndo lhe ¢ adjacente, fato conhecido como Teorema do Angulo
Externo. Assim, um triangulo nao pode ter dois angulos retos, ou dois angulos obtusos ou ainda um
angulo reto e um angulo obtuso. Dessa forma, em um tridngulo sempre ha pelo menos dois angulos
agudos. Mais geralmente, a soma das medidas de dois quaisquer angulos de um triangulo ¢ sempre

menor que a medida de um angulo raso.

Com a mesma constru¢do acima, temos que o tridngulo ACE possui soma das medidas dos angulos
igual a soma das medidas dos angulos de ABC. Como EAC + AEC = BAC, vale que os angulos
EAC e AEC ndo podem ser simultaneamente maiores que metade de BAC. Assim, concluimos que,
dado um tridngulo ABC, € possivel construir outro com mesma soma das medidas dos dngulos, mas

que possui um angulo de medida menor ou igual 4 metade da medida de BAC.

Se supusermos que a soma das medidas dos angulos de um tridngulo ABC ¢ maior que =, digamos
igual a ® + w, com w > 0, podemos construir um tridngulo com a mesma soma das medidas dos
angulos igual a m + w, mas com um angulo de medida menor ou igual & metade de BAC, por
exemplo. Repetindo o processo com esse tridngulo, obtemos um terceiro tridngulo com mesma
soma das medidas dos angulos, mas com um angulo de medida menor ou igual a quarta parte de
BAC. Repetindo o raciocinio tantas vezes quantas forem necessarias, chegaremos a um triangulo
cuja soma das medidas dos angulos ¢ ainda m + w, mas que possui um angulo menor que w (basta
fazer o processo uma quantidade n de vezes tal que 2".w > BAC). Nesse ponto, teremos que 0s 0s
outros dois angulos desse tridngulo terdo soma superior a 7, o que contradiz o que foi discutido logo
acima. Assim, nenhum tridngulo possui soma das medidas dos angulos excedendo a medida de um

angulo raso. Esse fato notavel ¢ devido a Legendre, matematico francés do século 18.



Dados o ponto P ¢ a reta , mesmo que P [ 7, existe uma unica reta que contém P e ¢ perpendicular a
r. O ponto de interse¢do entre essas retas ¢ chamado de projecdo ortogonal de P sobre . Pode ser
demonstrado que, num tridngulo, quando maior a medida de um angulo, maior a medida do lado
oposto a ele, e vice-versa. Esse fato pode ser usado para se demonstrar que, dados o ponto P e a reta
r,com P [ 7, o ponto de » que tem menor distancia a P € a proje¢do ortogonal de P sobre 7, essa sera

chamada de distincia entre P e r e denotada por d(P, r).

Também verifica-se que em um tridngulo, a medida de um lado nunca excede a soma das medidas
dos outros dois lados. Esse fato ¢ conhecido como Desigualdade Triangular e, mais geralmente,
podemos afirmar que, dados trés pontos quaisquer A, B e C, vale d(A, B) <d(A, C) +d(B, C), com
a igualdade ocorrendo apenas no caso em que C [J AB. Essa propriedade ¢ tdo importante na
Geometria que, num contexto geral, a desigualdade triangular ¢ uma das propriedades exigidas ao

se definir distancia.

1.6. Axioma das Paralelas

Dados a reta » € o ponto P, com P [J 7, podemos tracar a reta s que passa por P e que forma com » um
angulo reto, isto ¢, um angulo de medida n/2. Seja ¢ a reta que passa por P € € perpendicular a s. Se ¢
e r fossem concorrentes, teriamos um tridngulo com dois angulos retos, o que contradiria o
resultado provado na sec¢do anterior. Assim, por um ponto fora de uma reta passa pelo menos uma

reta que lhe € paralela.

Os axiomas listados até aqui fazem parte de uma teoria geral, e os resultados que decorrem deles
valem na geometria euclidiana, dentre os quais destacamos a existéncia de retas paralelas a uma reta
dada e o fato de que a soma dos angulos de qualquer tridngulo nunca excede m. Nesse ponto, ha uma
decisdo a ser tomada. Encerramos a lista de axiomas e vemos as consequéncias dessa teoria ou
incluimos um axioma que define a quantidade de paralelas a uma reta dada que passam por um
ponto dado fora dela. O que diferencia o plano hiperbolico do plano euclidiano ¢ a escolha feita
quando decidimos acrescentar um axioma. No plano euclidiano, temos unicidade dessa paralela. No

plano hiperbolico, porém, temos o seguinte axioma.

PARAL. Dados uma reta » ¢ um ponto P, com P [ 7, existem, pelo menos, duas retas que contém P

e sdo paralelas a r.



Sejam s e ¢ retas que passam pelo ponto P e sdo paralelas a reta 7. Seja A um ponto da reta ». Temos
que r U SP(s, A) n SP(z, A). Se B s\ SP(¢, A) e C U t \ SP(s, A), a reta que contém PQ ¢ paralela
a r, para qualquer Q J BC. Uma vez que o segmento BC possui infinitos pontos, obtemos que
existem infinitas retas que passam por P e sdo paralelas a ». Assim, ndo faria sentido exigirmos
exatamente duas paralelas nesse ultimo axioma e, igualmente, chegariamos a uma teoria
inconsistente se fixassemos um nuimero natural como quantidade de paralelas (a menos ¢ claro de

escolher que exista apenas uma, o que € o caso do plano euclidiano).

1.7. Um comentario sobre o nome 'hiperbdlica’

Fixados a reta r e o ponto F, com F [J 7, € o nimero real positivo €, a conica de foco F, diretriz r e
excentricidade € ¢ o conjunto c.(F, ) = {P; PF = €.d(P; r)}. Quando 0 < ¢ < 1, a conica ¢ dita ser
uma elipse; se € = 1, ela ¢ uma parabola e, no caso € > 1, temos uma hipérbole. As conicas
aparecem em tratados gregos de geometria e sdo largamente estudas em Geometria Analitica. Em
geral, na Matematica, ¢ comum usar esses nomes para classificar estruturas. Por exemplo, um
sistema linear que possui solu¢do unica pode ser chamado de parabolico. Podemos adaptar os
axiomas iniciais de modo a ndo haver retas paralelas, e uma tal estrutura pode ser chamada de plano
eliptico. A geometria euclidiana, na qual h4 apenas uma paralela a uma reta dada passando por um
ponto fora dela, também pode ser chamada de geometria parabdlica. Dessa feita, o0 nome "plano
hiperbdlico" para a estrutura desenvolvida neste primeiro capitulo ndo fica estranho. Nao faremos
referéncia as conicas no resto do trabalho, mas consideramos importante explicar por que usar um
termo consagrado na Matematica para definir uma estrutura que, de maneira explicita, ndo faz

referéncia ao sentido classico do termo.

Com isso, encerramos o primeiro capitulo. A seguir, trataremos de alguns resultados especificos da
Geometria Hiperbdlica que sdo contraintuitivos para uma mente demasiado acostumada as

propriedades da Geometria Euclidiana (Parabdlica).



2. Algumas particularidades do plano hiperbdlico

A estrutura descrita no Capitulo 1 ¢ muito semelhante ao plano euclidiano. De fato, a unica
diferenga entre o plano hiperbodlico e o plano euclidiano, pelo menos do que diz respeito aos seus
conjuntos de axiomas, reside em uma proposicao, em particular, na substituicdo da expressao
“exatamente uma” por “pelo menos duas” em uma dessas proposigdes. Neste capitulo, veremos que
essa pequena alteracdo tem consequéncias significativas em propriedades do plano hiperbolico que
o plano euclidiano ndo compartilha, tais como o fato de a soma das medidas dos angulos de um
triangulo nao ser a medida de um angulo raso ou de nem todo triangulo ser inscritivel em um

circulo.

2.1. Sobre a soma das medidas dos angulos de um triingulo

Suponhamos que no plano hiperbdlico haja um tridngulo ABC cuja soma dos angulos ¢ igual a i,
isto ¢, a medida de um angulo raso. Como consequéncia do Teorema do Angulo Externo, ha um
angulo agudo em ABC. Seja C o vértice de ABC que possui o maior dngulo. Seja D a projecao
ortogonal de C sobre a reta que contém AB. Se D ndo estivesse entre A e B, concluiriamos que o
angulo em A ou em B no tridngulo ABC ¢ obtuso, o que ndo ocorre. Dessa forma, D esta entre A e
B. Observe que a soma dos angulos dos triangulos ADC e BDC ¢ igual a soma das medidas dos
angulos de ABC mais um angulo raso. Assim, ADC e BDC tém angulos que, somados, resultam em
2n. Como individualmente cada um deles ndo pode ter angulos com soma de medidas maior que T,

concluimos que os dois triangulos possuem soma dos angulos igual a m. Assim, se houver um

B




triangulo no plano hiperbodlico cuja soma dos angulos ¢ igual a m, entdo ha um triangulo retdngulo

cuja soma dos angulos ¢ igual a 7.

Seja ABC um triangulo retingulo em A cuja soma dos angulos ¢ igual a n. Se ABC for isosceles,
entdo concluimos que existe no plano hiperbdlico um tridngulo retdngulo cujos angulos agudos
medem 7w/4. Se ndo for esse o caso e se AC for maior que AB, considere D na semirreta AC de tal
forma que AD e AB sejam congruentes. Raciocinio anédlogo ao empregado no paragrafo anterior nos
levam ao fato de que ABD ¢ um tridngulo isésceles cuja soma dos angulos ¢ a mesma que ABC.
Assim, se houver um triangulo retdngulo cuja soma dos angulos ¢ m, entdo existe um tridngulo

retangulo isdsceles cujos angulos agudos medem /4.

5

D

A——B

Seja ABC um triangulo retangulo em A cujos angulos agudos medem m/4. No semiplano que
contém A e de origem na reta que contém BC, considere uma semirreta com origem em B e que
forma com BC um angulo de m/4. Nessa semirreta, considere o ponto D tal que BD e AB sdo
congruentes. Temos que o angulo DBA ¢ reto e, além disso, pelo axioma de congruéncia, temos que
ABC e DBC sdo congruentes. Dessa forma, o angulo DCB mede n/4, donde obtemos que ABDC ¢
um quadrilatero com quatro angulos retos e cujos lados sdo congruentes entre si, isto ¢, ABDC ¢ um
quadrado. Dessa forma, se no plano hiperbdlico existe um tridngulo retdngulo isdsceles cujos

angulos agudos medem /4, entdo existem quadrados.

B D

A @

Seja ABCD um quadrado. Os triangulos ABC e ADC sao retangulos e isdsceles e, para cada um, a



soma das medidas dos angulos ¢ n. Consideremos o ponto E sobre a reta que contém AB de tal
forma que B ¢ o ponto médio de AE. O triangulo BCE ¢ congruente a BCA e, portanto, isosceles e
com soma de angulos igual a . Repetindo o processo do paragrafo anterior, podemos obter o ponto
F tal que BCFE seja um quadrado. Podemos repetir o processo para construir um quadrado CDGH e
obter um ponto I tal que FCHI seja um quadrado congruente a ABCD. Assim, AEIG ¢ um quadrado
cujos lados medem o dobro dos lados de ABCD. A constru¢do pode ser repetida para obter um
quadrado cujos lados medem 2" vezes a medida de AB, para qualquer » natural. Dessa forma, se
existe um quadrado no plano hiperbodlico, existem quadrados cujo lado é maior que qualquer
numero fixado e, portanto, existem tridngulos retdngulos isosceles cujos angulos agudos medem /4

e cujos catetos sao maiores que qualquer nimero fixado.

G H I
D c F

Seja ABC um triangulo retdngulo em A. Com as consideragdes do pardgrafo anterior, existe um
triangulo DEF, retangulo em D, com DE e DF congruentes, cujos angulos agudos medem mn/4 e
cujos catetos sao maiores que qualquer cateto de ABC. Nas semirretas AB e AC, considere pontos X
e Y, respectivamente, tais que AX e AY tenham medidas iguais as de DE. Dessa forma, o tridngulo
AXY ¢ retangulo e isosceles e a soma de seus angulos ¢ igual a . A soma das medidas dos angulos
dos triangulos BCX, CXY e ABC ¢ igual a soma das medidas dos angulos AXY adicionada de dois
angulos rasos, isto ¢, vale 3m. Como nenhuma dessas trés somas pode exceder m, € imperativo que
cada uma delas seja igual a m. Assim, se houver um quadrado cujo lado ¢ maior que qualquer

numero pré-fixado, a soma das medidas dos angulos de qualquer tridngulo retangulo ¢ igual a 7.



Seja ABC um tridngulo qualquer com C sendo o vértice onde reside o maior angulo do tridngulo.
Temos que a projecdo ortogonal de C, digamos D, sobre a reta que contém AB ¢ um ponto do
segmento AB. Se a soma dos angulos de qualquer triangulo retangulo ¢ igual a @, temos que as
somas dos angulos de ADC e de BDC valem, cada uma = e, portanto, as duas somas juntas valem
2m. Por outro lado, essa mesma soma ¢ igual a soma dos angulos de ABC acrescida dos angulos
CDB e CDA, os quais sdo retos. Assim, se a soma das medidas dos angulos de qualquer tridngulo

retangulo retangulo for igual a @, 0 mesmo ocorre para qualquer tridngulo do plano hiperbélico.

CTD

A

Considere, agora, o ponto P e a reta 7, com P [ . Se A ¢ a proje¢ao ortogonal de P sobre 7, considere
A em r tal que AP, seja congruente a AP. Uma vez que a soma das medidas dos angulos de
qualquer tridngulo nunca excede m, entdo o angulo AP,P tem medida menor ou igual a n/4. Se
tomarmos P, de forma que P, esteja entre A e P, e com PP, congruente a PP, temos que os angulos
P,PP, e PP,P, sdo congruentes e tém soma menor ou igual a n/4 e, portanto, cada um deles mede n/8
ou menos. Considerando P; de tal forma que P3P, seja congruente a P,P e, repetindo o argumento,
concluimos que AP;P mede ©/16 ou menos. Podemos executar o procedimento ¢ obter um ponto P,
na reta r tal que APP tenha medida igual a /2", ou menos, para qualquer »n natural maior que 1.

Dessa forma, podemos tracar, por um ponto dado, uma reta que forma com uma reta dada um



angulo de medida menor que qualquer numero pré-fixado. Frisamos aqui que esse fato independe

de qualquer suposi¢ao inicial e é verdadeiro independente do axioma das paralelas.

7

Sejam P um ponto e » uma reta, com P [J 7. Se s € a reta perpendicular a » que passa por P e 7 ¢ a reta
que passa por P e ¢ perpendicular a s, obtivemos, no Capitulo 1 que ¢ ¢ paralela a . Considere u
outra reta que passa por P e seja w a medida do angulo formado por 7 e u. Sejam X e Y sobre ¢ e u,
respectivamente, tais que XPY tenha medida w e Y estd no mesmo semiplano de origem em ¢ que
contém A, a projecao ortogonal de P sobre 7. Temos que existe Q em 7 tal que AQP € menor que w.
Se a soma dos angulos de qualquer tridngulo € igual a m, temos que QPA ¢ o complemento de AQP
e, portanto, QPA ¢ maior que o complemento de w. Dessa forma, Spy divide o angulo QPA e,
portanto, intersecta QA. Logo, u ndo ¢é paralela a . Assim, se a soma das medidas de qualquer
triangulo do plano hiperbolico for igual a &, existe uma Unica reta que passa por P e € paralela a 7,

mas isso contradiz o axioma das paralelas.

Dessa forma, no plano hiperbolico, a suposi¢do inicial, a de que existia pelo menos um triangulo
com soma dos angulos igual a & ¢ falsa e, com isso obtemos que, na estrutura com a qual estamos
trabalhando, a soma das medidas dos angulos de qualquer tridngulo ¢ sempre menor que a medida

de um angulo raso.

Como consequéncia imediata disso, temos que a soma dos angulos de um poligono convexo de n

lados ¢ sempre menor que (n — 2).w e, dessa forma, ndo existem retangulos (quadrilateros com



quatro angulos retos) no plano hiperbolico. Também podemos afirmar que a medida de cada dngulo

em qualquer tridngulo equilatero ¢ menor que /3.

Veremos adiante que, além de a soma das medidas de um tridngulo do plano hiperbdlico ndo ser

igual a m, essa soma nem ¢ uma constante e pode ficar arbitrariamente pequena.

2.2. Sobre a inscritibilidade de tridAngulos

Dado o segmento AB, se considerarmos a reta » que passa por B e ¢ perpendicular a AB, temos que
a reta que passa por A e ¢ perpendicular a AB ¢ paralela a ». Como hé pelo menos duas retas que
passam por A e sdo paralelas a 7, temos que existe uma semirreta Sac, contida numa reta s, que
forma um angulo w < 7/2 com AB e ndo intersecta 7. Além disso, como s ndo intersecta 7, temos que
r esta contida em SP(s, B). Se consideramos na reta que contém AB o ponto D tal que B ¢ o ponto
médio de AD, temos que r € perpendicular a AD e passa pelo seu ponto médio, donde concluimos
que r ¢ a mediatriz de AD, isto ¢, » contém todos os pontos do plano hiperbdlico que equidistam de
A e D e, portanto, contém os centros de todos os circulos que passam simultaneamente por A e por

D.

Considere o ponto E que ndo estd em SP(s, B) tal que AE forma um angulo de medida w com Sxc e
AE ¢ congruente a AB. Considere ¢ a reta que ¢ perpendicular a AE e que passa por E. Se ¢
intersectasse a reta s em um ponto, digamos F, os tridngulos FAE e FAB seriam congruentes, mas
isso implicaria que FAB ¢ retangulo em B e, portanto, F seria um ponto de » Dai, F U » n s, uma
contradi¢do. Assim, ¢ ndo intersecta s e, com isso, ¢ estd contida em SP(s, E). Se consideramos na
reta que contém AE o ponto G tal que E ¢ o ponto médio de AG, temos que ¢ € perpendicular a AG e

passa pelo seu ponto médio, donde concluimos que ¢ ¢ a mediatriz que AG

O angulo DAG tem medida 2w e, como w ¢ um angulo agudo, temos que DAG tem medida menor
que T e, com isso0, os pontos A, D e G ndo sdo colineares. Uma vez que r consiste de todos os pontos
que equidistam de A e D, e 7 € o conjunto de todos os pontos que equidistam de A e G, e sabendo
que r e ¢ estdo em semiplanos distintos com origem em s € nao t€ém pontos em comum com s, vale
que 7 e ¢ ndo se intersectam. Dessa forma, ndo hd um ponto que equidista simultaneamente de A, D
e G, o que ¢ o mesmo que dizer que ndo ha nenhum circulo que passa por A, D e G. Com isso, 0s

pontos A, D e G sdo vértices de um tridngulo que ndo € inscritivel em nenhum circulo.



Como no plano hiperbolico hé triangulos cujas mediatrizes dos lados ndo se intersectam, ha trés
pontos que ndo sdo colineares € ndao sao pertencem a um circulo. No plano hiperbdlico, portanto,
podemos estudar que propriedades esses pontos tém e se eles pertencem a alguma figura com a
mesma relevancia dos circulos e das retas, e que relagdo essas figuras guardam entre si. Essas
figuras do plano hiperbdlico sdo de dois tipos: os horocirculos e as curvas equidistantes, de modo
que trés pontos quaisquer do plano hiperbdlico pertencem a exatamente uma reta, ou a exatamente
um circulo, ou a exatamente um horocirculo, ou a exatamente uma curva equidistante. Voltaremos a

falar dessas figuras, com suas defini¢des precisas, no Capitulo 4.

2.3. Sobre semelhanca de triingulos

Suponha que no plano hiperbodlico existam dois triangulos ABC e DEF cujos angulos sejam, nessa
ordem congruentes. Na semirreta AB, considere X tal que AX e DE sejam congruentes. Considere
em Sac 0 ponto Y tal que AY seja congruente a DF. Temos que os tridngulos AXY e DEF sdo
congruentes e, portanto, os angulos AXY e ABC s3o congruentes, o mesmo ocorrendo com AYX e
ACB. Se fosse o caso de X e Y estarem em semiplanos distintos em relagdo a reta que contém BC,
teriamos XY e BC se cruzando num ponto P, mas ai, pelo Teorema do Angulo Externo, teriamos
AXY > ABC ou AYX > ACB, e nenhuma dessas situagoes ocorre. Assim, X ¢ Y estdo no mesmo
semiplano em relagdo a reta que contém BC. Se fosse o caso de X e Y estarem fora dessa reta,
teriamos o quadrilatero convexo XYCB cuja soma das medidas dos angulos ¢ igual a 2m, o que
igualmente nao pode ocorrer. Dessa forma, X e Y devem estar na reta que contém B e C e, portanto,

X=BeY =C. Assim, ABC e DEF sdo tridngulos congruentes.



Com isso, obtemos que, no plano hiperbdlico, se dois tridngulos tém ordenadamente angulos
congruentes, entdo esses tridngulos sdo congruentes. Naturalmente, hd tridngulos com lados
proporcionais com razao diferente de 1, mas esses tridngulos ndo possuem os mesmos angulos, pois
1sso acarretaria em a razao de proporcionalidade ser 1, isto €, ndo ha tridngulos semelhantes que nao
sdo congruentes. Temos, também, que, uma vez determinadas as medidas dos angulos de um
triangulo, as quais devem somar menos que m, as medidas dos lados do tridngulo também estdao
determinadas. No plano hiperbdlico, portanto, basta saber as medidas dos angulos de um tridngulo
para que todas as demais medidas fiquem determinadas. Sua 4rea, por exemplo, dependera apenas
dessas medidas. No Capitulo 4, exibiremos uma formula para calcular a area de um triangulo a

partir apenas das medidas dos seus angulos.

Considere um tridngulo ABC. Se tomarmos um ponto P entre A e B, a semirreta com origem em P e
que forma com Spy no mesmo semiplano que contém C um angulo de medida igual a CBA deve
intersectar o lado AC em algum ponto, digamos Q. Nesse caso, os triangulos APQ e ABC tém dois
angulos de mesma medida. Se AQP fosse congruente ao angulo ACB, os dois triangulos deveriam
ser congruentes, o que ndo ocorre. Dessa forma, AQP ¢ diferente de ACB e, portanto, a soma das
medidas dos angulos de APQ ¢ diferente da soma das medidas dos angulos de ABC. Como QPA e
CBA sdo congruentes, temos que QPB e CBP sdo suplementares. Como a soma dos angulos do
quadrilatero CQPB ¢ menor que 2w, concluimos que PQC e BCQ somam menos que ©. Dai, como
CDP ¢ o suplemento de AQP, temos que ACB ¢ menor que AQP, donde obtemos que a soma dos
angulos de ABC ¢ menor que a soma dos angulos de APQ. Dessa forma, dado qualquer tridngulo no

plano hiperbolico, existe outro tridngulo cuja soma dos angulos € maior que a do tridngulo dado.



Por outro lado, se considerarmos o tridngulo ABC e tomarmos pontos P e Q sobre Sag € Sac,
respectivamente, tais que B estd entre A e P, e C est4 entre A e Q, teremos o quadrilatero convexo
PQCB cuja soma dos angulos ¢ menor que 2x e, por outro lado, PBC + ABC =n e PQC + BCA =m.
Logo, BPQ + CQP <ACB + ABC e, com isso, obtemos que a soma dos angulos do triangulo APQ ¢
menor que a soma dos angulos de ABC. Dessa forma, dado qualquer tridngulo no plano hiperboélico,
existe outro triangulo cuja soma dos angulos ¢ menor que a do triangulo dado.

P

Com isso, temos que ndo hd um minimo e nem um maximo para a soma dos angulos de um
triangulo no plano hiperbdlico, embora esse valor esteja claramente limitado inferiormente pelo
nimero 0 e superiormente pelo nimero m. Veremos adiante que essas cotas ndo podem ser

melhoradas.

2.4. Sobre retas equidistantes

Suponha que no plano hiperbdlico haja retas » e s tais que os pontos de » estdo todos a mesma
distancia de s. Considere os pontos A e B sobre a reta 7, ¢ C e D suas projegdes ortogonais sobre s,
respectivamente. Se E é um ponto entre C e D, e F ¢ a projecdo ortogonal de E sobre 7, a suposicao
de que os pontos de r estdo todos @ mesma distancia de s acarreta que AC, EF e BD t€ém o mesma
medida. Por isso, os tridngulos ACE e AFE sdo congruentes, donde podemos afirmar que os angulos

AEC e FAE sdo congruentes. Raciocinio analogo para os tridngulos BFE e EDB nos levam ao fato



de que FBE e BED sdo congruentes. Dessa forma, a soma das medidas dos angulos do tridngulo
ABE vale BAE + AEB + EBA = FAE + AEB + FBE + EBF= CEA + AEB + BED = n. Dessa forma,
se duas retas forem tais que os pontos de uma equidistam da outra, existe um triangulo cuja soma
dos angulos € m, 0 que ¢ uma contradi¢do. Logo, no plano hiperbdlico, duas retas nunca estdo a uma
mesma distancia. Assim, dados um nimero real w e uma reta 7, a colecdo de pontos cuja distancia

até r € igual a w ndo é um par de retas.

Adiante, provaremos que no plano hiperbdlico duas retas podem ficar arbitrariamente distantes,
mesmo quando ndo se intersectam. Além disso, hd retas que, embora ndo sejam concorrentes,
podem ficar arbitrariamente proximas, isto €, no plano hiperbolico ha retas que sdo assintotas de

retas.



3. Um modelo para o Plano Hiperbdlico

Neste capitulo, forneceremos um modelo para o plano hiperbdlico descrito no capitulo 1 e estudado

no capitulo 2. Esse modelo sera construido a partir de um subconjunto de R?. Definiremos o que sdo

as retas e demais nogdes, as quais verificardo os axiomas listados no primeiro capitulo. Isso
garantird que esse conjunto de axiomas ¢ tdo consistente quanto os axiomas da geometria
euclidiana. H4 vérios modelos para o plano hiperbdlico, dentre os quais destacamos o disco de
Poincaré, que foi utilizado em varias obras do artista holandés M. C. Escher. Neste trabalho,
entretanto, optamos por descrever o modelo do semiplano, também de Poincaré e também usado por

Escher em alguns de seus trabalhos.

3.1. As retas do modelo

Consideremos H? = {(x, y) O R? y > 0}, isto é, o conjunto de pares de nimeros reais com ordenada

positiva. Tal espago serd chamado de plano hiperbdlico e, sempre que fizermos referéncia ao
equivalente euclidiano, frisaremos o fato, como em 'reta euclidiana' ou 'distancia euclidiana' para as

retas e distancias ordinarias do modelo da Geometria Analitica para o plano euclidiano.

Os pontos de H? sdo precisamente os seus elementos. De modo a verificar os axiomas listados no
capitulo 1, precisamos definir que subconjuntos de H? sdo as retas, sob condi¢gdes um ponto esta

entre outros dois e como medir distincias e angulos em H?. Em seguida, vamos verificar que, com

essas defini¢des, todas as condi¢cdes desejadas sdo satisfeitas e, com isso, podemos fazer Geometria

Analitica Hiperbodlica.

Diremos que o conjunto 7 € uma reta de H?* se r for de um dos seguintes tipos:



(i) ¥ = {(x, ) O H?* x = xo}, para certo xo J R, ou

(ii) ¥ = {(x, y) O H% yZ\/pz—(x—xO)z }, para certos xo, p [J R, com p > 0.

Assim, as retas de H? sdo apenas as partes contidas no semiplano superior de retas euclidianas
verticais e de circulos euclidianos com centro no eixo das abscissas. Por exemplo, em H? os pontos
AZ(—\/Z\/E) , B=(0,2) e c=(ﬁ,ﬁ) sdo colineares, pois pertencem a reta s = {(x, y) O H?%

y=v4—x? }, enquanto os pontos D=(1,1) , E=(2,2) e F=(3,3) ndo o sdo, pois, embora D, E e

F pertencam a uma reta euclidiana, essa reta ndo ¢ vertical e o fato de eles estarem em uma reta

euclidiana impede que eles pertengam a um circulo euclidiano e, assim, ndo ha nenhuma reta de H?*

que contenha D, E e F. Dessa forma, temos o tridngulo DEF, mas ABC ndo ¢ um tridngulo.

3.2. Verificacao dos axiomas de incidéncia

E imediato verificar que, definidas dessa forma, as retas de H? satisfazem o primeiro axioma de

incidéncia, pois em cada um dos casos ¢ trivial encontrar pontos de H? que pertencem e pontos que

ndo pertencem a uma reta dada.

Para verificarmos o segundo axioma de incidéncia, tomemos dois pontos A = (xa, ya) € B = (xs, ys)

em H?. Consideremos os dois casos possiveis, comparando as abscissas de A e de B.

caso 1: xa=xgp



Aqui, considere r = {(x, y) 0 H?* x = xa}. Temos que {A, B} [ r, donde ha pelo menos uma reta que

passa por A e B. Como circulos euclidianos que passam por A e B tém centro com ordenada igual a
média aritmética entre ya € ys, que € um nimero positivo, nenhum deles terd centro no eixo

horizontal e, assim, nenhuma reta do tipo (ii) passard por A e B. Além disso, como 7 ¢ a Unica reta

do tipo (i) que contém A e B, fica garantida a unicidade. Portanto, dados dois pontos de H? com

abscissas iguais, existe uma unica reta que os contém.

caso 2: xa = xs

Nenhuma reta do tipo (i) contém A e B, pois, sendo x, # xg, a reta euclidiana que passa por A e B
ndo ¢ vertical. Se (xo, 0) € o ponto de intersecdo da mediatriz euclidiana de AB com eixo das

abscissas, € p ¢ a distancia euclidiana de (xo, 0) a A (e consequentemente também a B), temos que a
reta » = {(x, y) O H% y=\/p2—(x—x0)2 } contém A e B, e ¢ a Unica reta do tipo (ii) com essa

propriedade. Portanto, dados dois pontos de H? com abscissas diferentes, existe uma tnica reta que

0s contém.

3.3. Verificacao dos axiomas de ordem

Passemos a noc¢do de estar entre, que diz respeito apenas a pontos de uma mesma reta. Essa nogao

sera estudada, também, em dois casos. Seja, assim, A, B e C pontos colineares de H* e r a reta que

0s contém.

caso 1: a reta considerada e do tipo (i)

Seja r = {(x, y) 0 H*% x = xo} uma reta de H?, e considere A = (xo, ya), B = (x0, y8) € C = (x0, yc)
pontos distintos de . Nesse caso, dizemos que B esta entre A e C quando ys < yg < yc ou yc < yg <
va. Assim, B estd entre A e C quando B pertencer ao segmento euclidiano vertical AC. A ordem dos
nimeros reais faz com que o primeiro axioma de ordem se verifique diretamente nesse caso, uma

vez que, dados trés nimeros reais, exatamente um deles estd entre os outros dois.



Sejam, agora, A = (xo, ya), B = (x0, v8) pontos de 7, ¢ imediato que, fazendo yc = (ya + y8)/2, vale que
C = (xo, yc) € tal que C esta entre A e B. Se yx <ys, 0 ponto D = (xo, yg + 1) ¢é tal que B estd entre A e
D. Se yg < ya, 0 ponto D = (x, ys/2) € tal que B esta entre A e D, o que verifica o segundo axioma

de ordem para retas do tipo (i).

Se A = (xo, ya) € B = (xo, y8) sdo pontos de 7, com y, < ys, podemos parametrizar o segmento AB por

Y- [)/'A, yB] - [H]zs com Y(t) = (X(), t)'

Os semiplanos com origem na reta » sdo precisamente os conjuntos {(x, y) 0 H?* x <xo} e {(x,y) O

H?; x > xo}. Donde obtemos diretamente que o terceiro axioma de ordem ¢ verificado para retas do

tipo (i), isto é, existem exatamente dois semiplanos com origem em uma reta do tipo (i) em H.

caso 2: a reta considerada e do tipo (ii)

Sejar= {(x,y) O H?% y=y4 2—(x—x0)2 } uma reta de H?, e considere A = (xa, ya), B = (x3, y8) € C
= (xc, yc) pontos distintos de . Sejam 6, = arccos((xa — Xo)/p), Os = arccos((xg — xo)/p) € Oc =
arccos((xc — xo)/p), isto €, 04 ¢ a medida do angulo euclidiano formado pelo eixo das abscissas e pela
reta euclidiana que passa por A e (xo, 0). Nesse caso, dizemos que B esta entre A e C quando 0, < 05
< 0c ou B¢ < B < B4. Mais uma vez, a ordem dos numeros reais, aliada ao fato de a fun¢ao cosseno

ser decrescente em (0, w), garante o primeiro axioma de ordem para esse caso.

Sejam, agora, A = (xa, ya) € B = (xg, ys) pontos de 7, € 04 € 05 como acima. O ponto C = (xy +
p.cos((0a+ 0g)/2), p.sen((0+ 05)/2)) € tal que C esta entre A e B. Além disso, se 64 < 0g, 0 ponto D
= (xo + p.cos((m+ 05)/2), p.sen((w + 05)/2)) € tal que B estd entre A e D. Se 05 <04, 0 ponto D = (x +

p.cos(0s/2), p.sen(Bs/2)) € tal que B esta entre A e D. Dessa forma, o segundo axioma de ordem fica



verificado também para o caso de retas do tipo (i1).

Se A = (xa, ya) € B = (xg, y8) sdo pontos de 7, € 0, € 05 obtidos como descrito acima e tais que 0, <
g, entdo o segmento AB pode ser parametrizado por y : [0a, 03] — H?, com y(f) = (xo + p.cos t,

p.sen t).

Os semiplanos com origem em na reta r sdo precisamente os conjuntos {(x, y) 0 H? (x — x0)* +* <

p*} e {(x,y) O H?% (x — x0)* + y* > p*}, donde obtemos diretamente que o terceiro axioma de ordem é

verificado para retas do tipo (i1).

3.4. Verificacdo dos axiomas de medicio de segmentos

Para a verificacdo dos axiomas de medi¢do, comegaremos por definir comprimentos de curvas em
. . ~ 2 ~
geral e aplicando essa defini¢ao para os segmentos de reta em H?, que sdo as curvas de menor

comprimento que ligam dois pontos dados. Uma vez que as retas do tipo (ii) sdo limitadas no
sentido euclidiano, ndao podemos usar a distancia euclidiana para medi-las. Nao usaremos também a

distancia euclidiana para medir segmentos em retas do tipo (i), pois, relativas a essa distincia, as

semirretas do tipo {(xo, ) 0 H? y <y} séo limitadas. Vejamos uma alternativa adequada.

Se v : [a, b] — H?, com y(¢) = (x(¢), ¥(£)), ¢ uma curva suave (no sentido regular do Calculo), e

representando por x'(¢) € y'(¢) as derivadas de x(¢) e y(¢), definimos o comprimento hiperbdlico de y

por

cl=| J R

Uma manipulag¢do direta mostra que a defini¢do acima independe da parametrizagdo de y. Para
curvas suaves por partes, definimos o comprimento como a soma dos comprimentos de suas partes.

Por exemplo, o segmento de reta que liga os pontos P = (0, 1) e Q = (0, 2) pode ser parametrizado

[N2 12
0°+1 dt): f%d;:

por B(¢) = (0, ¢), com 1 <¢<2 e, portanto, seu comprimento vale c(p) = ( f —



log 2, enquanto o segmento de reta que liga os pontos Q = (0, 2) e R = (0, 3) tem comprimento

log(3/2), isto ¢, Q ndo é o ponto médio de PR em H? Tal ponto médio deve ser M = (0, m), com 1 <
1 1 L, =

m < 3 tal que f;dt=510g3 ,isto &, M= (0, v3 ).

Mais geralmente, para A = (xo, ya) € B = (xo, y8) em H?, com ya < yp, uma parametriza¢do para o

segmento AB € B(¢) = (xo, f), com ys < ¢ < yg, donde obtemos que vale d(A, B) = |log(ys / ya)|.
Assim, podemos afirmar que a medida de um segmento de reta do tipo (i) ndo depende da abscissa

dos pontos envolvidos. O comportamento do logaritmo quando o logaritmando tende a 0 ou a mais

infinito garante que, com essa maneira de medir segmentos, retas do tipo (i) sdo ilimitadas em H?

Calculemos, agora, a medida de AB quando esse segmento ndo esta contido em uma reta do tipo (i).

Se A = (xa, ya) € B = (x5, y8) , com x4 # x5, vimos que o segmento AB pode ser parametrizado por

2 2.2 2
X4=XpTV,47VB
2(xA—xB)

encontrado observando-se que o ponto (xo, 0) deve estar na mediatriz euclidiana do segmento

y @[04, 0] — H? com y(7) = (xo + p.cos t, p.sen t), onde x,= , esse valor pode ser

euclidiano de extremidades A e B. O valor de p ¢ a distancia euclidiana entre (xo, 0) ¢ A. Temos,
assim, que Y'(f) = (—p.sen t, p.cos t) e, portanto, o numerador do integrando que define o

comprimento de AB vale p. Esse comprimento sera calculado pelo modulo da integral

p _ (L
J‘p.sentdt_ JQsentdt'

Observe aqui que, assim como no caso (i), a medida de segmentos de reta do tipo (ii) também fica
invariante se deslocarmos o segmento de reta mantendo as ordenadas de A e B, pois esse

movimento ndo altera os valores de 0, e 05 correspondentes. Assim, translacdes horizontais nao

alteram medidas de segmentos de reta em H?.

1+cost
sent

1 . .
Como f@dt = log )+C , obtemos que o comprimento do segmento AB ¢ igual ao

, , Yp PTX 4~ X . .
modulo do niimero log|—.————| . Essa formula se reduz aquela encontrada para segmentos
Vi PTXp=X,

de reta do tipo (1) se consideramos xs = xg. Com isso, temos como determinar a distancia entre dois



pontos quaisquer de H?.

Por exemplo, para os pontos P = (-1, 1) e Q = (1, 1), temos xo = 0 ¢ p = /2 . Assim, podemos

2+(—1)-0 _
calcular o comprimento de PQ por (log (%\F\/Ei——l—)())) = 2.log(l1 + V2 ). Pela observagio

sobre translacdes horizontais, podemos afirmar que, para A = (3, 1) e B = (5, 1), obtidos de P e Q
por translagdo horizontal de duas unidades, vale d(A, B) = 2. log(1 + V2 ). A mesma observagio
sobre o comportamento do logaritmando feito sobre o carater ilimitado das semirretas do tipo (i)

pode ser aplicada no caso (ii).

Com as parametrizagdes dos dois tipos de segmentos de reta, obtivemos formulas para determinar

distancia entre dois pontos quaisquer de H?, a qual é um nimero ndo negativo e uma rapida olhada

nas formulas confirma que, para pontos distintos, esse numero nunca ¢ zero. Portanto, o primeiro
axioma de medi¢do de segmentos esta verificado. O segundo e terceiro axiomas de medicdo de

segmentos também serdo verificados em dois casos.

caso 1: areta ¢ do tipo ().

Seja r = {(x, y) O H? x = x,}. Considere a fun¢io y : » — R dada por y(xo, ¥) = log y. Temos que y

¢ um sistema de coordenadas para 7, pois, para A = (xo, ya) € B = (xo, y8), vale |y(B) — w(A)| = |log ys

—log ya| = d(A, B), o que verifica o segundo axioma de medicdo de segmentos para retas do tipo (i).

Agora, se A = (xo, ya), B = (X0, y8) € C = (X0, yc) sdo tais que B estd entre A e C, e verdade que ys
esta entre y4 e yg €, pelo crescimento da fungdo logaritmica, log yg estd entre log ya e log yc, 0 que

verifica o terceiro axioma de medicao de segmentos para retas do tipo (i).

caso 2: areta ¢ do tipo (ii).

Seja r={(x,y) O H% y=vp2—(x—x0)2 } uma reta de H?. Considere a fungdo vy : » — R dada por

y(x, y) = log((p + x — x0)/y). Para A= (xa, ya) U 7; vale y(A) = log((p + xa — x0)/ya) = log(p/ya + (xa—
Xo0)/ya) = log(csc 04 + cot 04), onde 04 = arccos((xa — xo)/p). Como a fungdo que associa A a 0, €

uma bijecdo entre » ¢ (0, m) e a fungdo que associa 6 ao nimero log(csc 6 + cot 6) € uma bijecao

entre (0, ) e R, temos que y, como composicdo dessas das duas, ¢ uma bije¢ao entre r ¢ R. Além



disso, para A = (x4, ya) € B = (xs, yg), vale que |y(A) — y(B)| = |log((p + xa — X0)/ya) — log((p + xs —

yp prx,—x

. = d(A, B). Assim, y ¢ um sistema de coordenadas para . Dessa
Va4 PTXp=X,

forma, o segundo axioma de medicdo de segmentos ¢ valido para retas do tipo (ii).

Pela defini¢ao de estar entre, se A, B e C sdo pontos da reta 7, ¢ verdade que 0p esta entre 64 € Oc.
Como a fung¢do que associa 6 ao numero log(csc 8 + cot 8) ¢ monotona (veja que sua derivada vale
csc 6 > 0, para 0 entre 0 e . Portanto, se 05 esta entre 0,4 € O¢, vale que y(B) estd entre y(A) e y(C),

o que verifica o terceiro axioma de medicao de segmentos também para o caso (ii).

Assim, a maneira de calcular distancia entre dois pontos dada pelas féormulas obtidas nessa secao
verifica os trés axiomas de medi¢do se segmentos em geral. Podemos usar qualquer multiplo dessa

distancia e obter resultados andlogos, isto ¢, as formulas dadas ndo s3o as unicas que colocam em

H? uma métrica que tem as propriedades desejadas no capitulo 1.

3.5. Verificaciao dos axiomas de medi¢ao de aAngulos

Para a medicao de angulos, observemos inicialmente que duas retas do tipo (i) sdo sempre paralelas

e, portanto, os angulos em H? sdo apenas de dois tipos: quando as semirretas envolvidas sdo do tipo

(i1), e quando uma semirreta envolvida e do tipo (i) e outra do tipo (ii).

Seja » uma reta do tipo (ii). Considere A = (xa, ya) € B = (xp, yg) pontos distintos de 7 € 64, 65 como
definido anteriormente. A guia da semirreta Sap serd a semirreta euclidiana com origem em A e com
vetor diretor v, onde v = (—sen 04, cos 04), se 04 < 0, € v = (sen 04, cos 04), se 65 > 05. A guia de
uma semirreta do tipo (ii) em H? é, dessa maneira, a semirreta euclidiana que ¢ tangente ao circulo

euclidiano que contém essa semirreta, cujo ponto de tangéncia ¢ exatamente a origem da semirreta e

cujos pontos sdo 0s mais proximos da semirreta dada.



Se » e uma reta do tipo (i), ¢ AB [ 7, entdo a guia da semirreta Sxg coincide com a semirreta
euclidiana de origem em A e que contém AB. A medida de um angulo em H? ¢ definida como a
medida do angulo euclidiano formado pelas guias das semirretas do angulo dado. Como cada
semirreta possui uma guia, cada dngulo de H? tera uma medida. Essa medida s6 serd zero quando

as guias das semirretas coincidirem, isto €, quando as semirretas coincidirem, isto é, quando o

angulo for nulo. Com isso, o primeiro axioma de medi¢do de angulos fica verificado.

Fixada uma reta 7, os pontos P ¢ B em 7, ¢ um semiplano com origem em 7, podemos associar cada
semirreta nesse semiplano e com origem em P ao angulo euclidiano que sua guia forma com a
semirreta Spg. Se consideramos todas essas semirretas e os numeros de [0, 7], essa associagdo ¢
claramente bijetiva e, portanto, ¢ um sistema de coordenadas como o requerido no segundo axioma

de medi¢ao de angulos.

3.6. Verificacao do axioma das paralelas

Seja r = {(x, y) O H?% x = x,} uma reta do tipo (i) € A = (xa, y») um ponto tal que A [ ». Nesse caso,

vale x5 # X0 €, portanto, a reta s = {(x, y) O H?* x = xo} contém A e ndo intersecta . Além disso, a

2 (._ .2
reta £ = {(x, y) 0 H% Y=NP (x Yc ) }, onde (xc , 0) € a interse¢do do eixo das abscissas com a

mediatriz euclidiana de A e (xo, 0) ¢ tal que A [ ¢, e r e t s@o paralelas. Com isso, temos a

verificacao do axioma das paralelas do plano hiperbodlico para o caso de retas do tipo (i).



_ 2 (. \
Por outro lado, se r € do tipo (ii), temos r = {(x, y) O H% Y=NP (x XO) } e se A U r, considere s
Z\/wz—(x—x )2
= {(x,y) O H% Y 0) '}, onde w ¢ a distancia euclidiana entre (xo, 0) e A. Nesse caso, s

contém A e ndo intersecta . Para a reta ¢ = {(x, y) O H? Y VZZ_(x_xl)z }, onde (x1, 0) € o ponto
de encontro do eixo das abscissas com a mediatriz euclidiana entre A e (xo — p, 0) € z ¢ a distancia
euclidiana entre A e (x, 0), temos que A [ ¢, e r e ¢ sdo paralelas. Com isso, temos a verificagdo do
axioma das paralelas para retas do tipo (ii), o que encerra a verificagdo geral e consolida o modelo

do plano hiperbdlico desenvolvido no capitulo.

No proximo capitulo, retornaremos a alguns resultados desenvolvidos no capitulo 2, consolidando-

os a luz do modelo apresentado aqui, e forneceremos outras propriedades do plano hiperbolico.



4. Outros fatos sobre o plano hiperbdlico

Neste capitulo, usaremos o modelo para o plano hiperbolico descrito no Capitulo 3 para reforcar
alguns dos fatos que foram provados no Capitulo 2 e obter novos resultados, dentre os quais

destacamos uma formula para a drea de tridngulos e a ideia de tridngulos “magros”.

4.1. Area de tridngulos no plano hiperbélico

Fixado o namero real 0, com 0 < 0 < 7/2, considere Ry = {(x, y) O H* 0<x<cos0e yZ\/l—xz },

a qual consiste da regido do plano hiperboélico limitado por uma semirreta Sac, de origem em A = (0,
1), uma semirreta Sgp, de origem em B = (cos 0, sen 0), e pelo segmento AB. Temos que o angulo

CAB ¢ reto, enquanto o angulo ABD mede 6. A area dessa regido, dada a forma de medir segmentos
. 1

em H? apresentada no Capitulo 3, pode ser encontrada por A(;:f f —dydx . Uma vez que
y

1 1 1
f ?dy:ﬁ , temos Ang mdx = arcsen(cos 0) = /2 — 0.

P
0

Fixados os nimeros reais o e B, com 0 < a, B < /2, considere, agora, a regido Rqp = {(x, y) 0 H* —

cosa<x<cosfPe yzx/l—xz }. Se considerarmos a semirreta Sy, com A = (0, 1) e B = (0, 2),

temos que Sap divide R, em duas regides, uma das quais ¢ Rg € a outra tem a mesma area que R,.



Assim, a area de R,p vale A, =R, + Ry = (/2 — o) + (/2 — B) = — (o + B). Podemos ver Ry como

Rzr0, de modo que, substituindo o por /2 nessa ultima féormula, obtemos a féormula a area de Ry.

Sendo > n/2 e a tal que a + B <. Considere A e B os vértices de R,, com angulo reto em A, e seja
C um ponto entre A e B tal que, sendo D um ponto de mesma abscissa que C e ordenada maior, a
semirreta Scp forma com Scg um angulo de medida . Temos que a medida de DCA é m — B e,
portanto, ¢ menor que m/2. Assim, sendo R, a regidao do plano hiperbolico limitada por Sag, , por AB
e por Sgr, temos que a regido limitada por Scp, por BC e por Sgr tem drea igual a A, — Az _p, isto &,
valen/ 2 —a— (/2 — (n — B)) = — (a0 + B), de modo que a férmula para A, vale mesmo que § >

/2.

Agora, sejam A = (1, 0), B = (cos B, sen B), com 0 < <m/2 e C = (cos B, yc), com yc > sen .
Temos que se o, B e v sdo as medidas dos angulos do tridngulo ABC nos vértices A, B e C,

respectivamente, a area de ABC pode ser calculada por Ay — Arrary. Dessa forma, a area do

T

tridangulo ABC vale (E_ B ) -

n—((%—a +(7r—y))) —n—(a+B+y)

<,

ul

Com isso, obtemos que, no plano hiperbolico, os tridngulos ndo podem ter area arbitrariamente
grande, tendo essas dreas o nimero T como cota superior. Além disso, quanto menor for a area do

triangulo do plano hiperboélico, mais a soma dos seus angulos se aproxima de .

4.2. Circulos

Fixado o ponto C = (0, 1) 0 H?, vimos que a distancia de C a qualquer ponto da forma (0, b) ¢é igual

a |log b|, donde concluimos que, fixado R > 0, os pontos da reta ro = {(x, y) O H?* x = 0} cuja

distancia a C é igual a R sdo precisamente os pontos (0, €*) e (0, e®). Se P = (x, y) ndo é um ponto



de ry, temos x # 0, de onde obtemos que a reta que passa por P e C estd contida num circulo
euclidiano com centro da forma (a, 0). Sabendo que esse ponto equidista euclidianamente de P e C

e, portanto, obtemos a = (x* +y* — 1) / 2x, conforme discutido no Capitulo 3. A distancia euclidiana

de (a, 0) a (0, 1) ¢, portanto, p=\/ a’>+1 . Usando a férmula obtida no Capitulo 3, a distdncia entre

. Se consideramos os

+1— +1—
x, y) e (1, 0) vale log L L4 , isto ¢, € igual a log y.u
p—a

1 p+0—a
pontos P cuja distancia a (0, 1) € igual a R, teremos um circulo euclidiano de centro (0, cosh R), que

¢ o ponto médio entre (0, €*) e (0, ™), e raio igual a senh R. Dessa forma, circulos no plano
hiperbolico sdo modelados por circulos euclidianos contidos em H?. Essa informagdo ndo contradiz
o que discutimos no Capitulo 2 sobre inscritibilidade de tridngulos no plano hiperbdlico, pois,

apesar do fato de que por quaisquer trés pontos ndo euclidianamente colineares de H? passa um

circulo euclidiano, esse circulo pode ndo estar totalmente contido no semiplano superior e, portanto,

nao ¢ um circulo do plano hiperbdlico. Além disso, pontos que estao euclidianamente alinhados em
H?, mas ndo possuem a mesma abscissa, ndo sdo pontos colineares no plano hiperbolico e, uma vez

que ndo ha nenhum circulo euclidiano que os contém, esses pontos também ndo pertencem a um
mesmo circulo. Por exemplo, os pontos (0, 1), (2, 1) e (3, 1) ndo sdo colineares € nem pertencem a

um mesmo circulo, 0 mesmo ocorrendo para os pontos (1, 1), (2, 2) e (3, 3).

Assim, no plano hiperbodlico, o circulo de centro (0, 1) e raio R pode ser parametrizado por vy : [0,

2n] — H? com y(f) = (a.cos t, cosh R + a.sen f), onde a = senh R. Dessa forma, o comprimento

1
desse circulo pode ser calculado por f mdﬁ = f mdl , onde w = coth R. Essa

T
integral vale m . Com isso, obtemos que, no plano hiperbdlico, o comprimento de um circulo

de raio R vale 2@.senh R.

Dessa forma, concluimos que a razao entre o comprimento ¢ o didmetro de um circulo no plano

hR
hiperbolico vale 7 Se’;

, a qual ndo ¢ constante. Essa razdo fica arbitrariamente grande a medida
que o raio do circulo cresce, e se aproxima de w & medida que o raio do circulo tende a 0, de modo
que circulos de raio pequeno no plano hiperbdlico tem comportamento semelhante aos seus
correspondentes do plano euclidiano. Essa formula para o comprimento de um circulo, que envolve

a fun¢do seno hiperbolico, refor¢a o nome que escolhemos — o plano hiperbolico.



Um célculo semelhante ao feito na secdo anterior nos permite determinar a area de um circulo de
raio R no plano hiperbolico, a qual vale 4m.senh*(R/2). Assim, os circulos do plano hiperbdlico
podem ter 4reas arbitrariamente grandes, mas o mesmo ndo ocorre com os triangulos. De fato, a
area de um tridngulo ¢ sempre menor que m e, portanto, para um circulo de raio R, a area de um
triangulo que lhe ¢ inscrito ocupa uma fragdo da area do circulo que fica cada vez menor a medida

que R cresce, independente da posi¢ao dos vértices do triangulo.

Além disso, como os tridngulos do plano hiperbdlico ndo podem ter area muito grande, os circulos
que estdo inscritos em um triangulo tém raio limitado. Uma vez que a area do circulo que tangencia
os lados do triangulo deve ser menor que @, o raio R de um circulo inscrito em um tridangulo do
plano hiperbdlico deve satisfazer 4n.senh’(R/2) < m, isto ¢, senh(R/2) < 1/2. Dessa forma, circulos
que “cabem” dentro de tridngulos t€m, necessariamente, raio menor que metade de arcsenh(1/2).
Isso sugere que, além de ndo terem area arbitrariamente grande, os tridngulos do plano hiperbélico,
embora eventualmente com vértices muito distantes, t€ém lados que ficam préximos com um certo
controle. Isso quer dizer que podemos encontrar um certo nimero 4 €, sem nos afastarmos mais que
k de dois dos lados de um triangulo, podemos atingir qualquer ponto do outro lado. Essa nocao sera

precisamente estabelecida adiante.

4.3. Curvas equidistantes

Fixada a reta r = {(x, ) 0 H?* x = 0} e dado um namero real ¢ > 0, determinaremos quais s3o os

pontos de H? cuja distancia a r é igual c. Para tanto, consideremos o ponto P = (x, y) e calculemos a

distancia entre P e » Como todo os circulos euclidianos com centro em (0, 0) intersectam r
perpendicularmente, temos que o ponto de » mais proximo de P é exatamente aquele obtido da

interse¢ao de » com um circulo euclidiano de centro (0, 0) e que passa por P. Assim, a distancia

entre P e » ¢ a distancia entre P = (x, y) e o ponto Qz(o,x/ x2+y2). Usando a formula

Yp Pig =y

log
Yo. PTXp=X,

, para xo = 0 ¢ pz\/ x*+y? , obtemos que d(P, r) ¢ igual ao modulo de

y Vaity? | y Yk
= log —
X

lo . . Fazendo d(P, r) = k, obtemos ———  ~€¢ ou
s VxZ x4y Tyt (- W+X



Y _ _—k ) ] — i ,
i =e ~  isto &, ek(\/x2 +y? +x)=y ou e yZ\/x2 +y? +x . Como y e k sdo niimeros
x° T +x

.. ~ ~ . e
positivos, essas equagdes sdo equivalentes a y = myx € y = —myx, para m k:E . Dessa forma, o

conjunto de pontos que equidistam de uma reta dada é um par de semirretas euclidianas com origem
em (0, 0) e simétricas em relagdo a ». Esse conjunto ¢ chamado de curva equidistante de r com
distancia k. Cada uma das semirretas euclidianas que compdem uma curva equidistante ¢ chamada
de ramo dessa curva. Isso reforca o que discutimos no Capitulo 2, quando demonstramos que esse
conjunto ndo ¢ formado por duas retas no plano hiperbolico. Assim, pontos que pertencem a uma
reta euclidiana ndo horizontal e nem vertical ndo sdo colineares € nem pertencem a um mesmo

circulo e, nesse caso, pertencem a uma curva equidistante de uma reta.

Se denotarmos por vi(r) o conjunto de pontos cuja distancia a » é £ ou menos, isto €, fazendo vi(r) =
{P; d(P, r) < k}, temos que w(r) é exatamente a regido de H* limitada pelas retas euclidianas de

equagdes y = myx e y = —myx. Dado um circulo euclidiano com centro no eixo das abscissas e que
passa por (0, 0), sempre havera pontos desse circulo, diferentes de (0, 0), que pertencem a vi(r),
independente de £ Além disso, qualquer reta do tipo (i) tera pontos em vi(r). Assim, no plano
hiperbolico, ha retas que nao intersectam r e cujos pontos podem ser tomados arbitrariamente
proximos de 7, isto ¢, no plano hiperbdlico, ha retas que sdo assintotas de retas. Além disso, para
qualquer k, temos que, excetuando-se 7, nenhuma reta esta contida em v(7), isto é, os pontos de
qualquer reta s # » podem ficar arbitrariamente distantes de . Se um circulo euclidiano com centro
no eixo das abscissas nao intersecta » ¢ também nao passa por (0, 0), havera uma semirreta do tipo y
= myx que lhe ¢ tangente. Assim, duas retas que ndo se intersectam e ndo sdo assintotas possuem

uma menor distancia entre elas, a qual ¢ atingida apenas uma vez.

4.4. Horocirculos

No plano hiperbolico, trés pontos A, B e C podem pertencer a um mesmo circulo euclidiano ou a
uma mesma reta euclidiana. No primeiro caso, se todos os pontos desse circulo tiverem ordenada
positiva, vale que A, B e C pertencem a um mesmo circulo. Se o centro desse circulo estiver no eixo
das abscissas, os pontos A, B e C sdo colineares. Se o centro ndo estiver no eixo das abscissas € esse
circulo intersectar esse eixo em dois pontos, temos que A, B e C pertencem a um ramo de curva

equidistante da reta que € o circulo euclidiano com diametro nos dois pontos de intersecdo. Resta



observar que tipo de curva é aquela formada se o circulo euclidiano que contém esses pontos €
tangente ao eixo das abscissas. No segundo caso, isto é, quando A, B e C sdo euclidianamente
colineares, se a reta euclidiana que os contiver for vertical, temos que A, B e C s3o colineares. Se
essa reta € nao vertical e corta o eixo das abscissas, temos que A, B ¢ C pertencem a um ramo da
curva equidistante que consiste da reta vertical que passa pelo ponto de interse¢do. Resta identificar

0 caso em que a reta euclidiana que contém A, B e C ndo intersecta o eixo das abscissas.

Seja P = (xo, yo) um ponto do plano hiperbolico e considere a reta r = {(x, y) 0 H?* x = x} que

contém P. Os circulos que contém P e tém centro C = (xo, yc) U  também passam por D = (x, yp),
onde yc® = yoyp. Analisemos o que ocorre com esses circulos quando o centro se afasta de P. Ha dois

casos a serem estudados, dependendo de yc ser menor ou maior que y.

A medida que yp tende a 0, os circulos que passam por P e D e tém centro com abscissa x, ficam
cada vez mais proximos do circulo euclidiano que passa por P e (xo, 0), isto é, a curva limite de
circulos que passam por P, a medida que o centro se distancia de P, nesse caso, ndo € uma reta e nem

¢ um circulo do plano hiperbodlico.

A medida que yp tende a +oo, 0s circulos que passam por P e D e tém centro com abscissa x, ficam
cada vez mais proximos da reta euclidiana que passa por P e € paralela ao eixo das abscissas, isto €,
a curva limite de circulos que passam por P a medida que o centro se distancia de P, nesse caso, nao

¢ uma reta e nem um circulo do plano hiperbélico.

Nos dois casos, essa curva limite é chamada de horocirculo que passa por P. Se observamos o
comportamento dos horocirculos quando a reta » for do tipo (ii), veremos que, nos dois casos, ele

consiste de um circulo tangente ao eixo das abscissas.

Assim, concluimos que trés pontos do plano hiperbdlico sempre pertencem a uma mesma reta, ou a
um mesmo circulo, ou a um mesmo ramo de curva equidistante, ou a um horocirculo, sem que duas
dessas possibilidades ocorra simultaneamente. Além disso, a intersecao de duas figuras desses tipos

consiste de, no maximo, dois pontos.

No plano hiperbolico, por exemplo, os pontos (0, 1), (0, 2) e (0, 3) sdo colineares; os pontos (0, 1),
(1, 2) e (0, 3) pertencem a um mesmo circulo; os pontos (0, 1), (1, 2) e (2, 3) pertencem a um
mesmo ramo de uma curva equidistante; e os pontos (0, 1), (1, 1) e (2, 1) pertencem a um mesmo

horocirculo.



4.5. Triangulos ideais e tridAngulos magros

Os pontos do eixo das abscissas ndo pertencem ao plano hiperbdlico, mas, apesar disso, dados dois
pontos A = (xa, 0) € B = (x5, 0), existe um Unico circulo euclidiano com centro no eixo das abscissas
e que contém A e B. O mesmo ocorre se A = (xa, 0) € B = (xp, y8), com ya # ys. Se A= (xa, 0) e B=
(xa, ys) entdo ha uma tUnica reta euclidiana vertical que passa por A e B. Assim, se incluirmos os
pontos com abscissa 0 e mantivermos as retas do modelo, o novo conjunto satisfaz os axiomas de
incidéncia. Nesse caso, retas do tipo (ii) possuem extremidades, os quais sdo chamados de pontos
ideais do plano hiperbolico. Para que as retas do tipo (i) possuam também extremidades,
acrescentaremos um ponto ideal .., com a propriedade que todas as retas do tipo (i) passam por ..

Com esse acréscimo, os axiomas de incidéncia valem, ainda que os pontos envolvidos sejam ideais.

Se ampliarmos a defini¢do de guia de uma semirreta também para o caso em que ela tem origem
num ponto ideal, a guia de qualquer semirreta ¢ uma semirreta vertical e, portanto, o angulo que
duas retas que compartilham uma extremidade formam ¢ igual a 0. Assim, os tridngulos com trés
vértices ideais sdo conjunto de trés retas que compartilham, duas a duas, uma extremidade.
Portanto, os tridngulos com trés vértices ideais t€ém soma dos angulos igual a 0 e sua area,

considerando o que fizemos na primeira secao, ¢ igual a 7.

Sejam A = (0, 0), B = (1, 0), e considere » ¢ s as retas com extremidades em A ¢ I, ¢ B ¢ L.,
respectivamente. Para cada numero real &, vale que as curvas equidistantes de 7 ¢ s a uma distancia
k se encontram em um ponto de abscissa 1/2 e ordenada m,/2. Para que a unido de vi(r) com vi(s)

contenha a reta com extremidades A e B, € necessario e suficiente que my/2 = 1/2, isto €, m; = 1.

Assim, temos a equacao %121 , cuja solugdo positiva € k=log ( 1 +\/§) .
e

Assim, para um tridngulo de vértices ideais no plano hiperbolico, se tomarmos vizinhancas de dois
dos lados com distancia igual a log ( 1 +\/§) , 0 outro lado estard contido na unido dessas

vizinhangas. Se considerarmos tridngulos propriamente ditos, 0 mesmo ocorre.

Dado o nimero real 6 > 0, o tridngulo ABC ¢ dito ser d-magro se, tomados os pontos que distam



ou menos de dois dos lados de ABC, o outro lado fica automaticamente incluido. No plano
hiperbolico, portanto, para qualquer nimero fixado ¢ Zlog(l +\/§) , todo tridngulo ¢ 6-magro. No

plano euclidiano, para qualquer 6 > 0, existe um tridngulo que nao ¢ 6-magro.



Consideracoes Finais

Os fatos aqui demonstrados sobre o plano hiperbodlico naturalmente nao encerram toda a sua
abrangéncia. De fato, no plano hiperbdlico héd equivalentes ao Teorema de Tales, com um feixe de
horocirculos paralelos fazendo as vezes de feixe de retas, ao Teorema de Pitagoras, a Trigonometria
e podemos fazer equivalentes de praticamente tudo que estudamos no plano euclidiano. Além disso,
assim como ha a Geometria Euclidiana Espacial, podemos fazer ajustes nos axiomas para trabalhar

com o espago hiperbdlico tridimensional, com as nog¢des de horoesferas e tetraedros ideais, por
exemplo. Mais ainda, podemos fazer modelos para H” dentro de R”, para qualquer »n natural,

gerando uma série de exemplos.

A ideia desse trabalho foi fornecer uma introdug@o aos espacos hiperbdlicos de forma precisa, mas
com o minimo de tecnicalidade, apresentando as principais ideias, que podem ser aprofundadas
com mais tecnicalidade, embora alguns conhecimentos especificos de Geometria Diferencial sejam

necessarios.
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