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RESUMO

Atualmente tem-se percebido uma grande dificuldade em atrelar os
conteudos matematicos ao cotidiano e estimular os alunos para as aulas.
Diante disso percebe-se que demonstrar as fascinantes descobertas do
Triangulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci ao longo dos anos e
suas diversas facetas podem despertar os jovens para um olhar
investigativo e curioso, quebrando as barreiras existentes no

ensino/aprendizagem de matematica.

O objetivo deste estudo foi investigar algumas propriedades e suas
demonstracdes existentes no Triangulo de Pascal e na Sequéncia de
Fibonacci. Devido ao intrigante assunto escolhido e a pouca exploracao
nos livros didaticos consultados, abrimos leques de possibilidades para

expans&o do tema como: Fractais, Sequéncia de Lucas e Raz&o Aurea.

Para sugestfes aos docentes, ha na pesquisa aplicacdes para a sala de
aula sobre os temas aqui mencionados, vale ressaltar que o conteudo
relacionado as aplicacdes da Sequéncia de Fibonacci e Razdo Aurea é

espetacular.

E como dizia Aristételes: Os filésofos que afirmam que a Matematica ndo
tem nada a ver com a Estética, estdo seguramente errados. A Beleza é de

fato o objeto principal do raciocinio e das demonstracdes matematicas.

Palavras-chaves: Triangulo Aritmético, Pascal, Fractais, Fibonacci, Raz&o

Aurea.



ABSTRACT

There has been a great difficulty in mathematical content to everyday life
and to stimulate students to classrooms. From this we can see that
demonstrating the fascinating of the Pascal Triangle and the Fibonacci
Sequence to the over the years and its many facets can awaken young
people for an investigative and curious look, breaking the barriers in
mathematics teaching / learning.

The objective of this study was to investigate some properties and their
demonstrations in the Pascal Triangle and the Sequence of Fibonacci.
Due to the intriguing subject chosen and the few in the textbooks we
consulted, we possibilities for expansion of the theme as: Fractais,
Sequence of Lucas and Golden Ratio.

For suggestions to teachers, there are in the research room applications
about the topics mentioned here, it is worth mentioning that the content
related to the applications of the Fibonacci Sequence and Golden Ratio is
spectacular.

And what about Aristotle: 'The philosophers who claim that mathematics
has nothing to do with Aesthetics, are surely wrong. THE Beauty is in fact

the main object of reasoning and mathematical demonstrations'

Keywords: Arithmetic Triangle, Pascal, Fractais, Fibonacci, Golden Ratio.
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Capitulo 1

O Triangulo de Pascal

Dedicamos o primeiro capitulo a Histéria, ao longo dos séculos, sobre Triangulo de
Pascal, a Relacao de Stifel, que facilita sua construcao, e o Teorema das linhas: A poténcia

de base 2, o Teorema das colunas e o Teorema das diagonais.

1.1 Um pouco da historia...

Esse Triangulo impressionante que iremos destacar no presente trabalho possui muitos
nomes nas diferentes partes do mundo, e como em véarias descobertas matematicas alguém
que nao foi seu descobridor leva a fama. Os chineses o chamam de Triangulo de Yang
Hui, os italianos o chamam de Triangulo de Tartaglia e encontramos outras denominagoes
como Triangulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Triangulo Aritmético ou Triangulo
Combinatorio, para nés vamos chama-lo como os franceses: Triangulo de Pascal. Ele tem
diversas finalidades na matematica, como a determinacao de probabilidades, a anélise
combinatoria e na algebra. Vale ressaltar que as descobertas foram aperfeicoadas através
dos séculos, por varios matematicos, ou seja, as mesmas propriedades matematicas foram
retomadas, variando de acordo com o matematico, origem e época. Nossa pesquisa agrupa

algumas dessas descobertas, comprova as propriedades e teoremas através de demon-

15
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stracoes matematicas e leva ao fascinio dos fractais apresentado no Triangulo de Pascal
através dos multiplos de 2, 3, 4, 5 e alguns nimeros primos. Essa periodicidade e as-
sociacao com varios conteidos matematicos nos mostra que pouco sabemos e que muito
temos que pesquisar sobre essa maravilha com miultiplas personalidades. E quem sabe
se teremos sorte e durante nosso percurso descobriremos novos padroes ou novas pro-

priedades...

1.2 Blaise Pascal x Triangulo de Pascal

Figura 1.1: Blaise Pascal (1623-1662), Fonte: http://radeisis.blogspot.com.br/2011/06/blaise-pascal-
vida-e-obra.html, em 14/01/2017.

Blaise Pascal foi um génio matemaético de alto quilate, nasceu na provincia francesa de
Auvergne em 1623 e muito cedo revelou aptidao para a matematica. Era fragil fisicamente,
assim era mantido em casa. Seu pai, Etienne Pascal, também Matematico, decidiu ainda
que a educacao do filho deveria ser somente no estudo de linguas, nao concluindo nada,
portanto, de matematica. Mas isso provocou em Blaise muita curiosidade, fazendo com
que indagasse de seu preceptor, Desargues!, sobre a natureza da geometria. O preceptor
informou-lhe que a geometria era o estudo das figuras exatas e das propriedades de suas
diferentes partes. Estimulado por essa descrigao e pela objecao do pai, ele abandonava seu
tempo de recreio e, escondido, em poucas semanas, descobriu por conta propria muitas

das propriedades das figuras geométricas, em particular a de que a soma dos angulos

LGerard Desargues, matemético francés, 1591 - 1661
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de um triangulo é igual a um angulo raso. Quando seu pai chegou até ele um dia e
o viu em suas atividades geométricas, ficou tao feliz com a capacidade do garoto que
resolveu presented-lo com um exemplar dos Elementos de Euclides?, que o jovem Pascal
leu avidamente e logo dominou. Aos 14 anos, Pascal comecou a acompanhar o seu pai nas
reunioes de um grupo de matematicos franceses. Aos dezoito anos e com o objetivo de
ajudar o pai na tarefa de cobrar impostos, Pascal inventou a primeira maquina de calcular,
chamada Pascalinne para levar a cabo o processo de adigao e subtragao, e posteriormente
organizou a producao e comercializagao destas maquinas de calcular (que se assemelhava
a uma calculadora mecanica dos anos 40). Pelo menos sete destes ”computadores”ainda
existem; uma foi apresentada a rainha Cristina da Suécia em 1652. Pascal se dedicou
também a filosofia e a fisica. Nao diminuindo suas descobertas, mas a parte que mais
nos chama a atencao é a que Pascal estudou e demonstrou no trabalho do ”Triangulo
aritmético”, publicado em 1654, diversas propriedades do triangulo e aplicou-as no estudo
das probabilidades. Antes de Pascal, j& Tartaglia® usara o triangulo nos seus trabalhos e,
muito antes, os matematicos arabes e chineses ja o utilizavam. Este famoso triangulo que
se pode continuar indefinidamente aumentando o niimero de linhas, trata-se de um arranjo
triangular de nimeros em que cada nimero é igual a soma do par de nimeros acima
deles. O triangulo de Pascal apresenta inimeras propriedades e relacoes, por exemplo,
”as somas dos nimeros dispostos ao longo das diagonais do triangulo geram a Sucessao de
Fibonacci”. Pascal escreveu uma monografia de 60 paginas sobre o Triangulo Aritmético,
denominada por Traité Du triangle arithmétique, e publicada postumamente em 1665.
Em correspondéncia com Fermat?, durante o Verao de 1654, Pascal estabeleceu os
fundamentos da Teoria das Probabilidades. O seu ultimo trabalho foi sobre a Cicldide - a
curva tracada por um ponto da circunferéncia que gira, sem escorregar, ao longo de uma
linha reta. Durante esse ano desinteressou-se pela ciéncia; passou os iltimos anos da vida
a praticar caridade e decidiu dedicar-se a Deus e a religiao. Faleceu com 39 anos devido

a um tumor maligno que tinha no estomago se ter estendido ao cérebro.

2Euclides de Alexandria, matematico grego, 330a.C.
3Niccold Fontana, matematico Italiano, 1500 - 1557
4Pierre de Fermat, matemético francés, 1601 -1665
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Figura 1.2: Traité Du triangle arithmétique Blaise Pascal, Fonte: livro baixado da internet

1.3 Asdiversas caras do Triangulo Numérico ao longo
dos séculos

Além das obras atuais, existem referéncias ao Triangulo Aritmético e suas propriedades,
que podem ser encontradas em obras antigas escritas por matematicos indianos e chineses.
Também encontramos alguns indicios destas propriedades em algumas obras hebraicas,
escritas em épocas antes de Cristo. FEsta constatacao significa que nosso personagem
principal é bastante antigo. Podemos citar entre estas obras, a de Pingala, um antigo
matematico indiano que viveu em aproximadamente 200 a.C., ou seja, mais ou menos
1800 anos antes do matematico Blaise Pascal. Observe que este ¢ um dos primeiros
indicios de que nao foi Blaise Pascal o autor do triangulo que leva seu nome. J& vimos
que o triangulo aritmético é bastante antigo e tudo que esta relacionado a matematica
exige muito estudo, e processos de investigacao que podem levar anos, envolvendo vérios
matematicos, tornando o trabalho dos historiadores uma tarefa dificil, nesse caso aqui
descobrir a verdadeira autoria do Triangulo Aritmético.

Pingala apresenta em sua obra, a primeira descrigao conhecida de um sistema numérico

binario. O que ¢ interessante é como ele foi descoberto: através dos seus estudos sobre as
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Figura 1.3: Triangulo de Pingala, por volta de 200 a.C., Fonte: pesquisa google em 21/02/2017

versificacao das métricas musicais. Ele observou que as expansoes sucessivas das métricas
musicais, de uma, duas, trés, ou varias silabas podiam ser dispostas sob a forma de um
padrao numérico triangular que corresponde ao triangulo aritmético, o qual denominou
”Meru-prastara”, em homenagem ao sagrado Monte Meru na India. Observemos um
exemplo numérico:

Para calcular as combinagoes das trés silabas ba, be, bi, Pingala observava a terceira
linha do Meru-prastara que é composta pelos seguintes valores: 1 —3 — 3 — 1, e entao
concluia:

3 combinagoes de uma silaba: ba, be, bi

3 combinacoes de duas silabas: babe, babi, bebi

1 combinagao de trés silabas: babebi

Para construir o Meru-prastara, Pingala descreve a seguinte regra: ”Desenhe um
quadrado; abaixo dele desenho dois outros, de modo que se juntem no ponto médio da
base dele; ou seja, no meio da base, abaixo desses dois, desenhe trés e assim sucessiva-
mente. A seguir, escreva UM no primeiro quadrado e também nos quadrados da segunda
linha. Na terceira linha escreva UM nos quadrados dos extremos, e no meio escreva a

soma dos numeros acima dele. Prossiga fazendo o mesmo nas outras linhas. Nessas lin-



20

has, a segunda da as combinacoes com uma silaba; a terceira da as combinagoes com duas
silabas e assim por diante.”

O procedimento desta regra pode ser visto na imagem abaixo:

— Fara calcular as

l combinagdes das tras
zilabas ba, be, ki, Pingala
chservava a quarta Tinha do

I- ]- Meruprastara, 1 3 3 1.
1| 2 1
| ; ;!’ | +— 4% Linha
1 4 | 6 | 4 1

Figura 1.4: Construcio do Tridngulo de Pingala, Fonte: http://matematica-na-veia.blogspot.com.br
/2010/01 /historia-do-triangulo-aritmetico-parte.html, em 01/2017.

Tempo depois da morte de Pingala, encontramos ainda na obra ”Mrtasanjivani”do
matematico Halayudha, o Meru-prastara e a regra de Pingala. Ele ainda descreveu o
sistema numeérico bindrio em conexao a listagem das métricas védicas com silabas longas
e curtas. O Meru-prastara pode ser considerado como sendo o mesmo que a Matriz
Triangular conhecida na Europa como Triangulo de Pascal.

Na China, o Manual de Matematica de Jia Xian, escrito por volta do ano 1050,
também trata de alguns conceitos relacionados ao triangulo aritmético. Mas, o mais
famoso matematico chinés associado ao triangulo é Yang-Hui, o qual estudou as pro-
priedades do triangulo por volta de (1250 d.C). Ele escreveu cerca de dez livros, sendo
que em pelo menos dois desses, ” Alfa e d0mega de uma selecao de aplicagoes de métodos
aritméticos”e uma analise detalhada dos métodos do livro ”"Nove capitulos”ele estuda e
aplica conceitos do Triangulo Aritmético

Sobre os Arabes, a reconstituicao do envolvimento dos matematicos de religiao islamica
com o Triangulo Aritmético é bastante dificil, pois a maioria dos principais documen-
tos associados ao triangulo perdeu-se no tempo. Porém pode-de afirmar que muitos
dos matemadticos islamitas aprenderam sobre as propriedades do Triangulo Aritmético

através das compilagoes escritas no idioma arabe, que foram transcritas em livros in-
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Figura 1.5:  Triangulo de Jia Xian, por volta de 1100, Fonte: http://matematica-na-
veia.blogspot.com.br /2010/02/historia-do-triangulo-aritmeticoparte.html, em 01/2017.

i T
Eﬁ-: *.‘:i*'.‘ﬁ[*iﬁ' *%’fiﬂ%‘flﬂﬁ u&:Lw:

_—d

Figura 1.6: Tridngulo de Yang Hui, manuscrito medieval chinés, por volta de 1300, Fonte: https:
//pt.wikipedia.org, em 01/2017.
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dianos, como é o caso do, "Principios do Calculo Hindu”e a obra ”Coisas suficientes
para entender o Célculo Hindu”. Segundo especialistas em historia da matematica is-
lamita, Roshdi Rashed e Adel Anbouba, o Triangulo Aritmético teria sido descoberto
para obter as solugoes no desenvolvimento de poténcias quadraticas, ciibicas e quarticas
de binémios nos tratados de algebra. Na mesma época o islamita, Al-Samaw’al(1125-
1180), um Matemédtico mugulmano e astronomo de ascendéncia judaica, teve um grande
envolvimento com o triangulo. Aos 19 anos escreveu um tratado de algebra ”al-Bahir
fi'l-jabr”, que significa 7O brilhante da algebra”. Ele também desenvolveu o conceito
de prova por indugao matemaética, o qual usou para corrigir e desenvolver o trabalho de
Al-Karaji sobre o Triangulo e o Teorema binomial (Teorema de Newton). No seu livro é
possivel observar-se uma figura do triangulo com 12 linhas, e a demonstragao por indugao

matematica da validade do Teorema Binomial.
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Figura 1.7: Triangulo de Al Samaw’Al, por volta de 1150.

Outro matematico islamita a envolver-se com o Triangulo Aritmético foi o poeta e
matemético persa, Omar Khayyam (1048-1131), escreveu sobre o triangulo aritmético
em alguns de seus trabalhos por volta de 1100 e sua obra mais famosa sobre algebra, o
"Tratado sobre a Demonstracao de Problemas de Algebra”(lO?O), onde ele se refere ao

livro que escreveu sobre o Triangulo Aritmético e a sua aplicagao na extragao aproximada



23

de raizes quadraticas, cubicas, hoje totalmente perdido.

Ja na Europa, mais ou menos um século antes de Blaise Pascal, muitos matematicos
trabalhavam com o Triangulo Aritmético. Um dos mais famosos foi o matematico alemao
Apianus °, que em 1527 publicou uma obra ”Média aritmética” cuja capa trazia um de-
senho do triangulo aritmético. E posteriormente, nas obras de Michael Stifel, também
na obra "De Numeris et Diversis Rationibus”(1545) de Johann Scheubel (1494-1570),
Tartaglia , BNombelli e outros mateméticos célebres da Renascenca, e na obra péstuma
de Blaise Pascal "Traite Du Triangle Arithmetique”de 1654.
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Figura 1.8: Tridngulo de Apianus, Fonte: http://www.lib.cam.ac.uk/, em 01/2017.

1.4 Construcao do Triangulo de Pascal - I
Para facilitar vamos enumerar cinco passos para construir um Triangulo de Pascal:

Passo 1 Comece escrevendo o numero 1;

Passo 2 Na segunda linha coloque mais dois algarismos 1;

Shumanista e matematico Petrus Apianus, 1495-1552
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Figura 1.9: Triangulo de Tartaglia

Figura 1.10: Tridngulo de Pascal - Original. Fonte: livo baixado da internet

Passo 3 Cada linha abaixo, devera conter um ntimero a mais que a linha anterior, lem-

brando que os nuimeros das extremidades, deverao obrigatoriamente ser 1;

Passo 4 Para saber qual o niimero interno, some os dois numerais acima dele. Exemplo,

o ndmero central na terceira linha do Tridngulo de Pascal é 2 = (1 + 1 = 2), os
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nimeros centrais da quarta linha sdo 3 = (1+2) e 3 = (2+1), assim sucessivamente.

Passo 5 Vocé conseguird perceber varios padroes interessantes ao longo de sua cons-

trucao, muitos deles citados neste trabalho.

linha 0 1

linhal 1 1

linha2 1 2 1

linha3d 1 3 3 1

linha4 1 4 6 4 1

linha5 1 5 10 10 5 1

linha6 1 6 15 20 15 6 1

linha7 1 7 21 35 35 21 7 1

linha8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

linha9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
linha 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1.5 Construcao do Tridngulo de Pascal - 11
Para iniciar essa construcao, decidimos por definir os Numeros Binomiais, pois durante
nosso percurso no tema Triangulo de Pascal, vamos escrever seus elementos dessa maneira.

Definigao 1.5.1 (Ndmeros binomiais). Os coeficientes (;) sao chamados coeficientes

binomiais e sao definidos como:

n n! o
(")=———, onde n e p sao inteiros, p < n

P pl(n —p)!

O coeficiente binomial (Z) corresponde, em andlise combinatoria, ao numero de com-

binagoes de n elementos agrupados p a p.

O coeficiente binomial também é chamado de nimero binomial. Por analogia com as
fracoes, dizemos que n € o seu numerador e p o denominador. Podemos escrever:

() =C
Definigao 1.5.2 (Triangulo de Pascal). E um triangulo aritmético infinito integrados por

coeficientes binominais que possuem a sequinte disposi¢ao:
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coluna 0 (Cyp) coluna 1 (C7) coluna 2 (Csq) coluna 3(C3) coluna 4 (Cy4) coluna n (Cp)
Linha 0 (o)
Linha 1 ) ch
Linha 2 @) @b ©3)
Linha 3 9 (€3) (c3) (e}
Linha 4 (o)) () i ((e59) (o)
Linha n (c9) (chy (c2) (c2) (c™M1

Tabela 1.1: Triangulo de Pascal com coeficientes binomiais

Calculando esses numeros binomiais temos:

1

3 1

6 4 1
10 10 5 1

No Triangulo de Pascal os coeficientes binomiais C? sao dispostos de maneira que os

coeficientes de mesmo numerador, n, fiquem na mesma linha, e coeficientes de mesmo

denominador, p, na mesma coluna, comn ep > 0en e p € N. Os coeficientes binomiais

também podem ser dispostos da seguinte maneira, a meu ver, mais facil para visualizar.

Figura 1.11: Tridngulo de Pascal com coeficientes binomiais
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As linhas de um Triangulo de Pascal possuem uma quantidade finita de elementos,
que ¢é igual ao nimero da linha mais 1. Por exemplo, a quinta linha, que é a de nimero
4, possui 5 elementos. Ja a quantidade de elementos por coluna ¢ infinita, pois o niimero

de linhas do Triangulo de Pascal também ¢é infinito.

1.6 Relacao de Stifel

A primeira propriedade que citaremos e que permite construir rapidamente o Triangulo

de Pascal é a Relacdo de Stifel®.

Teorema 1.6.1 (Relacao de Stifel). A soma de dois elementos lado a lado no triangulo,
obtém se o elemento situado embaizo do da direita ou embaizo dos dois superiores (depende

. . . : 1
da maneira que construimos o Tridngulo), ou seja: C?+CPT = Cﬁil, comn >0ep>0.

Observemos a figura abaixo:

15 10 m 51
u ﬁ 21
1 528 56 70 5(1 @ 8

Figura 1.12: Relagao de Stifel

Demonstragao:
Dois elementos lado a lado no Tridngulo de Pascal sao da forma CZ e CP*!| queremos

provar:
D p+1 _ o+l
Cr 4 ortt = ot

Desenvolvendo C? + CP*!| temos:

6Michael Stifel, matemético alemao, 1487 - 1567
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n! n!

Pn—p) T G-+ )

nl(p+1) 4+ nl(n —p) _
(n=p)(p+1)!

nlp+14+n—-p)
(n—p)l(p+1)!

nl(n+1)
(n=pllp+1)!

<n+1)! _ p+1
(n—p)lp+1nt "

1.7 Teorema das linhas

Teorema 1.7.1 (Teorema da linhas). Qualquer que seja a linha de um Triangulo de
Pascal, somando-se os nimeros nela contidos, sempre obterd como resultado uma poténcia
de base 2, cujo expoente é o préprio nimero da linha, ou seja CO+Cl+C%+ ... +C" = 2",

comn ep > 0.
Vejamos alguns exemplos:
Linha 0 : 1 =2
Linha3 : 1+3+3+1=8=23
Linha 6 : 1+6+154+20+15+6+1=64 =26

Linha 7 : 14+7+21+354+35+214+7+1=128 =27
Generalizando:

CO+Cl4+C2+ ... +Cr=2"
Demonstragao: Vamos provar pelo Principio da Indugao Finita que CY+C! +C? + ... +

Cn = 2" paran > 0.
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1—={2")
2)
1—+—(21)_
1——+—2%)
1—3—3—1+—{2%)
1—4—6—4—+— ")
=
o]
|——H—H— "
1—& 1r aTa) I o 1 ey
o Loy o o o 1 '*__/'___?_\
|+ 2
| —8—28—56—70—56—28—8—+— 2°)

Figura 1.13: Soma da enésima linha corresponde a 2™. Fonte: https://pt.wikibooks.org

Para n=0

Ccy =20

1=1 (OK)

Supomos que vale paran, C0 + C! + C? + ... + C" = 2"
Lembrando que pela Relacao de Stifel, temos:
Copn=Cr+C,

0721+1 = O% + 0721

Cra=Crt+Cp

Vamos provar para n + 1
Co+C o +C L +C + .. +Co + Czill

COL+(CO+CH+(CL+C2)+ (C2+C3) + ...+ (Ch7 L+ C) + CH
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Trocando CY,, por CY, ambos sdo iguais a 1 e C’;‘Ll por C]', ambos também sao iguais

a 1. Temos:
CO4+(CO4+CH+ (CL+CH+(C2+C3 + ...+ (CE+CM) + C»
2000+ Cr+CE+ ...+ C) =227

Pelo Principio da Indugao Finita provamos que C° + C! + C? + ... + C" = 2", para
n > 0.

Exemplo 1.7.2. Um paldcio tem 7 portas. De quantos modos pode ser aberto o paldcio?
Resolugao: Hd C} modos de abrir o paldcio abrindo uma sé porta, C? modos de
abrir o paldcio abrindo duas portas, assim sucessivamente e subtraindo C? que sdo as

possibilidades de nao abrir o paldcio, calculando:

Cr4+C2+C3+Ci+C2+C8 4+ CT - CY =128 — 1 =127

1.8 Teorema das colunas

Teorema 1.8.1 (Teorema das colunas). A soma dos elementos de qualquer coluna, do

1° elemento até um qualquer n, € igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna
- - - ~ - +1 +2 +p) _ (ntp+1

somada e na linha imediatamente abaizo, ou seja: (%) + (") +("F%) +...+("1P) —(”n_pH ).

commn ep > 0.

Demonstracao:

Queremos provar que:

(+ ()04t () =2

n n n+1

Para a demonstragao vamos usar a soma dos termos de uma PG de razao ¢ = 1 + .

z(q)" + x(g)" + x(g)" " + .+ x(g)P
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1
1 [1]

1 (2] 1
1103 3 [1
104 6 [4] 1
1(5] 10 [10] 5 1
1106 15 [200 15 & 1
1 7

u "
35 21 7 1
Figura 1.14: Soma dos elementos da coluna e totalidade circulados.

r(l+z)"+z(1+2)" P +2(1+2)"2 + ... +2(l+z)"Pparag=1+=z

al(qn - 1):an+1 —a
qg—1 qg—1

Usando a Soma da PG: S,, =

, temos:

(14 x)" P — (1 4+ 2)
I1+x2—1

r(1+2)" +z(1+2)" " +2(1+2)"2 + .+ (1 + 2)"P=
r(l+z)"+z(1+2)" +2(1+2)"2 + ...+ 2(1 + 2)"P=(1 4 )" — (1 + 1)

Verificando o que acontece com o coeficiente de z"*!, temos:

)+ +C0)+ () =00

n

1.9 Teorema das diagonais

Teorema 1.9.1 (Teorema das diagonais). Somando-se os primeiros nimeros de uma
diagonal qualquer até uma certa linha n, o total obtido serd igual ao numero da coluna

sequinte, na linha logo abaizo daquela em estd o ultimo niumero que foi somado, ou seja:

O+ +("1?) +. (")) :(”JF;’H), comn ep > 0.

Demonstracgao:

Queremos provar que:

B+ (T34t ()= (2

p p
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10 5
15 1
1 7 21 3 7 1

1 8 28 56 70 56 @9 8 1 1

1

Figura 1.15: Soma das diagonais. Fonte: http://cienciapatodos.webnode.pt/news/os-ananases-e-a-

matematica/, em 27/07/17

Trocando os termos (8) +("J1“1)+(”J2r2)+...+(";p) pelos seus complementares, teremos:

M+ (”Zl) + (":2) +...4("7) e pelo Teorema das Colunas demonstrado anteriormente,

podemos afirmar que (Z) + ("Zl) + ("22) +...+ ("zp ) = (":f{l) assim trocando novamente por

todos os complementares, temos que:

O+t ()= (27

p p

Exemplo 1.9.2. 10. (UERJ) Em uma barraca de frutas, as laranjas sio arrumadas em
camadas retangulares, obedecendo a sequinte disposicao: uma camada de duas laranjas
encaizra-se sobre uma camada de seis; essa camada de seis encaiza-se sobre outra de doze;
e assim por diante, conforme a ilustracao a sequir. Sabe-se que a soma dos elementos de
cA e D p P
uma coluna do triangulo de Pascal pode ser calculada pela férmula CP + C ., + Cpy +
+C? = C"! | na qual n e p sdo nimeros naturais, n > p e corresponde ao nimero
n - p+1 q p ’ Z P /4
de combinacoes simples de n elementos tomados p a p. Com base nessas informacoes,

calcule:
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a) a soma Ci +C5+Ci+ ...+ Ck
19! 19-18-17- 16!
3116! 3116!

Resolugao: C3+C5+CT+..+C% = Cy = =19-17-3 = 969

b) o numero total de laranjas que compdoem quinze camadas.

Resolucao: As camadas de laranjas podem ser representacoes de nimeros binomiais
em colunas. Observando as primeiras representacoes do triangulo de Pascal, temos
que a 2% coluna multiplicada por 2 fornece a quantidade indicada de laranjas por

camadas:

1* camada: 2 = 2C3
2% camada: 6 = 2C3
3% camada: 12 = 2C}

4% camada: 20 = 2C?

15 camada: = 2C%
17! 5 17-16-15- 14!

. — —17-16-5=1
314! 3!14! 7-16-5 360

Total: 2(C3+C5 +...CY) = 2CF; =

Para o préximo exemplo, vamos definir Combinacao por repeticao que serd um dos

critérios utilizados na resolucao.

Definigao 1.9.3 (Combinagao por repeticao). E uma relagio de n objetos distintos
que serao agrupados p a p, com p menor, iqual ou maior do que n, sem Testri¢cdo na

- - . n+p—1)!
repeti¢cao de objetos em um mesmo agrupamento, ou seja: CRE = (ntp=1) =

pln+p—1—p)!
(n+p—1)!

pl(n —1)!

Exemplo 1.9.4. Determine o nimero de solugoes inteiras e nao negativas de r+y—+z < 6

—_ (P
- Cn—i—p—l

Resolugao:
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Primeira solugcao: Como sdo solugoes menores e iguais a seis, a soma de x+y+ z pode

ser 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6, usaremos combinacao por repeticao.
T4yt z=0— CRI=0Y,, , = CY.
r+y+z=1—-CR,=C},,_, =C;.
r+y+z=2—-CR;=C3, ,=CiL
r+y+z2=3->CR=C}, , =C5
r+y+z=4—CR;=C4, , =C§.
t+y+z=5—-CR}=C3, ,=C2.
r+y+z=6—CR{=C5, ,=CS.

O resultado é a soma C§+Cy+ C;+Cs 4+ Cg + C3 4+ C§, ou seja usando o Teorema

das diagonais temos:

9.-8-7-6!

6 _ (13 _ _
Cy =Cy = 3161 = 84.
Segunda solugao: z+y+ 2 <6

Tomando um valor f para termos mais folga para o cdlculo, com fpertencente{0,1,2,3,4,5,6}

Dai temos CR§ = C§,4_, = C§ = 84.



Capitulo 2

Propriedades do Triangulo de Pascal

Este capitulo nos permite especificar e demonstrar algumas das propriedades impor-
tantes que estao presentes no Triangulo de Pascal. Usaremos demonstragoes pelo Principio
da Indugao Finita ou meramente por desenvolvimento de Binomios, algumas bem simples
e de fécil interpretacao.

Valer ressaltar que cada nimero do Triangulo de Pascal é 1 ou a soma de dois nimeros
de uma linha superior, conforme demonstrado através da Relagao de Stifel. A primeira e
segunda linhas sao formadas somente pelo nimero 1, nimeros positivos. Cada elemento
da terceira linha ou é 1 ou a soma de dois niimeros positivos, portanto sao positivos. Este

argumento se repete para linhas seguintes.

Propriedade 2.0.5 (O 1° elemento é sempre 1). Em toda linha do Triangulo de Pascal
o 1° elemento € sempre igual a 1.

Demonstracao: O primeiro elemento tem a forma (70‘) =1 para qualquer n € N.
|

Propriedade 2.0.6 (O ultimo elemento é sempre 1). Em toda linha do Triangulo de
Pascal o ultimo elemento é sempre igual a 1.

Demonstracao: O tultimo elemento tem a forma (Z) =1 para qualquer n € N.

35
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Propriedade 2.0.7 (Numeros Naturais). Ao longo das linhas do Triangulo de Pascal, os
elementos distantes uma posicao dos extremos correspondem aos niumeros naturais, uma

vez que C} = C" 1 paran > 1.

Figura 2.1: Elementos grifados - Nimeros Naturais.

Demonstragao: Se desenvolvermos C!, temos:

n!

1(n— 1))

= n = Cg’il

Demonstramos, entao, que os Numeros Naturais,

geql, descritos no Triangulo de Pascal sio da forma C} ou C7~1
[

Propriedade 2.0.8 (Numeros complementares). Em cada linha do triangulo de Pascal,
0s numeros equidistantes dos extremos sao iguais. Em termos dos coeficientes binomiais,
temos a sequinte relagdo: CF = Cn=Fk

Demonstracao: Vamos provar a sequinte relagdo: C* = Cn=Fk

Desenvolvendo CF, temos:
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Figura 2.2: Elementos grifados - Alguns exemplos de Ntimeros Complementares

n!

k __
O = =

Desenvolvendo C" %, temos:

Podemos dizer, entdo, que o Triangulo de Pascal € simétrico, e esse eixo de simetria

passa pelo nimero central das linhas em que contém niumero impar de elementos, ou seja,

0O CF; C2; C3..CF .

Propriedade 2.0.9 (Quadrados perfeitos). A soma de dois elementos consecutivos da

sequnda coluna resulta em um quadrado perfeito: C* + C'ELH =n?, para n > 2.
Observando a sequnda coluna indicada pela figura abaixo notamos que 1 + 3 = 4,

3+6=9,6+10=16, 10+ 15=25, 15+ 21 =36

Demonstracao: Os elementos da sequnda coluna, observando a diagonal secunddria

para facilitar, sao da forma C3;C2;C%;...;C?, para n > 2. Queremos provar que dois

ooy nr
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Figura 2.3: Elementos grifados - Soma de dois elementos consecutivos resulta em um quadrado perfeito.

2

)

elementos consecutivos da terceira coluna é um quadrado perfeito, ou seja: C24+C2 ; =n

para n > 2.

Desenvolvendo C2 + C2.. | temos:

n! N (n+1)! nmn-1)n-2) (n+nn—-1)! n*—n+n*+n
2in —2)! 2n+1-2) 2(n—2)! 2n — 1)1 2 B
2 2
V2
2

Assim provamos que a soma de dois elementos consecutivos na sequnda coluna do

Triangulo de Pascal ¢ um quadrado perfeito.
|

Propriedade 2.0.10 (Numeros triangulares). Os nimeros triangulares que aparecem na

a5 , . n(n + 1)
3% diagonal, representam a soma dos numeros naturais:

, paran > 1.

Demonstracao: Analisando o Triangulo de Pascal, a 3* diagonal é representada pelos
(n+1)n

2 )
n > 1, lembrando que C"~' ¢ um nimero natural, demonstrado anteriormente.

nimeros: C3;C3;CT;C2;..;C2. Vamos provar que C'2 + C1 = para
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Figura 2.4: Elementos grifados - Soma dos ntimeros naturais.

Desenvolvendo C"~% + C"~1 | temos:

n! n!
(n —2)12! * (n— 1)1

cr2ycontl=

_ nn—1)(n-2)! n(n-—1)!

(n —2)12! (n— 1)
-1 —1)+2 1
:n(n )+n:n(n )+ n:n(n+)
2 2 2
|
Observacao 2.0.1. Alguns autores denominam essa sequéncia [1,3,6,10,15,21,...] de

Numeros Triangulares por ser a quantidade de pontos mecessdrios para se formar um

triangulo equildtero.

Propriedade 2.0.11 (Numeros tetraédricos ou piramidais). Os nidmeros tetraédricos
aparecem na 4* diagonal, representam os numeros de pontos com que se pode definir um

tetraedro, ou simplesmente a quantidade de esferas empilhadas em n linhas para formar
n(n+1) (n+2)

uma piramide de base triangular: 5 3

para n > 1.
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Figura 2.5: Tridngulos Equildteros. Fonte:http://ocirculodamatematica.blogspot.com.br/2014/08/

numeros-triangulares.html, em 07/2017

Figura 2.6: Elementos grifados - Nimeros que definem um tetraedro.

Geﬁﬁ

Figura 2.7: Piramides de base triangular.

1
Demonstracgao:Partindo da Propriedade anterior, que C" % 4+ C"~! = (nz " temos
. p _ , _ _ n(n+1
que a 4@ diagonal é C$; C}; C2; C3; ...; CP7F, dai vamos provar que Cl- i+Cl = ( : ).
2
(n—6|— ), para n > 1.

Desenvolvendo o primeiro membro da equagao:
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(n+1)! n+1)! B
n—2!n+1-n+2)! m+Dn+1-n+1

n—2 n—1 __
C(n-i-l + Cn-i—l -

G Da(n =)=t (n+ Daln—1)!
(n—2)13! (n—1)12!

(n+ 1)n(n—1) N (n+1)n

3! 2

(n+1)nn—1) 3(n+1)n

3! 3!

nP4+3n*+2n nn+1) (n+2)
a 3! 2 3

Propriedade 2.0.12 (Sinais opostos - soma igual a zero). Alternando os sinais dos
nimeros em qualquer linha a soma desses nimeros € igual a zero, C) — CL + C2 — C? +
.+ (=D)"C" =0, paran > 0.

Para as linhas que possuem uma quantidade par de elementos € fdcil observar que a
soma desses numeros € nula, pois de acordo com a propriedade dos Numeros Comple-
mentares eles sao simétricos em relacdo ao eizo vertical que passa pelo vértice, assim

alternando os sinais a soma serd nula.
linha2 :1-1=0

linha4 :1-34+3-1=0

linha6 :1-5+10-104+5-1=0

E assim nas demais linhas que contenham quantidade par de elementos.
Para as linhas que apresentam niumeros impares de elementos, podemos proceder da

mesma maneira:
linhab :1-44+6—-4+4+1=0

linha7 :1-6+4+15-204+15-64+1=0



42

Porém para demonstracao faremos um pouco diferente, vamos decompor os nimeros
de acordo com a construcao do triangulo de Pascal. Usaremos as mesmas Linha 5 e linha

7 para exemplificar:

linhab :1-4+6-4+1
1-(14+3)+3+3)—(3+1)+1, reagrupando:
1=+ (=34+3)+(B=3)+(-1+1)=0

linha7 :1-6+15-204+15-6+1
1—(145)+(5+10)—(10+10)+ (10+5) — (5+ 1) + 1, reagrupando:
(1-1)4+(=54+5)+ (10 —10) + (-10+10) + (5—=5)+ (-1+1) =0

Propriedade 2.0.13 (Coeficientes das linhas de ordem n). Para descobrir os coeficientes

das linhas de ordem n, podemos usar:

1° elemento e o elemento de ordem n :

Sao da forma C?, iguais a 1.

2° elemento e o elemento de ordem n — 1 :

Sao da forma C}, iguais a n.

3° elemento e o elemento de ordem n — 2 :

Sao da forma C? = w

4° elemento e o elemento de ordem n — 3 :
(n—1) (n—2)

Sao da forma C3 = 1 5 3

5° elemento e o elemento de ordem n —4 :
(n—=1) (n—2) (n—3)

. L
Sao da forma C, = 5 3 1

6° elemento e o elemento de ordem n — 5 :
nn—1) (n—2) (n—3) (n—4)
2 3 4 5

Sao da forma C2 =
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7° elemento e o elemento de ordem n — 6 :
nn—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—75)
2 3 4 5 6

Sao da forma C® =
FE assim sucessivamente...

Propriedade 2.0.14 (Poténcias de base 11). As poténcias de base 11 é mais uma das
propriedades bastante interessantes do Triangulo de Pascal, pois podem ser obtidas a partir
dos elementos das linhas. Veja o esquema abaixo: até a linha 4, todos os numeros do
triangulo tém apenas um algarismo e as poténcias de 11 sao obtidas diretamente, ou seja:

11°=1-10=1

11'=1-10'+1-10°=11

112=1-10*+2-10"+1-10° =121

11 =1-10° +3-10*4+3- 10" + 1-10° = 1331

11 =1-10*+4-10°+6-10*+4-10" + 1 - 10° = 14641

A partir da linha 5, que equivale a quinta poténcia de 11, jd aparecem niumeros com
mais de um algarismo. Os algarismos que nao correspondem a unidade podem ser acres-
centados a proxima poténcia de 10, de forma que, ao final, os coeficientes de todas as
poténcias de 10 serao formadas por um unico algarismo.

Exemplo: Os numeros da linha 5 sao: 1,5,10,10,5,1, a partir dessa linha devemos
proceder da sequinte maneira:

Vamos fazer da direita para esquerda

Niumero 1 : ok
Numero 5 : ok
Numero 10 : transferir o numero 1 para o prorimo nimero e deixar o ()

Nuamero 10 : somar o numero 1 transferido, ficaremos com 11, transferir o numero 1

novamente para o proximo numero e deixar 1
Numero 5 : somar o numero 1 transferido, ficaremos com 6

Ntmero 1 : ok
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Assim temos os algarismos: 1,6,1,0,5,1, ou seja:

11°=1-10°+6-10"+1-10°+0-10°+5- 10" 4+ 1 - 10° = 161051

Lembrando que sé devemos transferir para a prozima poténcia todos os nimeros que
estiverem além das unidades, pois os coeficientes de todas as poténcias de 10 serdao for-

mados por um unico algarismo.

Propriedade 2.0.15 (Nimeros de Fibonacci). No Triangulo de Pascal os nimeros de
Fibonacci aparecem como soma dos nimeros das "diagonais inversas”, resultando, entao

a sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ..., que sao os Numeros de Fibonacci F, 1.

56 28 8 1

126 126 84 36 9 1

120 210 252 210 120 45 10 1

55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Figura 2.8: Soma dos niimeros das diagonais secunddrias - Ntimeros de Fibonnaci

Demonstracao: Chama-se de f,, a soma dos elementos das diagonais inversas. Observa-
se que F1 =1 = f1, Fo =1 = fy e F3 = 2 = f3. Assim verificando, temos que
Foio = F,1+ F,, para qualquer n > 2.

Inicialmente percebe-se que na “diagonal inversa”o numero binominal subsequente
diminut sua linha em 1 unidade e sua coluna aumenta 1 unidade, portanto tem se para

um n qualquer:
Fop1 4+ Fo=[CY  +CL+C2_ +.. J+[CO+CL_ +C2_y+...]=

Foin + 1, :C?L+1 ‘/‘/Cg +CT]-L/+/C'I:'I-L71 ‘/‘0271]7"/6?%2 +C’S,2]+. =
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Da Relagao de Stifel:

Cr =Cr1+C" e notando que CY,,=C%. ,=1, obtém-se:

Foi1 4+ Fo=[CY ,+C)  +C24C2_ +...[=F, 15, como visto antes F,, = F,,_1 + F,,_»
]

Propriedade 2.0.16 (Relacao de Fermat). Para todo n € N e p € N, temos

p (n —p) _ (!
Y+l "

. Essa € a chamada relacao de Fermat para dois elementos consecutivos na mesma linha.
~ . D (n B p) p+1
Demonstracao: Vamos demonstrar: C¥ - ——= = C

(p+1) "

(n —p)

Desenvolvendo CP -

op. n=p) _nt(n—p)
" (p+1) pln-p! (+1)

Com(n—kl'=n—-k—1!(n—k) ekl(k+1)=(k+1)!

oy (R—p) n! (n—p) __ n! R
Assim C p+1) pln—p—Dln—p) (p+1) (p+Dln—p—1) !




Capitulo 3

Triangulo de Pascal no Excel

Capitulo dedicado ao uso da tecnologia para construgao do Triangulo de Pascal.

3.1 Origem da ideia

No inicio do trabalho, as figuras iniciais dos Triangulos foram feitas no Microsoft Excel,
porém manualmente, pois nao havia necessidade de grandes andlises. Porém no decor-
rer do projeto, surgiram curiosidades e expectativas a respeito dos padroes formados no
Triangulo de Pascal quando colorissemos multiplos de niimeros previamente escolhidos,
pois estes formavam fractais. Dal a ideia da elaboragao da Planilha no Microsoft Excel
para analise de padroes, em linhas distantes, e utilizacao em sala e aula com os alunos do

Ensino Médio como mais uma ferramenta de motivacao as aulas.

3.2 Construcao da Planilha

Passo 1 : Mesclar as células F1 e G1, depois mesclar E2 e F2, e G2 e H2;

Passo 2 : Copiar as células E2 até H2 e colar ne célula D3, copiar a célula D3 e colar na

H3;
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Passo 3 : selecionar essas 6 células criadas, clicar com o botao direito do mouse e For-

matar célula colocando borda em todas elas;

Passo 4 : Copiar e colar as células para aumentar o tamanho do Triangulo conforme

achar necessario;

Passo 5 : Ainda com as 6 células selecionadas ir em Pagina Inicial/ Formatar/ Tamanho

da célula/ Altura da linha: 20 e Largura da Coluna: 03;

Passo 6 : Selecionar a célula F1 ir em Pagina Inicial/ Formatagao

Condicional/ Nova regra/ Usar uma férmula para determinar quais células devem ser
formatadas - no Campo: Formatar valores em que esta célula for verdadeira - digitar
=MOD(F1;K1)=0; neste caso F1 é a férmula selecionada, K estamos travando a
célula K para que nao mude e sera nessa célula que iremos digitar o nimero que

queremos que seja colorido seus multiplos;

Passo 7 : A partir dai, podemos aumentar a quantidade de linhas até quanto desejarmos,
apenas copiando e colando. OBS: Precisamos ficar atentos as formatacoes: altura
da linha, largura da coluna e que célula devemos digitar os multiplos, pois conforme

aumentamos as linhas do Triangulo de Pascal essa célula vai mudando.

3.3 Problema encontrado durante a construcao

Facilitou muito a observacao no Triangulo com o uso da informéatica, porém os nimeros
nessa Planilha do Excel vao se tornando cada vez maiores, principalmente os do centro
do Triangulo, dai surge o problema: nao colore mais os multiplos que escolhemos. Para
que possamos entender melhor, segue a figura:

A figura é pequena, mas é visivel o semi circulo sem os multiplos coloridos. FEsse
erro aparece apos a linha de niimero 46, quando os nimeros contém 13 algarismos. Para

concluirmos a observacao dos padroes, as células restantes foram coloridas manualmente.






Capitulo 4

Analisando padroes

4.1 Fractais no Triangulo de Pascal

Conforme citado no capitulo anterior, a planilha no Microsoft Excel foi de grande im-
portancia para algumas andlises desse projeto, pois apds colorirmos, no Triangulo de
Pascal, os multiplos pré selecionados, notamos a existéncia de padroes interessantes em
todos os multiplos testados. Podemos destacar também que as Escolas Estaduais contam
com Salas de Informatica e que o Microsoft Excel é acessivel a todos, facilitando assim
a utilizagdo em Sala de Aula pelos docentes que queiram aprofundar um pouco sobre o
Triangulo de Pascal. O Triangulo construido possui 101 linhas.

Se colorirmos os numeros divisiveis por 2:

Olhe para os nao coloridos, que no caso seriam os numeros fmpares.

Encontramos o Triangulo de Sierpinsky !': Este triangulo foi descrito por Waclaw
Sierpinski em 1915, na verdade nao foi descoberto através do Triangulo de Pascal e sim
partindo de um triangulo equilatero, unindo os pontos médios de cada lado do triangulo
e retirando o triangulo central, formando assim 4 triangulos, recursivamente repete-se o

procedimento anterior em cada triangulo obtido.

"'Waclaw Sierpinski, matematico polonés, 1882-1969
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Figura 4.1: Muiltiplos de 2

Se colorirmos os nimeros divisiveis por 3:

Se colorirmos os ntmeros divisiveis por 4:

Se colorirmos os nimeros divisiveis por 5:

Vamos verificar alguns ntimeros primos: 7, 9, 11, 13, 17 e 19.

Com as figuras expostas, percebemos a presenca de alguns padroes, tais padroes sao

denominados fractais.

Definicao 4.1.1 (Fractal). Basicamente é uma estrutura geométrica complexa cujas pro-

priedades, em geral, repetem-se em qualquer escala.
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A A A A A&

Figura 4.2: Triangulo de Sierpinski. Fonte: pesquisa imagens - google

Como os fractais sao formados a partir de processos iterativos, conseguir construir

ito grande de iteragoes torna-se

7

umero muil

Os um n

’

manualmente as figuras de um fractal ap

praticamente impossivel, assim o desenvolvimento da informatica é de grande importancia

para analisarmos os padroes do Triangulo de Pascal.

Quem utilizou primeiramente a palavra Fractal foi Benoit Mandelbrot, baseando-se

no adjetivo fractus que vem do verbo frangere, em latim, cujo significado é quebrar,

fragmentar. A Geometria Fractal de Mandelbrot reflete a natureza cheia de irregularidades

te projeto nao vamos aprofundar nesse conhecimento e

7

a0, porém no presen

e fragmentag

sim focar apenas nos Fractais apresentados pelo Triangulo de Pascal, vale lembrar que as
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Figura 4.3: Muiltiplos de 3

principais caracteristicas de um fractal sao: a auto-semelhanca e a complexidade infinita,
pois os fractais sao obtidos a partir de processos recursivos, ou seja, a aplicacao de uma

mesma regra de construcao infinitamente dentro de si mesmos.

4.2 Padroes entre os multiplos

Algumas analises feitas apenas por observacao das figuras acima:
1- Multiplos de 2: O padrao aparece a cada 32 linhas, ou seja 23.22;
2- Muiltiplos de 3: O padrao aparece a cada 54 linhas, ou seja 33.21;
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Figura 4.4: Muiltiplos de 4

3- Multiplos de 4: O padrao aparece a cada 64 linhas, ou seja 43.2°;

4- Multiplos de 5: O padrao aparece a cada 25 linhas, ou seja 5%

5- Muiltiplos de 7: O padrao aparece a cada 49 linhas, ou seja 72;

6- Muiltiplos de 11: O padrao aparece a cada 121 linhas, ou seja 11%;

O surpreendente é o padrao idéntico encontrado no Triangulo de Pascal apds colorir
os multiplos dos nimeros primos a partir do 5. Estes seguem o mesmo padrao de desenho
e a repeticao aparece ap6s o ntmero primo elevado ao quadrado: 13%; 17%; 232 e assim
sucessivamente.

Percebemos, por observacao da segunda diagonal, que quando um dos numeros da
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Figura 4.5: Muiltiplos de 5

linha é primo (divisivel apenas por um e por ele mesmo), entao todos os elementos dessa
linha (excluindo o 1) s@o divisiveis por ele.

Nao fomos muito felizes com o Microsoft Excel, pois nao foi possivel criarmos o
Triangulo de Pascal com um nimeros bem grande de linhas, assim pudemos analisar
poucos numeros, dado a dificuldade de encontrar os padroes e colorir manualmente as

células.
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Figura 4.6: Multiplos de 7















Capitulo 5

Sequéncia de Fibonacci

5.1 Os numeros de Fibonacci e a populacao de coe-

lhos

5.1.1 Como tudo comecou...

Uma simples pergunta resultou em uma proporcao belissima! ” Quantos pares de coe-
lhos serao produzidos num ano, comecando com um sé par, se em cada meés
cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo més?”

Antes de respondermos a pergunta, falaremos um pouco Fibonacci.

No limiar do século XIII despontou a figura de Leonardo Fibonacci (”Leonardo, filho
de Bonaccio”, ¢.1175-1250), o matemédtico mais talentoso da Idade Média. Também é
conhecido como Leonardo de Pisa (ou Leonardo Pisano), Leonardo nasceu em Pisa, cen-
tro comercial importante, onde seu pai era ligado aos negdcios mercantis. Muitas das
grandes cidades comerciais italianas daqueles tempos mantinham entrepostos em varias
partes do mundo mediterraneo. Esse foi o caminho que levou Leonardo a receber parte de
sua educacao em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai fora desempenhar uma funcao al-

fandegaria. As atividades do pai logo despertaram no garoto um interesse pela aritmética
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Figura 5.1: Leonardo Fibonacci (1175-1250
, Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fibonacci.jpg, acessado em

30,09/2017.

que se canalizou, posteriormente, para extensas viagens ao Egito, a Sicilia, a Grécia e
Siria, onde pode entrar em contato direto com os procedimentos matematicos orientais
e arabes. Inteiramente convencido da superioridade pratica dos métodos indo-arabicos
de célculo, Fibonacci, em 1202, logo depois de retornar a sua terra natal, publicou sua
obra famosa intitulada Liber abaci, na qual ele apresentava os chamados modus Indorum
(método dos indianos), hoje conhecidos como Algarismos Arébicos. Tais nimeros j& eram
conhecidos pela matematica indiana la pelo século VI, mas foi Fibonacci o responsavel
por apresenté-los ao Ocidente.

Nem tudo que consta no Liber abaci é interessante, mas alguns dos problemas foram
usados por autores posteriormente. Entre esses tem um que pode ter sido sugerido por
um problema semelhante no Papiro Ahmes.

Fibonacci propoe:

Sete velhas foram a Roma, cada uma tinha sete mulas; cada mula carregava sete sacos,

cada saco continha sete paes; e com cada pao havia sete facas; cada faca estava dentro
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de sete bainhas. Quantos objetos hd entre mulheres, mulas, sacos, paes, facas e bainhas
estavam indo a Roma?

Mas sem duvida, o problema de Liber abact que mais estimulou os futuros matematicos
foi o descrito acima, sobre os coelhos. Esse pequeno problema da origem a chamada
”Sequéncia de Fibonacci”1,1,2,3,5,8,13,21, ...u,..., onde u, = U,_1 + U,_o, isto é, em
cada termo apds os dois primeiros é a soma dos dois imediatamente precedentes.

Verificou-se que essa sequéncia tem muitas propriedades belas e significativas. Por
exemplo, pode-se provar que dois termos sucessivos quaisquer sao primos entre si e que

1+v5

. Un—1 z ~ ~ z
lim,, 00 T é a razao da proporcao aurea ==

A sequéncia se aplica também a questoes de filotaxia ' e crescimento organico.

5.1.2 Resolvendo o problema dos coelhos

Voltando ao problema utilizado por Fibonacci em Liber Abaci sobre o crescimento idea-
lizado de uma populagao de coelhos. Lembrando que para isso faz-se necessario que um
casal de coelhos seja colocado num espago; e nao haja nem um problema genético, nem de
fertilidade e que os casais fossem eternos, procriando um novo casal a cada meés, a partir
do segundo meés de vida.

A questao era: quantos pares (casais) de coelhos haveria ao final de um ano?

A solucao apresentada era a seguinte:

1° més : Nasce o primeiro casal de coelhos.
2° més : Haveria apenas um casal: o primeiro casal ainda nao poderia se reproduzir.
3° més : O primeiro casal se reproduziria, havendo dois casais.

4° més : O primeiro casal se reproduziria novamente, mas nao o outro, havendo trés

casais.

5° més : Os dois primeiros casais se reproduziriam, mas nao o terceiro, havendo cinco

casais.

Ldisposicao das folhas no caule; estudo e classificacdo das diversas formas de disposicdo e organizacio

das folhas em uma planta
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Enésimo més : O numero de casais seria a soma dos casais do més n — 2 com os casais

domés n — 1.

0 Meses Casais: 0

1 IE:,;I:B 1

2 1

3 @@i 2
A ¥ A

. Bee Ww
vl il

s LN s
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Figura 5.2: Anagrama dos casais de coelhos - Fonte: http://www.estudofacil.com.br/sequencia-de-

fibonacci/, em 23/06/17

A essa solucao foi dada o nome de Sequéncia de Fibonacci pelo matematico francés

Edouard Lucas 2.

5.1.3 Definicao da Sequéncia de Fibonacci e Formula de Binet

Definigao 5.1.1 (Sequéncia de Fibonacci). E uma sequéncia de niimeros inteiros, comegando
por 0 e 1, na qual, cada termo subsequente corresponde a soma dos dois anteriores.
Trata-se, entao, de uma funcao recursiva da forma:

Fn:Fn,1+Fn,2, comnGN, Flzl €F2:1.

Para obtermos a sequéncia de Fibonacci, utilizamos a funcao, representada abaixo:
0, se n=0
f(n) = 1, se n=1

F,_ 1+ F,_», demais casos

2Francois Edouard Anatole Lucas, matemaético francés, 1842-1891
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Para uma sequéencia gerada com n variando de 0 a 10, por exemplo, obtemos uma
sequéncia com 11 itens 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 110.

A Sequéncia de Fibonacci e seus elementos sao definidos por recorréncia, ou seja, s6 é

possivel determinar o valor de F;, conhecendo os elementos anteriores F},_1; F},_o; Fy_3; Fp_4 - - -

E como calcular o valor do niimero para n muito alto?
Existe uma férmula que foi demonstrada por Leonhard Euler em 1765, mas ficou
famosa quando foi redescoberta por Jacques Binet > em 1843, e acabou sendo conhecida

como férmula de Binet, trata-se da seguinte férmula:

) :(1 +2\/5)”_ (1 —2\/5)”
! V5

Vamos demonstrar pelo Principio da Inducao Finita e veracidade da Formula de Binet,

com Fy=F=1eF,=F, 1+ F, > paran > 3.
Demonstragao:

Queremos provar que

(57) -(55)
V5

¢é valido para qualquer n, com F}, = F, =1¢ F, = F,,_1 + F,,_o, paran > 3.

F,=

Vamos verificar que a sentenca é valida paran =1

L) (50)
\/5

(27 -(57)
\/5

1+v5—1++5

Flz \35

3Jacques Philippe Marie Binet, matemético francés, 1786-1856
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25
2
F=—%_
G
Fi=1

Paran =2
() (55
\/5

1+2V54+5—-1+2/5-5

4
Fo=
’ 5

Fy=

4/5
=3
V5
F2:1
Supondo que a sentenca é valida para n, vamos provar que é verdadeira para n + 1

Fn+1:Fn+Fn—1

(S () ()

Fop— 2 v 2 N 2 ~ 2
5 5

() (5 () (5

1= v

L)) (S (5

) (5 ()

V5
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50 () () ()

2 4 9 4
F, .=
+1 75
1+\/5)”‘1 (1+2\/5+5) <1—\/6>"‘1 (1—2\/5+5)
2 92 B 2 ' 92
Fn+1:

V5
. (1 +2\/5)"‘1 , (1 +2¢5)2 - (1 —2¢5)”‘1 _ (1 —2¢3)2
V5

! +2¢5)"+1 - —2\/5>”“

V5

(- (57)
b}

para qualquer n, com Fy = Fy=1e F,, = F,_1 + F,_s, paran > 3.

Pelo Principio da Indugao Finita provamos F,= é valido

Observacao 5.1.1. O interessante nessa formula é que o numerador é um nimero ir-
racional, o denominador € um numero irracional e o resultado por ser um nimero da
sequéncia de Fibonacci sempre serd um numero inteiro, como demonstrado a veracidade
anteriormente (Lembrando que os arredondamentos, dependem do que usamos para o0s

cdlculos, porém o resultado deve ser um nimero de Fibonacci).
Vejamos um exemplo de aplicacao da férmula de Binet:

Exemplo 5.1.2. Vamos calcular o valor do nimero na sequéncia de Fibonacci para n =
60. Para isso vamos fazer uso de uma calculadora cientifica ou microsoft excel e trabalhar
com um valor aproximado para o numero irracional que aparece na formula, substituindo

o valor de n dado teremos:

L) (57
' 75




L+ VB\™ (1= VE\™
(58
(1,618033989)%° —

—~

FGO:

—0,618033989)%

B

(3,46145 - 10'2) — (2, 88896 - 10~13)

60 — \/g

3,46145 - 102
FGO:T

Fgo=1,54801 - 10'2
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Capitulo 6

Propriedades da sequéncia de

Fibonacci

Este capitulo nos permite apresentar algumas propriedades da Sequéncia de Fibonacci.
Muitas delas foram estudadas por matematicos durante muitos anos.
Observando essa sequéncia verificamos que dois termos consecutivos tem o maximo

divisor comum igual a 1, com isso enunciaremos nossa primeira propriedade.

Propriedade 6.0.3 (Dois termos sucessivos quaisquer sao primos entre si). Na sequéncia
de Fibonacci temos que F), e F, 11 sao numeros primos entre si.
Demonstragao: Para demonstrar essa propriedade devemos mostrar que: (F,, Fyi1) =
1, considerando que (x,y) representa o mdximo divisor comum (M.D.C.) entre x e y,
vamos usar o Principio da Inducao Finita para a demonstragao

Paran =1

Temos que (Fy, Fy) = (1,1) =1

Supondo que (F,, Fy11) =1, queremos provar que (F, 11, F10) =1 paran > 1

Pelo lema de Euclides (x,y) = (y — xz.n,z), usando x = F,11;y = Fi9;n = leF, =
Foio— Foi1, temos (Foy1, Fryo) = (Fryo — Fort, Fruy1) = (Fu, Fuyr) = 1.

Pelo Principio da Indu¢do Finita demonstramos que (F, 11, F10) = 1 paran > 1.

68
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Propriedade 6.0.4 (Soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci). Fy + Fy+ F3+ -+ -+
Fo 1+ F,=F,.—1
Essa propriedade foi descoberta por Edouard Lucas em 1876 e as sequintes somas
apontam para sua generaliza¢do:
F+F=2=3-1=F,—-1
FL+F+F;=4=5—-1=F—-1
L+ +F+F,=7T=8-1=F—1
F+FE+F+F+F=12=13-1=F -1
Demonstracao: Utilizando a definicao recursiva da Sequéncia de Fibonacci.

F1:F3—F2

F2:F4—F3
Fy = F5 — Fy
Fy=Fs — F;

Foon=Fo— F,

F,=F,—F,

Somando os membros:

Fi+F4+F+- +F,  +F,=F3+Fy+Fs+- -+ Fpy+ Foypo— Fy— Fy — F) —
= F,— Fu

F+Fh+F++Foa+F,=—F+ Fhyo,

como Fy =1, chegamos que a soma dos n primeiros numeros de Fibonacci é:

Fi+F+F+ - +F,  +F,=F,,—1
n

Propriedade 6.0.5 (Somas dos nimeros de Fibonacci de ordem impar). Fy + F3 + F5 +
Fr+-ot Fopg+ Fopn = Iy
Demonstracao: Temos:

Fy =F,

Fy=F,— I
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s =Fs— Fy
F7:F8—F6
F9:F10_F8

Fon—1 = Fopn — Fop 2

Somando os membros:

Fi4Fs+Fs+ Frd ot Fop g+ Fop 1 =Fo+ Fy+ Fog+ -+ Fop — Fy — Fy — Fy —
= Py — Fopo

Fi+ s+ Fs+ o4+ Fopg+ Fop1 = Fop,

chegamos que a somas dos numeros de Fibonacci de ordem impar é:

Fy+Fs+Fs+Fr+ -+ Fop 3+ Fo g = Fy,
|

Propriedade 6.0.6 (Somas dos nimeros de Fibonacci de ordem par). Fy + Fy + Fg +
Fg+ - o+ Fop o+ Fopy = Foppqg — 1

Demonstracao: Temos:

E=F—-F
Fy=F5—F;
Fs = F; — F5
Fy = Fy — F7
Fio = Fi — Fy

Fop = Fop1 — Fona

Somando os membros:

Fr+ P+ Fo+Fs+- -+ oot Fon=I3+F+F+- -+ Fapp — F1 — F3— F5 —
= Fony1 — Fopa

F+ Fy+ Fs+ Fg+ -+ Fop o+ Fyy, = Fopiqy — Fy, como Fy =1

chegamos que a somas dos numeros de Fibonacci de ordem impar é:

Fy+Fy+ Fos+ Fg+ -+ Fop o+ Fyy = Fo g — 1
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Propriedade 6.0.7 (Soma alternada dos ntimeros de Fibonacci). Demonstragcao:(—1)?F;+
(1)K + (D) F+ -+ (-1)"ME, =1+ (-1)""'F,

Vamos provar essa propriedade usando as propriedades 3 e 4.

Fi+F+Fs+Fr+- o+ Foypg+ Fopy = Fyy

Fo+Fy+Fs+Fs+ -+ Fop ot Fop = Fopyr — 1

Subtraindo as equagoes membro a membro, teremos:

By —F+Fs—Fy+ -+ Foy g — Fyy = Fopiy — Fopp1 + 1, como F, = F g — F 4,
entao Fs, = Fo,1 — Fop 1, dai:

F—FK+F—F++Fy 11— Fy,=F,+1

Para essa relacao os numeros de indice par tem sinal negativo e os de indice impar
estao com o sinal positivo, porém, o sinal desse numero de Fibonacci dependerd do sinal
da ultima parcela dessa soma. Genericamente:

Fi—FB+F—F+ -+ ()", =14 (-1)""F,,
u

Propriedade 6.0.8 (Soma dos quadrados dos ntumeros de Fibonacci). A soma dos
quadrados dos n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci é dada pela rela¢io: S? =
FP+F;+F?+---+ F?=F,.F,.1, paran>> 1.
Demonstracao: Temos:

Fz = F(Foy1 — Fuoq) = FoFuy — F By, pois Fy, = F,1 — F,_1 como visto nas
propriedades anteriores.

Temos:

F2=IRF

F} = FhyF3— [\ Fy

F} = F3Fy, — [y

F? = FyF5 — F3F,

F?=F,F,.1 — F,,F,

Somando os membros:

FP 4 Fi+Fi+Fi4 -+ F? (+F?=FFy+ s+ F3Fy+ -+ Fy 1 F,+ FFq —
FFy — Byl — F3Fy— - — Fp Fy
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FP 4+ Fy+Fi+Fi+--+F  +F2=F,F,
|
Propriedade 6.0.9 (Numero de Fibonacci de ordem n+m). F,,,, = F,, 1F,, + F,F,11
|

Propriedade 6.0.10 (Numero de Fibonacci de ordem 2n). Fy, = F, 1 F, + F,F,11 =
Fn(Fn—l + Fn—i—l)

Propriedade 6.0.11 (Diferenga de quadrados de nimeros consecutivos de ordem par e
ordem fmpar). F2, , — F2 | = F,

Como F,, = F,.1 — F,_1, podemos escrever a diferenca de quadrados de nimeros
consecutivos de ordem par e ordem impar como:

Fop = (Fog1 — Foct) (Fr1 + Foga),

ou ainda

F2n:F2+1_F2—1

n n

Propriedade 6.0.12 (A soma de seis nimeros consecutivos de Fibonacci é divisivel po
4). Paran >0
Fo+ B+ Foot+ s+ g+ s=4F,
Demonstracao: Vamos desenvolver o primeiro membro da equacao.
Fy4 Fpi1+ Fupo+ Fuys + Fopa + Foys
Substituindo F,, + F,,11 por Fi,1o e F,15 por F,, 13+ F, 14, temos:
Foiot+ Fopo+ Fops+ Fopa + Pz + Fuya
2Fi0 +2F 3+ 2F, 14
2(Foy2 + Fuys) +2F,14
Substituindo F o + F,,13 por F, 4, temos o que queriamos demonstrar:
2F a4+ 2F 04
4F, 14, ou seja:

Fn‘l_Fn—l—l+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5:4Fn+4
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Propriedade 6.0.13 (A soma de quaisquer 10 ndmeros consecutivos de Fibonacci é
divisivel por 11). Paran > 0

Fo+Fo+Foet+ Fos+ Foa+ Fos + Fue + Foyr + Foys + Fropo = 11L.F, 14
Demonstracao: Vamos desenvolver o primeiro membro da equacao.

Fo+Fy1+Fyo+Fpis+Fpis+ Fpis+ Frig+ Fror + Fris + Foio

Substituindo F, .9 por F,i7 + F,is, temos:

(Fo+ Fopr + Fopo + Foys + Foa + Foys) + Fuge + Foyr + Fugs + (Fugr + Fays)

Pela Propriedade anterior F,, + Fo, .1 + Fpio + Fuis + Foiq+ Fhis = 4F, 14, dai:

AFa+ Foye + 2F 07 + 2F8

4F s+ Foye + 2(Fhqs + Foge) + 2(Fge + Frgr)

AFpia+ Foye +2F0 5 + 2F6 + 2F, 6 + Fuyr

AF, 4 +5F 6+ 2F, 5+ 2F, 5+ 2F,.6

AF, 4+ 2F, 5+ 2F, 5 + TF, 6

A(Foya + Foys) + Fuge

AF, 16+ TFy 46

11F, .6

Temos o que queriamos demonstrar:

Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5+Fn+6+Fn+7+Fn+8+Fn+9:11Fn+6
|

Propriedade 6.0.14 (Férmula de Cassini '). A férmula de Cassini foi descoberta em
1680 por Jean-Dominique Cassini, entao diretor do Observatorio de Paris, e comprovada
por Robert Simson (1753), porém nomeada somente em 1879. A Férmula € um caso
especial da Sequéncia de Fibonacci.

FoaFop — Fy = (=1)"
Demonstracao:Demonstraremos pelo Principio da Indug¢dao Finita.

Queremos provar que F, 1 F,, 1 — F? = (=1)"

Paran =1

!Jean Dominique Comte de Cassini, 1748-1845, astrénomo, geodesista e cartégrafo francés
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FoF,—F2=0-1-12=1 OK

Supomos que F,_1F, 1 — F? = (=1)" é vdlida para n > 1, vamos provar que € vdlida
para n + 1

FolFpio — F3+1 =

:Fn(Fn+1+Fn) —Fiﬂ =

=F,Fp+ F,F,—F2 | =

= Fpp1 (B — Fun) + FY

Como F,, 1 = F,.1 — F,, temos:

= Fup(=F) + FL =

= —(Fp1Fh1 = FY)

Pela hipotese

(=" = (=1(=1)" = (="

Pelo Principio da Indugdo Finita provamos que F,,_1F, ;1 — F? = (=1)".

CURIOSIDADE: Numero notavel 89

A Seqiiéncia de Fibonacci contém um numero absolutamente notavel Fj; = 89. O valor
de % na representagao decimal é igual a 0,0112359550561798 - - - .

Se organizarmos os numeros de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,--- como fracoes deci-
mais da maneira o digito das unidades do primeiro nimero de Fibonacci fique na segunda
casa decimal, o segundo fique na terceira casa decimal, e assim por diante (o digito das
unidades do n-ésimo numero de Fibonacci fica na (n + 1) n-ésima casa decimal, assim:

0,01
0,001
0,0002
0,00003
0, 000005
0, 0000008
0,00000013

0, 000000021
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0, 0000000034

0, 00000000055

0, 000000000089
0,0000000000144

0, 00000000000233

0, 000000000000377

0, 0000000000000610

0, 00000000000000987
0,000000000000001597
0, 0000000000000002584
0, 00000000000000004181

0,0112359550561798 - - -
Agora se somarmos todos os nimeros, iremos obter 0,0112359550561798--- que é
1
igual a 39" Essa curiosidade foi descoberta por Cody Birsner, estudante da Universidade

de Oklahoma, em 1994.

6.1 Fibonacci e a Sequencia de Lucas

Denotamos em nosso trabalho a sequencia de Fibonacci por F;,, enquanto que o simbolo
L, denotaremos a sequencia de Lucas. Essa sequéncia foi concebida pelo matematico
francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891)2. A Sequéncia de Lucas é um caso
particular da Sequéncia de Fibonacci, com Iy, = 1, Ly =3 e L, = L, 1 + L,_o, para
n > 3.

A importancia dos nimeros de Lucas L,, dar-se-a no fato deles gerarem a Proporc¢ao
aurea para as n-ésimas poténcias.

A sequencia obtida entao é 1,3,4,7,11,18,29,---.

Os numeros de Lucas podem ser dados recursivamente, usando a Sequéncia de Fi-

bonacci, por: L, = F,.1 + F,_1, paran > 1.

2Lucas é reconhecido pela criacdo do jogo conhecido como torre de Hanoi
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Como a Sequeéncia de Fibonacci a de Lucas possui algumas propriedades, que citaremos

abaixo.

Propriedade 6.1.1 (L, = F,,2 — F,_2, para n > 2). Demonstracao:Utilizando a

defini¢ao recursiva da Sequéncia de Lucas L, = F, 1+ F,_1, paran > 1 e pela sequéncia
de Fibonacci Fry1 = Fhio — F, e F,1 = F, — F,,_5, faremos a demonstracao dessa
propriedade.

L, = n+1—|—Fn,1:>
:>Ln:(Fn+2_Fn>+(Fn_Fn—2)
= L, =F,9— F, o, paran > 2.

Propriedade 6.1.2 (F,,+ L, = 2F,1). Demonstrac¢ao:Vamos desenvolver o primeiro
membro da equacao:

Fo+ Ly = (Foyr — Foo1) + (Fugz — Fa)

Fo+L,=(Foy1— (Fy—Fo9))+ Fhpo— Fyo

F,+L,=F,1+ (—F,+ Fo2)

F,+L,=F,1+ Fo1

F,+ L,=2F,

Propriedade 6.1.3 (2.L,,,1 — L, = 5.F,,, paran > 0). Demonstra¢do:Lembrando que
L,=2F, .1 —F, e Lyy1 =2F, 5 — F,11, vamos a demonstra¢ao:

20,1 — Ly =2(2F, 40 — Fr1) — 2F,1 — F,

2L — Ly =4F, 0 — 2F, 11 — 2F, 1 — F,

2Ly — Ly =4A(Fyye — Fry) — F,

2L, — L, =4F, + F,

2L,.1 — L, =5F,
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Propriedade 6.1.4 (L2 — 5F% = 4(—1)", para n > 0). Demonstracao:Para iniciar
nossa demonstracao, partiremos da Formula de Cassini:

Fo1Fop — Fr% = (_1)n

Como

F,+ L, =2F,, ou seja F,,.1 = Fn%[/" e

L,=F,1+ F,1 ouseja F,_ 1 =L, — F,1, dat

(L~ Fs) (22 2 = (-1

(L~ (Lo (2 ) p2 =
L,—-F, F,+ L,

_F2:_1n
(B () — B2 = (<))
L2 — F2 — 4F? = 4(—1)"

L2 — 5F2 = 4(—1)"

6.2 Fibonacci e Fermat

Fermat observou que os ntimeros 1, 3, 8, 120 possuem a seguinte propriedade:

Um (1) mais o produto de quaisquer dois deles € um quadrado perfeito.

Assim:
1+1-3=22
1+1-8=3
1+1-120 =112
1+3-8=5
1+4+3-120 = 192

1+8-120 = 312

Davenport  mostrou que para 1, 3, 8 e z terem a mesma propriedade, entdao z deve
ser 120 e que é impossivel encontrar x e y de tal forma que os cinco numeros 1, 3, 8, = e
y tenham essa mesma propriedade.

Se observarmos a sequéncia dos numeros de Fibonacci rapidamente veriamos que 1,3

e 8 correspondem respectivamente a Fy, Fy e Fg e que 120=4-2-3 -5 =4F3F,F5.

3Harold Davenport, matematico inglés, 1907-1969
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Teorema 6.2.1 (Os ntmeros Fy,, Fo,io, Fopys € 4F5, 1 Foni9F5,, 3 tem a propriedade

de um mais o produto de quaisquer dois deles é um quadrado perfeito).

Demonstracao:Lembrando que por Cassini temos:
Fo 1 Foy— F?2=(=1)"
Fo1Fpp — (1) = F}
Deixando do jeito que precisamos para demonstracao, temos:
+1+ FopnFonya = 34
—1+ Fopi1Fonis = Fi s
+1 -+ Fopyolonys = F22n+3
Partindo que
A =14 Fp,(4F5,11Fo12F,13) é quadrado perfeito.
A =1+ 4(FonFoni2)(Fany1Fonts)
Por Cassini, vamos substituir
FopFopio = anﬂ —1le Fopy1Fopis = FQQnJr2 + 1, assim:
=1+ 4(F3 1 — DI, + 1)
=1+ 4(F3 1 Fog — Fa — Fopyn — 1)
=1+ 4F22n+1F22n+2 - 4F22n+1 - 4F22n+2 —4
Vamos substituir F5, o por Foui1Fom45 — 1
=1+ AF5, (F3 i — AF5, 0 — A(Foni1 Fopss — 1) — 4
Vamos substituir Fy, 3 por Fo,i1 + Fono
= 1+ 4F5  F5 0 +4F5, | — 4Fon 1 (Fangy + Fonyo) — 4 +4
= 1+ 4F5, (Fo o+ 4F5, o — AFS o — 431 Fan s
=1+4F5,  F3 0 — 4F5 1 Foppo
= (2Fons1Fopgs — 1)

As demais demonstracoes seguem analogamente.
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6.3 A Proporcao Aurea

” 0 matematico, tal como o pintor ou o poeta, é um criador de
padrées. Um pintor faz padroes com formas e cores, um poeta
com palavras e o matematico com ideias. Todos os padroes
devem ser belos. As ideias, tal como as cores, as palavras ou
os sons, devem ajustar-se de forma perfeita e harmoniosa”.

(Godfrey Harold Hardy)

Definicao 6.3.1 (Proporgao Aurea). E uma constante algébrica 1rracional denotada pela
letra grega ® (lé-se "fi”) dada pela divisao entre um elemento da sequéncia de Fibonacci

e seu antecessor, que tende a se aproximar de ®=1,618033988749895.

A Proporgao Aurea foi muito usada por Phidias 4, e em funcdo das primeiras letras
de seu nome usamos ® para representar o valor numérico do que conhecemos como razao
dourada, proporcao Divina, pois os antigos achavam que este era um nimero predeter-
minado pelo Criador do Universo. Vale lembrar tantos outros nomes dados a esta razao:
Proporcao aurea, nimero de ouro, niimero aureo, seccao aurea, proporcao de ouro, se¢ao
aurea (do latim sectio aurea), razdo durea, razao de ouro, média e extrema razao (Eu-
clides), divina se¢ao (do latim sectio divina), propor¢ao em extrema razao, divisao de
extrema razao ou aurea exceléncia...

Uma aproximacao para ¢

1.6180339887498948482045868343656381177203091798057628621254486227052604

6281890244970720720418939113748475408807538689175212663386222353693179

3180060766726354433389086595939582905638322661319928290267880675208766

8925017116962070322210432162695486262963136144381497587012203408058879

5445474924618569536486444924104432077134494704956584678850987433944221

2544977066478091588460749988712400765217057517978834166256249407589069

7040002812104276217711177780531531714101170466659914669798731761356006

7087480710131795236894275219484353056783002287856997829778347845878228

9110973250030269615617002504643382437764861028383126833037242926752631
descultor grego, 480 - 430 a. C.
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Fn L,

: R R O T W v —
1 3 1 3 1 1

2 4 7 1,333333333 3 0,333333333

3 7 1,5 1,75 2 0,5

5 11 1,666666667 1,571428571 2,333333333 0,428571429

g 18 16 1,636363636 2,2 0,454545455

13 29 1,625 1,611111111 2,25 0,444444444

21 47 1,615384615384620 | 1,620689655172410 | 2,230769230765230 | 0,448275862068566
34 76 1,619047619047620 | 1,617021276595740 | 2,238095238055240 | 0,446808510638298
55 123 1,617647058823530 | 1,618421052631580 | 2,235294117647060 | 0,447368421052632
B9 199 1,618181818181820 | 1,617886178861790 | 2,236363636363640 | 0,447154471544715
144 322 1,617977528089880 | 1,618090452261310 | 2,235955056179780 | 0,447236180904523
233 521 1,618055555555560 | 1,618012422360250 | 2,236111111111110 | 0,447204968944099
377 843 1,618025751072960 | 1,618042226487520 | 2,236051502145920 | 0,447216890595010
610 1364 1,618037135278510 | 1,618030842230130 | 2,236074270557030 | 0,447212336892052
987 2207 1,618032786885250 | 1,618035150615840 | 2,236065573770450 | 0,447214076246334
1557 3571 1,618034447821680 | 1,618033529678300 | 2,236068895643360 | 0,447213411871319
2584 5778 1,618033813400130 | 1,618034164059630 | 2,236067626800250 | 0,447213665635877
4181 9349 1,618034055727550 | 1,618033921772240 | 2,236068111455110 | 0,447213568708896
5765 15127 1,618033963166710 | 1,618034014333080 | 2,236067926333410 | 0,447213605733233
10946 24476 1,618033998521800 | 1,618033078977980 | 2,236067997043610 | 0,447213591591195
17711 38603 1,618033885017360 | 1,618033892482430 | 2,236067970034720 | 0,447213596992973
28657 64079 1,618033850175600 | 1,618033887324150 | 2,236067980351190 | 0,447213504928677
46368 103682 1,618033888205320 | 1,618033889284460 | 2,236067976410650 | 0,447213505717786
75025 167761 1,618033988057900 | 1,618033588541850 | 2,236067977915800 | 0,447213595416755
121383 271443 1,618033088670440 | 1,618033588829350 | 2,236067977340850 | 0,447213595531739
196418 439204 1,618033588780240 | 1,618033888719550 | 2,236067977560450 | 0,447213555487819

Figura 6.1: Fonte: Microsoft Excel

1653392473167111211588186385133162038400522216579128667529465490681131
71599343235973494985090409476213222981017261070596

Conseguimos obter ¢ matematicamente através de dedugoes algébricas, sequéncias

continuas infinitas ou deducgoes geométricas.

Definigao 6.3.2 (Numeros irracionais). Representados pela letra I (maiiscula), sdo nimeros

que nao se pode expressar como quociente de dois niumeros inteiros a e b, pois em suas

formas decimais, consistem em numeros infinitos nao periodicos.
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Deducao algébrica de ¢

Assim como 8 estd para 5, 13 estd para 8, 21 esta para 13, generalizando F),; esta para
F9

F,. Por exemplo: utilizando o 10° elemento, a divisao seria: o Algebricamente,

calculamos a Proporcao Aurea tomando como base duas medidas: a e b utilizando dois

segmentos de retas:

a b

L ¢ ¢
N _/

~
a+b

a+besta para a assim comoaesta parab

Figura 6.2: Sequéncia de Fibonacci - Fonte: http://blog.wesleycota.com /fibonacci-parte-2-proporcao-
aurea/, em 23/06/17

Temos:
b
Demonstracao: Vamos provar que b % = O.
b
A partir da figura: atb_ %, chamamos esse valor z, dai:
a
a+b a

I = — =
(——=3 =z

a+b a b b
(1) =—+-=1+-

a a a a

b 1
Se % =z, por (I) — = —, substituindo em (I7),
a x

1
1 + —, multiplicando ambos os lados por z, obtemos z + 1 = 22
x

1++5
2 _ x —1 =0 encontramos duas raizes r = 2\/_

1+v5 1-+5

5 o7 2

Resolvendo a equacao x , ou seja

xr =

, como nao queremos medida negativa:

1 5 .
+2\/_ ~ 1,618033988749895 = ®, esse é o valor da Proporcao Aurea.



Deducgao de ¢ através de sequéncias infinitas

Sequéncia das fragoes continuas infinitas

1
Z =1
1
1+ —2—2
_1_
1 3
I+ —5=5=15
1 —
+1
1
1+ 1 = - =1,6666666667
L+ —7
1 —
+l
1 8
1+ 1
1+ —
1 —
+1
1 13
1+ - =2 =1,625
1+ I
1+ —7
1 —
+1
1 21
1_|_ = — =
1
1+ 1
1+ 1
1+ —7

= 1,6153846154
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1 4
2— =1,6190476190

1+ I
1+ |
1+ :
1+ I
R
L+ —

14+ =
+1

Como as fragoes tendem a ¢, podemos dizer:

1
=1+ :
1+ —————
1
1+ ——

1+ ...

¢ (n+1) = 1+$, O(1) =1

Essa sequéncia tem limite:
Se lim,, o, ®(n) = «, entdo

lim, 0o ®(n + 1) = «, portanto

Ii dn+1)=1+ !

My 500 PN = =~
- lim,, o ®(n)

1
Dai, o =1+ —,ousejaa? —a—1=0
a

Resolvendo a equacao encontramos as raizes

1++/5

a = 9

/_1_\/g

« 5 ,

(¢
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O limite da sequéncia é positivo pois todos os termos sao positivos, temos

1
o= +2\/5 ~ 1,618033988749895 — &
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Sequéncia de radicais continuos infinitos:

Vi=1

1+

1+ 1 =1,414213562373100

14+ /1 = 1,553773974030040

\/1 +/1+v1++/1=1,598053182478620
\/1 + \/1 +4/14+ V1 ++/1=1,611847754125250

1+ \/1 + \/1+ VIi+vI1i+ V1 =1,616121206508120

1+\

1+ \/1 + \/1+ 14+ V141 =1,617442798527390

\

1+\

1+ 1—|—\/1+\/14—\/1—1—\/1—1-\/T:1,617851290609670

Como os radicais tendem a ®, podemos dizer:

o = 1+\/1+\/1+\/1+\/1+W

P(n+1) =+/1+0(n), (1) =1

Essa sequéncia tem limite:

Se lim,,_,, ®(n) = B, entédo

lim,, o ®(n + 1) = S, portanto
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lim, oo ®(n 4+ 1) = /1 + lim,, 0o ®(n)
Dai, = 1+ 8

B% =1+ f3, ou seja:

B-p—-1=0

Resolvendo a equagao encontramos duas raizes

1++5

b=

e

O limite da sequéncia é positivo pois todos os termos sao positivos, temos:

1++5

b=

~ 1,618033988749895 = ¢

Deducao geométrica de ¢

Para obter geometricamente o nimero ¢, podemos partir de um segmento de reta com
extremidades A e B e determinar um ponto D entre A e B tal que a razao entre o segmento
AB e o segmento AD seja & =1,618--- ., j:gztb

Vamos entao determinar o Ponto D.

Obtenha o ponto médio do segmento AB e trace uma reta perpendicular a AB passando
por B com a metade do comprimento de AB, temos agora uma nova reta BC perpendicular
a AB com exatamente a metade do comprimento AB. Una este ponto que acabou de
encontrar com o ponto A da primeira reta para formar um triangulo ABC. Coloque a
ponta seca do compasso no vértice C do triangulo e abra-o até o ponto B. Use este raio

para marcar o ponto E na hipotenusa do triangulo; Com a ponta seca do compasso em A,

abra-o até o novo ponto E marcado na hipotenusa, e use este raio para marcar o ponto D
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na primeira reta AB. Este ponto divide o segmento AB em duas partes e o maior segmento

é 1,6183.... vezes o menor. Obtivemos assim o ponto D que estavamos procurando

C

1/2

Figura 6.3: Razao entre o segmento AB e o segmento AD é igual a ® - Fonte:http://www.uel.br/projetos

/matessencial /superior /pde/rosania-razao-aurea.pdf, em 02/08/17

- AB
Demonstracao: Queremos provar que ﬁ:q)

Chamemos o segmento AB de a, AB = a, portanto BC = %, como o triangulo ABC
foi construido de maneira que fosse um triangulo retangulo, AB e BC sao os catetos e
AC é a hipotenusa. A hipotenusa AC = C'E + z, ou seja, AC = BC + z, pois CE foi
feito a partir do tamanho do BC.

Pelo Teorema de Pitagoras temos:
Dyo

(437 =a>+ (3

2

Resolvendo chegamos em 2% 4 ax — a® = 0, encontrando duas raizes:

—1++5 ~1-+5

x=a( 5 )ex =a( 5 ).
AB a a 1+v5 1445 i
Dai =—= —= = , para nosso segmento a solucao é , assim
AD =« -1++5 2 2
A
AB 1++/5
= _’_\/_21,618"':@
AD 2

AB

Provamos que =—=%o
AD
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6.3.1 O retangulo Aureo

Nada melhor que comecarmos a secao por uma figura auto explicativa e que relaciona a

Sequéncia de Fibonacci com a Proporgao Aurea com harmonia.

34x34

8x8

Figura 6.4: Retangulo Aureo - Fonte: Microsoft Excel

Ao observarmos o desenho, qualquer momento em que pare a construgao tem sempre
um retangulo. O quadrado seguinte é sempre determinado pelo atual retangulo. Se
reparamos no retangulo temos que: 12 + 12 + 22 + 32 + 52 + 82 + 132 4+ 212 + 34?2 = 34.55

Comecando pelo primeiro retangulo, temos:

12+12=1-2

12+12422=2-3

+12+2°+3°=3-5

1P4+12+224+ 3 +4*=5-8

2+124+22 43 +4*+52=8-13

PP4+124+ 224+ 3 +47+ 52462 =13-21

P+ 12+22 43 4+44+52+62+72=21-34

Pode-se entao deduzir: 12+12+22+3%+- - -+ F? = F, F, 41, com n > 1. Demonstrando

pelo Retangulo Aureo a Propriedade da Soma dos quadrados dos nimeros de Fibonacci.
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6.3.2 A espiral Aurea

A espiral Aurea, formada a partir do retangulo Aureo, é a curva formada pelos infinitos
arcos de 90° inscritos em cada um dos quadrados e ligados entre si. Os centros desses

arcos sao os vértices dos quadrados. A figura abaixo ilustra a espiral Aurea.

Figura 6.5: Espiral Aurea - Fonte: http://www.dinamatica.com.br/2014/05/espiral-aurea-de-
fibonacci.html, em 07/2017



Capitulo 7

O Triangulo de Pascal x Sequéncia

de Fibonacci em sala de aula

7.1 Metodologia

A escolha do tema foi devido a pouca abordagem dada em sala de aula, principalmente
nas Escolas Publicas do Estado de Sao Paulo, fato confirmado analisando o Curriculo
Oficial, onde o Triangulo de Pascal é abordado em meia pagina na 2* série do Ensino
Médio e a Sequéncia de Fibonacci nem ¢é lembrada. Nos capitulos anteriores tratamos de
sua historia, construgao e desenvolvimento de propriedades, a partir daqui vamos elencar
dicas para sua utilizacao em sala. Vale ressaltar que sao contelidos muito ricos e gracas aos
padroes do Triangulo de Pascal, sua diversidade e as aplicagoes cotidianas da Sequéncia
de Fibonacci, a atencao dos alunos ja esta garantida, as estruturas sao simples e nao
ha necessidade das demonstracoes das propriedades, pois falta também conhecimentos

prévios dos alunos para tal feito.

89
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7.2 Aplicagoes do Triangulo de Pascal

7.2.1 Aplicacoes - Encontrando os coeficientes das linhas

Essa propriedade ¢ utilizada quando queremos encontrar os elementos de uma linha sem
que conhecamos a linhas anteriores e sem a utilizacao dos Numeros Binomiais para o

calculo.

Exemplo 7.2.1. Encontrar a linha 13 do Triangulo de Pascal (lembrando que nao uti-

) , . . . NP . S 13\ /13y (13
lizaremos os Numeros binomiais, assim ficaria fdcil, pois seria so calcular ( ), ( ), ( ),

0 1 2
(133), (143), (153), (163), (173) e os demais sao complementares.

Resolugao:

I : Sabemos que a linha 13 tera n + 1 elementos, ou seja, 13 + 1 = 14 elementos;
IT : O primeiro e o 4ltimo elemento sao iguais a 1=C°;
III : O 2° elemento € igual a n, aqui tomado como 13 = C};

IV : Como os elementos equidistantes sao iguais entao: 2° e o 13° sao iguais, assim

como: 3° e 12°, 4° e 11°, 5° e 10°, 6° € 97, 7° e 8° também sao complementares.

Vamos calculd-los:

, —1 13(13 -1
3° elemento : F da forma C? :%, que € a 3* diagonal, calculando temos Q
78
. —1) n—-2
4° elemento : F da forma ngn(n2 )n T que € a 4* diagonal, calculando temos

13(13—1) 13 -2

= 286
2 3

5° elemento : Seguindo o mesmo raciocinio, vamos determinar os demais elementos
nn—1) n—2 n—3

4_ =171
(O 5 5 1 715
1) n—-2 n-3 n—4
6° elemento :C’fz:n(n2 ) .m T 1 T n = 1287

:06:71(71—1)‘n—2.n—3.n—4.n—5

= 1716
2 3 4 5 6

7° elemento
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Demais elementos que sao complementares : 1716, 1287, 715, 286, 78, 13, 1

Assim a Linha 13 pedida possui os elementos: 1, 13, 78, 286, 715, 1287, 1716, 1716, 1287,
715, 276, 78, 13, 1.

7.2.2 Aplicacoes - Bindomio de Newton

O conhecimento sobre o Triangulo Aritmético é um pré-requisito para o docente que
trabalhara em suas aulas Binomio de Newton, por isso nao é justificivel a tao pouca
atencao a este tema no Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo, como ja citado. Ha
uma relacao forte entre a construgao do Triangulo de Pascal e os coeficientes binomiais no
desenvolvimento do Binomio de Newton. Essa relacao entre os temas desperta interesse e
curiosidade nos alunos, promovendo um ambiente propicio para a aprendizagem, soma-se
isso ao préprio Triangulo Aritmético apresentar algumas propriedades, por si mesmas,
muito interessantes. Tais propriedades vistas detalhadamente anteriormente.

Pelos produtos notéveis, sabemos que (a + b)? = a® + 2ab + b*.

Se quisermos calcular (a + b)3, podemos escrever: (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab?® + b3.

Se quisermos calcular (a + b)*, podemos adotar o mesmo procedimento: (a + b)* =
(a+b)3(a+b) = (a® + 3a®b + 3ab® + b*)(a + b) = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*.

De modo anélogo, podemos calcular as quintas e sextas poténcias e, de modo geral,
obter o desenvolvimento da poténcia (z + a)" a partir da anterior, ou seja, de (x +
a)"'. Porém quando o valor de n é grande, este processo gradativo de célculo é muito
trabalhoso. Existe um método para desenvolver a e-nésima poténcia de um binomio,

1

conhecido como Binomio de Newton *. Para esse método é necessario saber o que sao

coeficientes binomiais, algumas de suas propriedades e o Triangulo de Pascal.

Definigao 7.2.2 (O Binomio de Newton). A férmula do binémio de Newton é a férmula

que dd o desenvolvimento de (x + a)". Para obté-la, basta multiplicar

(x+a)(zr+a)(z+a) - (x+a)

!Newton, Isaac (1642-1727), matemdtico e fisico inglés
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O termo genérico do produto ¢ obtido tomando em p dos fatores, p=0,1,2,--- ,n, a
sequnda parcela e tomando o restante n — p fatores a primeira parcela. Como isso pode

ser feito de C? modos, o termo genérico do produto é CPaPx" P e
(x4 a)" E ChaPa"™P

:Cg(l +Clln1 —|—C’Za”x0
Exemplo de Utilizagcao do Binémio de Newton

1
Exemplo 7.2.3. Determine o coeficiente de x3 no desenvolvimento de (x* — =)7.
x
Resolugao:

O termo genérico do desenvolvimento é

CH— P ) = CH(- 1y

O termo em a2 € obtido se 28 — 5p = 3, ou seja, se p = 5.

O termo procurado é C2(—1)°2% = —21x3. O coeficiente é —21.

4_( 4 4 4 4 4
Exemplo 7.2.4. (22 +1) _(0-(2:r)4-10) +(1-(2z)3-11) +(2-(2x)2-12) +(3-(2x)1-13) +(4-(2x)0-14)
Para saber rapidamente quais sao os valores dos nimeros binomiais, basta pesquisar-

mos o Triangulo de Pascal:

(Co) (C1) (C2) (C3) (C4) (C5) (Ce)

Lo 1

Ly 1 1

Ly 1 2 1

Ls 1 3 3 1

Ly 1 4 6 4 1

Ls 1 5 10 10 5 1

Lg 1 6 15 20 15 6 1

Analisando a linha Ly, obtemos a expressao:

1-1624-14+4-823-1+6-422-1+4-22-1+1-1-1
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Exemplo 7.2.5. Determine a soma dos coeficientes numéricos de:

a) (3z%+ 5x)3

Resolugo: (3x* + 5x)3:(0-(3:p2)33-(5z)0) +(1-(3:1:2)32-(5z)1) +(2-(3x2)31-(5w)2) +(3-(3x2)30-(5w)3) (32% +

5= ) o) g ) o) Vamos usar = 1
(322 +52)*=1-1-127-14+3-9-5-1+3-3-25-1+1-1-125-1=512
Ou podemos simplesmente, colocar x = 1 no inicio do exercicio. Assim:

(322 +5z)*=(3-12 +5-1)>=8>=512

Assim, caso seja pedido a soma dos coeficientes numérico do desenvolvimento de um
binomio, nao é necessario fazer todo o desenvolvimento pelo Binomio de Newton, basta
saber a seguinte dica: troque qualquer letra do binémio por 1, calcule o valor que ficara

dentro dos parénteses, e pronto.

7.2.3 Aplicacoes - Uso da Planilha do Microsoft Excel para o

triangulo de Pascal

Apoés a apresentacao do Triangulo de Pascal e algumas de suas propriedades bésicas em
sala de aula, é hora de colocar a mao na massa. Levar os alunos no laboratério de
Informatica da escola e deixd-los analisar os padroes encontrados no triangulo quando
coloridos os multiplos dos nimeros que eles escolherem, é uma ideia bem boa para a
contextualizacao do conteiido. E também com o erro encontrado na planilha pré elaborada
do Microsoft Excel, apds a linha de niimero 46, o professor pode abordar os critérios de
divisibilidade para que os proprios alunos pintem os multiplos dos nimeros escolhidos.
Para que o docente nao fuja do foco, trabalhe com os multiplos até o niimero 11 e depois
somente com os numeros primos, para que possam analisar os padroes semelhantes que
esses numeros apresentam entre si.

Resumo dos critérios de divisibilidade:

Divisibilidade por 2 :Um numero natural é divisivel por 2 quando ele termina em 0,

ou 2, ou 4, ou 6, ou 8, ou seja, quando ele é par.
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Divisibilidade por 3 :Um ntmero é divisivel por 3 quando a soma dos valores absolutos

dos seus algarismos for divisivel por 3.

Divisibilidade por 4 :Um ntimero é divisivel por 4 quando termina em 00 ou quando o

nimero formado pelos dois iltimos algarismos da direita for divisivel por 4.

Divisibilidade por 5 :Um ntumero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou

5.
Divisibilidade por 6 :Um nimero é divisivel por 6 quando é divisivel por 2 e por 3.

Divisibilidade por 7 :Um ntmero ¢é divisivel por 7 se o dobro do ultimo algarismo,
subtraido do niimero sem o tltimo algarismo, resultar um nimero divisivel por 7.
Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar

a divisao por 7.

Divisibilidade por 8 :Um ntimero ¢ divisivel por 8 quando termina em 000, ou quando

o numero formado pelos trés tltimos algarismos da direita for divisivel por 8.

Divisibilidade por 9 :Um numero é divisivel por 9 quando a soma dos valores absolutos

dos seus algarismos for divisivel por 9.
Divisibilidade por 10 :Um nimero natural é divisivel por 10 quando ele termina em 0.

Divisibilidade por 11 :Um numero é divisivel por 11 quando a diferenca entre as somas
dos valores absolutos dos algarismos de ordem fmpar e a dos de ordem par é divisivel
por 11. O algarismo das unidades é de 1* ordem, o das dezenas de 2* ordem, o das

centenas de 3* ordem, e assim sucessivamente.

7.2.4 Aplicacgoes - Probabilidade

As aplicagoes de probabilidade do Triangulo de Pascal sao impressionantes. Na verdade
nao da para escolher qual contetido ¢ mais fascinante. 'O Tratado do triangulo aritmético’
de Pascal possuia alguns principios de probabilidade. Por exemplo os termos da linha 3:
1,3,3,1 representam o ntmero de possibilidades no lancamento de trés moedas; e esses

termos, as ocorréncias possiveis:
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uma possibilidade de trés caras (kkk)
trés possibilidades de duas coroas e uma cara (cke,cck kec)
trés possibilidades de duas caras e uma coroa (kck, kke, ckk)

uma possibilidade de trés coroas (ccc)
Podemos perceber o mesmo feito no lancamento de quatro moedas olhando para a
linha 4: 1,4,6,4,1:
uma possibilidade de quatro caras (kkkk)
quatro possibilidades de uma cara e trés coroas (kccc, ckee, ccke, ceck)
seis possibilidades de duas caras e duas coroas (kkcc, kcke, keek, ckke, ckek, cckk)

quatro possibilidades de uma coroa e trés caras (ckkk, kckk, kkck, kkkc)

uma possibilidade de quatro coroas (ccce)

E assim sucessivamente.

Os célculos envolvendo probabilidades estao presentes nas situagoes ligadas a genética
em Biologia, abrangendo diversos estudos relacionados as leis de Mendel. Vamos utilizar
as nocoes de probabilidade na determinacao do sexo dos filhos de um casal. Suponhamos
que um casal deseja ter dois filhos e quer saber qual a probabilidade de ocorrer os seguintes
pares: dois meninos ou duas meninas. Para determinarmos a probabilidade do sexo dos
filhos, precisamos saber as seguintes condicoes: O sexo do segundo filho independe do sexo
do primeiro, e assim sucessivamente. Vamos olhar para a linha 2: 1,2, 1 do Triangulo de

Pascal:

uma possibilidade de ter duas meninas (MM)
duas possibilidades de ter um menino e uma menina (Mm, mM)

uma possibilidade de ter dois meninos (mm)

Se quisermos a probabilidades dos eventos, como neste caso temos quatro opgoes de
acontecimentos, entao 25% para cada evento. Para termos duas meninas 25%, para termos

dois meninos 25% e para termos uma menina e um menino 50%.
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7.3 Aplicacoes da Sequéncia de Fibonacci e Proporcao

Aurea

7.3.1 Aplicacoes - Tridngulo retangulo e a Sequéncia de Fi-

bonacci

Encontramos algumas generalizagoes envolvendo a sequéncia de Fibonacci e o Teorema
de Pitdgoras, uma delas é quando tomamos dois elementos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci representando o valor das medidas dos catetos de um triangulo retangulo e o
valor da hipotenusa desse triangulo serd a raiz quadrada de um dos elementos da sequéncia

de Fibonacci, veja a figura abaixo:

2

3 13 55

Figura 7.1: Fonte: Microsoft Word
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Tabela 7.1: Triangulo retangulo e a Sequéncia de Fibonacci

7.3.2 Aplicacoes - Na natureza

Tudo na natureza nasce e se manifesta através desse principio
matematico: plantas, animais, nés seres humanos, os ventos,
as ondas do mar. Tudo estd se formando e se organizando
através dessa ordem natural de desenvolvimento. Nosso plan-
eta Terra estd vibrando e se sustentando através dessa maravil-
hosa sequéncia/frequéncia porque é ela que impulsiona nossa
galaxia e nossa galdxia se desenvolve pela forca natural e vi-

bratéria dessa lei universal. (MMSorge)

Os elementos da natureza nos quais estd presente a sequéncia Fibonacci ou proporgao
aurea sao alvo de pesquisadores, artistas e escritores, pois aparece nas conchas dos cara-
mujos, no comportamento da refracao da luz, dos atomos, do crescimento das plantas,
nas espirais das galaxias, dos marfins de elefantes, nas ondas no oceano, furacoes, dentre

muito mais.
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Concha do caramujo

A razao de cada diametro da espiral do Nautilus Pompilius (Molusco que bombeia gas
para dentro de sua concha repleta de camaras pra poder regular a profundidade de sua
flutuacdo) para a seguinte proporciona o crescimento aproximado a proporgao aurea. As

conchas crescem de fora para dentro e nao modifica seu formato ao longo do tempo.

Figura 7.2 Proporcio Aurea e a concha do caramujo - http://www.online-

convert.com/result /9ac45982-7cb3-4a9¢-9320-c5b47a6bb738, em 26/07/17

Camaleao

O rabo do camaleao, quando contraido, é uma das representacoes mais perfeitas da espiral
de Fibonacci.

Elefante

Se as presas de marfim dos elefantes crescessem sem parar, ao final do processo teriam o
formato de uma espiral de Fibonacci. Olha que interessante a foto abaixo e a tromba do

elefante contraida, fica muito parecida com o rabo do camaleao citado anteriormente.

Plantas

Certas plantas mostram os nimeros de Fibonacci no crescimento de seus galhos, é o caso

da Achillea ptarmica, enquanto outras regulam a posicao ou numero de suas folhas ou
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Figura 7.3: Espiral de Fibonacci e o rabo do camaleao - http://estheticsdog.com.br/blog/, em 26,/07/17

Figura 7.4: Espiral de Fibonacci e as presas do elefante - http://estheticsdog.com.br/blog/, em
26/07/17

pétalas pela mesma sequéncia. Como exemplificamos no esquema seguinte, 1, 2, 3 e 5 sao
quatro nimeros consecutivos da sucessao de Fibonacci e no total 8 flores que é o proximo

numero da sequéncia.

Pinhas, girasséis e ananas

Se observarmos uma pinha ou um girassol veremos neles a manifestagao dessa lei divina
da matematica.
As sementes dos girassois preenchem o miolo dispostas em dois conjuntos de espirais:

geralmente, 21 no sentido horario e 34 no anti-horério, j4 das pinhas sao 8 irradiando no
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Figura 7.5: Achillea ptarmica - http://http://www.estgv.ipv.pt, em 26/07/17

sentido horario e 13 no anti-horario os anands seguem o mesmo padrao das pinhas, sem

falhar nenhum.

Figura 7.6: Fibonacci presente na pinha - http://osolinterno.blogspot.com.br/2015/08/ fibonacci-e-

mmsorge-estas-frequencias.html, em 27/07/17
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Figura 7.7: Espiral de Fibonacci na pinha e no girassol - http://osolinterno.blogspot.com.br/2015/08/

fibonacci-e-mmsorge-estas-frequencias.html, em 27/07/17

Girassol (200 pontos)

Figura 7.8: Desenho da espiral de Fibonacci no girassol - http://osolinterno.blogspot.com.br/2015/08/

fibonacci-e-mmsorge-estas-frequencias.html, em 27/07/17
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Figura 7.9: Espiral de Fibonacci em abacaxis - http://cienciapatodos.webnode.pt/news/os-ananases-

e-a-matematica/, em 27/07/17

As galaxias

Além de encontrarmos a proporc¢ao Aurea em muitos lugares na Terra, as galaxias e as es-
trelas se distribuem em torno de um astro principal numa espiral, obedecendo a proporg¢ao

de 1,618. Também por isso, o numero ¢ ficou conhecido como a Divina Proporcao.

Figura 7.10: Sequéncia de Fibonacci e a formagao das galéxias - https://flordelizespacoterapeuticosp

.blogspot.com.br/2016/02/ sequencia-fibonacci.html, em 26/07/17
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7.3.3 Aplicacoes - Na arte
As piramides de Quéops, Quefren e Miquerinos

Na construcao das piramides cada bloco é 1,618 vezes maior que o bloco do nivel imedi-
atamente acima. Em algumas, as camaras internas tém comprimento 1,618 vezes maior
que sua largura.

E na piramide de Quéops, a razao entre a altura de uma face e a metade do lado da
base da grande piramide é igual ao Nimero de Ouro. O Papiro de Rhind refere-se a uma

"razao sagrada’que se cré ser o nimero de ouro.

Figura 7.11: Sequéncia de Fibonacci e as trés grandes pirdmides - http://www.ufobr.net/os-misterios-

das-piramides-queops-quefren-e-miquerinos/, em 26/07/17

Demonstragao: Vamos demonstrar que a razao entre a altura de uma face e a metade
do lado da base da grande piramide é igual ao Nimero de Ouro. Chamemos H a altura
da piramide, h a altura de uma face, b a base da piramide.

Em valores reais temos, H = 146, 4m, b = 230m, dai pelo Teorema de Pitagoras:

H? + (2)2 — B2

146,4% + 1152 = b2

h? = 34657, 96

h =186, 1664846314

Razao entre a altura de uma face e a metade do lado da base:
h 186, 1664846314 1618 —

115

TS|



104

Mona Lisa de Leonardo Da Vinci

Figura 7.12: Sequéncia de Fibonacci e a Mona Lisa - https://danielcapello.wordpress.com/tag/mona-
lisa/, em 26/07/17

7.3.4 Aplicagoes - No corpo humano
Maos

Com excecao do dedao das nossas maos, em todos os outros dedos as articulagoes se

relacionam na proporgao aurea.

E muito mais exemplos...

Populacao de abelhas A proporcao entre abelhas femeas com abelhas machos em qual-
quer colmeia é de 1,618.
Devido ao fato do zangao nao possuir pai, apenas mae, sua arvore genealdgica é

bastante interessante. Na primeira gera¢ao ha um membro (o zangao), uma geragao antes
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Figura 7.13: Proporgao Aurea e os dedos das maos -

https://flordelizespacoterapeuticosp.blogspot.com.br /2016/02/sequencia-fibonacci.html, em 26/07/17

ha um membro (a mae), duas geragoes atras ha dois membros (a mae e o pai da mae),
trés geragOes atras hé trés membros (a mae do avo e o pai e a mae da avd), quatro
geragoes atras ha cinco membros, cinco geracoes atras ha oito membros. Isto é, o numero
de membros em cada geragao, contando para tréas é 1,1,2,3,5,8,13...

Cartoes de crédito Os retangulos dos cartoes de crédito sao retangulos de ouro
porque a razao entre o lado maior e o menor ¢ igual a P.

Folhas das arvores A proporcao em que se diminuem as folhas de uma &arvore a
medida que subimos de altura é de 1,618.

Anatomia humana (denti¢ao) Vistos frontalmente, os dentes anteriores estao na
proporcao aurea entre si. Por exemplo, a largura do incisivo central esta proporcional a
largura do incisivo lateral, assim como o incisivo lateral esta proporcional ao canino, e o
canino ao primeiro pré-molar.

Conversao de milhas para quilometros O fator de conversao entre milhas e
quilometros é de 1,609; muito préximo do ntmero de ouro, que é aproximadamente:
1,618. Citando um exemplo, para saber aproximadamente a quantos quilometros 5 mil-

has correspondem, basta observar o niimero seguinte na sequéncia de Fibonacci, no caso,
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- Nimero de
Geracao ascendentes

1

Arvore genealégica de um zangdo

Figura 7.14: Proporcao Aurea e os dedos das méos - https://www.bpiropo.com.br/fpc20070319.htm,
em 04/08/17

5 milhas correspondem aproximadamente a 8 km, pois 8/5 = 1, 6; ou seja, 5.1,6 = 8.

Aplicacoes - Uso de medida para o Ensino Fundamental

Piblico alvo: alunos do Ensino Fundamental anos finais.

Duracgao: 2 aulas.

Materiais: barbante, fita métrica, régua, lapis, cola, papel...

Desenvolvimento:

Mecam a distancia que vai do alto da cabeca até o chao, depois dividam o resultado
pela distancia do umbigo até o chao. O que vao encontrar?

Mecam a distancia de um ombro até a ponta dos dedos, depois dividam-na pela
distancia entre o cotovelo até a ponta dos dedos. Resultado?

Mecam a distancia dos quadris até o chao, e dividir pelo joelho até o chao.

Megam a distancia do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo a ponta do dedo

e dividirmos esses valores.
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Pegam que andem pelos arredores da escola e procure a Espiral de Fibonacci. Na volta

registrem o que encontraram.



Capitulo 8

Conclusao

Esse projeto foi bem imprevisivel, muitos outros temas se encaixam perfeitamente e sao
transmitidos com a sensacgao de beleza e estética concomitantemente, dai o fato do tema
ser tao surpreendente. Sabe-se da importancia do Triangulo de Pascal e o segmento Aureo
em tantos lugares impressionantes, muitos destes nem citados aqui e nos leva a perceber
a importancia desta razao e o motivo pelo qual foi chamada de divina proporcao.

Sera que tudo isso seria somente coincidéncias ou sera que todas as coisas estao sendo
cada vez mais esclarecidas para nos?!

Que continuemos nos deixando fascinar pela Matematica que seja explorada com novos
olhares, novos algoritmos de criagdo, novas geometrias (nao euclidianas, fractais...), que
seja expandida, apreciada e contada através do fascinio e da beleza, passada de geragoes

para geracoes.
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