UNIVERSIDADE ESTADUAL DO SUDOESTE DA BAHIA — UESB
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL — PROFMAT

KLEBER SILVA

MODELAGEM MATEMATICA COM PROGRAMACAO LINEAR: Uma

Proposta de Trabalho no Ensino Médio

VITORIA DA CONQUISTA
2013



KLEBER SILVA

MODELAGEM MATEMATICA COM PROGRAMACAO LINEAR: Uma

Proposta de Trabalho no Ensino Médio

Dissertacao apresentada como requisito parcial para a
obtencdo do Grau de Mestre em Rede Nacional
PROFMAT, pela Universidade Estadual do Sudoeste
da Bahia - UESB.

Orientador: Prof. Marcio Antbnio de Andrade Bortoloti, DSc.

VITORIA DA CONQUISTA
2013



S58m

Silva, Kléber.
Modelagem matematica com programacao linear: uma
proposta de trabalho no ensino médio / Kléber Silva, 2013.
106f.: il.: color.
Orientador (a): Marcio Anténio de Andrade
Bortoloti.
Dissertagéo (Mestrado) — Universidade Estadual
do Sudoeste da Bahia, Mestrado Profissional de
Matematica em Rede, Vitoria da Conquista, BA,
2013.
Referéncias: f. 94-96.
1. Matematica — Ensino médio — Programacao
linear. 2. Modelagem matematica. |. Bortoloti,
Marcio Antdnio de Andrade. II. Universidade
Estadual do Sudoeste da Bahia, Mestrado
Profissional de Matematica em Rede. III. T.

CDD: 510.7

Elinei Carvalho Santana — CRB-5/1026

Bibliotecaria — UESB — Campus de Vitéria da Conquista — BA




KLEBER SILVA

MODELAGEM MATEMATICA COM PROGRAMACAO LINEAR: Uma

Proposta de Trabalho no Ensino Médio

Aprovada por:

Prof. Marcio Antbnio de Andrade Bortoloti, DSc.

Presidente

Prof. Claudinei de Camargo Sant’Ana, DSc.

Examinador

Prof. André Nagamine, DSc.

Examinador

Vitoria da Conquista, 15 de abril de 2013.



Dedico este trabalho ao meu filho, Kelvin Kristian, que
representou sempre um motivo de coragem e forca para
seguir em frente, aos meus pais Clarindo e Madalena que
sempre me incentivaram a ir a busca dos meus objetivos,
aos meus irmaos em especial a George Peter (in
memoriam) e a Sérgio Manoel que deu uma grande prova

de amor a vida e aos seus familiares.



AGRADECIMENTOS

Ao fim desta caminhada, ha muito que agradecer, pois essa conquista nao
pertence s6 a mim, mas também a vocés que sempre estiveram ao meu lado e

ajudaram no meu crescimento.

Primeiramente, agradecer a Deus por estar sempre comigo, em meu coragao

e nas béncéaos que Ele colocou na minha vida.

Agradecer aos colegas do PROFMAT, que viveram todas as expectativas e

angustias ao longo desses dois anos de trabalho.

Agradecer aos professores do mestrado PROFMAT pelos ensinamentos e,
em especial, ao orientador — Prof. Marcio Anténio de Andrade Bortoloti, DSc. — pela

paciéncia, firmeza e pertinéncia nas sugestdes, correcdes e ensinamentos.

Enfim, agradecer a todos que colaboraram de alguma forma para alcancar

mais essa vitdria em minha vida.



“Assim como dirigir do lado correto da estrada nos confere
liberdade para ir a qualquer lugar, aceitar a lei das constantes

mutacdes € o caminho de liberdade.”

Buda



RESUMO

Este trabalho apresenta o resultado de uma pesquisa que teve como objetivo
introduzir técnicas da Programacé&o Linear no processo de ensino aprendizagem da
Matematica no Ensino Médio. Por meio da utilizacdo da Modelagem Matematica, a
Programacao Linear pode oferecer recursos didaticos aos professores de modo a
tornar mais dinamicas e participativas as atividades que envolvem a Matematica e
as demais disciplinas, de uma forma contextualizada e multidisciplinar. Os
Problemas de Programacdo Linear (PPL) buscam a distribuicdo eficiente de
recursos limitados para atender um determinado objetivo, em geral, maximizar lucros
ou minimizar custos. Ferramentas graficas, algébricas, computacionais e concretas
(Otimizador Grafico) foram utilizadas ao longo do trabalho, fornecendo uma gama de
possibilidades para o trabalho do professor em sala de aula. Por meio dessas
ferramentas e da andlise dos resultados encontrados, foi possivel perceber o
potencial das técnicas utilizadas no desenvolvimento de habilidades para resolver

problemas do cotidiano.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Ensino Médio. Pesquisa Operacional.

Programacao Linear.



ABSTRACT

This work presents the results of a survey that aimed to introduce techniques
of Linear Programming in the teaching learning of mathematics in high school.
Through the use of Mathematical Modeling, Linear Programming can provide
educational resources for teachers to become more dynamic and participatory
activities involving mathematics and other disciplines in a multidisciplinary and
contextualized. The Linear Programming Problems (LPP) seek the efficient allocation
of limited resources to meet a certain goal, in general, maximize profits or minimize
costs. Graphics tools, algebraic, computational and practical (Graph Optimizer) were
used throughout the work, providing a range of possibilities for the work of the
teacher in the classroom. Through these tools and analyzing the results, it was
possible to realize the potential of the techniques used in developing skills to solve

everyday problems.

Key-words: Mathematical Modeling. High School. Operational Research. Linear

Programming.
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INTRODUCAO

Este trabalho visa a elaboracdo de recursos didaticos com potencial para
serem reproduzidos na sala de aula do Ensino Médio, dando énfase a metodologia
da Modelagem Matematica, a metodologia da Resolucdo de Problemas de

aplicacao, bem como o uso de ferramentas computacionais e outras tecnologias.

7

O objetivo deste trabalho € apresentar uma proposta de Ensino e
Aprendizagem através da Modelagem Matematica via Programacdo Linear no
Ensino Médio, utilizando problemas que surgem em situacfes do cotidiano dos
alunos, possibilitando uma intervencdo critica e participativa no seu meio de

vivéncia.

Uma justificativa para essa proposta € apresentada no Capitulo 2, A
Modelagem Matematica, fazendo-se um estudo tedrico sobre a importancia de se
trabalhar com situagcdes do cotidiano do aluno em sala de aula, destacando-se as
fases da Modelagem, desde a fase de observacdo até a validacdo do modelo, as

etapas da Resolucdo de Problemas e o uso da Programacao Linear no Ensino.

No Capitulo 3, Programacéo Linear, é apresentada a fundamentacéo tedrica
acerca da Programacédo Linear, com o intuito de auxiliar e embasar o estudo dos
professores no assunto. Este capitulo explora alguns aspectos histéricos, dando
maior énfase ao estudo das propriedades, métodos de resolucdo e andlise dos

resultados encontrados nos Problemas de Programacéo Linear (PPL).

O Capitulo 4, A programacdo Linear em Sala de Aula — Uma Proposta de
Trabalho, apresenta uma proposta de trabalho com a Programac&o Linear dentro da
sala de aula, com a utilizacdo de recursos computacionais, softwares Graphmatica e
Excel-Solver, e ainda, a utilizagdo de material concreto, um Otimizador Grafico para
problemas com duas variaveis, descrevendo a sua confeccdo e utilizagdo na
resolucdo de um problema proposto, o Problema do Carpinteiro, descrevendo uma

experiéncia de trabalho desenvolvida durante um Minicurso: Uma introdugéo a
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Programacao Linear, promovido pelo Programa de Ciéncias e Ensino da Matematica
— PROCIEMA,

Finalmente, nas Considerac¢0es Finais, destaca-se as amplas possibilidades
de trabalho em sala de aula, em diversos contedudos programaticos, com o
Otimizador Gréfico para Programacdo Linear e ainda suas limitagbes quanto a

precisao e abrangéncia na resolugéo de problemas que envolvam valores maiores.

! http://www.uesb.br/prociema/PROCIEMA/APRESENTACAO.html



CAPITULO |

A MODELAGEM MATEMATICA

A Matemética é de grande importancia para o conhecimento humano e a
compreensdo do seu meio. O seu ensino, atraves da Modelagem e de ideias e
praticas inovadoras, cria um novo e interessante ambiente de aprendizagem para 0s
alunos, eliminando o estigma de que a Matematica € considerada dificil por muitos,

desinteressante para outros e inacessivel para a maioria.

A Educacdo Mateméatica aponta para grandes mudancas no processo de
ensino aprendizagem, de forma a estabelecer relagdes com as demais disciplinas e
atividades do curso?®, com a futura atuacdo profissional do aluno e também com o
exercicio da cidadania. Algumas novas tendéncias e propostas surgem da
necessidade de o professor se adequar a esta nova pratica, com atividades
envolvendo circunstancias do dia-a-dia do aluno ou a Matematica de situacdes reais,
promovendo a resolucdo de situacdes problemas, tarefas de investigacdo e

atividades de Modelagem.

Motivacdo, facilitacdo da aprendizagem, preparacdo para utilizar a
Matematica em diferentes areas, desenvolvimento de atividades gerais de
exploracdo e compreensao do papel sociocultural da Matematica sdo argumentos
apresentados por Barbosa (2003) e que devem fazer parte do curriculo de

Matematica.

A Matematica é vista como uma ferramenta utilizada em diversas atividades,
processos e situagdes do cotidiano® que envolvem as mais diferentes disciplinas.
Esta ferramenta exige habilidades para a selecdo de roteiros de trabalho, para a
tomada de decisdes e para o raciocinio légico, tornando-a indispensavel em todos

0S ramos da sociedade.

% No Ensino Fundamental e Médio é comum o trabalho com temas interdisciplinares envolvendo toda
a comunidade escolar.

3 Projetos interdisciplinares com temas abrangentes como Agua, Lixo, Sexualidade e outros.
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Segundo Biembengut (2004) existem muitas varidveis importantes que devem
ser levadas em conta na discusséo e na implementacdo da Modelagem Matemética
como ferramenta de ensino e aprendizagem, tais como, a série em que se encontra
o aluno, o conteudo programatico (curriculo), a disponibilidade de tempo de alunos e

professores e a propria formacéo do professor.

1.1 MODELAGEM MATEMATICA

A Matematica é uma ciéncia essencialmente formal, que utiliza entes
abstratos e ideais, portanto capaz de construir seus préprios modelos de estudo,
ainda que as ideias basicas sejam originadas de abstracfes de situacdes empiricas
(naturais ou sociais), (BASSANEZI, 2011, p. 17). Desta forma, os modelos
desenvolvidos podem conter detalhes muito complexos e pouco significativos

quando vistos fora do campo matematico.

A Modelagem Matematica consiste na arte de transformar problemas da
realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugbes na
linguagem do mundo real (BASSANEZI, 2011, p. 17). Varias ciéncias como a Fisica,
a Quimica e a Biologia obtiveram grandes avancos com o uso da modelagem,
utiizada como ferramenta de pesquisa, buscando criar modelos que se

aproximassem das situacdes reais em estudo.

A Matemaética, através da Modelagem, extrai a parte essencial da situacdo-
problema e a formaliza num contexto abstrato, de forma a absorver o pensamento
com linguagem precisa e racional, sendo vista, desta forma, como um instrumento
intelectual capaz de sintetizar as ideias concebidas nas situacfes-problema que em
muitas vezes estdo inseridas em um emaranhado de outras variaveis de menor
importancia (BASSANEZI, 2011, p. 18).

De acordo com Biembengut (2004, p.16), tem-se a seguinte definicdo de
modelo:

Um modelo € um conjunto de simbolos os quais interagem entre si
representando alguma coisa. Essa representacdo pode se dar por meio de
desenho ou imagem, projeto, esquema, grafico, lei matemética, dentre outras
formas. Na Matematica, por exemplo, um modelo € um conjunto de simbolos
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e relagbes matematicas que traduzem, de alguma forma, um fendmeno em
questao.

Um modelo surge das mais variadas situacdes, desde vivéncias familiares até
situacbes mais complexas da vida em sociedade. A elaboracdo do modelo
dependera do conhecimento matemético adquirido, o qual possibilita abordar
problemas com menor ou maior sofisticacdo?. Tanto maior o conhecimento
matematico, maiores serdo as possibilidades de resolver questdes que exijam uma
técnica mais sofisticada, entretanto o valor do modelo néo fica restrito a sofisticacédo
matematica (BIEMBENGUT & HEIN, 2003, p 12).

Para Biembengut (2004, p. 17), a modelagem é definida como um conjunto de
procedimentos requeridos na elaboracdo de modelo de qualquer é&rea do
conhecimento, em particular, o processo de modelagem requer do modelador®, além
de talento para a pesquisa, conhecimento matematico e capacidade de fazer leitura

do fendbmeno sob a 6tica matematica.

E preciso que o modelador saiba discernir sobre qual contetido matematico
melhor se adapta ao problema, e também ter um senso ludico para manipular as
variaveis envolvidas (BIEMBENGUT; HEIN, 2003, p.12). Modelagem Matemética é

definida para Bassanezi (2011, p.24) como

Um processo dindmico utilizado para a obtencdo e validacdo de modelos
matematicos. E uma forma de abstracéo e generalizacdo com a finalidade de
previsdo de tendéncias. A modelagem consiste essencialmente, na arte de
transformar situacdes da realidade em problemas mateméaticos cujas
solucdes devem ser interpretadas na linguagem usual.

A Modelagem segue uma importante sequéncia de etapas: Experimentacéao,
Abstracdo, Resolucao, Validacao e Modificacdo BASSANEZI (2011).

E na experimentacdo onde se processa a obtencdo de dados. Os métodos
sao ditados quase sempre pela natureza do experimento e objetivos da pesquisa. A
contribuicdo de um matematico € fundamental no direcionamento da pesquisa e 0
uso dos métodos estatisticos na pesquisa experimental pode oferecer maior

confiabilidade aos dados encontrados.

* Profa. Dra. Maria Sallet Biembergut descreve experiéncias com a modelagem realizadas com
diferentes grupos, como apresentadas na palestra de propria autoria: Modelagem e Tecnologia,
realizada em 24 de novembro de 2012, UESB - realizacdo: ACCE/GEEM (Projeto Atividades
Colaborativas e Cooperativas em Educacéo e Grupo de Estudos em Educacdo Matemética).

®> O modelador, neste caso, pode ser um pesquisador ou mesmo um professor.
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Na etapa de abstracdo obtém-se a formulacdo dos Modelos Matematicos.
Nesta fase, procura-se estabelecer: a selecdo de variaveis — as variaveis devem
estar claramente definidas fazendo-se uma distincao entre as variaveis de estado e
as variaveis de controle®; a problematizacdo — os problemas enunciados devem ser
explicitados de forma clara, compreensivel e operacional, indicando exatamente o
gue se pretende resolver com o modelo; a formulacdo de hipoteses — as hipoteses
sdo geradas’ para a montagem do modelo matematico que dependem diretamente
da complexidade das hipoteses e da quantidade das variaveis inter-relacionadas; e a
simplificacdo — devido a complexidade excessiva em considerar todos os detalhes

da situagao-problema.

As variaveis de estado sdo o menor conjunto de varidveis que determina o

estado de um sistema dinamico®. Se pelo menos “n” variaveis (xl(t),x2 (v), ...,xn(t))

Sdo necessarias para descrever completamente o comportamento de um sistema
dinamico, entdo estas “n” variaveis sdo um conjunto de variaveis de estado.
Segundo Bassanezi (2011, p. 28), as variaveis de estado definem a evolucdo do

sistema.

A simulacdo de sistemas geralmente necessita de modelo de variaveis de
estado — varios modelos de variaveis de estado podem ser obtidos para um mesmo
sistema, dependendo da escolha das variaveis de estado. Técnicas no dominio do
tempo podem ser usadas para sistemas nao-lineares, variantes no tempo® e
multivariaveis. O dominio do tempo é o dominio matematico que incorpora a
resposta e a descricdo de um sistema em termos do tempo, t. A representacdo de
sistemas de controle no dominio do tempo constitui uma das bases da teoria de

controle moderno e da otimizacdo de sistemas. Por exemplo, um sistema de

® As variaveis de controle agem sobre o sistema. (BASSANEZI, 2011, p. 28)

"A geracao de hipéteses se da de varios modos: observagdo dos fatos, comparagcdo com outros
estudos, deducéo légica, experiéncia pessoal do modelador, observacdo de casos singulares da
propria teoria, analogia de sistemas etc (LAKATOS-MARCONI, apud BASSANEZI, 2011, p. 28).

® Um sistema pode ser definido com um conjunto de componentes interconectados, que apresentam
certas relacbes de causa e efeito e que atuam como um todo, com um determinado objetivo. Num
sistema estatico as propriedades descritivas ndo variam com o tempo, podendo variar espacialmente,
diferentemente do sistema dinAmico em que tais propriedades variam com o tempo e ainda podem
variar espacialmente.

° Um sistema variante no tempo é um sistema para o qual um ou mais parametros do sistema podem
variar em funcao do tempo.
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equacoOes diferenciais descreve o comportamento do sistema em termos da taxa de

variagcdo de cada uma das variaveis de estado.

Na resolucdo, o modelo matematico € obtido quando se substitui a linguagem
natural das hipoteses por uma linguagem matematica coerente. Nesta fase que
acontece o desenvolvimento de novas técnicas e teorias matematicas, quando os
argumentos conhecidos sao insuficientes para fornecer as solu¢gbes do modelo. A
resolucdo do modelo pode ser completamente desvinculada da realidade modelada,

uma atividade exclusivamente da competéncia de um matematico.

Na validagdo ocorre o processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto.
Nesta fase, os modelos e as hipoteses séo testados em confronto com os dados
empiricos, comparando suas solugbes e previsbes com 0s valores obtidos no
sistema real. A aceitacdo de um modelo depende diretamente do grau de
aproximacédo dos resultados com a situacao real. Para interpretar os dados obtidos
pode-se usar graficos e/ou tabelas, facilitando uma avaliacdo das previsbes e

sugerindo um aperfeicoamento dos modelos.

Na fase de modificacdo, fatores ligados ao problema original podem provocar
a rejeicdo ou aceitacdo dos modelos. As simplificacbes ou idealizacdes geram
solugbes que ndo conduzem as previsbes corretas e definitivas. Muitos fatores
podem levar as previsdes incorretas, tais como: uso de hipdteses falsas ou
insuficientes, obtencéo incorreta de dados, simplificacdo de variaveis, omissdo de
erros ao longo da resolucao do problema entre outros.

A modelagem matematica, quando feita de maneira eficiente, permite fazer
previsdes, tomar decisdes, explicar e entender fendmenos e conceitos, participando
do mundo real com capacidade de influenciar em suas mudancas. Ao matematico
aplicado cabe a construcdo e andlise do modelo matematico, enquanto que sua

aplicabilidade e validacdo sao atividades de pesquisadores de outras areas.

Para Bassanezi (2011, p. 32), o termo aplicagdo em mateméatica esta
relacionado ao fato de se utilizar seus conceitos para o entendimento dos

fenbmenos do mundo real e, de alguma forma, todo argumento matemaético
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relacionado ou ndo com a realidade, pode ser visto como pertencente & Matemética

Aplicada®.

Segundo Bassanezi (2011, p. 32), a Modelagem Matematica € de grande
relevancia quando utilizada como um instrumento de pesquisa, com uma larga
esfera de aplicacdo e variedade de ideias matematicas utilizadas. A modelagem é
capaz de estimular novas ideias e técnicas experimentais, constituindo-se num
importante recurso para um melhor entendimento da realidade e servindo de ligag&o
entre as diversas areas do conhecimento, estabelecendo-se como uma linguagem
universal para compreensao e relacionamento entre pesquisadores de diversas

areas do conhecimento.

Vérias ciéncias tem se apoiado na Matematica com o intuito de organizar
dados e testar a objetividade de seus pensamentos assim como estudar e resolver
problemas das areas de Biologia, Economia, Engenharia, Fisica, Quimica entre
outras. Alguns modelos matematicos ja tem seu éxito comprovado quanto a
previsibilidade, modelos causais™, seja deterministico ou estocastico*?, sendo
aplicados até mesmo em situagBes menos favoraveis (BASSANEZI, 2011, p. 35).
Assim, a Matemética Aplicada vem ganhando espaco significativo em varias

universidades como cursos de graduacao e pés-graduacao.

Os procedimentos da Matematica Aplicada foram transferidos a matematica
escolar, fato recente na Educacédo, em resposta as preocupacdes sociais, culturais e
também devido ao baixo rendimento dos alunos na Matematica.

Vérios autores consideram o uso da modelagem no ensino da matematica

como um recurso benéfico a aprendizagem do aluno, entre eles Bassanezi (2011),

19 A Matematica Aplicada pode ser considerada como a arte de aplicar mateméatica a situacbes
problematicas, usando como processo comum a modelagem matematica. E esse elo com as ciéncias
gue distingue o matematico aplicado do matematico puro. A diferenga consiste, essencialmente, na
atitude de se pensar e fazer matemética. (BASSANEZI, 2011, p 32).

' Um sistema causal depende somente de condi¢des presentes ou passadas, e ndo dependem de
estados futuros. Sistemas fisicos sdo todos sistemas causais.

2 Em um modelo deterministico a saida pode ser calculada de forma exata tdo logo se conheca o
sinal de entrada e as condi¢8es iniciais. Em contraste, um modelo estocastico contém termos
aleatdrios que tornam impossivel um calculo exato da saida. Os termos aleatérios do modelo podem
ser encarados como uma descricdo das perturbacdes. Normalmente, o modelo deterministico
engloba apenas o processo, enquanto o estocastico considera também as perturbacgdes e ruidos.
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Barbosa (2003), Burak (1992) e Biembengut (2003). Estes autores apontam a
modelagem como uma ferramenta alternativa metodolégica de ensino, a qual
contribui de maneira incisiva para o melhor desempenho escolar do aluno, com um

aprendizado mais significativo.

A Modelagem passou a ser utilizada como uma estratégia de ensino-
aprendizagem, com conteddos desenvolvidos em disciplinas matematicas
“aplicaveis”™® como nas disciplinas basicas que auxiliam na modelagem de
fenbmenos envolvidos em alguma situacdo real com Programacao Linear e néo
Linear, Equacdes Diferenciais Ordinarias e Parciais, Geometria Analitica e Algebra

Linear, Métodos Computacionais entre outras.

Em cursos de pdés-graduacdo, Mestrado e Doutorado, os alunos buscam
desenvolver a criatividade mateméatica com o intuito de tornar-se um modelador
matematico dedicado ao estudo de varios fenbmenos, tais como a forca

gravitacional, crescimento populacional, despoluicdo de ambientes e outros.

Bassanezi (2011) atenta para o fato dos cursos de Matematica se
apresentarem individualizados, numa separacéo artificial entre “Matematica Pura” e
“Matematica Aplicada”, dedicando-se a primeira as questdes mais tedricas enquanto

a segunda se dedica as suas aplicacoes.

Conforme Bassanezi (2011), no processo evolutivo da matematica, houve
uma inclusédo de aspectos de aplicagdo e, mais recentemente, resolucdo de
problemas e modelagem matematica tem sido defendida por pessoas envolvidas
com o ensino da matematica. Dessa forma, faz-se necessario ensinar a matéria de
um modo significativo, buscando no cotidiano do aluno situagdes que podem servir
de motivacdo para 0 processo de ensino-aprendizagem, agregando valores

socioculturais a realidade de um sistema educacional considerado ultrapassado.

Como destaca Bassanesi (2011), os principais argumentos para a inclusao da
modelagem mateméatica no ensino sdo: argumento formativo — a modelagem
matematica e a resolucéo de problemas vistas como um processo que desenvolve a

capacidade de explorar e criar dos estudantes; argumento de competéncia critica —

'3 Disciplinas que auxiliam na modelagem de fendmenos determinados por alguma situagéo-
problema.
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preparam o0s estudantes para a vida em sociedade; argumento de utilidade —
preparar o estudante para utilizar a Matemética como ferramenta para resolver
problemas das mais diversas areas; argumento intrinseco — proporcionar ao
estudante a oportunidade de entender e interpretar a propria matematica em todas
suas facetas; argumento de aprendizagem — facilitar a melhor compreensdo dos
argumentos matematicos e guardando conceitos e resultados; argumento de

alternativa epistemolégica — encaixa no Programa de Etnomatematica™.

Principalmente em cursos regulares, como visto em Bassanezi (2011), existe
muitos obstaculos para tal inclusdo, podendo ser do tipo: obstaculos instrucionais —
necessidade de cumprir completamente um programa ou a resisténcia de alguns
professores em relacdo as conexdes e aplicagbes com outras areas; obstaculos
para 0s estudantes — o0s estudantes tem uma visdo do professor como um
transmissor de conhecimentos e quando sao colocados no centro do processo de
ensino-aprendizagem, responsaveis pelo conhecimento, tornam-se apaticos e
caminham em ritmo mais lento; obstaculos para os professores — a falta de
habilidade e de conhecimento em desenvolver a modelagem em seus cursos trazem
inseguranca quando se busca aplicacbes de mateméatica em areas que

desconhecem.

As técnicas para estabelecimento de um modelo sdo as mais variadas, cada
modelo requer analise adequada de suas caracteristicas para que seja entdo
formulado um modelo mateméatico adequado e satisfatério para a situacao-problema.

A acao pedagdgica ndo se limita a sala de aula, mas envolve todo um
contexto social, ou seja, a realidade em toda sua dimensdo na qual se encontra
qualquer nucleo de ensino. Para o professor, € confortavel enxergar a pratica
docente como uma mera transmissdo e/ou transcricdo de conteudos. Contrario a
isto, toda a pratica pedagogica passa por contextos muito mais amplos para 0s
alunos, como os contextos: social, econémico, politico, religioso, entre outros. Esses
contextos dificultam o trabalho do professor, entretanto, uma acdo pedagogica
eficiente deve abordar no curriculo escolar toda a pluralidade e diversidade cultural

dos alunos, afim de eliminar possiveis deficiéncias do processo de ensino.

* Indicado por Ubiratan D’Ambrdsio, “propde um enfoque epistemoldgico alternativo associado a uma
historiografia mais ampla. Parte da realidade e chega, de maneira natural e atraves de um enfoque
cognitivo com forte fundamentacao cultural, a acdo pedagdégica” (D’AMBROSIO, 1993, pp. 5-18)
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As metodologias aplicadas em sala de aula precisam ser significativas para o
ensino, para que os alunos sejam capazes de construir significados e dar sentido ao
que aprendem. Para desenvolver um trabalho no Ensino da Matematica através da
Modelagem € preciso, primeiramente, passar por uma reformulacdo do curriculo
existente, deixando de priorizar o ensino voltado a vencer os conteudos que o
compde e torna-lo mais dinamico, com atividades mais reflexivas, enxergando as

possibilidades e limitac6es dos conteudos explorados em sala de aula.

Ao propor aos alunos que resolvam problemas do seu cotidiano, né&o
simplesmente por resolvé-los, o professor contribui para que eles pensem e, mesmo
que acontecam erros durante o0 processo, perceberdo que tais erros sao
significativos, visando n&do apenas o0 resultado final, mas todo o processo
desenvolvido. Pensando, ensinar matematica, com foco nessa metodologia, abre-se

possibilidades para tornar as aulas de matematicas mais interessantes e eficazes.

1.2 PROGRAMACAO LINEAR NO ENSINO

A elaboracdo de modelos matemaéticos, indispensaveis as mais diversas
areas do conhecimento, sempre foi vista como dificil e de complicado entendimento.
Uma necessidade atual do ensino é fazer uma conexdo dos conteudos trabalhados

em sala de aula com situag¢des vivenciadas no cotidiano dos alunos.

A Programacéo Linear, uma técnica utilizada na abordagem de problemas da
Pesquisa Operacional, € capaz de descrever alguns sistemas organizados com o
auxilio de um modelo e, através da experimentacdo com o modelo, levar a

descoberta de uma melhor maneira de operar esse sistema.

Muitas situacdes que envolvem esse campo de pesquisa sdo encontradas no
cotidiano dos alunos. Problemas que tenham seus modelos representados por
expressbes lineares podem ser abordados com a técnica de otimizacdo da
Programacao Linear apontando uma distribuicdo eficiente de recursos limitados
entre atividades competitivas e com a necessidade de atender a um determinado
objetivo (SILVA & SILVA, 2012, p.130).
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Diversos problemas encontrados no cotidiano do aluno, envolvendo diversas
areas do conhecimento, necessitam de decis6es que irdo maximizar ou minimizar

certas quantidades, os quais poderao ser abordados com a Programacao Linear.

1.2.1 A PESQUISA OPERACIONAL

"5 utilizado pela primeira vez durante a

O termo “Pesquisa Operacional
Segunda Guerra Mundial, teve o proposito de resolver determinados problemas de
operacdes militares’®. O sucesso das aplicacdes logo despertou o interesse do

mundo académico e empresarial.

De acordo com Andrade (2004, p.1l), desde o0 seu surgimento, esse novo
campo de andlise de decisdo caracterizou-se pelo uso de técnicas e métodos
cientificos qualitativos por equipes interdisciplinares, no esforco de determinar a
melhor utilizacdo de recursos limitados e para programacdo otimizada das
operacdes de uma empresa.

A Pesquisa Operacional surgiu de estudos realizados por equipes
interdisciplinares de cientistas contratados para resolver problemas militares de
ordem técnica e tatica (SILVA & SILVA, 2012, p. 129), facilitando o processo de
tomada de decisdo e permitindo que os resultados sejam avaliados e testados antes

de serem efetivamente implementados.
Na concepcéo de Andrade (2004, p.2),

Uma decisdo é o resultado de um processo que se desenvolve a partir do
instante em que o problema foi detectado, o que geralmente ocorre através
de percep¢bes de sintomas. Assim, 0 processo de decisdo empresarial se
inicia quando uma pessoa, ou um grupo de pessoas, percebe sintomas de
gue alguma coisa esta saindo do estado normal desejado ou planejado. A
partir dessa percepcao, inicia-se a fase de identificacdo do problema, que € o
verdadeiro comeco do processo de tomada de deciséo.

A Pesquisa Operacional é uma ciéncia dividida em tépicos: Programacéao Linear, Teoria das Filas,
Simulacéo, Teoria dos Jogos, Programacao Dindmica e outros.

® Um exemplo é o “Problema da Dieta”, que se resumia em descobrir qual a alimentacdo mais
econdmica, levando-se em conta que o organismo humano necessita de uma quantidade minima
diaria de nutrientes. (PRADO, 2004, p. 22)
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Um processo de tomada de deciséo levara em consideracdo a sua sequéncia,
complexidade, subjetividade e o ambiente onde sera aplicado, dessa forma,
determinando a acéo gerencial.

A abordagem da Pesquisa Operacional € a do método cientifico. A Pesquisa
Operacional busca resolver conflitos de interesse entre os diversos componentes de
uma organizacdo, o que néo significa que cada componente deva ser considerado
individualmente no processo de decisao e, para isto, busca sempre a melhor solucao
(solucdo 6tima) e que seja consistente com 0s objetivos da organizagdo como um

todo.

Geralmente, uma decisdo leva em conta os interesses envolvidos e uma
adaptacdo dos meios necessarios ao alcance dos objetivos tracados, cabendo aos
administradores estipular as prioridades e avaliar os custos beneficios de cada uma

delas.

No presente trabalho serd abordada somente a Programacao Linear, uma
técnica de planejamento originada no final da década de cinquenta. A Programacao
Linear € uma das técnicas mais utilizadas na Pesquisa Operacional, sendo comum a
sua aplicacdo em rotinas diarias de planejamento de empresas com as mais

variadas atividades.

1.2.2 MODELAGEM NA PESQUISA OPERACIONAL

7

O processo de tomada de decisdo é desenvolvido em ambientes
especialmente construidos para propiciar as condicbes adequadas para uma
decisédo de qualidade. A acédo depende do objetivo desejado, procurando visualizar
provaveis consequéncias de cada alternativa possivel.

De acordo com Andrade (2004, p.10), para se chegar a uma decisao,

A pessoa toma contato com o problema (percepgao), procura focaliza-lo bem
em termos de escopo, importancia, valor, consequéncias da acao ou inagéo,
cria alternativas de solucéo, estabelece um critério para selecdo de uma
alternativa, avalia as alternativas e chega a uma deciséo final.
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Quando os problemas s&o simples, os modelos surgem naturalmente,
decorrentes da prépria vida do gestor’’, da sua cultura, educacdo ou experiéncia.
Quando os problemas sdo complexos, exigem-se técnicas mais sofisticadas ou

aparatos tecnoldégicos.

Como exemplo de um problema simples, considere a tarefa de uma dona-de-
casa de decidir em comprar manteiga ou margarina. Para tanto, ela levara em
consideracdo o custo de cada produto, o sabor, os efeitos para a saude, a
durabilidade, a embalagem e outros fatores. Mesmo diante de tantos fatores, o
problema pode ser limitado aos fatores mais importantes como custo, sabor e efeitos
para a saude. A tomada de decisdo consiste em determinar a quantidade de cada

produto.

A consequéncia da escolha da dona-de-casa por comprar manteiga seria:
gastar mais dinheiro, agradar a familia pela preferéncia e por em risco a mesma pelo
teor mais alto de colesterol. A consequéncia da escolha da dona-de-casa por
comprar margarina seria: economizar dinheiro, desagradar a familia e ndo colocar

em risco a saude.

Conforme o peso atribuido a cada consequéncia, a dona-de-casa chegara a
uma decisdo. Caso a restricdo seja o dinheiro, a decisdo sera optar por margarina,
nao necessitando da constru¢do de um modelo formal para tal decisao.

Em muitas situacdes, o modelo mental ndo é suficiente, necessitamos de um
modelo formal, onde o gestor deseja calcular quantidades que maximizem ou
minimizem algum fator, e que esses fatores dependam de critérios de escolha,

restritos a condi¢des pré-estabelecidas.

Como exemplo de um modelo formal, seja o problema de maximizar o lucro
de dois produtos, cada um necessitando de trabalho e matéria-prima para o
processo de producgdo. Considerando limitada a quantidade de trabalho e matéria-
prima total, o gestor necessita encontrar as quantidades dos dois produtos que
maximizem o lucro no processo produtivo e que, a0 mesmo tempo, satisfacam as

restricbes de disponibilidade e ainda as restricbes de demanda.

" No texto, o termo gestor tem os significado de “decisor”, ou seja, aquele que propde o problema ou
aquele que tenta resolvé-lo.



27

A programacdo Linear constitui uma técnica de otimizagdo, sendo uma
ferramenta utilizada para encontrar o lucro maximo ou o custo minimo em situacées
nas quais existem diversas opcdes de escolha sujeitas a algum tipo de restricdo ou
regulamentacdo (PRADO, 2004, p. 16).

Muitos séo os fatores levados em conta na resolucéo do problema. O modelo
adotado deve relacionar os diversos fatores que interferem na quantidade a ser
produzida de cada produto e, devido a complexidade do modelo, adota-se técnicas
de resolucéo, facilitando a analise e interpretacdo dos resultados encontrados.

Neste trabalho, dar-se-4& um enfoque aos modelos simbdlicos ou
matematicos. Conforme Andrade (2004, p.12), os modelos simbdlicos ou

matematicos...

... baseiam-se na pressuposi¢cdo de que todas as informagfes e variaveis
relevantes do problema de tomada de decisdo podem ser quantificadas. Isso
nos leva a utilizar simbolos matematicos pra representa-las e a usar funcdes
matematicas para descrever as ligacdes entre elas e a operacao do sistema.

Os modelos mateméticos sao apropriados para resolver problemas da
Pesquisa Operacional. Conforme alguns fatores como objetivos, extensao e nivel de
incerteza, define-se os modelos como modelos de simulagdo e modelos de

otimizacao. Neste trabalho serd abordado apenas os modelos de otimizagao.

Um modelo de otimizacdo é estruturado para selecionar uma alternativa (ou
alternativas) que sera considerada “6tima”, conforme critério estabelecido pelo
gestor ou analista. Para encontrar a solucdo 6tima, utiliza-se um método sistematico
de solucdo, chamado algoritmo. A “solugdo otima”, encontrada através de
algoritmos, sera usada como referéncia na tomada de decisdo na situacdo real que

originou o0 modelo.

1.2.3 MODELO DE OTIMIZACAO

Um gestor precisa, inicialmente, identificar se no problema em estudo é
indicada a procura de uma melhor solug¢do, buscando-se valores 6timos da variavel

de decisao.
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A busca pela solucao 6tima se da quando as varidveis de decisdo puderem
assumir varios valores dentro de uma faixa ou regido de restricdo. Os valores
calculados devem respeitar as restricdes de uma maneira precisa, evitando grandes

variacfes no resultado final.

O gestor identifica as variaveis relevantes, formulando a funcéo objetivo que
reflete o critério de otimizacdo das varidveis de decisdo. As restricdes que estdo
sujeitas algumas variaveis e a relagdo entre elas devem ser escritas

matematicamente.

Definido o problema, escolhe-se 0 método adequado para a solu¢do do
modelo, levando em consideracdo o tipo de modelo matematico e as analises e
resultados desejados na solucdo do problema. Para resolver o problema basta
aplicar algoritmos realizados manualmente ou por computadores. De qualquer
modo, sera necessario certo conhecimento matematico para acompanhar o

processo e entender as solucdes encontradas.

Depois de encontrada a solucédo, esta deve ser verificada e avaliada conforme
expectativas e experiéncias do gestor, tomando as decisdes mais apropriadas e com

O menor risco e incerteza.

1.3 PROGRAMACAO LINEAR E RECURSOS COMPUTACIONAIS SEGUNDO OS
PARAMETROS CURRICULARES

A Modelagem Mateméatica pode ser entendida como um instrumento de
intervencao e avaliacdo do mundo em seus diversos aspectos. Assim sao revelados
procedimentos de Modelagem que perpassam por trés passos essenciais: a
formulacdo do problema, a resolucdo aproximada e a avaliacao, surgindo, segundo
autores, o dialogo, a negociacdo e o acordo, além de buscar a leitura critica dos
resultados. Procedimentos e implicagdes do trabalho com modelagem no ambiente
escolar podem se apresentar como uma importante proposta de intervencéo
pedagogica.

A Modelagem Matematica constitui um procedimento dindmico que consiste

de um modelo matematico destinado a solucionar um problema da realidade sobre a



29

qual se deseja atuar. Esse método proporcionaria um meio de aplicar a Matemética
em situagbes do cotidiano, interagindo a Matematica ensinada na escola com a
Matematica da vida real. A Modelagem Matematica € considerada como uma
estratégia de ensino-aprendizagem, pela qual se transformam problemas da
realidade em problemas matematicos. Quando resolvidos, € possivel interpretar

suas solugdes na linguagem do mundo real.

Vista como estratégia de ensino, a modelagem permitira que os alunos
tenham maior interagdo, dinamismo, curiosidade e interesse pelos conteludos
matematicos estudados, apresentando-se como um interventor do processo de

ensino-aprendizagem.

A Programacédo Linear se apresenta como uma proposta pedagogica com a
possibilidade de fundamentar conteldos como funcdes lineares, equacdes e
inequacgdes lineares, matrizes e sistemas lineares com aplicagdo nas mais diversas

areas de conhecimento.

Num estudo em Pesquisa Operacional € comum envolver varias fases como:
Formulacdo do Problema; Construcdo do Modelo Matemético; Célculo da Solucdo
através do Modelo; Teste do Modelo e da Solucao; Estabelecimento de Controles de
Solucéo; Implantacdo e Acompanhamento. A técnica mais utilizada na abordagem
dos problemas de Pesquisa Operacional é a Programacéao Linear, que para o aluno,

apresenta como uma possibilidade de interacdo entre Matematica e a realidade.

Segundo os PCNEM®® (BRASIL, 1999, P. 40), a Matematica do Ensino Médio

nao possui apenas o carater formativo ou instrumental, mas também deve ser
vista como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais especificas. E
importante que o aluno perceba que as definicbes, demonstracdes e
encadeamentos conceituais e légicos tém a funcdo de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar intuicdes e
dar sentido as técnicas aplicadas.

E fundamental que os estudantes sejam capazes de compreender conceitos,
procedimentos e estratégias matematicas e aplicar esses conhecimentos em

diversas situacoes, além de desenvolver capacidades de raciocinio e resolugdo de

'® parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 1999)
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problemas de forma contextualizada, aplicando os principios cientificos as situagfes

reais ou simuladas.

O ensino da Matematica traz em si o desenvolvimento de habilidades e
competéncias necessarias para interpretar situacdes, para se apropriar de
linguagens especificas, argumentar, generalizar entre outras acfes necessarias pra
a formacéo do estudante (BRASIL, 2002).

Para que o professor introduza o trabalho com Programacédo Linear, ele
podera buscar no cotidiano do aluno situacdes-problema que tenham
comportamentos lineares'®. Depois de prender a atencdo do aluno com
guestionamentos e suposicdes, o0 professor apresenta técnicas geomeétricas,
algébricas e computacionais que facilitam o entendimento e a resolu¢cdo dos

problemas propostos.

As OCEM? (BRASIL, 2006) apontam para trés aspectos: a escolha de
conteuidos; a forma de trabalhar os contelddos; o projeto pedagdgico e a organizacao
curricular. Partindo do principio “pensar matematicamente”, orientam para a
necessidade de priorizar atividades que desenvolvam no estudante a habilidade do
“fazer matematico” através de processos investigativos, com prioridade na qualidade
e ndo quantidade dos conteudos e, assim, contribuindo para uma maior apropriacdo

dos conhecimentos.

Quando o professor propde apenas resolver exemplos e, em seguida,
requisita dos seus alunos a reproducdo dos passos por ele executado, € possivel
gue os alunos sejam levados a aprender somente conteddos de uma forma abstrata,
longe de seu cotidiano ou das necessidades de aprendizagem naquele momento da
escolarizacdo. Os alunos ndo se envolvem e estudam somente para responder as
provas e “passar de ano”, limitando o seu raciocinio a imitacdo, gravando
informagdes apenas temporariamente, avangando pouco no sentido de encontrar
novas solugdes e desenvolvendo assim, um pensamento critico que os levem a

novas situacoes.

'% Problemas de consumo, corrida de taxi, pagamento de impostos entre outros — o valor pago é
proporcional a quantidade utilizada ou consumida.

%0 Orientacdes Curriculares do Ensino Médio.
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Para que o aluno seja motivado para o aprendizado, cabe ao professor dar
énfase aos processos que facilitam a transferéncia de conhecimentos, promovendo
estratégias aplicadas em situacdes-problemas, buscando inovacdes e possibilitando

ao aluno o desenvolvimento do pensamento criativo.

Pensando assim, é aconselhavel que o professor encontre ferramentas que
venham a criar novas oportunidades de direcionar a motivagdo dos alunos para a
aprendizagem e, para isto, devem fazer uma ponte entre o que os alunos ja
conhecem (experiéncias do cotidiano), o que estdo aprendendo (conteudo
programatico) e o que ainda podem aprender dentro ou fora do ambiente escolar, de
acordo com suas curiosidades e criatividades voltadas para a construcdo e sua

autonomia pessoal de pensar e agir sobre o mundo em sua volta.

O professor se torna um pesquisador juntamente com seus alunos, com o
intuito de produzirem, de forma colaborativa, os conteudos, ideias e projetos. Os
alunos sentem-se motivados para o trabalho, participando de um ambiente de
investigacao, por intermédio da Matematica, levando em consideracéo situacdes que
surgem em outras areas do conhecimento. A Motivacdo € um elemento que surge

através da emocéao segundo Beraldo e Barbato (2013, p. 10):

Entdo para promover a motivacdo € preciso envolvimento pessoal que pode
ser desencadeada por diferentes eventos criados também pelo professor, que
envolvem divisdo da responsabilidade pela aprendizagem, busca de
interacbes mais simétricas, atividades que envolvam argumentacao,
negociagéo, alternancia de trabalho em grupo e trabalho individual, estimulo a
perguntas e a construgdo de respostas por parte dos alunos, exposicdo de
exemplos pessoais por parte do professor, a fim de dar dicas sobre
estratégias de aprendizagem ou provocar curiosidade e gerar novas
problematiza¢bes ou com o objetivo de apoia-los na construcdo da confianca
e autonomia.

Em artigo adaptado® do Prof. Elon Lages Lima sobre a inclusédo de sistemas

lineares nos curriculos escolares encontramos a seguinte declaracgéo:

Os sistemas de equacdes lineares constituem um topico de grande interesse
pratico. Seu estudo é acessivel aos estudantes, pois nao requer o emprego
de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode servir como ponto de
partida para diversas teorias matematicas relevantes e atuais. Por estes trés
motivos, é mais do que justa sua incluséo nos curriculos escolares.

2L Matematica: ensino médio, Colegdo Explorando o ensino, volume 3. Ministério da Educacao,
Secretaria de Educagédo Basica, 2004.
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Trabalhar com Programacédo Linear no Ensino Médio contempla algumas
necessidades como as de trabalhar diferentes modelos de fungées tais como: linear,
quadratico e exponencial por meio de situacbes de aprendizagem que abordem
diversas areas do conhecimento (BRASIL, 2006). E ainda que as atividades
trabalhadas permitam ao aluno compreender as estruturas de algoritmos com o
intuito de se atentarem para erros em problemas que tenham manipulagdes
algébricas como (BRASIL, 2006, p. 71):

Por exemplo, os alunos devem entender o que acontece com uma
desigualdade quando ambos os lados sdo multiplicados por um mesmo
namero negativo, ou por que o quadrado de um nimero hem sempre € maior

gque o proprio ndmero, ou como resolver inequacdes que envolvam
guocientes.

Ainda se justifica o uso da Programacao Linear como ferramenta pedagogica
0 incentivo ao uso de softwares no ensino da Matematica, indicando que existem
programas que apresentam recursos que valorizam o processo do “pensar
matematicamente”, nos quais o0s alunos experimentam, testam hipoteses,
conjecturam e criam estratégias para resolver problemas (BRASIL, 2006). Os
softwares com essas caracteristicas sdo classificados como programas de

expressao.

A Programacédo Linear permite a exploracdo dos recursos tecnolégicos na
resolucao de equacdes e inequacdes, e com respeito a essas tecnologias as OCEM
(BRASIL, 2006, p. 89) afirmam:

Para o estudo das funcdes, das equacdes e das desigualdades da geometria
analitica (retas, circulos, conicas, superficies), tem-se uma grande variedade
de programa de expressdo. Em muitos desses programas, pode-se trabalhar
tanto com coordenadas cartesianas como com coordenadas polares. Os
recursos neles disponibilizados facilitam a exploracdo algébrica e grafica, de
forma simultanea, e isso ajuda o aluno a entender o conceito de funcéo, e o
significado geométrico do conjunto-solucdo de uma equagéo — inequacao.

Varios recursos tecnolégicos ja fazem parte da pratica pedagdgia e facilitam o
processo ensino-aprendizagem. O uso de programas que facilitam a visualizacéo do
problema é aconselhavel e se justifica nas OCEM (BRASIL, 2006, p. 89-90) como
segue

No uso de tecnologia para o aprendizado da Matematica, a escolha de um
programa torna-se um fator que determina a qualidade do aprendizado. E
com a utilizacdo de programas que oferecem recursos para a exploracdo de

conceitos e ideias mateméticas que esta se fazendo um interessante uso de
tecnologia para o ensino da Matematica. Nessa situagcdo, o professor deve
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estar preparado para interessantes surpresas: é a variedade de solug8es que
podem ser dadas para um mesmo problema, indicando que as formas de
pensar dos alunos podem ser bem distintas; a deteccdo da capacidade
criativa de seus alunos, ao ser o professor surpreendido com solucdes que
nem imaginava, quando pensou no problema proposto; o entusiastico
engajamento dos alunos nos trabalhos, produzindo discussdes e trocas de
ideias que revelam uma intensa atividade intelectual.

Com o objetivo do aluno adquirir experiéncia necesséria para o trabalho
independente, o professor podera auxilid-lo de modo que ao mesmo caiba uma
parcela razoavel do trabalho. O professor se coloca no lugar do aluno, percorrendo e
indicando 0s mesmos passos, ajudando-o com a devida naturalidade, para que ele
perceba a sua parcela de contribuicdo no processo de modelacdo matematica®.

E aconselhavel ao professor conduzir o trabalho, em sala de aula, de forma a
nao torna-lo um procedimento rigido, mecanico, pedante, portanto prejudicial. Ha
uma gama de situacOes-problemas a serem exploradas com a Programacéo Linear,
estimulando o aluno a pensar de maneira critica sobre um melhor aproveitamento de
recursos e de forma ativa e perpicaz, tornando-o um sujeito ativo e que contribua

positivamente para o seu meio de convivio.

2 Modelagdo matematica € o método que se utiliza da esséncia da modelagem matematica no
ensino. (BIEMBENGUT, 2004, p. 28)



CAPITULO Il

PROGRAMACAO LINEAR

Um grande desafio para muitos estudiosos dos EUA durante a segunda
guerra mundial foi a descoberta de uma alimentacdo mais econdémica e com a
quantidade minima de nutrientes para o organismo humano. Em 1945, George
Stigler apresenta uma melhor solu¢do, misturando varios alimentos que continham
diversos nutrientes, chegando a uma dieta mais barata, porém sem levar em
consideracao aspectos como diversidade, gosto, e outros. A solucdo apresentada
por Stigler ndo foi bem aceita, mas a técnica se mostrou Util e sem rejeicbes em

alimentacéo de animais, ou em carga de altos-fornos de siderurgicas.

O método ganhou forcas, em 1947, quando George Dantzig desenvolveu o
Método Simplex®3, capaz de resolver qualquer PPL. No inicio, exclusivamente com a
resolucdo manual, demandava muito tempo na resolucdo de problemas com muitas
variaveis, ganhando forcas com o uso do computador a partir de 1951 e se

expandindo de maneira extraordinaria.

Utilizado somente a partir de 1960 no Ocidente, o assunto foi analisado
inicialmente em 1936 por Wassily Leontieff quando criou um modelo constituido de
equacdes lineares, o primeiro passo para o estabelecimento de técnicas para a
Programacdo Linear. Em 1939, L. V. Kantorovick publicou trabalho sobre
planejamento de produgao e, em 1940, Frank L. Hitchocock fez uma abordagem

sobre problema de transportes.

7

A Programacdo Linear é uma técnica de otimizacdo muito utilizada na
resolucdo de problemas, onde seus modelos s&o representados por expressdes

lineares, que ocorrem na Pesquisa Operacional. Tais problemas estéo relacionados

% 0 Método simplex foi desenvolvido por George Dantzig, em 1947, quando trabalhava na Rand
Corporation no projeto SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs). E um algoritmo capaz
de resolver problemas de Programacéo Linear. (PRADO, 2004, p. 23)
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com a melhor distribuicdo de recursos limitados para atividades que se relacionam

competitivamente, e tem a finalidade de atender a um determinado objetivo.

A Programacdo Linear tem sido utilizada em areas muito diversas,
destacando-se: dosagem (mistura, receita ou blending) — alimentagcao, formulacdes
de racdes, fabricacdo de adubos, ligas metalicas, petroleo e minérios; transporte;
investimentos; avaliacdo de recursos — fébricas, fazendas; localizacdo industrial;
designacao; compras; fluxo de redes. Onde mais se destaca a aplicagdo da
Programacao Linear é no setor industrial. Modelos de transporte e de fluxo em redes

também séo utilizados em logistica com excelentes resultados.

Como exemplo®® de Programacdo Linear, considere uma fabrica de radios
que possui duas linhas de producdo: Radios Standard e Radios Luxo. Com relacéo
aos radios Standard, temos as seguintes informacdes: a linha de producdo comporta
um maximo de 24 pessoas; cada radio consome o trabalho de 1 homem/dia para ser
produzido; cada radio fornece um lucro de R$ 30,00. Para os radios Luxo: a linha de
producdo comporta um maximo de 32 pessoas; cada radio consome o trabalho de 2
homens/dia para ser produzido; cada radio fornece um lucro de R$ 40,00. A fabrica
possui um total de 40 empregados a serem alocados nas duas linhas de producéo.

O objetivo do dono da fabrica € maximizar o lucro diario.

Com a Programacédo Linear deseja-se maximizar ou minimizar uma funcao
linear, denominada funcéo objetivo, sujeita a um conjunto de restricbes, podendo ser
equacdes e/ou inequacdes, denominadas restricbes do modelo. Estas representam,
normalmente, limitaces de recursos disponiveis (material, capital, mao-de-obra,

tempo) ou ainda exigéncias e condicfes a serem cumpridas no problema.

Geralmente, existem diversas maneiras para distribuir os recursos envolvidos
de maneira a satisfazer as restricbes. No entanto, deseja-se encontrar aquela
distribuicdo que, além de satisfazer as restricbes do problema, venha a maximizar
(ou minimizar) o problema. Esta tal solucdo € chamada solucédo 6tima. As restricbes
do problema determinam uma regido de solugbes possiveis, denominada regido

viavel ou factivel, onde sera determinada uma solucéo 6tima.

?* Exemplo extraido de (PRADO, 2004, p. 17)
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Duas etapas sao essenciais para a resolugdo de um Problema de
Programacao Linear (PPL): a modelagem do problema e o método de solucdo do
modelo. No caso de um PPL, é possivel resolvé-lo por métodos graficos, algébricos
ou computacionais. O meétodo mais utilizado para obter solugcbes € o Meétodo
Simplex, um algoritmo que leva rapidamente a solugdo quando utilizado
computacionalmente, mesmo que o problema contenha varias variaveis. A utilizacao
do método grafico se restringe a problemas com no maximo trés variaveis, nao

sendo aconselhavel quando envolver trés variaveis, pela dificuldade de visualizacao.

Segundo definicdo em GIORDANO (2008), um problema de otimizacao é dito

Programacao Linear se ele satisfizer algumas propriedades:

Quando tiver uma unica funcéo objetivo.

2. Sempre que a variavel de decisao aparecer tanto na funcdo objetivo quanto
nas funcbes restricdo, deve-se aparecer somente como poténcias de
expoente 1 e, quando muito, multiplicada apenas por uma constante.

3. Nenhum termo da funcédo objetivo ou de qualquer restricAo pode conter
produto de variaveis de decisao.

4. Os coeficientes das variaveis de decisdo da funcdo objetivo e de cada
restricdo sdo constantes.

5. As variaveis de decisdo podem assumir tanto valores reais como também

valores inteiros.

Problemas com mais de uma funcédo objetivo sdo chamados multiobjetivos
ou programas de meta. Problemas que ndo satisfazem as propriedades 2 e 3 sao
chamados de né&o-lineares. Problemas em que os coeficientes dependem também
do tempo sdo chamados de programacao dinamica®. Se os coeficientes ndo forem
constantes, mas de natureza probabilistica, os problemas séo classificados com um
programa estocastico. Se as variaveis de decisao forem restritas a valores inteiros,
o problema é chamado de programacéo inteira, ou ainda programacao inteira-
mista quando a restricdo inteira se aplicar somente a um subconjunto das variaveis

de decisao.

% A programagcao dinamica é uma programacao aplicavel a otimizacdo de eventos que sofrem uma
sequéncia de estados, podendo ser aplicada a sistemas lineares ou néo lineares.
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2.1 SOLUCOES GEOMETRICAS EM PROGRAMACAO LINEAR

SolugBes geométricas sdo aconselhadas somente para modelos simples com
apenas duas varidveis de decisdo. Representar o modelo graficamente traz a
vantagem de facilitar a visualizacdo das principais caracteristicas do processo de
decisdo. Considere o exemplo a seguir, com apenas duas variaveis de deciséo, x; e
X,, € as seguintes restricoes:

{xl +2.x, <4
X1, Xy =0

As restricbes x;, x, = 0, chamadas restricdes de ndo-negatividade, significam
gue as solucBes possiveis estdo no primeiro quadrante. A inequacéo x; + 2.x, < 4
divide o primeiro quadrante em duas regides. A regido viavel do semi-plano é a
regido onde a restricdo € satisfeita. A regido viavel pode ser encontrada pelo gréafico
da inequacgao x; + 2.x, < 4, determinando qual dos semi-planos representa a regiao

viavel, como pode ser visto na Figura 2.1.

A programacao linear tem uma importante propriedade que os pontos que
satisfazem as restricbes formam um conjunto convexo, em que quaisquer dois de
seus pontos podem ser ligados por um segmento de reta, inteiramente contida no
préprio conjunto (GIORDANO, 2008, p. 251).

X3
A

0,2)
Z\‘ Regido Inviavel
X1+ 2x, =4

Regido Viavel
A

(4,0

X1

Figura 2.1 — Regido Viavel de um PPL.

Para ilustrar a resolugcdo de um PPL pelo método geométrico, considere a

situacao problema, denominada Problema do Carpinteiro:
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O carpinteiro obtém um lucro de R$ 25,00 por uma mesa fabricada e R$ 30,00
por uma estante fabricada. Ele deseja determinar quantas pecas deve produzir de
cada mobiliario por semana para obter o maior lucro possivel. Ele dispde de 690 pés
cubicos de madeira para trabalhar semanalmente no projeto e 120 horas de
trabalho. Ele podera usar a madeira e o trabalho em qualquer outra atividade, caso
nao seja usado na producdo de mesas e estantes. Para isto, ele estima que sao
necessarios 20 pés cubicos de madeira e 5 horas de trabalho para produzir uma
mesa e 30 pés cubicos de madeira e 4 horas de trabalho para uma estante.

Para obter a formulacdo matematica ao problema, basta observar que o lucro
total depende da quantidade de cada item produzido, isto €, para as mesas,
multiplica-se o lucro por cada mesa produzida, R$25,00, pela quantidade de mesas
produzidas, x,; para as estantes, multiplica-se o lucro por cada estante produzida,

R$30,00, pela quantidade de estantes produzidas, x,. Assim a fungdo objetivo sera
L(xl,XZ) = 25x1 + 30x2

A guantidade total de madeira utilizada € obtida multiplicando-se a quantidade
de madeira por peca produzida pela quantidade de pecas produzidas, isto €, para as
mesas, multiplica-se a quantidade necesséaria para se construir cada mesa, 20 pés
cubicos, pela quantidade de mesas produzidas, x;; para as estantes, multiplica-se a
guantidade necessaria para se construir cada estante, 30 pés cubicos, pela
guantidade de estantes produzidas, x,. A quantidade total de madeira utilizada deve
ser no maximo 690 pés cubicos (quantidade disponivel), logo a inequacdo que

representa a restricdo madeira é
20.x; + 30.x, < 690.

A guantidade total de trabalho utilizado é obtida multiplicando-se a quantidade
de horas necessarias por peca produzida pela quantidade de pecas produzidas, isto
€, para as mesas, multiplica-se a quantidade horas necessarias para se construir
cada mesa, 5 horas, pela quantidade de mesas produzidas, x;; para as estantes,
multiplica-se a quantidade de horas necessarias para se construir cada estante, 4
horas, pela quantidade de estantes produzidas, x,. A quantidade total de horas
utiizadas na fabricagdo deve ser no maximo igual a 120 horas (quantidade

disponivel), logo a inequacgéo que representa a restrigdo trabalho é
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5.x; +4.x, < 120.

Como as quantidades produzidas assumem apenas valores positivos,

acrescentam-se as restricoes de nao negatividade,

X1, %Xy = 0.

s

A formulacdo matematica do problema do carpinteiro é apresentada da
seguinte forma:

Maximize:
L(xl, xz) = 25x1 + 30x2

Sujeito as restricoes:

20.x; +30.x, < 690 (restricdo de material)
5x1+ 4.x, <120 (restricéo de trabalho)
X1,%3 =0 (restricdes de ndo negatividade)

Para resolver o problema graficamente, determina-se a regido onde se
encontram todas as solu¢cBes possiveis para o problema. Apesar de existir varias

solugdes para o problema, deseja-se encontrar aquela que maximiza o lucro total.

O conjunto convexo para as restricbes do problema do carpinteiro séo
representadas graficamente pela regido convexa ABCD. A regido convexa € gerada
a partir dos seis pontos de interseccdo das restricdes, mas somente quatro desses
pontos (A — D) satisfazem todas as restricdes e, por isso, pertencem ao conjunto
convexo. Os pontos A, B, C e D sdo os pontos extremos do poligono. A

representacédo grafica do problema do carpinteiro € mostrada na Figura 2.2.
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x, (Estantes)

A
Z\ (0,30)
Y2
Restrigdio 2: 5x; + 4x, < 120
N
N
V1 D(0 T N
N
N
\\
\ C(12,15)
Valor da Fungdo Objetivo: 25x; + 30x, = 750
/ Restrigio 1: 20x;, + 30x, < 690
. O
A(0,0) B(24,0\  (345,0) x; (Mesas)

Figura 2.2 — Representacéao gréafica do Problema do Carpinteiro.

Se existir uma solugdo para a Programacao Linear, ela ocorrer4 nos pontos
extremos do conjunto convexo formado pelas restricdes?®. Os valores da funcao
objetivo (lucro para o problema do carpinteiro) nos pontos extremos sao mostrados
na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Valores da funcéo Obijetivo.

Ponto Extremo | Valor da Fungédo Objetivo (R$)
A(0,0) 0,00
B(24,0) 600,00
C(12,15) 750,00
D(0,23) 690,00

Assim, o carpinteiro deve produzir um total de 12 mesas e 15 estantes por
cada semana para obter um lucro semanal maximo de R$ 750,00. Mais adiante

serdo mostradas novas evidéncias geométricas de que o ponto extremo C é 6timo.

*® Este fato serd apresentado como o Teorema 3.1.
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2.2 CURVAS DE NIVEL DE UMA FUNCAO OBJETIVO

Considerando o problema do carpinteiro, com a fungdo objetivo
L(x1,x,) = 25.x; +30.x,, as linhas paralelas no primeiro quadrante s&o

representadas na Figura 3.3 apenas variando o valor de L(x;, x;):

L(xl, xZ) = 650 = 25x1 + 30x2 = 650
L(xl, x2) =750 = 25x1 + 30x2 =750
L(xy,x,) = 850 = 25x; + 30x, = 850

X3

25x; + 30x, = 850

/

25x, + 30x, = 750

25x, + 30x, = 650

®- @ A )xl

Figura 2.3 — Curvas de nivel da Funcao Objetivo.

E facil notar que a funcéo objetivo possui valores constantes ao longo desses
segmentos de reta. Os segmentos de reta sdo chamados de curvas de nivel da
funcdo objetivo. A medida que se avanca na direcdo perpendicular a esses
segmentos de reta, a funcdo objetivo aumenta ou diminui. Supondo o conjunto de
restricbes para o Problema do Carpinteiro

20.x; +30.x, < 690 (restricdo de material)

5x;1+ 4.x, <120 (restricao de trabalho)
X1,X, =0 (restricdes de ndo negatividade)

sobre essas curvas de nivel, observa-se que a curva de nivel que vale 750 é a que
intersecta a regido viavel exatamente no ponto extremo €(12,15). Na Figura 2.4 as

curvas de nivel sdo sobrepostas ao grafico que representa a solugdo grafica para o
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problema do carpinteiro, indicando a intersec¢édo da curva 25x; + 30x, = 750 com a

regiao viavel no ponto C.

D (0,23)8
(0,25.66...)

4(0,0) x,

Figura 2.4 — Solucéo grafica para o Problema do Carpinteiro.

Em alguns Problemas de Programacao Linear é possivel que haja mais que
uma solucdo 6tima. Considere a seguinte variacao do problema do carpinteiro com a
restricdo do trabalho alterada, isto €, para se produzir uma mesa utiliza-se 5 horas,
para se produzir a estante utiliza-se 6 horas e uma quantidade total disponivel de

150 horas, assim, obtendo o seguinte Problema de Programacéo Linear:

Maximize
L(Xl,xZ) = 25x1 + 3OXZ

Sujeito as restricdes:

20.x; +30.x, < 690 (restricdo de material)
5x,+ 6.x, <150 (restricéo de trabalho)
X1,%; =0 (restricbes de ndo negatividade)

Note, na Figura 2.5, que a curva de nivel e a fronteira da restricdo trabalho
coincidem. Nos dois extremos, B e C, a funcao objetivo tem o valor de 750, que é
otimo. No entanto, isso ocorre em todo o segmento de reta BC que coincide com a
curva de nivel 20.x; + 30.x, = 750. Assim, ao longo do segmento BC existem

infinitas solugdes Otimas para esta Programacao Linear.
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20x; + 30x, < 690
5x; + 6x, < 150

Regido viavel

.

B(30,0) (34.5,0) T xy

Figura 2.5 — A funcéo objetivo e a restricao do trabalho coincidem.

O caso geral bidimensional para otimizar uma fungdo linear num conjunto
convexo é resumido pelo Teorema 2.1. A Figura 2.6 mostra um conjunto convexo no
plano juntamente com as curvas de nivel de uma funcao objetivo linear, constituindo

uma prova geomeétrica intuitiva para o Teorema 2.1 da Programacao Linear.

TEOREMA 2.1. Suponha que uma regido viavel de uma programacao linear seja um
conjunto convexo ndo vazio e limitado. Entdo a funcdo objetivo deve atingir tanto um
maximo quanto um minimo que ocorre nos pontos extremos dessa regido. Se a
regido viavel for ilimitada, a funcéo objetivo ndo precisa assumir seus valores 6timos.
Se um méximo ou um minimo existir, eles devem ocorrer nos pontos extremos.
(GIORDANO et al, 2008, p. 257)

O Teorema 2.1 garante a existéncia de uma solucdo Otima para a

Programacao Linear num dos extremos do conjunto convexo néo vazio e limitado.

X
A

N

Curvas de nivel

<— Funcdo objetivo ax; + bx, maximizada

Fung&o objetivo ax; + bx, minimizada
Fungdo objetivo

decrescendo \
N\ Funcio objetivo

. Lrescendo

X1
Figura 2.6 — Uma fung&@o assume seu valor maximo e minimo em
um conjunto convexo nao vazio e limitado em um ponto extremo.
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2.3 SOLUCOES ALGEBRICAS NA PROGRAMACAO LINEAR

A seguir, um procedimento rudimentar para encontrar uma solucao 6tima para

a programacao linear com uma regido viavel ndo vazia e limitada:

1. Encontrar todos os pontos de interseccéo das restricoes.

2. Determinar quais os pontos de intersec¢ao que sao viaveis para obtencéo dos

pontos extremos.

Avaliar a fungéo objetivo em cada ponto extremo.

4. Escolher o(s) ponto(s) extremo(s) com o menor (ou maior) valor da fungao
objetivo.

w

Esse procedimento diz que, para determinar a regido convexa que
corresponde a regido viavel (factivel), é necessario determinar todos 0s possiveis
pontos de interseccdo, igualando duas-a-duas todas as restricbes. Nem sempre
duas restricdes possuem um ponto de interseccdo. Depois de encontrados os
pontos de interseccdo, caracterizar os pontos extremos do conjunto convexo que
compde a regido viavel, implementando este procedimento algébrico. Determinados
todos os pontos extremos da regido viavel, basta avaliar a funcdo objetivo e
comparar todos esses valores, escolhendo como solugédo do problema aquele que

maximiza (ou minimiza) a Programacao Linear.

Para ilustrar esse método, suponha que os lados do conjunto convexo sejam
formados a partir de trés restricdes lineares e duas outras restricbes de nao
negatividade como mostra a Figura 2.7. As variaveis ndo negativas y;, y, € ys
medem o0 grau em que um ponto satisfaz cada uma das restricbes 1, 2 e 3,
respectivamente. A variavel y; é adicionada do lado esquerdo da desigualdade da
restricdo i para converté-la numa igualdade®’. Além disso, y, = 0 caracteriza
aqueles pontos que se encontram precisamente na restricdo 2, ou seja, 0 recurso
relativo a essa restricdo foi utilizado por completo, e um valor negativo para y, indica
a violagdo da regra 2. Também, as variaveis de decisdo x; e x, Sdo restritas a
valores ndo negativos. Assim, os valores das variaveis de decisdo x; e x, medem o
grau de satisfacao das restricdes de ndo negatividade, x; = 0 e x, > 0. Note que ao
longo da reta x;, a variavel de decisdo x, € 0. Agora, considere todos os valores

possiveis para o conjunto de variaveis {x,, x,,y1,¥2,V3}. Se duas das variaveis tem

2" A variavel y; é uma variavel de folga, isto é, indica o quanto se deixou de atingir o limite maximo da
restricao.
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simultaneamente o valor O (zero), entdo caracteriza-se um ponto de intersec¢&o no

plano x; x,.

X3

Ponto de intersecgdo inviavel

Restricdo 3—>
Restricdo 1

Restrigdo 2
o
J__.-’}’3 <

Figura 2.7 — Introducéo das variaveis de folga.

Todos os pontos de intersec¢do podem ser determinados, sistematicamente,
definindo todos os pares possiveis e distintos das cinco variaveis como sendo zero
e, em seguida, resolvendo o restante do sistema com trés variaveis dependentes. Se
existir a solucdo do sistema resultante de equacdes lineares, entdo ela sera um
ponto de intersec¢do, que pode ser ou ndo uma solucéo viavel. Um valor negativo
para qualquer uma das cinco variaveis indica que a restricdo nao foi satisfeita, neste
caso, o ponto de interseccado seria inviavel. Por exemplo, o ponto de interseccao B,
onde y, = 0 e x; = 0, d& um valor negativo para y; e, portanto, ndo é uma solucéo
vidvel para o problema. Para ilustrar o procedimento, algebricamente, sera resolvido
0 problema do carpinteiro.

A Resolucédo Algébrica do Problema do Carpinteiro segue com 0 seguinte

modelo:

Maximize:
L(xq,x;) = 25.x; +30.x,
Sujeito as seguintes restri¢oes:

20.x; + 30.x, < 690 (restricdo de material)
5.x1+ 4.x, <120 (restricéo de trabalho)
X1,%3 =0 (restricdes de ndo negatividade)
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Adicionando as novas “variaveis de folga”, ndo negativas, y; e y,, converte-se
cada uma das inequacfes em equacdes. Se alguma delas, y; ou y,, for negativa, a

restricdo ndo sera satisfeita. Assim, a formulacéo do problema torna-se

Maximize:
L(xl,xZ) = 25x1 + 30x2
Sujeito as seguintes restricoes:

20.x1 + 30 xZ + yl == 690
5.x1 + 4, Xy + yz == 120
X1, le ylr yZ 2 O

Considera-se todo o0 conjunto com quatro variaveis {xq,x5, V1, V2},
interpretados geometricamente na Figura 2.8. Para determinar um possivel ponto de

interseccdo no plano x; x,, atribui-se o valor zero a duas das quatro variaveis,

.. 4! . ~ ..
existindo —— = 6 pontos de intersecg&o possiveis?®,

Pode-se comecar assumindo para as variaveis x; e x, o valor zero, resultando

no seguinte conjunto de equacodes

{yl — 690
yz = 120

com um ponto de interseccao viavel A(0,0) pois todas as quatros variaveis sdo nao

negativas.

A (0,0) ' B (24,0) (34.50) X1

Figura 2.8 — Conjunto de variaveis para o Problema do carpinteiro.

%8 Os possiveis pontos de interseccdo é obtido da combinacéo de 4 variaveis, tomadas duas a duas.
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Para o segundo ponto de interseccédo, escolhe-se as variaveis x; € y; como

sendo zero, resultando no sistema

{30x2 = 690
4x2 + yz = 120

gue tem solucdes x, = 23 e y, = 28, que é também um ponto de interseccédo viavel
D(0,23).

Para o terceiro ponto de interseccdo, escolhe-se as variaveis x; € y, como

sendo zero, resultando no sistema

4x, 120
com solucdes x, = 30 e y; = —210. Note que a primeira constante é violada por 210

unidades, indicando que o ponto de interseccao (0,30) é inviavel.

De maneira semelhante, escolhes-se y; e y, como sendo zero, o que da
x; = 12 e x, = 15, correspondendo ao ponto de interseccdo C(12,15), que € viavel.
A quinta escolha é das variaveis x, e y; como sendo zero, obtendo os valores de
x; = 34,5 e y; = —52,5, de modo que a segunda restricdo nao é satisfeita. Assim, o

ponto de interseccao (34,5, 0) € inviavel.

Finalmente, escolhe-se o0 sexto ponto de interseccao definindo as variaveis x,
e y, como zero para determinar x; = 24 e y; = 210; portanto, o ponto de interseccéo
B(24,0) é viavel.

Em sintese, dos seis pontos de interseccdo possiveis no plano x;x,, quatro
deles foram considerados viaveis. Para os quatros pontos viaveis, os valores da
fungéo objetivo sdo encontrados com a substituicdo dos valores de x; e x, na fungéo

objetivo, conforme mostrado na Tabela 2.2.
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Tabela 2.2 — Avaliacdo da Funcéo Obijetivo.

Ponto extremo | Valor da funcao objetivo
A(0,0) R$0,00
D(0,23) R$690,00
A(12,15) R$750,00
A(24,0) R$600,00

Este procedimento determina que a solucdo 6tima que maximiza o lucro é
x; = 12 e x, = 15. Isto é, o carpinteiro deve produzir 12 mesas e 15 estantes para

um lucro maximo de R$750,00.

2.3.1 ENUMERACAO DOS PONTOS DE INTERSECCAO

Para generalizar o procedimento apresentado no problema do carpinteiro,
suponha uma programacao linear com m variaveis de decisdo (ndo negativas) e n
restricdes, onde cada restricdo € uma inequacdo da forma “<” (menor ou igual, semi-
plano localizado abaixo da equacdo que representa a restricdo). Primeiramente,
converte-se cada inequacdo em uma equacgao adicionando a “variavel de folga” nao
negativa, y;, para a i-ésima restricdo. Agora, tem-se um total de m + n variaveis ndo

negativas. Para determinar os pontos de interseccdo, escolhe-se m das variaveis de

(m+n)!

m!n!

escolhas possiveis a considerar. Obviamente, quando o tamanho da programacédo

decisdo (pois se tem m variaveis de decisdo) como sendo zero. Entdo sao

linear aumenta em termos do numero de variaveis de decisédo e restricdes, esta
técnica de enumeracao de todos os pontos possiveis de interseccao torna-se dificil,

mesmo para computadores poderosos.

2.4 O METODO SIMPLEX

Até o momento, para encontrar um ponto extremo Otimo foi necessario
determinar todos os possiveis pontos de intersec¢ao associados com as variaveis de
decisdo e de folga. E possivel reduzir o nimero de pontos de intersec¢éo que S&o

realmente consideraveis na busca da solucdo. Uma vez encontrado um ponto de
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intersecc¢do inviavel, ndo é preciso considerar um ponto de intersec¢do potencial que
nao melhora o valor da funcdo objetivo. Em seguida, testa-se a optimalidade da
solucdo contra outro ponto de interseccdo possivel, mesmo que um ponto de
interseccdo prometa ser mais otimizado que o atual ponto extremo, e ainda se nao &

do interesse violar uma ou mais restrigoes.

Para verificar se o ponto de interseccdo proposto é viavel, utiliza-se o Método
Simplex (ANDRADE, 2004, p. 26), desenvolvido por George Dantzig, que incorpora

os testes de optimalidade e viabilidade para encontrar a solucao 6tima, caso exista.

O teste de optimalidade mostra se o ponto de interseccdo corresponde ao

melhor valor da funcéo objetivo encontrado até 0 momento.
O teste de viabilidade determina se o ponto de intersec¢ado proposto € viavel.

Para implementar (programar) o Método Simplex, separa-se primeiramente as
variaveis de decisdo e as variaveis de folga em dois conjuntos distintos, chamados
de conjuntos independente e dependente. Para a Programacéao Linear particular, o
conjunto original independente consiste das varidveis de decisdo, enquanto o

conjunto dependente consiste das variaveis de folga.
A seguir sdo apresentados, resumidamente, os Passos do Método Simplex:

i Quadro de coeficientes: Colocar a programacao linear no quadro de
coeficientes.

ii. Ponto extremo inicial: O Método simplex comega com um ponto extremo
conhecido, usualmente a origem (0, 0).

iii. Teste de optimalidade: Determina se um ponto de interseccéo adjacente
melhora o valor da funcéo objetivo. Se ndo, o ponto extremo atual é 6timo.
Se uma melhoria for possivel, o teste de optimalidade determina que
variavel atual no conjunto independente (tendo valor zero) devera entrar
no conjunto dependente e se tornar nao nula.

iv. Teste de viabilidade: Para encontrar um novo ponto de intersec¢cédo, uma
das variaveis no conjunto dependente deve sair para permitir a entrada da
variavel do Passo 3 para se tornar dependente. O teste de viabilidade
determina que variavel dependente atual escolher para sair, assegurando
viabilidade.
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V. Pivd: Para o novo sistema equivalente de equacdes, eliminar a nova
variavel dependente da equacédo que ndo contém a variavel que saiu no
Passo 4. Em seguida, definir a nova variavel independente como zero no
novo sistema para encontrar os valores das novas variaveis dependentes,
assim determinando um ponto de intersecgao.

Vi. Repetir os Passos iii — v até que um ponto extremo 6timo seja
encontrado.

A seguir, a resolucdo passo-a-passo de uma Programacdo Linear, o

Problema do Carpinteiro, utilizando o Método Simplex:

Passo i. Considere o sistema linear introduzindo as variaveis dependentes no

sistema original

20x1 + 30x2 + 3’1 = 690
le + 4x2 + yz = 120
—25x1 - 30x2 +z= 0

Passo ii. A origem (0,0) é um ponto extremo inicial para o qual as variaveis
independentes sédo x; = x, = 0, e as variaveis dependentes sdo y, = 690, y, = 120

ez=0.

Passo iii. Aplica-se o teste de optimalidade para escolher x, como variavel de
entrada no conjunto dependente, pois ela corresponde ao coeficiente negativo com o

maior valor absoluto.

Passo iv. Aplica-se o teste de viabilidade, dividindo o lado direito, de valores 690 e

120, pelos coeficientes da varidvel de entrada x, em cada equacdo (30 e 4,

. .. 690 120
respectivamente), encontrando o0s coeficientes §=23 e ——=30. O menor

coeficiente positivo é 23, correspondendo a primeira equagédo que tem a variavel de

folga y,. Assim, escolhe-se y; como a variavel dependente de saida.

Passo v. O pivd serve para encontrar os valores das novas variaveis dependentes
X2, ¥, € z quando as variaveis independentes x; e y; estdo definidas com o valor 0.
Depois, elimina-se a nova variavel dependente x, de cada equacgéo anterior que nao

contém a variavel de saida y,, ou seja, a 22 linha sera igual a 12 linha multiplicada
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por (—4) somada a 22 linha e, a 32 linha sera igual a 12 linha multiplicada por (30)

somada a 32 linha, obtendo o seguinte sistema equivalente

2 1
j §x1+ x2+%yl =23
7 2
| 3% TR + )2 =28
k —5x; + ¥ +z =690

Fixando x; =y; =0, determina-se x, =23, y, =28 e z=690. Estes

resultados geram o ponto extremo (0, 23) onde o valor da fungéo objetivo € z = 690.

Aplicando o teste de optimalidade novamente, vé-se que o ponto extremo
atual (0,23) ndo é 6timo (pois ainda existe um coeficiente negativo —5 na ultima
equacao correspondendo a variavel x;). Antes de continuar, observe que realmente
nao precisa escrever o simbolismo todo das equacfes em cada passo, sendo
necessario apenas o valor dos coeficientes associados com as variaveis em cada
uma das equacdes juntamente com o lado direito. Uma tabela de coeficientes, ou
quadro, € normalmente usada para registrar esses nimeros. A seguir, a realizacao
do Problema do Carpinteiro € ilustrado usando esse formato, onde os cabecalhos de
cada coluna designam as variaveis; RHS é a abreviacdo do termo ‘“right-hand side”
(valor do lado direito). Comec¢ando com o quadro 0, Tabela 2.3, correspondendo ao

ponto extremo inicial na origem.

Tabela 2.3 — Quadro Simplex 0 (Quadro original).

X1 X2 Y1 Y2 z RHS

20 30 1 0 0 690(= y;1)
5 4 0 1 0 120(=y,)

-25 [—30] 0 0 1 0(=2z)

Variaveis dependentes: {y;, ¥, 2}
Variaveis independentes: x; = x, =0
Pontos extremos: (x;,x,) = (0,0)

Valor da funcao objetivo: z = 0
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Teste de optimalidade: a variavel de entrada € x, (correspondente ao coeficiente

—30 na ultima linha).

Teste de viabilidade: Calcule os indices para os RHS dividindo os coeficientes na

coluna rotulada por x, para determinar o menor indice positivo, Tabela 2.4.

Tabela 2.4 — Quadro Simplex.

X4 X, Y1 Vs Z RHS indices

20 30 1 0 0 690(=y,) | [23](=690/30)

5 4 0 1 0 | 120(=y,) | 30(=120/4)
—25 | [-30] 0 0 1 0(=2) *

Escolha y; correspondente ao menor indice positivo, neste caso 23, como

variavel de saida.

Pivé: Dividir a linha que contém a variavel de saida, a primeira linha, pelo coeficiente
da variavel de entrada nesta linha, o coeficiente de x,, gerando o coeficiente de 1
para a variavel de entrada desta linha. Entdo, elimina-se a variavel de entrada x,
para as linhas restantes (linhas que ndo contém a variavel de saida y, e que tenha o
coeficiente zero para ela). Os resultados séo registrados na Tabela 2.5, com

aproximacao de cinco casas decimais para os valores numéricos.

Tabela 2.5 — Quadro Simplex 1.

X1 X2 Y1 Y2 z RHS
0,66667 1 0,03333 0 0 [23](= x3)
2,33333 0 —0,13333 1 0 28(=y,)

[—5,00000] 0 1,00000 0 1 690(= z)

Variaveis dependentes: {x,, ¥, z}
Variaveis independentes: x; =y; =0
Pontos extremos: (x;,x,) = (0,23)

Valor da fungéo objetivo: z = 690
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O pivd determina que as novas variaveis dependentes tenham os valores

x2=23,y2=28eZ:690

Teste de Optimalidade: a variavel de saida é x; (correspondente ao coeficiente —5

na ultima linha).

Teste de viabilidade: Calcule os indices dos RHS.

Tabela 2.6 — Quadro Simplex.

RHS indices
23 | 34,5(= 23/0,66667)
28 | [12,0](= 28/2,33333)
690

X1 X2 Y1 Y2

0,66667 1 0,03333 0
2,33333 0 |—-013333| 1
[—5,00000] 0 1,00000 0

= O O N

Na Tabela 2.6, escolha y, como variavel de saida, o que corresponde ao

menor indice valor positivo, 12.

Pivé: Dividir a linha que contém a variavel de saida (a segunda linha) pelo
coeficiente da variavel de entrada nesta linha (o coeficiente de x;), gerando o
coeficiente 1 para a variavel de entrada desta linha. Entdo, elimina-se a variavel de
entrada x; para as linhas restantes (linhas que ndo contém a variavel de saida y, e

tenha o coeficiente zero para ela).

Tabela 2.7 — Quadro Simplex 2

X1 X2 V1 Y2 z RHS

0 1 0,071429 —0,28571 0 15(= x;)
1 0 —0,057143 0,42857 0 12(= x4)
0 0 0,714286 2,14286 1 750(= z)

Variaveis dependentes: {x,, x;, z}
Variaveis independentes: y; =y, =0

Pontos extremos: (x;,x,) = (12,15)

Valor da fungéo objetivo: z = 750
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Teste de Optimalidade: Como ndo existem coeficientes negativos na ultima linha
(Tabela 2.7), x; =12 e x, = 15 dao a solucdo 6tima z = R$750,00 para a funcéo
objetivo. Observe que, comegcando com um ponto extremo inicial, foram enumerados
apenas dois dos seis pontos de interseccao possiveis. A forca do Método Simplex

esta na reducado dos calculos necessarios para encontrar um ponto extremo 6timo.

2.5 ANALISE DE SENSIBILIDADE NA PROGRAMACAO LINEAR

O objetivo de um modelo matematico é aproximar o problema em estudo. No
caso especifico da Programagédo Linear, os coeficientes da funcdo objetivo podem
ser apenas uma estimativa, assim o montante de recursos que limitam a producao
varia a depender do lucro retornado por unidade ou recursos investidos. Dessa
forma, o gestor pode decidir o quanto é interessante obter mais recursos quando o
lucro adicional for alto o suficiente, necessitando saber para isto, se o lucro adicional

potencial justifica o custo de outra unidade de recurso.

Além de resolver um Problema de Programacdo Linear, o gestor precisa
saber o qudo sensivel é a solucdo Otima para mudancas nas varias constantes
usadas na formulacdo do programa. Para analisar graficamente o efeito na solucéo
otima de mudancas nos coeficientes da funcao objetivo e no montante dos recursos
possiveis sera usado o Problema do Carpinteiro, respondendo as seguintes
questodes:

1. A solugdo encontrada (lucro maximo) permanece O6tima dentro de que
intervalo de valores?

2. Qual o aumento no lucro quando outra unidade de recurso (trabalho, por
exemplo) for obtida?

3. A andlise sera valida em que intervalo de valores do recurso?

4. O gue é necessario para aumentar o lucro além desse limite?

2.5.1 MUDANCAS NOS COEFICIENTES DA FUNCAO OBJETIVO

A funcao objetivo do problema do carpinteiro deseja maximizar os seus lucros

onde cada mesa lhe rende R$ 25,00 e cada estante R$ 30,00, ou seja,
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Maximizar
L(Xl, xZ) = 25x1 + 30x2

Observe que L(x;,x,) € uma funcdo de duas variaveis, sendo possivel
desenhar as curvas de nivel no plano x;x,. Na Figura 2.9 estdo desenhadas as
curvas de nivel L(xq,x,) =650, L(xq,x,) =750 e L(x;,x,) =850 para fins

ilustrativos.
X2

0,28.33 ...
( ) 25x, + 30x, = 850

(0,25)

(0,25.66...) 25x; + 30x, = 750

25x; + 30x, = 650

(26,0) (30,0) (34,0) > Xy

Cada curva de nivel € uma linha com declive —%. Na Figura 2.10, o grafico da

Figura 2.9 é sobreposto ao conjunto das restricbes do problema do carpinteiro,
determinando a solucdo 6tima no ponto (12,15) gerando um valor 6timo da funcao
objetivo de L(12,15) = 750.

D(0, PRI
o \\ \\
S22\ (12, 15)

Valor da Fungdo Objetivo: 25x; + 30x, = 750

A(0,0) B(24, ) (34.5,0) X1

Figura 2.10 — Soluc¢éo para o Problema do Carpinteiro.
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Algumas analises podem ser feitas, a primeira seria analisar o efeito de uma
mudanca no valor do lucro para cada mesa (ou para cada estante). E facil perceber
qgue se o lucro por mesa for aumentado suficientemente, o carpinteiro podera optar
por produzir somente mesas, gerando o ponto extremo de 24 mesas e 0 estantes,
em vez da atual combinacdo de 12 mesas e 15 estantes. Da mesma forma,
reduzindo suficientemente o lucro por mesa, somente estantes deveriam ser
produzidas, gerando o ponto extremo (0,23). De maneira geral, representando o

lucro por mesa por c;, a funcéo objetivo se tornaria
L(xl, xz) = (C1X1 + 30x2

com o declive —;—3 no plano x;x,. A medida que varia c;, o declive da curva de nivel

da funcéo objetivo muda. Na Figura 2.11 o ponto extremo atual (12,15) permanece
otimo desde que a inclinacao da funcdo objetivo se situe entre as duas restri¢cdes, ou

seja, o0 ponto extremo (12,15) permanece 6timo desde que a inclinacdo da funcéo
.. . 2 . 5 . ¢~ .
objetivo seja menor que — € maior que —-, 0s declives das restricdes madeira e

trabalho, respectivamente.

Ao aumentar ¢,, a curva de nivel da funcéo objetivo é girada no sentido anti-

, . . . 2 Ly
horério, para um declive superior a —=» 0 ponto extremo 6timo muda para (0, 23).

. , . o . . . 5
Girando as curvas de nivel no sentido horario, para um declive inferior a —-» 0 ponto
extremo 6timo mudaria para (24,0). Assim, o intervalo de valores para que o ponto

extremo (12,15) permaneca 6timo € encontrado pela inequacgao

5 C1 2
<<=
4 3 3

Assim,

20 < 1 < 37,5
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> &

5x; + 4x, < 120

Declive = ——
eclive P

C(12,15)

A(0,0) B(24,0) (34.5,0) X1

20x; + 30x, < 690

Declive = 2
eclive = ——=

Figura 2.11 — A solucao (12,15) permanece 6tima para 20 < ¢; < 37,5.

2.5.1.1 INTERPRETACAO DOS RESULTADOS NA FUNCAO OBJETIVO

e Se 0 lucro por mesa exceder R$ 37,50 o carpinteiro devera produzir somente
mesas, ou seja, 24 mesas.

e Se 0 lucro por mesa for reduzido abaixo de R$ 20,00, o carpinteiro devera
produzir somente estantes, ou seja, 23 estantes.

e Se ¢, estiver entre R$ 20,00 e R$ 37,50, o carpinteiro devera produzir uma

combinacdo de 12 mesas e 15 mesas.

Como ¢, pode variar no intervalo [20, 37,5], o valor da funcéo objetivo vai se
alterar mesmo que o ponto extremo nao se altere, ou seja, ele estara produzindo 12
mesas e a fung¢do objetivo sofrer4d uma variagdo de um fator 12 vezes a variacao de
c;. Observe que no limite ¢; =20 existem dois pontos extremos C e B, que
produzem o mesmo valor na funcdo objetivo. Do mesmo modo, se c¢; = 37,5, 0S
pontos extremos D e C produzem o mesmo valor na fungao objetivo. Nesses casos,
existirdo varias solugdes oOtimas, pois qualquer ponto sobre o segmento BC
produziria o0 mesmo resultado, desde que c; =20 e qualquer ponto sobre o

segmento DC produziria 0 mesmo resultado, desde que c¢; = 37,5.
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2.5.2 MUDANCA NA QUANTIDADE DE RECURSOS POSSIVEIS

Para o problema original existem 120 unidades de trabalho possiveis, todas
as quais sao usadas para produzir 12 mesas e 15 estantes, representadas pela
solugcéo 6tima. Uma questdo interessante seria saber qual o efeito de um aumento
na quantidade de trabalho. Se b, representar o recurso na segunda restricdo, a

quantidade de trabalho possivel, a restricdo pode ser reescrita como

Na Figura 2.12, o conjunto restricdo para o Problema do Carpinteiro teve seu

valor original, b, = 120, modificado para outro valor, b, = 150.

X2 p\
5x; +4x, <120
Restricdo Madeira
,}ﬁﬁ‘p\% 5x; +4x, <150
N
(' 3450) X

Figura 2.12 — Aquisicao de recursos adicionais.

O efeito de aumentar b, € transladar a restricio para cima e para a direita. A
medida que isso acontece, o valor 6timo da func¢é@o objetivo move-se ao longo do
segmento de reta CC’, que fica sobre a restricdo madeira. Como a solugao 6tima se
move ao longo do segmento de reta de C para C’, o valor para x; aumenta a medida
gue o valor para x, diminui. O efeito liquido do aumento b, esta no aumento do valor
da funcéo objetivo. E desejavel saber o quanto o valor da funcdo objetivo muda

guando b, muda em uma unidade.
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Observe, contudo, que se b, cresce além de 5.34,5 = 172,5, a solucdo 6tima
mantém-se no ponto extremo (34,5;0). Isto é, em (34,5;0) a restricdo madeira
também deve ser aumentada se a fungéo objetivo for aumentada ainda mais. Assim,
aumentando a restricdo trabalho para 200 resulta em algum excesso de trabalho que
ndo sera usado a menos que a quantidade de madeira seja aumentada além do
valor atual de 690, Figura 2.13. Seguindo uma andlise similar, se b, for diminuida, o
valor da funcdo objetivo se move ao longo da restricdo madeira até que o ponto
extremo (0, 23) seja atingido. Mais redu¢des em b, faria com que a solucao 6tima se
movesse a partir de (0, 23) para baixo no eixo y para a origem.

X3
A

5x; + 4x, < 120

Restricdo Madeira

5x1 + 4-x2 =200

"?;%

A(0,0) B(24,0) (345,00 X1
Figura 2.13 — Limite para a aquisicdo de novos recursos.

Na Figura 2.14, o valor de b, para o qual a restricdo trabalho se cruza com a
restricdo madeira no eixo x; € o ponto E (34,5;0). No ponto E (34,5;0), a quantidade
de trabalho é 5.34,5+ 4.0 = 172,5. Similarmente, o valor de b, no ponto D(0,23) &
5.0 +4.23 = 92. Resumindo, quando b, muda, a solugdo étima move-se ao longo

da restricdo madeira contanto que
92 < b, <172,5

Agora resta saber quanto a fung¢ao objetivo aumenta com o aumento de b, de
1 unidade no intervalo 92 < b, < 172,5. Primeiramente, suponha b, = 172,5, a

solugdo Gtima serd o novo ponto extremo E(34,5;0) e o valor da funcdo objetivo &



60

34,5.25 = 862,5 em E(34,5;0). Neste caso, a funcéo objetivo aumentou de 862,5 —
750 = 52,5 unidades. Portanto, o aumento da funcdo objetivo por 1 unidade de

aumento no trabalho é

862,5 — 750

1725120 >1*

Agora, analisando o aumento de uma unidade de trabalho de outra maneira,
suponha o aumento de b, em 1 unidade, de 120 para 121, entdo o0 novo ponto

extremo C' sera representado pela interseccao das restricées
20x; + 30x, = 690
5x1 + 4x2 = 121

a saber, o ponto €'(12,429; 14,714), que tem o valor da funcdo objetivo de 752,14.
Mas, o efeito liquido a medida que b, aumenta 1 unidade é o aumento da funcéo

objetivo por 2,14 unidades.

X3

A

5x1 + 4x, = 92 (Trabalho)

20x; + 30x; = 690 (Madeira)

D(o, 2\5 .

5x1 + 4x, = 172,5 (Trabalho)

A((.), 0) B(24,0) E(345,00 X1

Figura 2.14 — Limite para a aquisi¢cao do recurso trabalho.

2.5.2.1 INTERPRETACAO ECONOMICA DA VARIACAO DE UM DOS RECURSOS

Na analise anterior, sendo adicionada 1 hora de trabalho aos recursos, o lucro
é acrescido de R$ 2,14, desde que a quantidade total de trabalho ndo exceda 172,5

horas. Mas, em termos da fung&o objetivo, uma hora adicional de trabalho vale
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R$ 2,14. Se o gestor pudesse adquirir 1 hora de trabalho por menos que R$ 2,14, isso
seria rentavel para a sua atividade. Reciprocamente, se 0 gestor pudesse vender 1
hora de trabalho por mais de R$ 2,14, sendo valido até que o trabalho seja reduzido
a 92 horas, ele também deveria fazer isto. Note que essa analise da o valor de uma
unidade de recurso em termos do valor da funcédo objetivo no ponto extremo 6timo,

que € um valor marginal.

A Analise de Sensibilidade € uma poderosa metodologia para interpretar a
Programacado Linear. A informacdo incorporada numa analise de sensibilidade
realizada com cuidado é muitas vezes tdo valiosa para o tomador de decisdo quanto

a solucéo para a Programacéao Linear.



CAPITULO 1l

A PROGRAMACAO LINEAR EM SALA DE AULA,
UMA PROPOSTA DE TRABALHO

A modelagem matemética constitui uma importante estratégia de ensino
aprendizagem. O uso da Programacao Linear em sala de aula diversifica e
enriguece as experiéncias dos alunos em lidar com problemas do seu cotidiano,
motivando-0s para o processo ensino-aprendizagem com a possibilidade de abordar

diversos contetdos programaticos e aspectos da sua formacgéo sociocultural.

Num primeiro contato com os alunos, o professor poderd expor um problema
sobre a Pesquisa Operacional — Programacao Linear, sem qualquer mencao ao
assunto. Uma tentativa de motivar os alunos a resolverem um problema, utilizando
seus conhecimentos prévios, organizando ideias, levantando hipoteses, fazendo
teste e discutindo possiveis solu¢cdes. Como exemplo inicial pode-se trabalhar o
Problema do Carpinteiro.

Problema do Carpinteiro:

O carpinteiro obtém um lucro de R$ 25,00 por uma mesa fabricada e R$ 30,00
por uma estante fabricada. Ele deseja determinar quantas pecas deve produzir de
cada mobiliario por semana para obter o maior lucro possivel. Ele dispde de 690 pés
cubicos de madeira para trabalhar semanalmente no projeto e 120 horas de
trabalho. Ele podera usar a madeira e o trabalho em qualquer outra atividade, caso
nao seja usado na producdo de mesas e estantes. Para isto, ele estima que séao
necessarios 20 pés cubicos de madeira e 5 horas de trabalho pra produzir uma
mesa e 30 pés cubicos de madeira e 4 horas de trabalho para uma estante.

Nesta fase, os alunos perceberéo a necessidade de uma utilizagéo racional
de recursos disponiveis na busca por uma solucdo otimizada para o problema, e
mais, que essas ideias poderiam ser estendidas a varios problemas no processo de

gestao de recursos ou producao.
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Num segundo momento, os alunos poderiam ser agrupados em duplas ou
equipes, fazendo uma leitura atenta e detalhada do problema, verificando quais os
dados fornecidos, identificando questionamentos e investigando quais das possiveis

solucBes que teriam sentido e coeréncia.

Diante das condicbes expostas, seria natural aos alunos decidirem pela
producdo de um sO item, aquele que apresentasse um maior lucro por unidade
produzida, desta forma teriam também o maior lucro. Nesse momento, os alunos
seriam levados a pensar sobre as restricbes referentes a cada recurso, chegando a
pontos de consenso e/ou divergéncias. Nessas discussdes estariam analisando
todas as informacdes, fazendo sugestdes, levantando hipéteses e propondo novas

solugoes.

Em seguida, propde-se aos discentes a apresentacdo organizada dos dados
(tabelas e/ou graficos), com o intuito de desenvolver sua capacidade de sintese e
organizacdo, facilitando a compreensdo e investigacdo do problema. Nesse
momento o professor pode apresentar argumentos matematicos para a definicdo de
variaveis, organizacdo dos dados e construcdo de sentencas matematicas que

serviriam para a criacdo do modelo matematico.
Formulacdo Matematica para o Problema do Carpinteiro:

Variaveis de decisdo: mesas: x; estantes: y.
Maximize:
L(x,y) = 25.x +30.y

Sujeito as restricdes:

20.x +30.y <690 (restricdo de material)
5x+ 4.y <120 (restricdo de trabalho)
x,y 20 (restricOes de ndo negatividade)

Alguns alunos podem apresentar-se angustiados, precisando de uma
“solucao pronta” para o problema, um reflexo de uma aprendizagem matematica na
gual estavam acostumados a vivenciar: o professor propde o problema, os alunos
leem a situacdo e, sem maiores discussdes ou exploracdes, o professor resolve e

apresenta a solucdo. Outros alunos sentirdo entusiasmados pela nova proposta,
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pela oportunidade de discutir e construir um modelo matemético que os levaréo a

solugéo do problema.

Diante desse entusiasmo, o professor se sentira a vontade para apresentar
um resumo histérico da Pesquisa Operacional — Programacao Linear, situando os
alunos no tempo e no espaco em relacdo ao assunto e, em seguida, definindo o
Problemas de Programacao Linear (PPL) e mostrando algumas das suas aplicacdes

em diversas areas de atuacao.

E de grande importancia trabalhar a histéria da matematica em sala de aula,
mostrando a constru¢do do conhecimento, com suas necessidades e dificuldades,
de forma a humanizar e integrar a disciplina a outros saberes, permitindo a

compreensao da origem do pensamento e suas evolucoes.

Comecar com problemas que apresentam 2 (duas) variaveis é importante,
pois € possivel encontrar uma solugédo pelo “método geométrico”, dando énfase a

solucdo de inequacdes lineares com 2 (duas) variaveis.

9“\ Graphmitica - Sem Titulo

Arquive Editar Ver Opgdes Ferramentas Calculo  Ajuda

DEE&E®B v WK RAE kLA R

Figua 3.1 — Interface do Software Graphmatica.
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Para a delimitacdo da regido viavel do problema é aconselhdvel o uso de
papel quadriculado e de alguns softwares?® de interface amigavel e familiar. Neste

caso, sugere-se o Software Graphmatica (Figura 3.1).

3.1 USANDO O SOFTWARE GRAPHMATICA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
PROGRAMACAOQO LINEAR

Depois de instalado o Software Grafhmatica, a solugdo grafica para o

Problema do Carpinteiro € acompanhada com seguinte roteiro:

i. Inserir a equacgdo e ajustar o “zoom” para visualizar a construcdo grafica e na

janela “Ver” clicar em “Encontrar todos os graficos” (Figuras 3.2 e 3.3);

¥ Graphmdtica - Sam Titulo
Argured  Edhiar  Wer Dpoded  Ferematisd  Calogls  Ajuda

D ] 5 T e A8 H 4 o R
20x+30y<=6590

: : + o
BENNT & SRR ooM oL
INSERIR EQUACAO!N!: S

lE ‘2 1 ) .1 IE

Figura 3.2 — Ajuste da tela no Graphmatica.

ii. Copiar a propria equacao na janela de entrada (comando “ctr/ ¢”);

» Graphmatica, Geogebra, Grapes ou Winplot.
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9“ Graphmdtica - Sem Titulo
Arquive  Editar Opgoes Ferramentas Calculo  Ajuda

b=z EdE Limpar Tela Ctrl+L |,7+§ L AL B
20x+30y<= Aumentar

Reduzir
Db | 0

Encontrar Todos Graficos I I I I I

Tabelas de Pontos

Editor de Dados

.........................................

Painel de Variaveis R T O [ e

v Barras de Rolagem : .

.......................................

. 7, s
7 T L

Figura 3.3 — Construcao da regido viavel no Graphmética.

Ir em: “Editar” — “Anotagdes” — colar a inequacao na janela de entrada (comando

“ctrl v) — clicar em “Colocar” — ir sobre a reta desenhada correspondente a

inequacao (Figuras 3.4 e 3.5);

E" Graphmatica - Sem Titulo

Arquive | Editar | Ver Opgdes Feramentas Cilculo  Ajuda

=4 Desfazer Intervalo da Grade |H P P e
Copiar Graficos BMP »
Copiar Graficos EMF y : : :

.......................................

Copiar Tabelas
Copiar Equagées L. Loooeoood R S N
Colar Dados de Plotagem I I I I

.......................................

Ocultar Graficos Ctrl+H i i i i

/*_

Caracteres Especiais...

) r 1 o

O

Figura 3.4 — Rétulo de inequacdes.
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ﬁ_ﬁ Graphmatica - Sem Titulo

Arquive Editar Ver Opgdes Ferramentas Calculo  Ajuda
hExE&EHB v WYX QR kLS B
20x+30y<=650

-
...... Escrever no Grafico [—J ----

:

| 8 Digite uma frase a ser utiizada para escrever na érea ‘. E___
do gréfico ou selecione uma frase previamente inscrita
aBy
Fechar

Mudar
Apagar .

.

Figura 3.5 — Rotulo de inequacdes.

iv. Inserir as inequacdes: usar as proprias equacdes e acrescentar os sinais >

(maior que) ou < (menor que);

ﬁ:‘ Graphmatica - Sem Titulo
Arquive Editar Ver Opgdes | Ferramentas | Calculo  Ajuda

O = E % By W Cal Ctrl+E E
Procurar Intersecgdes...

I—— PR~y S T —

: : : : Cursor de Coordenadas Ctrl+U :

: Determinar Valores Iniciais —

Fixar Dominic .

o
\
,
1
H
H
H
H
H
H
:
]
,
H
1
H
H
H
a
\
H
H
1
H
H
H
,
2
1
H
H
H
H
H
H
,
]
,
H
H
H
H
H
4

SR

”i’ : """"""""""""""""""""
Sl
S

2
P

o
e

¥
'

.

Figura 3.6 — Interseccao das inequacoes restricao.

v. Identificar a regi&do comum a todas as inequagoes;
vi. Determinar as interseccoes, ir em: “Ferramentas” — “Intersec¢bes” — selecionar

as equacgoes e clicar em “Calcular” (Figuras 3.6 e 3.7);



¥ Graphmatica - Sem Titulo

Arquivo Editar Ver Opgées Ferramentas Célculo  Ajuda
DEEdESB v YWY X aalE AL A BR
O (AT ST [ [ . . .
E : i : ! Procurar Intersecgdo et S
60 Equaco 1: |20x+30y<=690 < — v|
__________________ IR [ ——— .- |
Equaco 2: |5x+4y<=120 <= v|
"""""""""""""""""""""""""" Valor aproximado para intersecco além da telafoptional): x =
40 Resultados: x ¥
| ST— =
N R R m—
Sx+dy<=120 (_Fechar |
20x+30y<=690 :
50

Figura 3.7— Interseccado das inequacdes restricao.

vii. Anotar todos os pontos de interseccdo da regido comum (pontos extremos) e
substituir na funcéo (minimo ou maximo). Usar a calculadora;
viii. Verificar o resultado (minimo ou maximo).

A construcdo gréfica na sequéncia dada no roteiro acima € seguida para
determinar a solucéo do Problema do Carpinteiro

ﬁ_ﬁ Graphmatica - Sem Titulo

Arquive  Editar Ver Opgdes Ferramentas Calculo  Ajuda
DEEHSB: v

Wt ¥ X AAE AL S
20x+30y<=690

Figura 3.8 — Inequacéo 20.x + 30.y < 690.
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individualmente observando o semi-plano referente a

~

ir as inequacgdes

Constru

3.9).

igura

3.8 eFi

igura

(F

icao

tr

inequacgao res

cada

Sem Titulo
Ver

tica -
Editar

af

¥ Graphm

Ajuda

alculo

C

Ferramentas

Opges

Arquivo

120.....

Sx+4y<

Figura 3.9 — Inequacgéo 5.x + 4.y < 120.

a

bservando o semi-plano referente

inequacdes o

todas as

Construir

interseccao dos semi-planos correspondentes (Figura 3.10).

Sem Titulo
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¥ Graphmtica -
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Figura 3.10 — Interseccdo dos semi-planos para determ
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A Solucéo do Problema do Carpinteiro se refere a uma quantidade produzida
de mesas e estantes, portanto suas solugbes estdo localizadas no primeiro

guadrante do sistema de coordenadas cartesianas, como mostrado na Figura 3.11.

ﬁ_}, Graphmatica - Sem Titulo
Arquive  Editar Ver Opgées

DEESH v

Ferramentas  Célculo  Ajuda

WYX KAH kg

25
255
by

<5
o]
hix
el
e

%
A T
S )
S itetetat ettt tatete!
23 LR

b

b
ety
ety

Figura 3.11 — RestricGes de n&o negatividade.

A regido viavel corresponde a interseccdo de todos os semi-planos referentes

as inequacdes de restricdo (Figura 3.12).

¥ Graphmética - Sem Titulo

Arquivo  Editar Ver Opcdes Ferramentas Cilculo  Ajuda

DEEHSD v i YYYX Q Qi &
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Determinado os pontos extremos da regido viavel (convexa) para a solucéo
do Problema do Carpinteiro, avaliar a fungédo Lucro e comparar para encontrar o
valor maximo. Desta forma, o sistema de inequac¢des do modelo matematico do

Problema do Carpinteiro estara resolvido.

3.2 USANDO A FERRAMENTA SOLVER DE PLANILHAS ELETRONICAS PARA
RESOLVER PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

O Solver é uma ferramenta encontrada nas planilhas eletrbnicas como o
Excel — Microsoft ou Calc — BrOffice®. O Solver é uma ferramentas destinada a
solucéo de problemas de otimizacdo, que acompanha o Microsoft Excel ou o Calc —
BrOffice, podendo ser usada para problemas de programacao linear, e também para

problemas de programacao néo linear (Excel).

O Solver faz parte de um pacote de programas, algumas vezes chamado de
ferramentas de teste de hipéteses. Com o Solver € possivel encontrar um valor ideal
(méximo ou minimo) para uma férmula dada em uma célula — chamada célula de
objetivo — conforme restricbes ou limites, sobre os valores de outras células de
férmula em uma planilha de dados. O Solver trabalha com um grupo de células,
chamadas variaveis de decisdo ou simplesmente de células variaveis, que
participam do calculo das formulas nas células de objetivo e de restricdo. O Solver
ajusta os valores nas células variaveis de decisdo para satisfazer aos limites sobre

células de restricdo e produzir o resultado desejado para a célula obijetivo.

No Calc — BrOffice, o Solver é automaticamente instalado e esta presente no
menu Ferramentas. No Excel — Microsoft, se a opcdo Solver nao estiver presente no
menu Ferramentas, é necessario fazer a sua instalacdo. Sera detalhado neste
trabalho o uso da planilha Excel — Microsoft, por ser um programa de uso mais

comum, entretanto o uso do Calc — BrOffice se faz de maneira semelhante.

Uma vez instalado o programa Excel — Microsoft / 2010, o primeiro passo é
instalar os suplementos. Abrir o Excel e ir ao menu Arquivos e selecionar Opc¢des

para disponibilizar a ferramenta de otimizagéo (Figura 3.13).

% O calc — BrOffice é um programa de livre utilizagéo.
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Figura 3.13 — Excel, menu Arquivos.
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Em “Opcdes do Excel” escolher a op¢do “Suplementos” (Figura 3.14).

Opges do Excel

G2 ")

Formulas
Revisdo de Texto
Salvar

Idioma
Avangado

Personalizar Faixa de Opgies

Central de Confiabilidade

Geral

Barra de Ferramentas de Acesso Rapido

Usar esta fopte:

Tamanho da fonte:

Opgdes da Interface do Usuirio

Ao ariar novas pastas de trabalho

Incluir este nimero de planilhas:

Nome de usuario: |KLEBER SILVA

La Qpgdes gerais de trabalho com o Excel.

Mostrar Minibarra de Ferramentas apos selecio
Habilitar Visualizacio Dindmica
Esquema de cores: | Prateado| + |

Estilo de dica de tela: | Mostrar descrices de recursos em dicas detela | v |

Fonte do Corpo =]

1]

Modo de exibicio padrio de novas planilhas: | Exibicio Normal =]

3 -

Personalizar a copia do Microsoft Office

Na opcdo “Gerenciar (Suplementos do Excel)” selecionar “r...”,

Figura 3.14 — Opc¢des do Excel.

”

uma caixa de didlogo com varias op¢des de suplementos (Figura 3.15).

aparecendo
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Opgaes do Excel

Dados XML Personalizados
Suplementos Data (XM

Ferramentas de Analise
Ferramentas de Andlise - VBA
Ferramentas para o Euro
Linhas e Colunas Ocultas
Microsoft Actions Pane 3
Planilhas Ocultas

Central de Confiabilidade

Supl
e

Suplementos de Aplicativo Desabilitados
sem su s

CA\.Software\syswows4\btsendto_office.dil
C\.\Office14\Libran\SOLVER\SOLVER XLAM

Geral "
_&; Exiba e gerencie Suplementos do Microsaft Office.

Férmulas
Revisdo de Texto Suplementos
Salvar Nome Local
Idioma Suplementos de Aplicative Ativos

Send to Bluetoath
Avancado Solver
Personalizar Faixa de Opcdes Suplementos de Aplicative Inativos

Cabegalnos ¢ Rodapés
Barra de Ferramentas de Acesso Rapido Contetido Invisivel

1..)\Microsoft Office\Officel#\OFFRHD DLL
icrosoft Office\Officel4\OFFRHD.DLL
icrosoft Office\Officel 4\OFFRHD.DLL
microsoft shared\Smart Tag\MOFLDLL

icel4\Library'Analysis\ANALYS32.XLL
14\Library\Analysis\ATPUBAEN XLAM
\Office14\Library\ EUROTOOL XLAM

icrosoft Ofice\Officel 4\OFFRHD.DLL

CA\.)\Microsoft Office\OfficeL $\OFFRHD.DLL

Tipo

Suplemento de COM
Suplemento do Excel

Inspetor de Documento
Inspetor de Documento
Inspetor de Documento
Agio

Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Inspetor de Documento
Pacote de Expansdo para XML
Inspetor de Documento

Suplemento: Send to Bluetooth

Editor: Broadcom Corporation

Compatibilidade: Nenhuma informacio de compatibilidade disponivel

Local Ci\Program Files\WIDCOMM\Blustooth Software\syswowd btsendto_office.dil
Descricio:

Gerencar [sopemenos so b [v] € g 1)

Figura 3.15 — Opcdes: Suplementos do Excel.

Selecionar todos os suplementos, disponibilizando varias funces adicionais:

“Ferramentas de Analise”, “Ferramentas de Analise VBA” e o “Solver”, como

mostrado na Figura 3.16, para resolver problemas de programagéo linear, ndo linear

€ outros.

-

Suplementos

Suplementos disponiveis:

[¥]Ferramentas de Andlise YL
[¥]Ferramentas de Andlise - VBA

- - Mdapara 0 Euro
E Solver

Solver

i

Ferramenta para otimizacdo e solugio de equagbes

o >
Cancelar

Procurar. ..

Automacio...

Figura 3.16 — Suplementos do Excel.

A ferramenta de otimizacdo Solver estara disponivel. Clicar em OK, na caixa

de dialogo e verificar se no menu Dados aparece o opgao Solver.
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Inicialmente, é necessério fazer a modelagem do problema proposto, depois
digitar seus dados na planilha eletronica e posteriormente utilizar a ferramenta
Solver para resolver. O resultado final é, entdo, atualizado na planilha.

Para ilustrar o uso da ferramenta Solver (Excel), sera utilizado o Problema do
Carpinteiro, uma utilizagéo de recursos computacionais na resolugéo de Problemas

de Programacéo Linear (PPL).

Problema do Carpinteiro:

O carpinteiro obtém um lucro de R$ 25,00 por uma mesa fabricada e R$ 30,00 por
uma estante fabricada. Ele deseja determinar quantas pecas deve produzir de cada
mobilidrio por semana para obter o maior lucro possivel. Ele dispde de 690 pés
cubicos de madeira para trabalhar semanalmente no projeto e 120 horas de
trabalho. Ele podera usar a madeira e o trabalho em qualquer outra atividade, caso
nao seja usado na producdo de mesas e estantes. Para isto, ele estima que séo
necessarios 20 pés cubicos de madeira e 5 horas de trabalho pra produzir uma
mesa e 30 pés cubicos de madeira e 4 horas de trabalho para uma estante.

Formulacdo matemética para o problema do carpinteiro:
Maximize:
L(xl, xz) = 25.x1 + 30.x2

Sujeito as restricoes:

20.x; +30.x, < 690 (restricdo de material)
5.x; +4.x, <120 (restricao de trabalho)
%20, %20 (restricbes de nao negatividade)

Para simplificar a compreensao a respeito do problema, dispor as células de
maneira equivalente a apresentacdo do problema, Figura 3.17, o que facilitar4

bastante a sua implementacao.

Observe que existem duas incégnitas L(x;,x,) = 25.x; + 30.x,, as quais sb
terdo valores apds a resolugdo do problema, porém, duas células deverdo ser

escolhidas para representarem essas incognitas.
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A B = D E F G H
1
2 Problema do Carpinteiro:
3
4 x1 %2
5 Solugo 12 15
6
7 Maximizar: 25 30 750
8 Sujeito a:
9 Madeira 20 30 690 <= 690
10 Horas 5 4 120 <= 120

=
PR

As farmulas utilizadas nas células E7, E9, E10 foram, respectivamente:

i

SOMARPRODUTO(S$CS5:5D45;C7:D7)
SOMARPRODUTO($C45:5D$5;C7:D7)
SOMARPRODUTO(S$CS5:5D55;C7:07)

= |
B 5 |G
noun

Figura 3.17 — Planilha Excel: Dados do Problema do Carpinteiro.

Observacoes sobre a formula “SOMARPRODUTO”:

As células C5 e D5 nao contém valores no inicio da coloca¢édo do problema,
elas sdo apenas escolhidas para serem as variaveis de decisdo (todas as
outras células fazem referéncia a estas células).

A formula “SOMARPRODUTO” multiplica os componentes correspondentes
nas matrizes fornecidas e retorna a soma destes produtos.

A sintaxe da funcdo €é SOMARPRODUTO(matrizl;matriz2;matriz3;...).
Matrizl, matriz2, matriz3, ... sdo matrizes de ordem 2 a 30 cujos componentes
se deseja multiplicar e depois somar.

Os argumentos da matriz devem ter a mesma dimensdo, caso contrario,
SOMARPRODUTO fornecera o valor de erro #VALOR!.

SOMARPRODUTO trata as entradas da matriz ndo numeérica como se fossem
“zero”.

Exemplo: SOMARPRODUTO ({3.4.8.6.1.9};{2.7.6.7.5.3}) é igual a 156.

A formula multiplica todos os componentes das duas matrizes da
planilha da Figura 3.18 e depois soma o0s produtos, ou seja, 3 * 2+ 4 *
7+8%x64+6+x7+1%5+9x%3.



Exemplo:
| 3| 4 8] 6| 1] |
| 2| 7] 6| 7] 5| 3|

Figura 3.18 — Aplicagao da férmula “SOMARPRODUTO”.
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Desse modo, as férmulas sédo equivalentes ao lado direito das equacfes do

lucro e restricbes do problema. Depois de montar um modelo, 0s passos para

resolucgédo utilizando a ferramenta Solver (Excel) s&o:

i. Selecionar Solver no menu “Dados”, aparecendo a janela “Pardmetros dos Solver”,

conforme Figura 3.19.

Parametros do Solver

Definir Objetivo:

Para: @ Max. ) Min, ~) Valor de:

Alterando Células Varigveis:

$C$5:8085

Sujeito &s Restrigies:

SES10 <= 5GS10 - s
SF59 <= 5659 Adicionar

Alterar

Redefinir Tudo
- CarregarSalvar
Tornar Varidveis Irrestritas Ndo Negativas

Seledionar um Método de Solucdo:  |LP Simplex |Z| Opcles

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG N3o Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares. Selecione o
mecanisma LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanisme Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

o) o

Figura 3.19 — Janela de “Parametros do Solver”.
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e Na opcao “Definir objetivo” colocar o enderego E7 que contém a fungéo
objetivo.

e Selecionar a opcao “Max” para maximizar a funcao objetivo.

e Na opcédo “Alterando Células Variaveis” colocar as células
correspondentes as variaveis de decisdes, neste caso, $C$5:$D$5.

e Escolher a opgao “LP Simplex”.

e Clicar no botdo “OK”.

Na caixa de didlogo da Figura 3.19, escolhe-se “Opg¢des”, encontrando mais
funcdes da ferramenta Solver. A caixa de dialogo “Opgbes” € mostrada na Figura
3.20.

Opges [EER)

Todos os Métodos | GRG N§o Linear ] Evolutionary 1

Precis&o da Restricdo: 0,000001

Usar Escala Automatica

Mostrar Resultados de Iteragies

Resolvendo com RestricBes de Nimeros Inteiros
lgnorar Restrigdes de Ndmeros Inteiros

Nivel de Namero Inteiro Ideal (%) 1
Resolvendo Limites

Tempo Méx. (Sezundos) 100
Iteracies 100
Evolutionary e Restricdes de Ndmeros Inteiros:
Subproblemas Max.:

Solugdes Viaveis Max.:

oK Cancelar |

Figura 3.20 — Janela de “Opdes do Solver”.

Mais detalhes sobre o Solver sdo obtidos em “Ajuda”, como mostrado na
Figura 3.19.

ii. Entrar com as restricbes do problema:

e Selecione o botao “Adicionar”, Figura 3.19, aparecendo a caixa de dialogo

como na Figura 3.21.
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Adicionar Restrigdo Iﬁ

Referénda de Célula: Restricdo:

#
[«]
&

Figura 3.21 — Adicéo das restricdes no Solver.

e Adicionar as restricbes do modelo usando as células indicada, como

mostradas na Figura 3.19.
iii. Resolver o problema:

Escolher a opcdo “Resolver”, onde aparecera a caixa de dialogo mostrada na

figura 3.22. No lado direito, selecionar os relatorios desejados.

Resultados do Solver &J
O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes e
condicdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatorios
Resposta
(%) Manter Solucdo do Solver Sensibilidade
Limites

O Restaurar Valores Criginais

O Relatdrios de Estrutura
de Topicos

Cancelar Salvar Cenario...

0 Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequacdo foram
satisfeitas.

[ Rretornar & Caixa de Dialogo Parametros do Solver

Quando o mecanisme GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal
local. Quando LP Simplex & usade, significa que o Selver encentrou uma selugdo ideal
global.

g

Figura 3.22 — Janela “Resultados do Solver”.

iv. Interpretar os resultados obtidos.

Depois de selecionar os relatérios, interpretar os resultados exibidos. Como
foi visto, existem trés relatorios: Relatorio de Respostas, Relatorio de Sensibilidade,

Relatério de Limites.
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Quadro 3.1 — Relatério de Resultados.

Microsoft Excel 14.0 Relatorio de Respostas
Planilha: [Movo(a) Planilha do Microsoft Excel.xlsx]Plan1
Relatdrio Criado: 10/02/2013 18:00:16
Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequagdo foram satisfeitas.
Mecanismo do Solver
Mecanismo: LP Simiplex
Tempo da Solugdo: 2,293 Segundos.
Iterages: 2 Subproblemas: 0
Opgdes do Solver
Tempo Méx. 100 s, IteragBes 100, Precision 0,000001, Usar Escala Automdtica, Mostrar Resultados de Iterag
Subproblemas Max. llimitado, Solug. Max. MOm. Inteiro llimitado, Tolerdncia de Numero Inteiro 1%, Resolver

Célula do Objetivo (Max.)
Célula Nome Valor Original Valor Final
SES7  Maximizar: 750 750

Células Variaveis

Célula Nome Valor Original Valor Final Namero Inteiro
SC55  Solugdo x1 12 12 Conting.
D55 Solugdo x2 15 15 Conting.

Restrigtes
Célula Nome Valor da Célula Férmula Status Margem de Atraso
SES10 Horas 120 SES10<=5GS10 Associagdo 0
3E59  Madeira 690 SES9<=5GS9  Associagdo 0

O Relatério de Resultados, Quadro 3.1, traz o seguinte resultado:

e Na secédo “Célula de Destino”, o valor final do lucro (maximizado): R$ 750,00;

e Na secdo “Células Variaveis”, os valores 6timos a serem produzidos: 12
mesas e 15 estantes;

e Na secdo “Restricbes”, € indicado se todos os recursos foram utilizados
completamente ou se ainda houve sobra dos mesmos: neste caso, 690 pés

cubicos de madeira e 120 horas de trabalho.

N&o seria aconselhavel utilizar diretamente o Relatorio de Sensibilidade,
Quadro 3.2, sendo necessario inverter a ordem de algumas notagées como “Final
Valor” para “Valor Final”’, “Reduzido Custo” para “Custo Reduzido” e “Sombra Pre¢o”,

para “Prego Sombra”.
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Quadro 3.2 — Relatério de Sensibilidade.

Microsoft Excel 14.0 Relatorio de Sensibilidade
Planilha: [Movo(a) Planilha do Microsoft Excel.xlsx]Plan1
Relatdrio Criado: 10022013 18:26:42

Células Varidveis

Final Reduzido Objetive Permitido Permitido

Célula MNome Valor Custo Coeficiente Aumentar Reduzir
5C55  Solugdo x1 12 0 25 12,5 5
5055  Solugdo x2 15 0 30 7.5 10
Restrigbes

Final Sombra Restricio Permitido Permitido
Célula Nome Valor Preco Lateral R.H. Aumentar Reduzir
SE510 Horas 120 2,142857143 120 52,5 28
SES3  Madeira 690 0,714285714 630 210 210

O Relatério de Sensibilidade, Quadro 3.2, se apresenta como uma ré-
arrumacao do quadro final do método Simplex que traz a solucdo dos dois

1
|3

problemas, o Primal e o Dual®". O quadro final do Simplex para o exemplo é

apresentado a seguir no Quadro 3.3.

Quadro 3.3 — Quadro Simplex.

X1 X2 Y1 Y2 z RHS
R, =x, 0 1 0,071429 —0,28571 0 15
Ry =x; 1 0 —0,057143 0,42857 0 12
L(xq,x5) 0 0 0,7142857 | 2,142857 1 750

O “Preco Sombra” aparece na ultima linha e significa que para cada pé
cubico de madeira aumentado nos recursos, o lucro aumenta aproximadamente
R$0,72 e para cada hora de trabalho acrescentada nos recursos, o lucro
aumenta aproximadamente R$ 2,14. O acréscimo permitido de horas é dado por

[15 +|—0,28571 ...] = 52,5]; 0 acréscimo permitido para a madeira é dado por

3L Ver Anexo 3 — Problema Primal e Dual.
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[12 +|—-0,057143 ...| = 210]. O decréscimo permitido de horas é dado por
[12 + 0,42857 = 28]; O decréscimo permitido e dado por [15 =+ 0,071429 = 210].

A parte correspondente as “Células Ajustaveis” é equivalente a resolver o
problema Primal como se fosse o Dual, o que forneceria outro quadro final de
onde é possivel tirar os valores dos acréscimos. Esta € uma informacgéo adicional
ao quadro final do Simplex classico e que néo sera abordado nesse trabalho.

Quadro 3.4 — Relatorio de Limites.

Microsoft Excel 14.0 Relatorio de Limites
Planilha: [Novo(a) Planilha do Microsoft Excel.xlsx]Planl
Relatdrio Criado: 10/02/2013 21:00:23

Objetivo
Célula MNome Valor
SES7  Maximiz: 750

Varidvel Inferior Objetivo Superior Objetivo
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
5C55  Solugdos 12 0 450 12 750
SD55 Solugdor 15 0 300 15 750

O Relatorio de Limites deste exemplo, Quadro 3.4, parece desnecessario,
porém em casos mais complexos, este relatorio se torna bastante Util para

visualizacéo dos resultados, que € obviamente o resultado de um relatorio.

3.3 OTIMIZADOR GRAFICO PARA PROGRAMACAO LINEAR

O uso de um Otimizador Grafico para resolver problemas de Programacao
Linear com 2 (duas) variaveis trara uma motivacdo extra para 0s alunos, pois
constitui uma ferramenta concreta e de facil manipulacédo, alcancando-se facilmente

a solugéo do problema com a utilizagdo do mesmo.
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O Otimizador Grafico é um instrumento confeccionado basicamente utilizando

placas de madeira (MDF*) e acrilico, dividido nas seguintes pecas:

e Uma base em MDF (espessura de 6 mm), constituida de um quadrado de
50cm x 50cm com um orificio (arco maior que 180°) pelo qual serd girado o

circulo gerador de curvas de nivel (Figura 3.23);

Figura 3.23 — Base do Otimizador.

e Um gerador de curvas de nivel em MDF (espessura de 6 mm), constituido de
um quadrado de 50cm X 50cm, com um circulo de raio R = 20cm
devidamente centralizado com o quadrado (Figura 3.24). No circulo séo
desenhadas retas paralelas com espagcamento de 1,0 cm entre elas que

determinar&o as curvas de nivel da funcado objetivo (Figuras 3.24 e 3.25).

2 MDF — Medium Density Fiberboard.
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Figura 3.24 — Gerador de Curvas de nivel.

Figura 3.25 — Gerador de curvas de nivel.

Um visualizador em MDF (espessura de 3 mm), constituido de um quadrado
de 50cm x50cm e um segundo quadrado vazado de 27cm X 27cm
devidamente centralizado com o primeiro. O visualizador corresponde a uma
regido localizada no primeiro quadrante do sistema de coordenadas
cartesianas (Figura 3.26).
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Figura 3.26 — Visualizador do Otimizador.

7

No interior do quadrado menor, € colocada uma placa em acrilico
transparente (espessura de 3 mm), com dimensdes 27 cm X 27 ¢cm, cOm uma
rede de malha desenhada com espagamento entre linhas paralelas de 1,0 cm
(Figura 3.27).

Sobre o quadrado superior € colocado trilhos (canaletas) para fixagdo de tiras
elasticas que determinardo, através das inequacodes restricdo, a regido viavel
para resolu¢cdo do Problema de Programacdo Linear (Figura 3.26 e Figura
3.27).

Figura 3.27 — Visualizador do Otimizador.
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Com o Modelador Grafico, o aluno construira as funcdes relativas as
inequacgdes restricdo do problema e determinar a regido viavel para a solucao.
Entretanto, o modelador apresenta algumas limitagdes quanto a precisao, isto €,
funcdes que tenham suas retas-suporte® muito préximas ficam impossibilitadas de
serem fixadas; e também quanto a sua abrangéncia, isto €, valores muito altos ficam
impossibilitados de representacdo. Para valores muito altos, o problema poderia ser
trabalhado em escala de reducdo, porém a precisao seria afetada ainda mais com

essa acao.

3.4 RESOLVENDO UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR COM O
OTIMIZADOR GRAFICO

Durante 0 minicurso Introducdo & Programacdo Linear®*, varias atividades
foram propostas aos alunos. O Problema do Carpinteiro foi resolvido
geometricamente, algebricamente, utilizando o Método Simplex e também o
Otimizador Gréfico. A experiéncia com o Otimizador Grafico se deu de forma
positiva: a regido viavel foi facilmente determinada com o posicionamento das

inequacdes que representam as restricbes Madeira e Trabalho.

O uso do Otimizador foi rapidamente assimilado, onde o problema proposto
foi facilmente resolvido com simples calculos, identificando apenas os pontos
necessarios para localizar cada um dos segmentos de reta relativos as restricoes,
posicionando® a familia de retas paralelas correspondentes a funcéo objetivo e, em
seguida, observando qual o ponto extremo da regido viavel que pertence a uma das
retas dessa familia, apontando assim, a solugdo para o problema.

A facilidade em posicionar as curvas de nivel e os segmentos de reta
possibilitou uma boa discussdo dos resultados, possibilitando a analise de
sensibilidade réapida e eficiente, evidenciando o uso eficiente dessa ferramenta

concreta.

* Reta gue representa a fungéo algébrica.

% Minicurso realizado nos dias 25, 26 e 27 de fevereiro de 2013, duracdo de 6 horas, realizado pelo
PROCIEMA — UESB.

* para posicionar a familia de retas paralelas basta observar a inclinagdo d = — ¢, /c, .
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Para ilustrar o uso do Otimizador Gréafico — Programacdo Linear, sera

resolvido, passo a passo, o Problema do Carpinteiro.
Formulacdo matematica para o Problema do Carpinteiro:
Maximize:
L(xq,x,) = 25.x; + 30.x,

Sujeito as restricoes:

20.x; +30.x, < 690 (restricdo de material)
5.x; +4.x, <120 (restricao de trabalho)
X1 =20;,%,2=20 (restricbes de ndo negatividade)

Primeiramente, girar o circulo do Otimizador para posicionar as curvas de
nivel referentes a funcdo objetivo. Como a declividade (d) da funcdo objetivo é
obtida por d = — ¢, /c,, para o problema do carpinteiro d = —5/6, as curvas de nivel
devem ser posicionadas observando que uma delas passara pelos pontos (0,5) e

(6,0), como mostrado na Figura 3.28.

Figura 3.28. — Localizag&o das curvas de nivel, declividade d = —5/6.



87

As restricdes de ndo negatividade j& estdo satisfeitas devido a construgcéo do
Otimizador, utilizando apenas o primeiro quadrante, onde ambas coordenadas

(variaveis) assumem apenas valores positivos.

Para posicionar a restricdo madeiral, basta observar que na equacéo 20.x, +
30.x, = 690, 0 seu grafico passa pelos pontos (0,23) e (34.5,0). Como o ultimo
desses pontos ndo pode ser localizado no Otimizador, substitui-se na equacéo

restricdo x, = 27, encontrando o ponto (27,5), conforme Figura 3.29.

690 — 20.27
20274300, =690 = xp=——=5

Nota-se na Figura 3.29 que as declividades da restricAo material e das curvas

de nivel relativas a funcéo objetivo séo diferentes.

Figura 3.29 — Localizac&o da restricdo madeira.

Da mesma forma, para a restricdo trabalho, observar que na equacédo
5.x, +4.x, = 120, o seu gréafico passa pelos pontos (24,0) e (0,30). Como o ultimo
desses pontos ndo pode ser localizado no Otimizador, substitui-se na equacéo

restricdo x, = 27, obtendo o ponto (2.4,27), conforme Figura 3.30.

120 — 4.27
5.0, +427 =120 = x=———— =254
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Figura 3.30 — Localizac&o da restricdo trabalho.

Nota-se na Figura 3.30 que as declividades da restricdo trabalho e das curvas

de nivel relativas a funcéo objetivo sdo diferentes.

Em seguida, posicionar simultaneamente todas as restricbes e determinar
suas intersecgdes, observando os pontos extremos da figura convexa que compdem
a regido viavel do problema, ou seja, os pontos A(0,0), B(24,0), €(12,15) e
D(0, 23), conforme Figura 3.31.

Figura 3.31 — Regido viavel do Problema do Carpinteiro.
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Depois de posicionadas as curvas de nivel e as restricbes do problema,
verificar qual o primeiro ponto tangenciado por uma das retas da familia de paralelas
(curvas de nivel). Para facilitar a localizacdo deste ponto, basta olhar as curvas de
nivel de forma dinamica, aproximando-as externamente da regido viavel.

Para o Problema do Carpinteiro, o ponto €(12,15) é a solucao 6tima, pois
existe uma reta que passa unicamente por este ponto da regido viavel. Assim, o
carpinteiro deve produzir 12 mesas e 15 estantes para obter um lucro maximo
L(12,15) = 750 (Figura 3.32).

Figura 3.32 — Solugéo para o Problema do Carpinteiro.

Se a declividade da funcdo objetivo for igual a declividade de uma das
restricbes, o problema poderia ter mais que uma solugdo real. Como a funcao
objetivo do Problema do Carpinteiro tem uma declividade diferente de —5/4 e —2/3,
entdo a solucdo é Unica. Sendo a declividade entre os valores —5/4 e —2/3, 0

ponto C (12,15) é sua Unica solucao.

Com o Otimizador, também é possivel rapidamente fazer o estudo de Analise
de Sensibilidade. Girando as curvas de nivel referentes a funcdo objetivo, percebe-
se que o ponto C(12,15) ainda continua sendo a solu¢éo 6tima para o problema,
desde que sua inclinagcdo permaneca entre as inclinacbes das funcgdes restricao,

conforme Figura 3.33. Quando a inclinagdo da funcdo objetivo coincide com a
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inclinagdo de uma das restricdes, o problema assume varias solucdes, pois uma das

curvas de nivel coincidira com essa restrigao.

Figura 3.33 — €(12,15) é solucéo Unica desde que —2/3 <d < —5/4.

Na Figura 3.34, é facil notar que, quando se adquire novas unidades de
trabalho, a restricdo madeira passa a ser determinada por uma reta paralela ao a
reta da restricdo original. Desta forma, o ponto C € deslocado ao longo do segmento
de reta da restricdo trabalho, determinado uma nova solugdo para o problema, o
ponto C'. Para cada unidade de trabalho adquirida, o lucro sofre um aumento de
R$ 2,14, ou seja, se o carpinteiro tiver uma disponibilidade de 121 horas, seu lucro

maximo passa a ser R$ 752,14.

Figura 3.34 — Efeito da aquisicdo de novos recursos (trabalho).



CONSIDERECOES FINAIS

A fundamentacéo teorica, a elaboracdo, a aplicacdo e a analise da proposta
de Modelagem Matematica com Programacao Linear a partir da solucdo de uma
situagdo problema, utilizando ferramentas gréficas, algébricas, computacionais e
concretas, permitiu reconhecer a técnica da Programacgdo Linear como uma
importante aliada quando se deseja alcancar éxito no processo ensino

aprendizagem.

Para a pesquisa, ndo houve tempo habil para uma experimentacdo das
técnicas aqui empregadas e do uso do Otimizador Grafico em sala de aula. Contudo,
com o enfoque tedrico e prético, percebe-se a aplicabilidade da técnica em diversos

conteudos dentro do Ensino Médio.

Uma importante contribuicdo foi a construgdo de uma ferramenta concreta
para se trabalhar com a Programacao Linear. Primeiramente, o Otimizador Grafico
foi pensado com o intuito de resolver somente problemas de Programacéo Linear.
Entretanto, viu-se uma ampla aplicacdo em contelddos programaticos dentro do
Ensino Médio.

O uso do Otimizador Grafico permite um dinamismo e rapidez na resolucao de
Problemas de Programacao Linear (PPL), facilitando a visualizacédo e representacéo
das condicdes de restricdo e das curvas de nivel da funcéo objetivo (funcédo que se

deseja maximizar ou minimizar).

A representacdo de figuras geométricas planas, estudo de operacfes entre
conjuntos como de unido e interseccédo, interpretacdo de solucdes de sistemas
lineares, estudo e representacao de fungdes afins, representacdo e construcdo de
figuras planas de lados retos, nog¢des de paralelismo e perpendicularismo de retas
sdo conteudos que podem ser trabalhados com o Otimizador Grafico, explorando

suas definicdes e propriedades.

Com a experiéncia de trabalho apresentada durante o Minicurso, conforme

Anexo 2, desenvolvida com alunos predominantemente de graduacao, foi possivel a
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utilizacdo do Otimizador Grafico, resolvendo-se problemas de Programacdo Linear
com extrema facilidade. As atividades puderam ser feitas a partir de conversas, troca
de informagBes e ajuda muatua na construgcdo do modelo, aproximando mais 0s

alunos dos contelidos estudados.

Como todo método ou ferramenta, o Otimizador Grafico também tem as suas
limitacbes, pois sO € possivel exibir uma solucdo 6tima para um determinado
problema desde que a sua regido viavel esteja contida no espaco de visualizacéo do
Otimizador (um quadrado de lado [ = 27,0 cm) limitado ao primeiro quadrante do

sistema de coordenadas cartesianas.

As atividades desenvolvidas durante o minicurso foram suficientes para que
0s alunos pudessem construir um novo conhecimento. O uso do Otimizador foi

assimilado por todos com extrema facilidade.

Espera-se que os resultados obtidos nesta pesquisa, sobre a Modelagem
Matematica com Programacéo Linear possam instigar a criatividade dos estudantes
do Ensino Médio, servindo de ponto de partida na direcdo de novas pesquisas.
Espera-se, ainda, que possam contribuir com professores que atuam em sala de
aula e melhorar a Educacgéo, ndo apenas por meio do ensino e da aprendizagem,
mas, principalmente, por meio da motivacdo e estimulo ao senso criativo de

professores e alunos.
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ANEXOS

ANEXO 1: PROJETO OTIMIZADOR GRAFICO — PROGRAMAGCAO LINEAR

O Otimizador Gréfico para Programacgdo Linear teve seu projeto construido
em Corel Draw*® e, em seguida, suas pecas desenhadas e cortadas com maquina
de corte a laser. A seguir, conforme projeto, sdo apresentadas e descritas todas as
pecas do Otimizador Grafico:

PECA 1 — Material: Madeira MDF 6 mm
Dimensobes: Quadrado de lado [ = 50 cm

Observacdes: Friso aberto com raio maior (R = 20 ¢m), raio menor (r = 18 cm) e
angulacao maior que 180°.

Figura A.1 — Peca 1: Base do Otimizador.

PECA 2 — Material: Madeira MDF 6 mm

Dimensdes: Quadrado de lado [ = 50 cm

% programa de Desenho Artistico da Windows Microsoft .
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Obs.: Circulo vasado com raio R = 20 cm, com aproveitamento do circulo para a
Figura A.3.

Figura A.2 — Pega 2: Gerador de curvas de nivel do Otimizador.

PECA 3 — Material: Madeira MDF 6 mm.

Circulo de raioR =20 cm e linhas paralelas desenhadas com espacamento de
1,0 cm.

Obs.: Cortado da mesma pega da Figura A.2.

Figura A.3 — Peca 3: Gerador de curvas de nivel.
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PECA 4 — Material: Acrilico, espessura 3,0 mm.
Dimensobes: Quadrado de lado [ = 27 c¢m.

Obs.: Linhas quadriculadas desenhadas com espacamento de 1,0 cm.

Figura A.4 — Peca 4: rede de malha do visualizador.

PECA 5 — Material: Madeira MDF 3,0 mm.
Dimenso6es: Quadrado de lado L = 50 cm, Quadrado vasado de [ = 27 cm.

Eixos coordenados com marcacdes de escala: 0 — 27 cm.

Figura A.5 — Peca 5: Visualizador do Otimizador.



OTIMIZADOR GRAFICO
PROGRAMACAO LINEAR

%me PROFMAT - UESB
RIA DA CONQUISTA - B4 K S
/ wp o« Selier

Figura A.6 — Otimizador Gréfico: Projeto para impressdo em Corel Draw.

Figura A.7 — Otimizador Gréfico para Programacao Linear ja confeccionado.
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ANEXO 2: PROPOSTA DE MINICURSO: INTRODUCAO A PROGRAMACAO

LINEAR E APLICACOES

Quadro Al — Proposta de Minicurso Introducao a Programacéo Linear e Aplicacdes.

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS - DCE

GOVERND DA
UNIVERSIDADE ESTADUAL DO SUDOESTE DA BAHIA — UESBE , ' '
PROGRAMA DE CIENCIAS E ENSINO DA MATEMATICA "y

TERRA DE TODOS KO §

PROCIEMA

A Curso : Introducio a Programacio Linear e Aplicacdes

4 Resumo:
O Problema geral de programacio linear & utilizado para otimmizar (maximizar on mimimizar) uma funcio linear de vanas

variaveis, chamada de “fun¢do objetivo™, sujeita a uma série de equagdes ou inequacdes lineares, conhecidas por
restigBes.

Um problema de programacido linear pode ser resolvido graficamente, algebricamente ou computacionalmente,
dependendo da sua dimesio. Um modelo € incorporado ao estudo do problema e sua validagio dependendo da
confirmacéio de gue ele realmente representa a situacio real dentro de uma precisio desejada.

O método simplex caminha pelos vértices da regifio vidvel até encontrar uma solugio gue nio possua solugdes vizinhas
melhores que ela. Esta é a solugdio 6tima. A solugdo otima pode nio existir em dois casos: quando ndo houver nenhuma
solugdo viavel para o problema, devido a restrigdes mcompativeis; ou quando nio houver maximo (ou minimo), isto &,
uma ou mais varaveis podem tender a infinito e as restrigdes continuarem sendo satisfeitas, o que fornece um valor sem
limites para a funcgio objetivo.

Para problemas de otinizacio, a programacio linear € uma das técnicas mais utilizadas na Pesquisa Operacional e, sem
duvidas, uma ferramenta de ensino-aprendizagem a ser mmto explorada.

4 Conteldo:
Programacdo Linear:
— Solugdes graficas em Programacio Linear;
— Curvas de nivel de uma funcio objetivo;
— Solugdes Algébricas na Programacio Linear;
— O Método SimpleX para programacio Linear;
— Resolucio grafica de problemas de Programacio Linear com GRAPHMATICA:
— Resolugiio de problemas de Programacio Linear com a ferramenta Solver- Excel;
— Resolugio grafica de problema de Programacio Linear utilizando matenial concreto- “Otumizador Grafico™.

4 Objetivo:

— Fornecer ferramentas para resolver problemas que necessitam encontrar o maior ou o menor valor possivel em uma
funcdo linear cujas variaveis possuem restrigdes.

— Analisar e interpretar as solugdes encontradas.

A Carga Horaria: 06 horas

4 Publico-alvo: Ensino Médio e Superior
4 Ministrante: Kléber Silva (Mestrando em Matematica - UESB)

4 Periodo de Inscrigao / Local:
De 18/02/13 a 22/02/13 das 14:00as 17:40h - PROCIEMA (40 inscricdes)

4 Periodo de Realizagéo: 25.26 e 27 de Fevereiro de 2013 (11h as 13h)

Prof. Teles Femandes
Coordenador do PROCIEMA
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ANEXO 3 - RESOLUCAO DE UM PROBLEMA PRIMAL ATRAVES DA
RESOLUCAO DO PROBLEMA DUAL DE PROGRAMACAO LINEAR.

Para um Problema de Programacéo Linear (PPL) com trés variaveis, ainda €
possivel resolver graficamente utilizando o seu problema dual. Considere o seguinte

problema primal®*’, o de minimizar a funcéo Z.
Minimizar:
MIN Z = 2xq + x5 + 4x5
Sujeito as restricdes:

—2x1+ xy+x3=>1
X1—2x2+X32_1
Xq; X35 x3 =0

Este é um problema com trés variaveis de decisdo, e ndo seria possivel a sua
resolucao pelo método grafico como nos problemas com duas variaveis. Uma forma
de resolver este problema é construindo o seu problema dual, considerando as

seguintes condic¢des:

e Se 0 objetivo no problema primal € maximizar, no problema dual o objetivo é
minimizar;

e Se as restrigdes do problema primal sdo “<” (menor ou igual), no problema
dual serédo “> " (maior ou igual);

e Os termos independentes das restricbes no problema primal serdo os
coeficientes da funcéo objetivo no problema dual;

e A matriz dos coeficientes (restricdes do problema dual) é a transposta da
matriz dos coeficientes das restricdes do problema primal,

e Obter a solucdo do problema primal a partir do dual com base no Teorema

das Folgas Complementares®.

%" Problema original.
% N&o provado, mas necessario para o processo de resolucdo do problema.
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Assim, obtém-se o seguinte problema dual:
Maximizar:
MAX D = 1y, — 1y,
Sujeito as restricdes:
1y; =2y, <1
ly, +1y, <4
Yi; Y220

Podemos reescrever as condi¢cdes de restricao

( Y2<2y;+2
>1 1
y2—2y1 >
L Y.< —y;t4
Y15 Y2 =0

Graficamente,

Figura A 8 — Regido viavel para o problema dual.
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Os possiveis pontos para solugdo do problema dual sdo A(0,0), B(1,0),
€(3,1), D(2/3,10/3) e E(0,2).

Tabela Al — Solucéo para o problema dual.

Pontos | y; Vs D=y, -y,
A 0 0 0
B 1 0 1
C 3 1 2
D 2/3 | 10/3 —-8/3
E 0 2 -2

Dai, a solucéo para o problema dual sera y; =3 e y, =1, obtendo D =2. A
solucéo para o problema primal € a mesma para o problema dual, Z = 2, restando

descobrir os valores de x;, x, € x3.

Para resolver o problema, coloca-se as varidveis complementares em cada

um dos problemas.
—2y1t1ly, =2-v,

e 1y1_2y2:1_v2

{ —2X1+ XZ+X3=1+h1
ly, +1y, =4 — v,

x1_2x2+x3:_1+h2

Para resolver o problema dual, é preciso utilizar o seguinte teorema da

Programacao Linear.

Teorema das Folgas Complementares®°. Considere o par de problemas Primal —

Dual:
(Primal): MAX Z =cx (Dual): MIN D =wb
Sujeito a: Sujeito a:
Ax < b © WA =>c
x>0 w=0

Seja x* e w* sejam solugbes factiveis para os problemas Primal e Dual,

respectivamente. Entdo x* e w* sdo solugdes Otimas se e somente se:

% para maiores detalhes, ver Andrade (2004) e Prado (2004).
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(b; — Ax)wi =0, i=12,..,m e
ci—wW'A4)x; =0, j=1,2,..,n
(¢ )x;

Pelo Teorema das Folgas Complementares, o produto das variaveis de um dos

problemas pelas respectivas variaveis de folga do outro problema é zero.

x1.171=0
.hy=0
{xZ.UZZO e {yl h1:0
x3.73 =0 Y22
Como y; =3 ey, =1, temos que
—-23+11=2—-v; vy =7
{ 13_21:1_U2 = {172—0
13+11=4‘—173 173—0
Dai,
( U1:7 _
xl.v1=0 = xl_O
y1=3
= h,=0
y1.-hy =0 !
y2.=1
= h,=0
yz.h2=0 2

E, voltando ao problema primal, tem-se que

{_20"‘ xZ+X3:1+O { x2+x3=1 {x2:1/3
0—2x, +x3=—-1+0 —2x, +x3 =—1 x3=2/3
Portanto,
0 1 YA 20+2+41 2
S 3 3






