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Resumo

A resolucao de problemas estd sempre presente na vida das pessoas. Na area de exatas,
a modelagem matematica é uma ferramenta eficaz na tomada de decisao, pois permite
uma melhor visualizacao do problema. Essa dissertagao, num primeiro momento, aborda a
teoria basica de Otimizacao Linear e o método simplex e, posteriormente, sua aplicacao na
modelagem e resolugao de problemas matematicos voltados ao Ensino Médio. E proposto
um material sobre este tema, direcionado especialmente aos professores da Educacao
Basica que lecionam na tultima série do Ensino Médio. Elencam-se alguns problemas que
podem ser trabalhadas com os alunos em sala de aula ou em atividades extracurriculares.
Alguns desses problemas sao resolvidos graficamente e, para os que possuem maiores
dimensoes, ¢ utilizada uma planilha de cédlculo. Foi aplicado, em forma de oficina, um
dos problemas propostos nesse texto em uma Escola Técnica da cidade de Bauru/SP. A
descricao e a analise dessa aplicacao sao apresentadas e discutidas.

Palavras-Chave: Otimizacao; Ensino; Modelagem Matemaética; Método Simplex.
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Abstract

Solving problems 1s something present in people’s lives. In the area of exact, the mathe-
matical modeling is an effective tool in the decision making, because it allows a better
visualization of the problem. This dissertation, in a first moment, approaches the theory
of Linear Optimization and the simplex method and, later, its application in the modeling
and resolution of Mathematical problems directed to High School. It is proposed a material
on this subject, directed especially to the teachers of Basic Education who teach in the last
grade of High School. We list some problems that can be worked out with students in the
classroom or in extracurricular activities. Some of these problems are solved graphically
and, for those of larger dimensions, a spreadsheet is used. One of the problems proposed
in this text was applied as a workshop in a Technical School in the city of Bauru / SP.
The description and analysis of this application are presented and discussed.

Keywords: Optimization; Teaching; Mathematical Modeling; Simplex Method.
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Capitulo 1

Introducao

Nas diversas atividades desenvolvidas em sala de aula, desde a Educacgao Infantil, o
aluno é levado a tomar decisoes (escolher), diante de varias possibilidades. Esse processo
tem continuidade na Educagao Bésica (Ensino Fundamental e Médio), com situagoes mais
complexas, chegando ao Ensino Superior.

Na drea de exatas, a modelagem matematica é uma ferramenta eficaz na tomada de
decisao, pois permite uma melhor visualizagdo do problema. Arenales et al. (2015) ressal-
tam que o modelo matematico é uma representacao simplificada (abstragao) do problema
real. Segundo os autores, ele deve ser suficientemente detalhado para captar os elementos
essenciais do problema, e suficientemente tratavel por métodos de resolucao. Sendo assim,
diante de um problema real, é possivel representa-lo por um modelo matematico passivel
de resolucao.

Porém, ao se abordar um problema, antes de elaborar um modelo matematico que
o represente e se aventurar na utilizagdo de férmulas e/ou técnicas para sua resolugao,

Polya nos aconselha:

A primeira coisa a fazer com um problema é compreendé-lo bem: Quem
entende mal, mal responde. Precisamos distinguir claramente a meta que
desejamos alcangar: Pense no fim antes de comecar. [...] Se o objetivo
nao estiver claro em nossa mente, poderemos facilmente desviarmos-nos

do problema e abandona-lo. (POLYA, 1995, p. 140)

Em sala de aula, independente do nivel do ensino, podemos desenvolver com os



alunos as etapas de resolucao de problemas apresentada por Polya:

Para agrupar convenientemente as indagagoes e sugestoes de nossa lista,
distinguiremos quatro fases de trabalho. Primeiro, temos que compre-
ender o problema, temos de perceber o que é realmente necesséario. Se-
gundo, temos que ver como os diversos itens estao inter-relacionados,
como a incégnita estd ligada aos dados, para termos a idéia da re-
solucao, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o nosso
plano. Quarto, fazemos um retrospecto da nossa resolucao completa,

revendo-a e discutindo-a. (POLYA, 1995, p.3-4)

Desta forma, definido o objetivo, o primeiro passo para a resolucao de um problema é
estrutura-lo utilizando um modelo matematico adequado e, a partir dele, iniciar o processo
para a obtencao da melhor solucao dentre as possiveis, com o cuidado de verificar se o
modelo representa o problema de forma adequada. Tais técnicas sao abordadas dentro de
uma grande area chamada Pesquisa Operacional.

O termo Pesquisa Operacional (PO), no inglés Operational Research, teve sua origem
por volta do ano de 1934 na Inglaterra. Segundo Arenales et al. (2015), a andlise cientifica
do uso operacional de recursos militares de maneira sistemética foi iniciada na Segunda
Guerra Mundial.

Dessa forma, vemos que sua primeira utilizagao estava voltada para o planejamento
de operagoes de guerra, isto é, executar uma melhor distribuicao das tropas, armamen-
tos, municao, avioes, etc. No mundo pés-guerra, a PO obteve um maior desenvolvimento
devido a descoberta de técnicas para solucionar problemas, como por exemplo o método
simplex, utilizado na resolucao de Problemas de Otimizacao Linear. Outro fator que con-
tribuiu foi o desenvolvimento tecnoldgico a partir do final da Segunda Guerra Mundial, o
que permitiu a resolucao de problemas cada vez maiores e mais complexos. Suas aplicagoes
deram origem, em algumas universidades dos Estados Unidos, a uma expansao académica
dentro de alguns cursos, entre eles o de Administragdo de Empresas e de Engenharia (de
Produgao e Industrial).

Dentro da PO, a Otimizacao Matematica envolve a solu¢ao de problemas que podem

ser modelados por meio de equagdes e inequagoes lineares e/ou nao-lineares. Sua aplicagao



estd relacionada aos mais diferentes campos do conhecimento, tais como produgao, trans-

portes, telecomunicacoes, construcao civil, computacao e saude.

Na area de ensino, alguns trabalhos que consideram a Otimizacao Matematica na
modelagem e resolugdo de problemas podem ser destacados. Lozano (2007) aborda a
teoria de grafos para a determinacao de quantidade de cores necessaria para colorir um
mapa ou regiao de um POL com a realizacao de uma Oficina de Coloracao de Mapas
e Grafos para o Ensino Fundamental e Médio em uma escola piblica. Almeida (2011)
tem seu foco voltado para a modelagem e resolucao de problemas de otimzacgao linear no
Ensino Médio usando o método simplex. Créceoli (2016) aborda a Programagao Linear (ou
Otimizagao Linear) a partir da modelagem e resolugdo de POL que constam em provas de
vestibulares da UNESP. Lima (2017) realiza a implementacao de resolu¢ao de problemas

de otimizacao ligada ao uso da tecnologia, através do software GeoGebra.

Seguindo a mesma tendéncia, o objetivo deste trabalho é abordar a modelagem e
solugao de problemas de otimizacgao linear e sua aplicacao no Ensino Médio. Inicialmente,
sao considerados os conceitos bésicos da area de otimizagao linear e sua aplicagao na
modelagem e resolucao de problemas matematicos. Discutimos a resolugao gréafica de
um problema envolvendo duas variaveis e apresentamos o método simpler, muito utili-
zado para a resolucao de problemas de otimizacao linear mais complexos e de maiores
dimensoes. Posteriormente, sao propostas algumas situacoes-problema que podem ser
trabalhadas com os alunos da segunda e terceira série do Ensino Médio, em sala de aula
ou em atividades extracurriculares, por exemplo, em forma de oficinas. Alguns desses pro-
blemas sao resolvidos graficamente e, para os que possuem maiores dimensoes, é utilizada
uma planilha de calculo. Foi aplicado, em forma de oficina, um dos problemas propostos
nesse texto em uma Escola Técnica da cidade de Bauru/SP. A descri¢@o e a andlise dessa

aplicacao sao apresentadas e discutidas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: o Capitulo 2| apresenta alguns pro-
blemas cldssicos de Otimizacao Linear e suas modelagens matemadticas. No Capitulo [3]
relembramos alguns conceitos basicos de Célculo Diferencial e Integral de vérias variaveis
para embasar os métodos discutidos e apresentamos a resolucao grafica de um problema
modelado matematicamente. Posteriormente, discutimos a teoria basica do método sim-

plex, a partir da resolucao de um problema. O Capitulo 4| apresenta uma abordagem



basica de problemas de Otimizacao Inteira e o método branch-and-bound.

Visando a aplicagdo da teoria abordada no Capitulo [3 o Capitulo [f traz cinco
problemas, com orientacoes e sequéncias didaticas para que o professor possa trabalha-los
em sala de aula. Inserimos, no Capitulo [0, uma proposta para auxiliar na resolugao de
um Problema de Otimizacao Linear com os alunos: a utilizacao do plug-in Solver como
ferramenta tecnoldgica.

O Capitulo [7] apresenta uma andlise sobre a aplicagao realizada em sala de aula,
para uma turma de alunos do Ensino Médio. Por fim, no Capitulo [§ apresentamos as

consideragoes finais e algumas sugestoes e ideias para serem desenvolvidas.



Capitulo 2
Otimizacao linear

A Otimizacao Linear aborda, fundamentalmente, a resolucao de problemas cujos
modelos matematicos sao representados por expressoes lineares. Um Problema de Oti-
mizagao Linear (POL) consiste em maximizar ou minimizar uma fungao linear (ou seja,
uma expressao da forma ¢,z + coxs + - - - 4 ¢y, sendo ¢y, Co, . . ., ¢, constantes), denomi-
nada fungao objetivo, respeitando-se um conjunto de equagoes e/ou inequagoes lineares,
denominado restrigoes do problema (BAZARAA, JARVIS e SHERMALI et al., 1990;
ARENALES et al., 2015; MARINS, 2011; SHINE, 2009).

Os POL surgem frequentemente na pratica e se apresentam, de uma maneira sim-
plificada, nas séries finais do Ensino Médio e no Ensino Superior, uma vez que exigem
um maior nivel de abstracao e o dominio de conceitos matematicos mais complexos. No
Ensino Médio, sao trabalhados sistemas de equagdes e/ou inequagoes lineares com duas ou
trés variaveis. Dessa forma, além da abordagem algébrica, a representacao geométrica do
problema também é possivel de ser trabalhada com os alunos, seja no Plano Geométrico
(R?) ou no Espaco Geométrico (R?).

De modo geral, algumas etapas fundamentais devem ser consideradas na resolugao
de um problema: formulacao do problema, construcao do modelo matematico, obtencao
da solugao, teste do modelo e da solugao obtida e implementacao (MARINS, 2011). A
Figura 2.1 apresenta um esquema para a resolucao de um problema através de etapas.

Apresentado um problema aos nossos alunos, devemos, entao, orienta-los a tracarem
este plano para a sua resolugao. As duas primeiras etapas (formulagdo do problema e cons-

trucao do modelo), apresentadas na Figura 2.1, s@o as mais cruciais para se obter sucesso,



Problema Real ou Modelagem Modelo

Situacao Problema Matematico

Resolugao do Modelo
Reformular Problema

Conclusoes Anélise da
< Solugao Obtida
Procede? Solucao i
Sim
Y
Implementacao
da Solucao

Figura 2.1: Etapas para a resolu¢ao de um problema

pois nelas analisamos o problema como um todo e construimos um modelo matematico
adequado para, somente apds, decidirmos qual método ou caminho deve ser utilizado para

solucioné-lo.

Ferreira et al. (2013) afirmam que a modelagem matematica ¢ uma agao capaz de
relacionar cotidiano-escola, pois é ela quem possibilita a exploracao de questoes relaciona-
das com a realidade dos alunos. E; mediante tais modelos, é possivel realizar e explicitar

conexoes com as quais os alunos sejam capazes de intervir em sua propria realidade.

Na Secao discutimos os conceitos e as hipéteses necessarias para modelar um

problema utilizando a otimizacao linear.

2.1 Modelagem matematica de um problema de oti-

mizacao linear

Para representar um problema real por um modelo de otimizacao linear, algumas
simplificacoes devem ser realizadas, com o objetivo de tornar possivel sua resolucao. Além

disso, algumas hipdteses de linearidade, apresentadas a seguir, devem ser satisfeitas.

Hipdtese de Aditividade: por esta hipétese, temos que o todo (totalidade) é sempre

igual a soma de todas as partes.



Hipdtese de Proporcionalidade: se a;; ¢ a quantidade de um determinado componente
¢ em uma unidade de certo ingrediente j, entao a;;z; ¢ a quantidade do componente i
encontrado em x; unidades; e se o custo unitario do ingrediente j € c;, entao o custo de
x; unidades ¢ dado por c;x;.

Hipdotese de Fracionamento: um determinado problema pode possuir variaveis que
aceitem valores fraciondrios. Porém, se for feito algum arrendondamento podera proporci-
onar uma conotacao distorcida da pratica, tornando os resultados invalidos, dependendo
do problema.

Sendo satisfeitas as hipdteses de linearidade, devemos verificar se o modelo é com-
posto apenas por equagdes e/ou inequagoes lineares e entao, estaremos diante de uma
funcao a ser maximizada ou minimizada, dependendo da situacao-problema, sujeito a
um conjunto de restrigoes. Assim sendo, teremos representado um problema real por
expressoes matematicas lineares.

Neste texto, adotamos a representacao de um problema de otimizacao linear pro-

posta em Arenales et al. (2015).

Definicao 2.1. Um problema de otimizacdo linear pode ser representado da sequinte

maneira, chamada FORMA PADRAO:

Minimizar f(xq,29,...,2,) = 121 + CoZo + - -+ + Cpy (2.1)
4
a11r1 + 129 + -+ ATy = bl

) A21X1 + Q22X + - -+ + A2 Ty, = b2
sujeito a: (2.2)

\amlxl + 2o + - ATy = bm

x1>0,29>0,...,2, > 0. (2.3)
em que:
e 7;, j=1,...,n, sao chamadas varidveis de decisao do problema;
e ¢;, 1=1,...,n, sao os custos associados a cada variavel do problema;
® a;;, i =1,....,mej=1,...,n, sao os coeficientes das varidveis de decisao nas
equacoes;



e b, i=1,...,m, sao os termos independentes de cada equacao.

A fungao linear f em (2.1), a ser minimizada, é uma fungao de n varidveis reais
e é chamada funcao objetivo. O conjunto de equagdes lineares em (2.2) é denominado
conjunto de restrigoes do problema. Em (2.3) temos as condi¢oes de nao-negatividade das
variaveis.

O problema (2.1)-(2.3) pode ser escrito, na forma matricial, como segue:

Minimizar f(x) = cTx
sujeitoa: Ax=Db
x>0
em que:

a1 a12 o Qup

Q21 Q22 ... Q2pn , . .
A= é a matriz dos coeficientes;

Am1 Am2 ... Amn
cT = (c1,¢a,...,¢pn) = vetor de custos;
xT = (21,29,...,7,) : vetor das varidveis de decisao;
b™ = (b1, bs,...,by) : vetor dos termos independentes das equagoes;
0T = (0,0,...,0) : vetor nulo de n elementos.

O objetivo da resolugao de um POL modelado como em (2.1)-(2.3) é encontrar o
vetor x que faz f(x) assumir o menor valor possivel, dentre os que satisfazem as restrigoes
do problema. No caso de determinar o maior valor possivel para a funcao f, basta

considerar:

Mazimizar — f(x) = — cTx

T

Neste texto, considere que x é um vetor coluna. Logo, x* é um vetor linha. No

entanto, por comodidade, usaremos a mesma notagio (zy, s, ..., T,) para X e X ..

Definigao 2.2. Definimos como SOLUGAO FACTIVEL qualquer n-upla x = (xq, xo, ..., x,)

que satisfaca todas as restrigoes do problema, bem como as condi¢oes de nao-negatividade.



Definicao 2.3. O conjunto formado por todas as solucoes factiveis do problema é cha-
mado de REGIAO FACTIVEL e denotaremos por F, definido da sequinte maneira: F =

{xeR"| Ax=0bex>0}.

Definigao 2.4. Define-se SOLUGAO OTIMA do problema (2.1)-(2.83) a solugao factivel que
fornece o menor valor a fungdao objetivo f, representada neste texto por x* = (xf, x5, ..., x%),

n

com x* € F. Ou seja, x* € solugao dtima se f(x*) < f(x),Vr € F.

A partir das defini¢oes apresentadas, observamos que, matematicamente, resolver
um POL consiste em determinar a SOLUGAO OTIMA, desde que ela exista, ou seja, desde
que F # @

E importante observar que a modelagem matematica de um probema de otimizagao
linear pode conter restricoes dadas por inequacoes do tipo a;1T1 + apxs + ... + ajpx, <
b;. Neste caso, podemos adicionar variaveis, chamadas varidveis de folga ou de excesso,
para transforma-las em equacgoes lineares, colocando o modelo na forma padrao definida
anteriormente. Como exemplo, considere a restricao 3x;+4x,—x3 < 8. Introduzindo uma
variavel de folga (x4 > 0), a inequagao fica representada pela equagao 3z +4xs —r3+x4 =
8. No caso de uma desigualdade do tipo (>), o procedimento é anédlogo. Considerando a
inequacao 61 — x3 — 2x3 > 16 e introduzindo uma varidvel de excesso (x4 > 0), obtemos

61‘1 — X9 —21‘3—1'4 = 16.

2.2 Algumas aplicacoes da otimizacao linear

Nesta secao, apresentamos alguns problemas classicos que sao modelados como POL.
Posteriormente, adaptacoes e simplificagoes serao consideradas para abordar tais proble-

mas em sala de aula, na forma de oficinas.

2.2.1 Problema de Transporte

Neste tipo de problema, a ideia principal é determinar o menor custo para o trans-

porte de determinados produtos, de cada fabrica para cada depdsito existente.



Modelagem Matematica do Problema de Transporte

Suponha que um determinado produto (ou véarios) seja produzido em diferentes
fabricas, com capacidades de produgao limitadas e deva ser levado a centros de distribuicao
(definidos como depdésitos) onde ha demandas a serem satisfeitas, para uma certa regido.
O custo de transporte de cada fabrica a cada depdsito pode ser calculado de maneira
proporcional a quantidade transportada e é necessario determinar tais quantidades com
o objetivo de minimizar o custo deste produto. Admitindo que haja m fabricas e n

depositos, o problema pode ser representado como segue.

Fabricas Depésitos

Figura 2.2: Representacao do Problema de Transporte generalizado.

Para a modelagem matemética, sejam os seguintes parametros (dados):

® ¢;; : custos unitdrios de transporte da fébrica i ao depdsito j, parai=1,...,m e
j = 17 * Y n?

e b, : demanda no depdsito j, com j =1,2,...,n;

e a; : capacidade de producao da fabrica i, com i =1,2,...,m.

Varidveis de decisao:

e 1;; : quantidade transportada da fabrica ¢ para o depdsito j, para ¢ =1,...,m e

O modelo mateméatico que minimiza o custo de transporte entre as fédbricas e os
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depésitos é dado a seguir.

m n
Minimizar f(x1,29,...,2,) = Z Z CijTij

i=1 j=1
sugeito a: inj <a;, 1=1,2,...,m (2.4)
j=1
inj:ij j:1,2,...,n (25)
i=1
x5 > 0, 1=1,2,...mej=1,2 ... n.
O conjunto de restrigoes em (2.4) refere-se a producao na fabrica i,7 = 1,...,m,

que serd distribuida para os n depdsitos, representados na Figura 2.3(a). A quantidade

produzida nao pode ser superior a sua capacidade de producao a;.

As restrigdes (2.5) garantem que a demanda b; do depdsito, j = 1,...,n seja aten-

dida a partir das quantidades produzidas nas m fabricas.

(a) (b)

| 1O >
()

Depésitos Fabricas

Figura 2.3: Representagao das restrigoes (2.4) e (2.5) do Problema de Transporte.

2.2.2 Problema da Mistura

Neste tipo de problema, a ideia principal é combinar determinados materiais (ragao,
alimentos, etc.) com o intuito de obter novos materiais ou novos produtos com as carac-
teristicas convenientes para a situagao. Apresentamos, a seguir, um modelo deste tipo de

problema.

11



Modelagem Matematica do Problema da Mistura

Vamos supor que dispomos de m recursos diferentes para serem utilizados na producao

de n produtos, e nos é dado as seguintes informacgoes.

Parametros (dados do problema):
e ¢; : lucro na venda de uma unidade do produto j, com j =1,2,...,n;
e b; . quantidade disponivel do recurso i, com i = 1,2,...,m;
e a;; - quantidade do recurso ¢ usada para produzir uma unidade do produto j.
Variaveis de Decisao:

e z; : quantidade a produzir do produto j.

O objetivo é maximizar o lucro com a venda dos produtos, o que é representado

pela funcao objetivo:

n
max f(xy,...,T,) = 1@ + Cog + ... + CpTy = E CiT;
=1
Além disso, devemos considerar que tudo o que for usado do recurso i, i =1,...,m,

deve ser menor ou igual a quantidade disponivel b;. Dessa forma, temos o conjunto de

restricoes:
any+ -+ amx, < by
Ag1T1 + - -+ + A2p Ty < by
Am1T1 + * + Gpp Ty S bm
Por fim, como z;;,j = 1,...,n, representa a quantidade de produtos, devemos ter:

r; >0,7=12,...,n.

Este tipo de modelagem pode ser utilizada também em situac¢oes envolvendo ligas

metalicas, producao de racao além de outros tipos de misturas.

12



2.2.3 Problema de Dimensionamento de Lotes

As industrias de manufatura, geralmente, fabricam diversos tipos de produtos, mui-
tas vezes em grandes quantidades, que devem ser entregues em datas agendadas evitando
atrasos. O objetivo é determinar um plano de producgao para um horizonte de planeja-
mento, dividido em periodos, especificando quando e quanto produzir de cada produto

para o atendimento da demanda nos periodos.

Modelagem matematica

Vamos considerar uma industria que fabrica m tipos de produtos em T periodos,
supondo que a demanda de cada tipo em cada periodo é conhecida. Suponha, ainda, que
os recursos para a producao em cada periodo sejam limitados e renovaveis. Considere os

seguintes parametros:
e d;; : demanda do produto de tipo i no periodo t,t=1,..., met=1,...,T,
e 1, : diponibilidade de recursos no periodo t;

e 7; . quantidade de recursos necessarios para a producao de uma unidade do produto

de tipo i;
e ¢;; : custo de producao de uma unidade do produto de tipo ¢ no periodo t;

e h; : custo de estocagem de uma unidade do produto de tipo ¢ no periodo t.
Variaveis de Decisao:

e 1, : quantidade produzida do produto de tipo ¢ no periodo t;

e [;; : quantidade do produto do tipo 7 em estoque ao final do periodo .

O modelo matematico é dado por:

Minimizar i”: ZT:(citxit + hyly) (2.6)
i=1 t=1
Tip + Lip1 — Ly = dit, i=1,...m; t=1,.T (2.7)
sujeito a: zm:rixit < Ry, t=1,..T (2.8)
i=1
20> 0,1, >00i=1,....mt=1,.. T (2.9)
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A funcao objetivo (2.6) minimiza os custos de produgao e de estoque dos produtos
entre os periodos. O conjunto de restri¢oes (2.7) refere-se ao atendimento da demanda
de cada tipo de produto em cada periodo. A quantidade produzida mais a quantidade
disponivel em estoque no inicio do periodo ¢ do produto i, deve ser maior ou igual a sua
demanda, d;;. Observe que I; é variavel de excesso e representa a quantidade estocada
do produto i no final do periodo t, apés o atendimento da demanda. J& em (2.8), a
quantidade de recursos necesséarios para a produc¢ao no periodo t deve ser menor ou igual

a quantidade disponivel. Em (2.9) tem-se as restrigdes de nao negatividade das varidveis.

2.2.4 Problema de Corte Unidimensional

Muitas industrias como as de papel, vidro, madeira, metalirgica e méveis, utilizam
da seguinte estratégia de manufaturamento de seus produtos: grandes objetos de tama-
nhos padronizados sdo cortados em objetos menores (itens) de tamanhos variados. Nesse
processo, ocorre perda consideravel de material, aumentando os custos. Nesse contexto,
o problema de corte de estoque consiste na otimizacao do processo de corte dos objetos
disponiveis, para a producao dos itens demandados. Uma caracteristica importante desse
problema é que muitos itens devem ser produzidos, porém, relativamente de poucos ti-
pos, sendo grande a repeticao de itens. Dessa forma, deve-se encontrar um conjunto de
padroes de corte (que corresponde a uma maneira de cortar o objeto) que serao repetidos
um certo nimero de vezes, com o objetivo de atender a demanda, minimizando a perda
de material gerada pelo corte.

A seguir, apresentamos a modelagem matemaética para o problema de corte unidi-
mensional, ou seja, quando apenas uma dimensao ¢ relevante no processo de corte, como
ocorre, por exemplo, no corte de barras de aco e bobinas de papel. Em outras situagoes,

o problema pode ser bidimensional ou tridimensional.

Modelagem Matematica

No caso unidmensional, pretende-se cortar as barras disponiveis de comprimento L
para a produgao de m tipos de itens (barras menores) de comprimentos [y, 1ls, ..., [, em

quantidades variadas.
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Dependendo dos comprimentos e das quantidades demandadas, temos muitas ma-
neiras de cortar as barras em estoque. Uma maneira especifica de cortar uma barra define
o que chamamos de PADRAO DE CORTE. A cada padrao de corte j,j = 1,...,n, associa-
mos um vetor m-dimensional a; = (a1, agj . .., an; ), em que a;; representa a quantidade
de itens do tipo ¢ no padrao de corte j, parai=1,....mej=1,...,n.

Um vetor a; = (ayj,as;...,ay,;) representa um padrao de corte para o objeto de

comprimento L se satisfaz:
llalj + lQCLQj + ...+ lmamj S L (210)

Supondo conhecidos a priori todos os possiveis padroes de corte para os objetos de

comprimento L, considere os seguintes parametros:

e [; : comprimento do item de tipoi, i=1,...,m;
e d; : demanda do item de tipo ;

e a;; : numero de itens de tipo ¢ cortados usando o padrao de corte j, j=1,...,n.

Variaveis de Decisao:

e z; : numero de objetos cortados usando o padrao de corte j.

O modelo matemético, supondo uma quantidade ilimitada de objetos em estoque, é

dado por:
Minimizar Z CiT; (2.11)
j=1
sujeito a: Zaijxj =d;, i=1,...m (2.12)
j=1
x; >0 einteiros,j=1,...,n. (2.13)

A fungao objetivo (2.11) minimiza a perda total de material durante o processo
de corte, sendo que a perda no corte de um objeto usando o padrao j ¢ dada por ¢; =
(L — % lia;;). O conjunto de restrigoes (2.12) garante que a demanda de cada tipo de
item ;zjla atendida, ou seja, a quantidade de itens do tipo ¢ cortada em todos os padroes

deve ser igual a d;. As restrigoes (2.13) definem o dominio das varidveis.
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2.2.5 Problema da Mochila

Neste tipo de problema, a ideia principal é a escolha de itens a serem colocados
em uma ou em mais mochilas com o intuito de maximizar uma funcao de utilidade. No
problema de corte unidimensional, o subproblema de gerar todos os possiveis padroes
de corte para um objeto de comprimento L pode ser modelado como um problema da

mochila, como a seguir.

Modelagem Matematica

Suponha que uma barra de comprimento L deva ser cortada em barras menores
(itens) de comprimentos especificados [y, ls, ..., . Cada item i tem um valor associado
V1, Vg, ..., Uy que chamamos de valor de utilidade. O problema de determinar um padrao

de corte para a barra é modelado como segue.

Maximizar Z Vil (2.14)
i=1

sujeito a: Z Liy; < L (2.15)
i=1
y; > 0 e inteiros,i =1,...,m. (2.16)

A variavel de decisao y; indica o nimero de vezes que o item de comprimento [; é
cortado no padrao. A funcao objetivo (2.14) maximiza a utilizagao da barra. A restrigao
(2.15) garante que a soma dos comprimentos dos itens cortados nao seja maior que o
comprimento da barra. Em (2.16) tém-se as restri¢oes de integralidade das varidveis.

A solugdo do problema da mochila (2.14)-(2.16) fornece um padrao de corte para a

barra, representado pelo vetor a = (y1, Y2, ..., Ym)-

16



Capitulo 3

Métodos de Solucao

Apos estabelecer um modelo matematico adequado e fidedigno a situacao-problema
apresentada, para a qual desejamos obter a solucao dtima, o proximo passo é decidir o
método de solucao a ser utilizado. Neste capitulo, inicialmente, revisamos alguns con-
ceitos do Calculo Diferencial e Integral de varias variaveis, importantes para, a seguir,
apresentarmos e discutirmos a resolugao grafica de um Problema de Otimizacao Linear
(POL) de duas variaveis. Por fim, serd abordada a teoria do método simplex, publi-
cado em 1947, que se tornou um dos métodos mais utilizados para resolver problemas de

otimizacao linear de grande porte.

3.1 Conceitos do Calculo Diferencial e Integral de
Varias Variaveis

Ao resolver um POL, devemos maximizar ou minimizar uma funcao de vérias
variaveis reais, em um conjunto de pontos que satisfazem as restrigoes do problema.
Para tanto, na busca pela solucao 6tima, devemos considerar as diregoes de crescimento
e decrescimento da funcao.

Os conceitos serao apresentados considerando-se uma funcao real de duas varidveis

reais, podendo ser estendidos para o caso de uma fungao real de n varidveis reais (ver

SWOKOWSKI, 1994; STEWART, 2014).

Defini¢ao 3.1. Sejam z = f(x,y) uma fun¢do de duas varidveis e u = (a,b) um vetor
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unitdrio. A DERIVADA DIRECIONAL de f em P(x,y) na dire¢cao de u € dada por:

DmﬂLy):E%fﬂv+hmytfw-iﬂ%y)

se o limite existir.
O teorema a seguir fornece uma féormula para o calculo de derivadas direcionais.

Teorema 3.1. Se f é uma funcdo diferencidvel de duas varidveis, entao f tem derivada

direcional na dire¢ao de qualquer vetor unitdrio u = (a,b), dada por:

Duf(ac,y) = fw(x7y)a + fy(x,y)b.

Demonstra¢ao. Definindo uma fungao g de uma tnica variavel h por
g(h) = f(z + ha,y + hb)

entdo, pela definicao temos

h) — z + ha hb) — f(z
9(0) = i 9Oy SO LRy LI ZTEI) gy g0y o)

Por outro lado, podemos escrever g(h) = f(w,t), em que w = x + ha,t = y + hb,
ou seja, como uma funcgao composta. Utilizando a Regra de Cadeia para derivar fungao
composta, obtemos:

of dw Of dt
/ _ 4%y e
90 = 5w an " ot dn
Se tomarmos h =0, entao w =z, t =y, e
9'(0) = fo(z, y)a+ fy(z,y)b (3.2)
Comparando as equagoes (3.1)) e (3.2]), vemos que

Duf(x,y) = fo(z,y)a + fy(z,y)b

= fw(w,t)a+ fi(w,t)b

A partir do Teorema [3.1], observa-se que a derivada direcional pode ser escrita como

um produto escalar entre dois vetores:

Duf(z,y) = folz,y)a+ fy(z,y)b
= (fo(z,y), fy(x, 1)) (a,b)
= (falz, ), fy(z,9))-u
=Vf(z,y)u (3.3)
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Em 3.3 o vetor Vf(z,y) ¢ denominado vetor gradiente de f no ponto P(z,y). Suas

coordenadas sao as derivadas parciais de f no ponto P(z,y), como definido a seguir.

Definicao 3.2. Seja f uma funcdao de duas varidveis. O VETOR GRADIENTE de f € a

funcao vetorial dada por:

Vf(x,y) - (fm(x7y>7fy(x7y)) = fx<x7y)1 + fy(l‘,y)j

em que i = (1,0) e j = (0,1) s@o vetores unitérios e ortogonais.

Considerando um ponto fixo P(z,y) do dominio da funcao f, a derivada direcional
na diregdo de um vetor u pode ser positiva (indicando que f aumenta nessa diregao)
ou negativa (indicando que f diminui). Para resolver um problema, modelado como um
POL, é importante determinar em que diregao a funcao objetivo cresce mais rapidamente
(no caso de maximizagao) ou decresce mais rapidamente (no caso de minimizacao). Esta

informacao esta apresentada no teorema a seguir.

Teorema 3.2 (Maximizando a Derivada Direcional). Seja f uma fung¢do de duas varidveis,
diferencidvel no ponto P(x,y). O valor mdzimo da derivada direcional D, f(z) em P(x,y)

é

Vf(z) | e ocorre quando u tem a mesma diregdo e sentido do vetor V f(x,y).

Demonstracao. Da Equacao (3.3]) e da interpretagdo geométrica de produto escalar, te-
mos:

Dy f(z) = V[(z)u=[Vf(z)||u]|cos =| V[(zx) |- cos,

sendo 6 o angulo formado por V f(z) e u. Como o valor méximo de cosf é 1, conclui-se
que o valor maximo de Dy f(z) é | Vf(x) |. Por outro lado, cos§ = 1 quando § = 0.
Ou seja, a taxa de variagao de f (derivada direcional) atinge seu valor méximo quando u

possui a mesma diregao de V f(x). [ |

Corolario 3.1 (Minimizando a Derivada Direcional). Seja f uma fung¢do de duas varidveis,
diferencidvel no ponto P(x,y). O valor minimo da derivada direcional D, f(x) em P(z,y)

¢ — | Vf(z)| e ocorre na dire¢io de —V f(x,y).

Teorema 3.3. Sejam f uma fun¢do de duas varidveis, diferencidvel no ponto Py(zo,yo)
e C a curva de nivel de [ que contém P,. Se V f(xo,v0) # 0, entao este vetor gradiente
¢ ortogonal a C em Py. Assim, a dire¢io da taxa mdzima de variagdo de f(z,y) em Py

¢ ortogonal a curva de nivel C'.
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Demonstragao. Seja f(x,y) uma funcao diferencidvel em todo seu dominio A C R?. Seja
uma curva de nivel C' = {(z,y) € A | f(z,y) = k,k € R}. Se C admite a parametrizagao
r = x(t) e y = y(t) para t em algum intervalo I e se r(t) é o vetor posi¢ao de P(z,y),
entao:

r(t) = x(t)i + x(t)j.
Logo, r'(t) = 2'(t)i+¥/(t)j ¢ um vetor tangente a C' no ponto P(z,y). Considerando
f(z(t),y(t)) = k e aplicando a Regra da Cadeia, com rela¢do ao parametro ¢, obtemos:

o du  0f dy _

= 0.
Oz dt * Oy dt

Assim, para todo P(z,y) de C, temos f,(z,y)-2'(t) + f,(z,y)-¥'(t) = 0, ou seja,

Vi(z,y) v'(t)=0.

Em particular, se Py(xo, o) corresponde a t = ty, entao:

V f(xo,90) - ¥'(to) = 0.

Como r'(ty) é um vetor tangente a C' em P,, isto implica que o vetor gradiente
V f(zo,yo) é ortogonal a reta tangente C' em Fy. Ou seja, é ortogonal a curva de nivel C

em Fj. [ |

3.2 Resolucao grafica

Nesta secao, discutiremos a resolugao grafica de um POL de duas variaveis reais.
Vamos representar graficamente a regiao factivel (IF), ou seja, o conjunto de pontos que
satisfazem as restrigoes do problema, como também, visualizar geometricamente os passos
do processo de obtencao da solucao 6tima. Ressaltamos que tais representacoes sé sao
possiveis para problemas com duas ou trés varidveis, isto ¢, no R? ou no R3.

O problema a seguir servira para exemplificar a resolucao grafica e, posteriormente,

a obtencao da solucao 6tima pelo método simplex.

Problema 3.1. Em 2018, uma perfumaria ird fabricar duas novas fragancias para o Dia
dos Namorados. Para tanto, necessita de duas equipes de trabalho, Ey e Ey. Ela pretende

produzir os perfumes P e Py. Cada unidade de Py mecessita de 2 horas de trabalho de
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Ey e 2 horas de E5; cada unidade de Py exige 1 hora de trabalho de Ey e 4 horas de Fs.
Sabe-se que as equipes E1 e Ey podem trabalhar, no mdzrimo, 10 horas por dia e 16 horas
por dia, respectivamente. O lucro unitdrio na venda do perfume E; € igual a R$ 40,00,
enquanto que, na venda da embalagem Py, € de R$ 60,00. Determine as quantidades a

serem produzidas dos perfumes Py e Py para que o lucro da empresa seja mdximo.

Modelo Matematico:
Representando por z; a quantidade didria a ser produzida do perfume P; e por x,

a quantidade a ser produzida de P,, temos a seguinte modelagem.

Mazximizar f(x,y) = 40z + 60z
sujeito a: 21 + 1lzg < 10
221 + 429 < 16

21 20,2920

Observe que este ¢ um problema de Mistura, conforme explicado na Secao [2.2.2]
Inicialmente, pelas condigoes de nao negatividade das varidveis, o conjunto de solugoes
factiveis (regido factivel) fica restrito ao primeiro quadrante.

Para construir a regiao factivel, vamos considerar as inequagoes referentes as res-
trigoes do problema. Pensando no desenvolvimento da resolucao grafica com os alunos, em
sala de aula, sugerimos alguns passos a serem seguidos, podendo o professor acrescentar

algumas explicacoes extras, se julgar necessario.

Passo 1: Para cada inequacao do modelo, utilizamos a equacao associada, cuja repre-
sentacao é um segmento de reta no primeiro quadrante, dividindo-o em duas regides (semi-
planos). No caso do Problema , as equagoes associadas as inequagoes sao 2x1 +xo = 10

e 2x1 + 4xo = 16, representadas graficamente na Figura 3.1.

Passo 2: Apés realizar a representacao das equacoes associadas, necessitamos determinar
qual das regides (semiplanos) definidas pelos segmentos de reta satisfazem as inequagoes
do problema 2x1 + x5 < 10 e 221 + 4x9 < 16. Para isso, podemos escolher aleatoriamente
qualquer ponto do R?, por exemplo, escolhemos o ponto A(1,1). verificamos que 2- 141 =
241=3<10e2-14+41=2+4=06<16. Neste caso, em ambas as inequacoes, o

ponto estd na regiao abaixo do segmento de reta, como mostra a Figura 3.2.
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X2

10

2x1 +x2 = 10
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2x1 + 4xo = 16

O

8 X1

Figura 3.1: Representacao das equacoes 2x1 + x5 = 10 e 2z, + 425 = 16.

)

10

A(1,1)

2x1 +x2 < 10

o

Figura 3.2: Representacao das regioes definidas por cada inequacao do problema.

A regiao factivel F, representada da Figura 3.3, é a interseccao das regioes definidas pelas

duas inequacgoes, pois um ponto ¢ factivel se satisfaz todas as restricoes do problema.

Passo 3: No Problema [3.1], devemos encontrar o ponto da regiao factivel que maximiza
a funcado f(x1,xe) = 40x; +60xs. Pelo Teorema 3.2, para determinar este ponto, devemos
caminhar na dire¢do do gradiente, V f(x1,z2) = (40,60) = 20-(2,3) = (2, 3), que indica
a direcao de crescimento da funcdo. Observe que, como a funcdo f(x1,z3) é linear, as
componentes do vetor gradiente sao os coeficientes das variaveis x; e x5 na fungao. Como

V f(z1,22) = (2,3), concluimos que o vetor gradiente tem a mesma dire¢ao e sentido do

5

T

X2

2x1 + 4xo < 16

o

8 T

vetor v = (2,3), o que facilita sua representagao grafica (Figura 3.4).

Passo 4: Pelo Teorema (3.3 o vetor gradiente é ortogonal as curvas de nivel da funcao.
Como a funcao f(zy,z2) = 40z 4+ 60z é linear, as curvas de nivel s@o retas paralelas.

Portanto, nesse passo do processo de determinacgao da solucao 6tima, devemos desenhar
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Figura 3.3: Representacao da REGIAO FACTIVEL F do Problema .
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Figura 3.4: Representacao do vetor gradiente V f.

retas paralelas, perpendiculares ao vetor gradiente, comecando pela reta que passa pela
origem do plano cartesiano e caminhando na direcao do gradiente. Ao abordar esse passo
com os alunos, o professor poderd lancar mao da ideia de curvas de nivel, conceito
trabalhado em Geografia. Nesse processo, a solu¢ao 6tima x* = (4, 2) sera o ultimo ponto
da regiao factivel F a pertencer a uma destas retas paralelas. Ou seja, a solucao 6tima é
um vértice da regiao F que pertence a uma curva de nivel da funcao f. Na Figura 3.5,
apresentamos a resolugao completa: a regido factivel F, o vetor gradiente (V f), algumas
curvas de nivel, C,Cy, C3 e Cy, que sao perpendiculares ao vetor gradiente e por fim a
solugao 6tima x* = (4, 2), vértice C' da regido IF, no qual tem-se o valor maximo da fungao
objetivo f(4,2) = 280. Para tragar as retas paralelas (curvas de nivel), pode-se utilizar
esquadro e régua solicitando aos alunos que observem qual foi o dltimo ponto da regiao

factivel “tocado” pela régua, sendo este a solucao étima.

Passo 5: Neste momento, pode-se observar intuitivamente que, ao tracar as retas pa-

ralelas, caminhando na diregao de V f(x1,22) (ou na direcao de —V f(z1,x2)), o dltimo
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Figura 3.5: Representagao da solugao 6tima x* = (4,2).

ponto da regiao factivel a ser tocado por uma destas retas serd um de seus vértices. Pos-
teriormente, veremos que se o problema tem solucao 6tima, entao existe vértice que é
uma solugao 6tima. Observe que um vértice é a intersegao de retas que limitam a regiao

fectivel, ou seja, é solucao de um sistema de equacoes lineares.

Na Tabela 3.1, apresentamos o valor da func¢ao f(z1,zs) do Problema 3.1 em todos

os vértices da regiao F.

Tabela 3.1: Valores da funcao objetivo do Problema nos vértices da regiao factivel.

Vértice Valor da Funcao Anélise
A(0,0) f£(0,0) =40-0+60-0=0 | Valor minimo de f
B(0,4) || f(0,4) =40-0+ 60-4 = 240

C(4,2) || f(4,2) =40-4+60-2 = 280 | Valor méximo de f
D(5,0) | f(5,0) =40-5+60-0 = 200

A representacao grafica de uma fungao de duas varidveis reais é uma superficie no

tridi ional R®. A funca = 40 60z, do Probl 3.1] é 1i
espago tridimensiona : ungao z x1 + 60x2 do Problema [3.1] é linear e sua
representacao grafica ¢ um plano. Na Figura 3.6, apresentamos novamente o dominio

restrito da funcao f (regiao factivel F) e a parcela do plano (grafico de f) determinado

pelos pontos de F.

Problema 3.2. Uma fabrica produz dois tipos de embalagens Ey e FEy e, para tal produgao,
dispoe de duas mdquinas My e My. Para confecionar uma embalagem FEy sdo necessdrias

2 horas de trabalho de My e 1 hora de trabalho de M, ja para produzir uma unidade
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Figura 3.6: Regiao factivel e grafico da fun¢ao do Problema [3.1]

de Fy necessita de 2 hora de trabalho de M; e 8 horas de M,. Sabendo que M; s6 pode
operar, no maximo, por 11 horas didrias e My por 12 horas, e adotando x1 a quantidade
da embalagem FE, e xo a quantidade de E,, determine o par (x1,x2) para que a empresa

obtenha o maior lucro possivel, sabendo que ela tem um lucro de R$ 80,00 na venda de

Ei e R$ 120,00 na venda de E,.
O Problema pode ser modelado da seguinte forma:

Maximizar f(x1,x9) = 80z + 12024
sujeito a: 211 4 2x9 < 11
ley 4+ 329 < 12

x1 2> 0,29 20

O problema acima modelado também pode ser resolvido graficamente. Lembrando
que quando trabalhamos com a maximizac¢ao de uma fun¢ao “caminhamos” na direcao
do vetor gradiente. Porém se desejamos o contrario, ou seja, a minimizagao, o “cami-
nhar” deve ser na dire¢ao contraria, isto é, na direcao de —V f.

Dessa forma, a solucdo 6tima apontada na dire¢ao do vetor gradiente (Vf) em
conjunto com as curvas de niveis pode ser feito da seguinte forma:

Podemos observar que as solucoes 6timas dos problemas e sao vértices
da regiao factivel. Como caminhamos na direcao do vetor gradiente de f para encontrar
a solucao 6tima, parece natural intuir que o iltimo ponto a ser tocado da regiao factivel

seja um vértice.
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Figura 3.7: Resolugao do Problema com solucao 6tima x* = (2,25;3,25.)

Resolvemos graficamente dois POL de duas varidveis reais, cuja solucao 6tima é
unica. Outras possibilidades podem ocorrer como, por exemplo, o problema pode conter
infinitas solucoes 6timas. Como exemplo, consideramos a mesma regiao factivel F do
Exemplo 3.2 e suponhamos que devemos maximizar uma nova func¢ao objetivo g(xq,x2),
cujo vetor gradiente seja perpendicular a reta 2z; + 2z, = 11, como representado na
Figura 3.8. Entao, a reta 2z1 +2x, = 11 é uma curva de nivel de g. Logo, qualquer ponto
(x1,z2) pertencente ao segmento AB maximiza a fungao g, sendo uma solu¢ao étima do

problema.

Figura 3.8: Representacao de um POL com infinitas solugoes étimas.

Outra situacao ocorre quando a regiao factivel é um conjunto ilimitado. Neste caso, o
problema pode nao possuir solucao 6tima, dependendo da funcao objetivo. Consideramos,
como exemplo, o problema de maximizar uma fungao h(z,xz), sendo o vetor gradiente
Vh representado na Figura 3.9. Nesta situacao, ndo existe um ponto (x1,zs) em F que
forneca o valor maximo de h, sendo possivel sempre encontrar uma solucao melhor para o
problema, conforme caminhamos na dire¢ao do vetor gradiente. Neste caso, dizemos que

a solucao é ilimitada.
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Figura 3.9: Representacao de um POL com solucao ilimitada.
3.3 Conceitos Basicos e o Método Simplex

O método simplex foi proposto por George B. Dantizg em 1947, propiciando um
enorme crescimento da area de otimizacao linear, com a publicacao de centenas de livros
e artigos. Este método baseia-se no fato de que, se o problema tem solugao 6tima, ela
pode ser encontrada percorrendo os vértices da regiao factivel.

Consideremos o modelo de um POL na forma padrao (definida no Capitulo [2)):

Minimizar f(x) = c¢Tx (3.4)
sujeito a: Ax=Db (3.5)
x>0 (3.6)

sendo o conjunto de restricoes Ax = b com m equagoes, cada uma com n variaveis. Ou
seja, a matriz A é de ordem m X n. Suponha, ainda, sem perda de generalidade, que

m < n e Posto(A) =m.

Definicao 3.3. Sejam x' e x2 wvetores quaisquer de um conjunto S C R". Se x =

Axt+(1—N)x? € S,VA € [0,1], entdo S € um CONJUNTO CONVEXO. Neste caso, o vetor

x € um combinacdo conveza de x' e x2.

Para exemplificar, consideremos os conjuntos S e () representados na Figura 3.10. O
conjunto S é convexo, pois qualquer combinacao convexa de x! € S e x2 € S estd contida
em S. No entanto, Q nao é convexo. Observe que o segmento ligando x! e x2, vetores em
Q, nao estd totalmente contido em Q, significando que existem combinagoes convexas de

x! e x2 que nao pertencem a Q.

Teorema 3.4. Seja F = {x € R" | Ax =b e x > 0} a regido factivel de um problema de

otimizacao linear. O conjunto F € convezo.
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Figura 3.10: Conjunto convexo e nao convexo.

Demonstragao. Sejam x', x% € F e x = Ax'* 4+ (1 — A\)x%. Provemos que x € F.
i) Ax = ADDx! + (1 — V)x?] = MAx! + Ax? — M\AX2
Como x! e x? estao em I, entao Ax! = b e Ax?. = b. Assim
Ax=Xb+b—-)b=Ax=Db
ii) Como A € [0, 1], temos que A > 0. Também, por hipétese, x! > 0 e x2 > 0. Logo:
x=Xx'+(1-Nx2>0
Portanto, dados x!,x2 € F, temos x € F, ou seja, é convexo. [ |
Definigao 3.4. Seja F = {x € R" tal que Ax = b, x > 0} um conjunto ndo vazio. Um

vetor x € F é um PONTO EXTREMO de F se ndo encontrarmos dois vetores xt,x% € T,

ambos diferentes de x, e um escalar X € [0,1], tal que x = Ax* + (1 — \)x2.

Por exemplo, seja F = {x € R? tal que Ax = b, x > 0}, como representado na

Figura 3.11.

Figura 3.11: Ponto extremo e nao extremo de F.

O vetor x € F é um ponto extremo pois nao é possivel encontrar dois vetores x!

e x2 em F de modo que x seja escrito como combinacido convexa de x! e x2

x = xt + (1= \)x%

, ou seja,
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O vetor y € F nao ¢ um ponto extremo pois existem y! e y2 em F de modo que y é
combinacio convexa de y! e y?, isto é, y = Ay! + (1 — A\)y2. De maneira semelhante, o

vetor z € F nao é um ponto extremo pois existem z' e z% em F tal que z = A\z' +(1—\)z2.

Teorema 3.5. Seja F = {x € R" tal que Ax = b, x > 0} um conjunto nao vazio. Entdo

o conjunto de pontos extremos de F é nao vazio.

A demonstracao do Teorema [3.5| pode ser encontrada em Bazaraa et al. (1990).

Para um melhor entendimento da teoria e do processo que o método Simplex utiliza

para a obtenc¢ao da solugao 6tima, vamos retomar o Problema |3.1}

Maximizar f(z,y) = 40x; + 60z
sujeito a: 21 + 1lzg < 10
2r1 +4z9 < 16
120,22 20
Para colocar as restrigoes na forma de igualdade, adicionamos variaveis de folga a
cada uma delas de forma que:

T3 = 10 — (2131 +1l’2> 2 0

ry =16 — (221 +425) >0

Dessa forma, o modelo na forma padrao é dado por:

Minimizar — f(l‘l, T2, T3, [E4) = — 401’1 — 601’2 - O$3 - 0234
sujeito a: 2rx1 + 1oy + 123 =10
2.7)1 + 4132 + 1%’4 =16

T ZO,.TQ ZoaxS 207$420

3.3.1 Determinando uma solucao basica factivel

Na forma padrao de um POL, o sistema Ax = b é formado por equacoes lineares
e possui infinitas solugdes, que sao os pontos da regiao factivel. No Problema [3.1], temos
equacoes de duas variaveis, cujo grafico sao retas. Observe que, geometricamente, um

vértice da regiao factivel é determinado pela interseccao de duas dessas retas.
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A seguir, vamos identificar quais solucoes do sistema Ax = b sdo vértices da regiao
factivel. Para isso, vamos considerar o conjunto de restricoes do problema na forma

matricial Ax = b:

T1
2110 To 10
2 4 01 T3 16
~ Vv v
A Ty b
L |

X

Definig¢ao 3.5. Definimos como PARTIGAO BASICA a reorganizacdo das colunas da ma-

triz A da sequinte forma:

A=[B N]

em que:

e B,....,, chamada de matriz bdsica, € formada por m colunas linearmente inde-
pendentes da matriz A, ou seja, B ¢ invertivel. FEssa matriz € dada por B =
lag, ap, ... ap,], sendo By, Bs,..., By, os indices das colunas da matriz A que

pertencem a matriz B, chamados indices badsicos.

® Nox(n-m), chamada de matriz nao bdsica, € formada pelas n —m colunas restantes
de A, ou seja, as colunas de A que nao estdo em B. Representamos por N =
[aNl an, --- aanm}, sendo N1, No, ..., N,_,, 08 indices das colunas da matriz A

que pertencem a matriz N, chamados indices ndao bdsicos.

Ao realizarmos a PARTICAO BASICA, devemos introduzir, também, uma particao

no vetor x:
XB
X =
XN
em que:
l’Bl
LB, , o s s .
® X = é o vetor das variaveis basicas;
ZUBm
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TNy

TNy , es . ~ ..
é o vetor das variaveis nao-basicas.

L Nn—m
Assim, considerando a parti¢ao basica A = [ B N |, o sistema linear Ax = b pode

ser reescrito da seguinte maneira:

Ax:b@[BN] —beBxg+Nxy=b
XN

Como det(B) # 0, existe a matriz inversa B~1 e podemos fazer:
Bxg + Nxy = b < B 'Bxg + B"'Nxy = B™'b.
Dessa forma, escrevemos o vetor das variaveis basicas em funcao do vetor das

variaveis nao bésicas:

xg = B~'b - B"'Nxy (3.7)

A expressao [3.7 é chamada SOLUGAO GERAL do sistema Ax = b.
Defini¢ao 3.6. Dada uma parti¢ao basica A = [B N, a solugdo X obtida fizando-se o
valor zero para as n — m varidveis nao bdsicas, isto €, fazendo:

. _p-1
XB = B 'b
XN = 0
¢ chamada SOLUGAO BASICA. Se Xg = B™'b > 0, entdo a solugio é dita SOLUGAO
BAsicA FACTIVEL.

Retomando o Problema [3.1] vamos determinar uma soluc@o bdsica factivel. Neste

caso, a matriz A possui duas linhas e quatro colunas, e é dada por:

2110
2 401

Uma possivel particao basica, de modo que a matriz basica B seja invertivel, é dada
por:
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2110 Part. Basica o 2 1
=
2 4 01 01 2 4

v~ ~~ ~~
A B N

10 T3 2 1 1 10
0 1 Ty 2 4 i) 16
B XB N XN b

Fixando as varidveis nao-basicas em zero, ou seja, 1 = xo = 0, obtemos:

10 T3 2 1 0 10 10 T3 10
. + . e < =
01 Ty 2 4 0 16 01 Ty 16
———
B XB N XN b B XB b

Resolvendo o sistema associado ao produto matricial Bxg = b, obtemos o valor das

varidveis béasicas:

1 0 X3 10 1$3 + O[E4 =10
: = = = ($3,ZL’4) = (10, 16)
0 1 Ty 16 Ozs + 1oy = 16
—_— =
B XB b

Assim, determinamos uma solugao bésica factivel, dada por: X = (&1, 29, T3, T4) =
(0,0,10,16). Podemos observar, pela Figura 3.3, que esta solucao basica factivel corres-

ponde ao vértice A = (0,0) da regido factivel do Problema [3.1]

Vamos considerar uma outra particao basica da matriz A:

2110 Part. Bésica 11 20
=
2 4 01 0 4 2 1

-

A B N
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A partir desta particao bésica, reescrevemos o sistema Ax = b:

11 T3 2 0 T 10
0 4 i) 2 1 Ty 16
B XB N XN b

Fixando as varidveis nao-basicas em zero, ou seja, x1 = x4 = 0, obtemos:

11 T3 10
0 4 To 16
B XB b

Resolvendo o sistema Bxg = b, determinamos uma segunda solucao basica factivel:
X = (1, 2,23, 24) = (0,4,6,0), que corresponde ao vértice D = (0,4) da regiao factivel

do Problema B.1I

Defini¢ao 3.7. Seja F = {x € R" tal que Ax = b, x > 0} a regidgo factivel de um
problema de otimizagdo linear na forma padrao (minimizagao). Um vetor x € F é um

VERTICE de F se existir algum vetor ¢ tal que cTx < cTy, para todoy € F, sendo y # x.

Observe que a Definicao define um vértice do conjunto F como sendo a solugao

otima de algum problema de otimizacao linear com regiao factivel [F.

Teorema 3.6. Seja F = {x € R" tal que Ax = b, x > 0}. Um pontox € F € um vértice

de F se, e somente se, X € uma solugcao bdsica factivel do sistema Ax = b.

A demonstragao do Teorema (3.6 estd no Apéndice A. O Teorema|3.6{confirma nossas

observacgoes sobre os vértices da regiao factivel F.

Corolario 3.7. A regiao F possui um nimero finito de vértices, uma vez que hd uma
quantidade finita de parti¢oes bdsicas do sistema Ax =Db, sendo, no mdrimo, C] =

n! - ‘o
)] partigoes bdsicas.

O teorema a seguir é um resultado importante da otimizacao linear, e confirma o

que intuimos na resolugao gréfica do Problema [3.1]

Teorema 3.8. Se um Problema de Otimizag¢ao Linear tem solucao otima, entdo existe

vértice otimo.
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A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em Bazaraa et al. (1990).

O método simplex fundamenta-se neste fato, considerando que, para encontrar uma
solucao étima, basta percorrer os vértices da regiao factivel do problema. A partir de um
vértice inicial, deve-se determinar uma direcao que leve a um vértice melhor, ou seja, que
apresente um valor menor para a fungao objetivo, no caso de minimizacao. Esse processo
é repetido até nao existir mais vértices que melhorem a fungdo objetivo. Essas ideias

estao colocadas de forma mais clara a seguir.

3.3.2 Verificando a otimalidade da solucao basica factivel

Apés determinar uma solucdo bésica factivel (vértice) inicial, devemos verificar se
existe outro vértice que melhore a funcao objetivo. Para isso, duas questoes devem ser
respondidas:

i) Esta solucdo bésica factivel é 6tima?
ii) Se nao é solugao 6tima, como proceder para encontrar outra solugao bésica factivel

melhor do que esta?

i) A solugao basica factivel atual é 6tima?

Considerando uma particao basica do sistema Ax = b, a solugao geral é dada por:

x5 = B~'b — B~!Nxy. (3.8)

Seja a solucao basica factivel:

X xp=B7'b>0
X = ¥ | sendo (3.9)
XN f(N - 0

A partir da partigdo bésica, a fun¢ao objetivo f(x) pode ser reescrita da seguinte

forma:

XB

f(x) =c'x = [c§ ci] =ch Xp+ch Xy (3.10)

XN
em que:

e ck ¢ o vetor dos coeficientes das varidveis basicas na fungao objetivo;
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e ck é o vetor dos coeficientes das variaveis nao-bésicas na funciao objetivo.

Substituindo (3.9) em (3.10)), fica:
f(x) =c5(B7'b — B"'Nxy) + ck xn

f(x) =cp B"'b —cp BT !Nxy + ¢y xy (3.11)

Observe que em (3.11)), f(x) estd expressa em fungao das varidveis nao-bdasicas.
Além disso, a primeira parcela corresponde ao valor da funcao objetivo em X, solucao

béasica factivel, conforme verificagao a seguir:
f(%X) =cf Xp+cy Xy =cp(B7'b) + ¢}y (0) =ci B7'b. (3.12)
Visando simplificar a escrita e os calculos, considere a seguinte definigao.

Definicao 3.8. F chamado VETOR MULTIPLICADOR SIMPLEX o wvetor Am,x1, dado por

M =cl B

Observe que AT = cL B™! & AT B = ck & BT\ = cp. Logo, o vetor multiplicador
simplez pode ser obtido resolvendo-se o sistema linear BY\ = c3.
Substituindo o vetor multiplicador simplex (AT) e a igualdade (3.12)) na expressao

BI1), segue que:

f(x) == f(%) = AT Nxy +ck xy

Ou seja,
f(x) = f(%) + (cy — A'N) xy

Considerando que:

T T T
Cny — AN = (ClecNga-'-yan,m) - A (aNl,aNz,...,aanm)
T T T
= (CN1 - A an;; CNy — A ANy - -+ CN, T A aanm)
€ que:
XN = (xNM:ENg?"';an,m)

podemos escrever:

f(x)=f&) + (en, = AT an)an, + ...+ (en,_,, — AT an, )TN, (3.13)
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Definicao 3.9. Os coeficientes das varidveis ndo-bdsicas ¢y, = (cn; — )\TaNj), J =

L,...,n—m, na fun¢dao objetivo f(x) sao denominados CUSTOS RELATIVOS ou CUSTOS

REDUZIDOS.
Usando essa notagao, podemos reescrever (3.13)) da seguinte forma:
f(x) = f(X) + enman, + enng + - 4 ENy—m @, (3.14)

Para facilitar a compreensao das ideias apresentadas até o momento, retomaremos

o Problema [3.1] Sua forma padrao é dada por:

Minimizar — f({L‘l, T2, T3, [E4) = — 401’1 — 601’2 - O$3 - 0234
sujeito a: 2x1 + 1zg + 23 =10
2.7,‘1 + 4.732 + x4 = 16

T1 ZoaxZ ZoaxS 20,%420

Considerando a particao basica do sistema Ax = b:

1 0 XT3 2 1 T 10

0 1 x4 2 4 T 16
—_———

B XB N XN b

a solucao basica factivel associada é:

R xs3 10 1 0
XB _= _= e XN —_= —_=

Ty 16 Ty 0

Os coeficientes das variaveis basicas e nao béasicas na fungao objetivo sao, respecti-
vamente, c5 = (0,0) e ¢} = (=40, —60). Além disso, observe que f(x) = 0.
Para determinar o vetor multiplicador simplex AT = ()1, \z), devemos resolver o

sistema linear BT- \ = cp:

10 A1 0 INM +0A =0 A1 0

01 A2 0 0 + 11Xy =0 A2 0

O proéximo passo é calcular os custos relativos de cada uma das varidveis nao-bésicas:

2
j:1:>6N1:CN1—)\TaN1=—4O—(O 0) = —40 — (0) = —40
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1
j:2:>éN2:CN2_)\TaN2:_6O_(O 0) = —60 — (0) = —60

Propriedade 3.1 (Condigao de Otimalidade). Para um problema de minimizagao, seja
A = [B N]| uma parti¢io bdsica, com solugdo bdsica factivel associada X =B 'b >0 e
%n = 0. Seja \I' = cEB™ o vetor multiplicador simplex. Se CN; = CN; — /\TaNj >0,7 =
1,...,n—m, (isto €, se todos os custos relativos forem ndo-negativos), entio esta solugao

bdsica factivel é OTIMA.

Com base na Propriedade , vemos que a solugao X = (0,0, 10, 16) néo é 6tima,

pois ¢y, = —40 <0 e ¢y, = —60 < 0.

ii) Se a solugao atual nao é 6tima, como encontrar uma solugao basica factivel

melhor que a atual?

Definigao 3.10 (Estratégia Simplez). Denomina-se ESTRATEGIA SIMPLEX a perturbagdo

de uma solugao bdsica factivel, alterando as varidveis nao-bdsicas por:

zn, = € > 0, (varidveis com custos relativos negativos)

xy. =0,7=12,....n—m,j #k
De forma simplificada, o que devemos fazer é tornar apenas uma variavel nao-basica,
zn,, positiva. Dessa forma, a funcao objetivo passa a valer:

flx)=f(@)+eny 0 +...4cen, e +...+cn, ,, O

le xNk: manm

= f(2)+cn, e < f(T) (3.15)

Nos resta determinar o tamanho no passo €, de forma que a nova solugao basica seja
factivel, e em qual direcao devemos “caminhar” para obter esta nova solucao.
Tamanho do passo €

Com a perturbagao nos valores das varidveis ndo-basicas (pela estratégia simpler),
as variaveis basicas xp também sofrerao alteracoes, de maneira que o sistema Ax = b

continue sendo satisfeito. O vetor das varidveis nao-basicas sera alterado da seguinte
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forma:

TNy 0
‘TN’!L*TYL O

Considerando a solucao geral do sistema: xg = B~'b — B"!Nx, e observando que

0
Nxy = [ an;, *--an, " ran,_ ., ] € = an,&,
0
o vetor das varidveis basicas sera modificado para:
& —1 &
xp = Xp — B ay, e =%Xp —ye¢ (3.17)
N——

y
Definigao 3.11 (Diregao Simplez). A DIREGAO SIMPLEX serd o vetory = B™'an,, que
fornece os coeficientes de como as varidveis basicas serao alteradas pela estratégia simplex.

A derigao simplex é obtida resolvendo-se o sistema de equagoes lineares By = an,_ .

Reescrevendo a equagao vetorial (3.17) em cada uma de suas coordenadas e consi-

derando a condicao de nao negatividade das varidveis bésicas, obtemos:
Tp, =ITp, —Yic>0,1=1,...,m
Assim, temos duas possibilidades:

e sey; <0, entao xp, >0,Ve>0

ip,

e se y; > 0, para se ter xp, > 0, deve ser ¢ < ;

Com isto posto, o maior valor possivel para ¢ é dado por:

yi > 0 } (3.18)

. B : iP5,
g=— :mm{ 5,
Yi

Para prosseguir com os calculos para obtencao da solugao 6tima do Problema |3.1],

iniciamos recuperando a particao basica inicial e a solucao associada:
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S o 10 2 1
e Particao Basica Inicial: B = [ ag ay } = , N = [ a; ap } = ;

01 2 4
C3 0 c1 —40
Cp = = ecCcy = =
Cy 0 Co —60
N o T3 10 || Ty 0 )
o Solucao bdsica inicial: Xp = = , XN = = e f(x)=0.
Ty 16 To 0

o Teste de otimalidade:

multiplicador simplex: \ =

custos relativos:

61:—40 e 62:—60(—/{5:2

Observagao: como os dois custos relativos foram negativos, escolhemos o menor
entre eles (Regra de Dantizg). Dessa forma, a varidvel nao-basica zno = 5 deve

entrar na base.

diregdo simplex: o vetor yI = (y1,2) é obtido pela resolucao do sistema linear
By = ay,:

10 n 1 1y, 4+ 0yo = 1 1
: = & Sy=

0 1 Y2 4 Oy1 +1y2 =4 4
Perturbagao nas variaveis basicas, fazendo zp, = 5, —y; €, 1 = 1, 2:
x3:933—y15:10—1-620 ES

=
Ty =24 —1pe=16—4-¢ >0 e <

10
1

16
4

tamanho do passo: O valor maximo assumido por € deve ser tal para que as

variaveis basicas sejam nao negativas.

é:min{ﬁﬂ}:mm{loﬁ}:él (3.19)

Y1’ Y2 104

Com o valor obtido € = 4, a varidvel bésica x4 se anula (x4 = 16 —4-4 = 0),
tornando variavel nao-bésica. Por outro lado, a variavel nao-basica x5 torna-se

positiva e recebe o valor xo = € = 4.
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Dessa forma, ha uma nova particao basica mediante a permuta das variaveis x4 e
T9. Dizemos que x5 torna-se varidvel bésica (entra na base) e x4 varidvel nao-bésica (sai
na base).

Assim sendo, as matrizes basicas e nao-basicas sao alteradas por apenas uma coluna:

/
B:[agl,...,agl,...,aBm]% B = ap,,-- -, any, yo--,aB,.
l-ésima coluna _
!
N:[aNl,...,aNk,...,aNn_m]% N = ANy - apg, yee ey AN,
~—~
k-ésima coluna .

Considerando a nova particao basica, os calculos devem ser realizados novamente,
até que nao seja possivel encontrar uma nova solucao basica factivel que melhore a funcao
objetivo, ou seja, cujos custos relativos sejam todos nao negativos. Neste caso, estaremos

na solucao 6tima do problema.

11 20
e Nova Particao Bdsica: B = [ as as } = , N = [ a; a4 } = ;
0 4 2 1
C3 0 C1 —40
Cp = = ecy = =
Cy —60 Cy 0
N . . T 0 . .
e Solucao bdsica factivel: Xy = = e Xg ¢ obtido resolvendo-se o
Ty 0
sistema: . )
11 T3 10 lzs + 1xy = 10
Bxg =b & . = =
0 4] | 22 16 | O3 4 4xy = 16
T3 6 .
Obtemos Xp = = e —f(x) =-120
i) 4
o Teste de otimalidade:
— multiplicador simplex:
T 10 A 0 0
B - A=cp& . = S A=
1 4 A2 —60 —15
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— custos relativos:

2
élz(n-ATa1=:—40—-<() _15) — 40— (=30) = —10
2
R T 0
cq=q—Azu=0—<0 —w) —0— (—15) = 15.
1
Como ¢; = —10 < 0, entao a variavel nao basica x; deve entrar na base.

— direcao simplex: o vetor y© = (y1,y») é obtido pela resolugao do sistema linear:

11 1 2 Ly + 1y = 2
By:aN1<:> . — = <:>y:

4 Y2 2 Oyr + 4y2 = 2

ST STV

Perturbagao nas variaveis basicas, fazendo: zp, = 2p, —y; €, i =1,2 e y; > 0.

. 3
$3=$3—yl€=6—§'
. 1
$2=$2—92€:4—§'

— tamanho do passo: O valor maximo assumido por € deve ser tal para que as
variaveis basicas sejam nao negativas.

é:mm{ I3 Iz }:min{ 8.
Y1’ y2 5

}:4 (3.20)

ol i

Com o valor obtido € = 4, a varidvel bésica z3 se anula (x3 = 6 — % 4 =0),
tornando-se variavel nao basica. Por outro lado, a variavel nao-basica x; torna-

se positiva e recebe o valor 1 = ¢ = 4.

Portanto, temos uma nova particao basica factivel, em que x; entra na base e x3 sar

na base.

21 10
e Nova Particao Bdsica: B = [ a; as } = , N = [ ag a4 } = ;
2 4 0 1
C1 —40 C3 0
CB = = e CN = =
Co —60 Cq 0
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T 0
e Solugao bdsica factivel: Xy = ’ = e Xp ¢ obtido resolvendo-se o
Ty 0
sistema: - )
21 I 10 21L’1 + 1%2 =10
2 4| | 72| 16 ] 21, + 4zy = 16
. T 4 .
Obtemos Xp = = e —f(x) =—-280
) 2

o Teste de otimalidade:

— multiplicador simplex:
T 2
B A=cp& . = S\ =

— custos relativos:

0 40 40
3 3 1

Como ¢3 > 0 e ¢4 > 0, estamos na solucao 6tima.

A solugao 6tima é x* = (4,2,0,0), que corresponde ao ponto C' = (4, 2), vértice da
regiao factivel do problema, representado na Figura 3.5. O valor da fungao é — f(x) = —280.
Considerando que a fungao objetivo original é Maximizar f(z1,z5) = 40x; + 6025 e que

Max f é equivalente a Min (—f), concluimos que o valor maximo de f(xy,z2) é 280.

3.3.3 Algoritmo Simplex

Considere um POL escrito na forma padrao, como um problema de minimizacao. O
algoritmo a seguir resume os procedimentos realizados para a obtencao da solucao étima

de um POL na forma padrao:
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Minimizar f(x) = c¢Tx

sujeito a: Ax=Db

x>0
e Fase 1:

— Defina, inicialmente, uma partigao béasica factivel A = [B NJ. Feita esta particao,
teremos ent@o dois vetores de indices (bésicos e nao-basicos) e dois vetores das

variaveis (bdsicas e nao-bdsicas) representados, respectivamente, da seguinte

forma:
(B1, Ba, ..., By) vetor de indices bésicos;
(N1, Na, ..., N,—p) vetor de indices nao-bésicos;
b = (vp, wp, -+ wp, ) vetor das varidveis basicas;
% = (xn, Ty, -+ 7N, ) vetor das varidveis ndo-bésicas.

A mesma particao deve ser feita no vetor dos coeficientes das varidveis na

funcao objetivo:
cg = (cp, ¢p, -+ ¢p, ) vetor dos coeficientes bésicos;

cy = (en, €N, -+ cn,_,.) vetor dos coeficientes nao-basicos.
e Fase 2:

— Passo I. Calculo da solugao Baésica.

Consiste, basicamente, na resolucao do sistema linear Bxg = b.
z p=2DB —1p
Ty =0
— Passo II. Calculo dos Custos Relativos.

1. Vetor Multiplicador Simplex

Resolucao do sistema linear BT\ = cg, obtendo:

M =cgB.
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2. Custos Relativos

Calculo dos custos relativos associados as varidveis nao-basicas.
éNj:ch—)\TaNj j:1,2,...,n—m
3. Determinacao da varidvel a entrar na base
¢y, = min{cy,, j =1,2,...,n —m} a varidvel zy, entra na base

— Passo IIT: Teste da otimalidade.

Se €y, > 0, pare, pois a solucao atual é 6tima.

— Passo IV: Calculo da diregao simplex.

Resolugao do sistema linear By = ay;, , obtendo:
y = BflaNk.

— Passo V: Calculo do passo e da varidvel a sair da base.
Se y < 0, pare. O problema nao admite solugao 6tima finita: f(x) — —oc.
Caso contrario, determine o passo € e a variavel a sair da base pela razao

minima:
X B,
Y

A varidvel xp, sai da base.

B,
Yi

£ =

Zmin{ yi>0,i:1,...,m}~

— Passo VI. Realize a atualizacao da particao basica, permutando a [ésima co-

luna de B com a k-ésima coluna de N. Retorne ao Passo 1.

Observacao: No passo V, se todas as componentes do vetor y sao nao positivas, o
valor da funcao objetivo decresce infinitamente. Neste caso, a solucao é ilimitada como

exemplificado graficamente na Figura 3.9 da secao 3.2,
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Capitulo 4

Otimizacao Linear Inteira

Em muitos problemas de otimizacao, as variaveis devem assumir valores inteiros
(discretos). Nesses casos, geralmente, o conjunto adotado como dominio das varidveis do
problema é o Z. Este tipo de problema ¢ abordado como um problema de Otimizacao

Inteira. Podemos destacar algumas situacoes:

e Otimizagao (Linear) Inteira Mista (PIM): quando o problema possui varidveis in-

teiras e reais, possuindo a seguinte forma:

Mazximizar f(xq,Xg) = gTx; + hTx,
sujeito a: Ax; +Dx,=Db

X1 € Ri,Xz € Zﬁ_

e Otimizagdao (Linear) Inteira (PI): quando o problema possui apenas varidveis intei-

ras, podendo ser escrito do seguinte modo:

Mazimizar f(x) = cTx
sujeito a: Ax=Db
x €7l
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e Otimizacgdo (Linear) Bindria: quando o problema possui varidveis que devem assu-

mir valores 0 ou 1, como segue:

Mazimizar f(x) = ctx

sujeito a: Ax=b

x € B"

Neste Capitulo, nos ateremos a discutir a resolucao de problemas de otimizagao
linear inteira, encontrados frequentemente em situagoes reais como, por exemplo, em
logistica e na programagcao de operagoes.

Segundo Arenales et al. (2015), os métodos mais bem sucedidos para resolver pro-
blemas de otimizagao inteira sdo baseados nos enfoques de enumeragao implicita (branch-
and-bound) e de planos de corte. A ideia central desses métodos é a relaxacao linear, que
consiste em substituir um problema de otimizacao inteira por um problema de otimizacao
linear, através do relaxamento da integralidade das variaveis. A seguir, abordamos o

método de enumeragao implicita, mais conhecido como branch-and-bound.

4.1 Método branch-and-bound

A ideia do método branch-and-bound é “dividir para conquistar”, ou seja, trabalhar
com subproblemas do problema original (dividir) buscando determinar a solugao étima
inteira (conquistar).

Seja o seguinte problema de otimizacao linear inteira:

z =max f(x) = cTx
sujeito a: Ax=Db (4.1)
x €7

Inicialmente, relaxamos a restri¢ao de integralidade (x € Z7) do Problema 4.1,

obtendo o problema relaxado:

Z =maxf(x) = cTx
sujeito a Ax=Db (4.2)
x>0
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O Problema 4.2 é chamado relaxagao linear do Problema de Otimizacao Inteira 4.1
e pode ser resolvido pelo método simplex, obtendo-se a solucao étima x* € R’. Sejam
Fpr e Fpr os conjuntos de solugoes factiveis dos problemas de otimizacao inteira e de
otimizacao linear, respectivamente. Como Z7 C R, segue que Fp; C Fpy. Portanto,
o valor z da solugao 6tima do Problema Linear 4.2 é um LIMITANTE SUPERIOR para o
valor z da solugao 6tima do Problema Inteiro 4.1.

Para um melhor entendimento do método branch-and-bound, considere o Problema
3.2l cuja modelagem esta apresentada novamente a seguir. Chamaremos de problema

relaxado P.

Mazimizar f(xy,x2) = 80x; + 12029
sujeito a: 2x1 4+ 225 < 11
1£L‘1 + 31‘2 S 12

r1 20,20 >0

Observando a Figura 3.7, notamos que a solugao otima x* ¢ Zi, pois ambas as
coordenadas sao nimeros reais.
A Figura 4.1, a seguir, apresenta a regiao factivel F do problema, porém, dando

destaque as solugoes factiveis cujas coordenadas tém valores inteiros.

X2

5,5 12 Z1

Figura 4.1: Regiao factivel do Problema em Z7
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Ao realizarmos uma leitura mais atenta do enunciado do Problema [3.2] devemos

determinar a quantidade de cada tipo de embalagem que deve ser fabricada, e a solugao

6tima obtida pelo Método Simplex é (x1*,22*) = (%, %), com valor da funcao objetivo
z=f (%, %) = 570. Essa solucao nao satisfaz o problema real, uma vez que nao podemos

produzir e comercializar parte de uma embalagem. Logo, temos que buscar uma solucao
inteira que satisfaga o problema em questao.

Visto que ambos os valores das coordenadas da solucao 6tima sao niimeros nao intei-
ros, vamos escolher um do dois para ramificar (aqui a escolha é arbitraria). Tomaremos

9 —

a ramificacao em xy. Temos z; = 2,25, entao podemos afirmar que 2 < x; < 3.

W~

Com isso, nossa primeira ramificacao serd considerar x; < 2 ou z; > 3, gerando dois
subproblemas P1 e P2. Para facilitar a visualizacao e a compreensao desta ramificacao,
a Figura 4.2 mostra a representagao usando uma arvore e seus ramos, juntamente com a

representacao grafica.

T2
5,5

(») '
x1 <2 x1 >3 \\ . . .

2 3 5,5 L1

Figura 4.2: Representacao da 1* ramificacao do Problema |3.2

Incluindo a restricao xy < 2 ao problema relaxado P, obtemos o Subproblema P1,

ficando da seguinte forma:

Maximizar f(z1,x2) = 80z + 12029
sujeito a: 201 + 229 < 11
r1 + 39 <12
T <2

x1 20,2920
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Da mesma maneira, incluimos a restricao x; > 3 ao problema relaxado P, obtendo

o Subproblema P2:

Maximizar f(z1,x2) = 80x1 + 12025
sujeito a: 211 4+ 2x9 < 11
T+ 3xy < 12
1 >3

r1 20,2020

Resolvendo o Subproblema P1, obtemos como solucao 6tima x* = (2, 13—0), com valor
da funcao objetivo z; = f(2, %) = 560. Fazendo o mesmo para o Subproblema P2,
obtemos a solugao tima x* = (3,2), com valor da funcdo objetivo 2 = f(3,2) = 540.
Como 2z, < Z; e o problema é de maximizagao, entao o ramo x; > 3 pode ser cortado,

pois os subproblemas a partir de P2 terao solugao pior.

A partir da solu¢do do Subproblema P1, realizamos uma nova ramificagdo, agora

em x, fazendo zo < 3 ou x5 > 4, como mostra a Figura 4.3.

T2
< >
5.5 1 <2 x1 >3
-~ — .
T{L‘Q >4
4
3 .
x2 < 3
2 .
F
© 2 3 55 1

Figura 4.3: Representacao da 2% ramificacao do Problema |3.2

Incluindo a restricao x5 < 3 ao Subproblema P1, obtemos o Subproblema P3:
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Maximizar f(z1,x2) = 80z, + 120z
sujeito a: 2r1 + 219 <11
1oy + 32, <12
T <2
To < 3

r1 20,2020

Da mesma maneira, incluimos a restricao x5 > 4 ao Subproblema P1, obtendo o

Subproblema P4:

Maximizar f(z1,x2) = 80z + 12029
sujeito a: 2rx1 + 219 <11
1oy + 32, <12
T <2
T9 >4

21 20,2920

Resolvendo o Subproblema P3, obtemos como solugao 6tima x* = (2, 3), com valor
da fungao objetivo z3 = f(2,3) = 520. Fazendo o mesmo para o Subproblema P4,
obtemos a solucao 6tima x* = (0,4), com valor da fungao objetivo z; = f(0,4) = 480.
Como z; < z3 e o problema é de maximizacgao, entao o ramo x, > 4 pode ser cortado.

Como chegamos em uma solugao 6tima para o problema relaxado P4 com valores
inteiros para as variaveis, encontramos a solucao Otima para o problema inteiro, sendo
x* = (2,3) e z* = 520. A Figura 4.4 apresenta a situacao final obtida pelo método
branch-and-bound:

Observe que o valor étimo para a funcao objetivo do Problema 4.2 é z = 570, ou
seja, ¢ maior que o valor 6timo do Problema Inteiro 4.1, que é z* = 520. Isto porque,
como afirmado inicialmente, z é limitante superior para o valor 6timo da funcao objetivo

do problema inteiro (considerando maximizagao). Caso o problema seja de minimizagao,

Z serd um limitante inferior para o valor 6timo do problema inteiro.
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)

55‘ 1 <2  x1>3
. — Ly .
T$2>4
5 S :
\lm2\§3
2 . | . .
F
* __ 2 g
x*=(2,8) €23 o 2 3 5,5 T1

Figura 4.4: Representagéo da solugéo 6tima z* = (2,3) € Z7 do Problema .
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Capitulo 5

Problemas para Aplicacao em Sala

Os problemas propostos a seguir podem ser aplicados aos alunos das séries finais
do Ensino Médio, considerando que sao problemas com, no maximo, trés variaveis, para
serem resolvidos utilizando a resolucao gréafica e o método simplex, ambos apresentados
nesta Dissertacao.

Apresentamos, também, uma sugestao de sequéncia didética (ou etapas), que pode

ser adotada pelo professor durante a execucao das atividades na sala de aula.

5.1 Orientacoes Iniciais

Em cada atividade, o professor pode iniciar com uma leitura coletiva para levan-
tamento de eventuais palavras que os alunos desconhecam, utilizando como recurso um
Dicionério de Lingua Portuguesa.

Os alunos poderao utilizar os instrumentos necessarios para a resolugao grafica
(réguas e esquadros), cabendo ao professor retomar, caso seja necessario, os procedimen-
tos necessarios para a obtencao da solugao como, por exemplo, a construcao das curvas
de nivel. Porém, ressaltamos que é de grande a importancia que os alunos modelem e re-
solvam os problemas contando apenas com a supervisao e intervengao, quando necessaria,
do professor.

A ideia é que os alunos resolvam os problemas propostos pelo professor durante
as aulas. Cabe ao professor sempre ressaltar a diferenca entre resolver e responder um

problema. Resolver um problema consiste na leitura, na interpretacao e nos calculos
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com os respectivos raciocinios utilizados para a obtengao de uma solucao. Responder um
problema consiste na formulagao de uma resposta que ird, de fato, responder a pergunta
feita no problema, que na grande maioria das vezes é a propria solucao obtida pelo processo
de resolucao.

Para ilustrar a sugestao de um procedimento de aplicagao e execucao em sala de
aula, o problema a seguir, Se¢ao[5.1.1] serd resolvido de forma detalhada, levando em con-
sideracao as etapas apresentadas na Figura 2.1. Para os demais problemas, apresentamos

uma resolucao mais suscinta.

5.1.1 Empresa de chapas de aluminio

A empresa “CHAPALUM?” é responsavel pela fabricagdo de chapas de aluminio
numa determinada cidade e apresenta em sua linha de producao 2 tipos de chapas: uma
chapa quadrada C,, possuindo 1m? de 4rea, e uma chapa redonda C,., possuindo 1m de
diametro. Sabendo-se que, diariamente, a empresa dispoe de 35m de aluminio com largura
de 1m e que, para fabricar uma unidade de C;, gasta 10 minutos de uso da méquina e
para fabricar uma unidade de C.., gasta 15 minutos da mesma maquina de um total de 7,5
horas darias de funcionamento da referida maquina. Determine a quantidade de chapas
de cada tipo, C, e (), que devem ser fabricadas para a obtengao do lucro méximo sendo
que, no mercado, cada unidade de C, gera um lucro de R$ 12,00 e cada unidade de ¢,

gera um lucro de C, R$ 16,00.

Resolucao pelas etapas da Figura 2.1

Etapa 1: Problema real ou situagao-problema

Num primeiro momento deve ser realizada uma introducao e explicagao sobre as
etapas para solucao de um problema utilizando a otimizacao linear, enfatizando a sua
importancia para auxiliar o processo de tomada de decisao, pois indica a melhor decisao,
mediante as condigoes dadas.

Apoés isso, sugere-se uma primeira leitura do problema proposto e o uso da meto-
dologia “Tempestade de Ideias”, fazendo um levantamento de sugestoes para as possiveis
solucoes, solicitando que haja a participacao dos alunos e as sugestoes feitas sejam ano-

tadas na lousa.
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Finalizado o levantamento de ideias e solugoes, o professor, juntamente com a classe
pode elaborar uma modelagem para o problema.
Etapa 2: Modelo matematico

A modelagem desejada para o problema apresentado é dada a seguir, considerando:
x1: quantidade de chapas do tipo C; a serem fabricadas;

xo: quantidade de chapas do tipo C, a serem fabricadas;

Maximizar f(z1,x2) = 1227 + 1624
sujeito a: 1oy + lag <35 (5.1)
10z, + 1525 < 450

1'120,27220

Um entrave que pode surgir durante a modelagem do problema é a identificacao
da divegeéncia contida na unidade de tempo do enunciado do problema e entao, deve-se
realizar a conversao do tempo para minutos, ou seja, converter 7,5 horas em 450 minutos.

Feita a devida conversao e elaboracao do modelo matematico adequado para o pro-
blema proposto, sugerimos uma releitura do problema com o objetivo de verificar se a
modelagem esta condizente com o problema. Se nao estiver, realizar as correcoes cabiveis,
caso contrario, a ideia é avancar para a construcao da resolucao grafica. Para tanto, os
alunos devem ser orientados a trabalhar com as equagoes associadas as inequagoes do mo-
delo, para desenharem as retas e, posteriormente, identificarem a regiao factivel (possiveis
solugoes). Identificar as intersecgoes das retas com os eixos ordenados.

A Figura 5.1 mostra a regiao factivel F do problema, ou seja, o conjunto de todas
as possiveis solugoes.

Ao introduzir o conceito do vetor gradiente (V f), deve-se relembrar que apesar de
ser muito utilizado na Fisica ele é um ente matematico composto por: Diregao, Sentido,
e Moédulo (ou Intensidade). Para a resolucao gréfica, serdo usados apenas a diregao e o
sentido, pois estes indicam a direcao de crescimento da fungao objetivo.

Como a fungao objetivo é linear, as componentes do vetor gradiente sao os coeficien-
tes das varidveis 2 e z, ou seja, Vf = ¢!’ = (12,16). Pode-se adotar outras coordenadas

para este vetor, desde que sejam muiltiplos de ¢, como por exemplo (3,4). A justificativa
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X2

35 45 1

Figura 5.1: Representacao grafica da regiao factivel do problema 5.1.1.

da utilizacao destas coordenadas é a da “Regra do Paralelogramo”, empregada na soma
vetorial. O vetor gradiente é o vetor resultante da soma vetorial entre os vetores obtidos
tornando x5 e x; nulos, ou seja, os vetores v; = (12,0) e v3 = (0, 16), respectivamente, e

assim, V f = 01 + v5. Esta construcao pode ser vista na Figura 5.2.

X2

12 I

Figura 5.2: Representacao do vetor gradiente V f.

Utilizando a ideia do vetor gradiente, o professor pode sugerir o uso das réguas e/ou
esquadros para a obtencao das curvas de niveis que, no caso do modelo de duas variaveis,
sao serao retas paralelas entre si e perpendiculares ao vetor gradiente. Logo, caminhando
na direcao do vetor gradiente, construindo curvas de nivel, chega-se a conclusao que a
solucdo 6tima é o par ordenado x* = (15,20) (ver passos da resolucdo gréfica na Segao
3.2). A interpretagao desta resposta é que a solugao ideal é a confecgao de 15 unidades da
chapa quadrada e 20 unidades da chapa redondas. Dessa forma, o lucro méximo obtido
é f(x1,x2) = 1221 + 1629 = 12- 15 4 16- 20 = 500 reais.

Um fator que deve ser lembrado é que o dominio da fungao f, sem o conjunto de

restricoes do problema, é o R?. Porém, com a insercao do conjunto de restricoes, as
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condicoes de nao-negatividade e o fato do problema sé admitir solugoes interiras, uma
vez que nao ¢é possivel confeccionar fragao de chapas, nossa regiao factivel F torna-se um

subconjunto R?, isto é:

FcZ?cR?

O método simpler, apresentado na Secao [3.3] ¢ aplicado na resolu¢ao de problemas
com variaveis reais. Nosso problema, possui uma restricao que, inicialmente, pode ser
suprimida: as varidveis x; e w9 devem ser, necessariamente, inteiras. Com isso, nosso

modelo matematico passa a ser:

Maximizar f(x1,22) = 1221 + 1629
sujeito a: lz; + 1xs < 35 (5.2)

Tt ZO,ZL’Q ZO,Z(Zl,Z’Q GZJr

Na pratica, ¢é feito um relaxamento e o problema relaxado é resolvido pelo método
simplex. Posteriormente, aplica-se uma heuristica de arredondamento da solugao. Em
sala de aula, podemos resolver o problema, permitindo que as variaveis assumam valores
reais.

Etapa 3: Busca pela solucao étima usando o método simplex

Inicialmente, o problema deve ser escrito na forma padrao. Para tanto, deve ser
explicado aos alunos sobre a necessidade da inser¢ao de variaveis de folga/excesso, trans-
formando as desigualdades em igualdades.

Em cada restrigao do modelo 5.1 deve ser introduzida uma variavel de folga. Além
disso, tranformar em problema de minimizagao, para poder usar o algoritmo descrito no
final do Capitulo [3]

Considerando tais alteracgoes, o problema na forma padrao é dado por:

Minimizar — f(z1,x9, f1, fo) = — 1221 — 1629 — Ox3 — Oy
sujeito a: lzy + 1ag + 123 =35
1033‘1 + 15%2 + 1.1’4 =450

T ZoaxQ anxs 20,55420
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Com o modelo na forma padrao, deve-se identificar uma solugao basica factivel

inicial, como segue.

T
1+ To+ T3 =35 1 1 1 0 i) 35
= : =
10z, + 1529 + x4 = 450 10 15 0 1 3 450
Ty

Pode-se identificar uma matriz identidade de ordem 2, utilizando os coeficientes das

restricoes do problema, chegando ao sistema a seguir e sua respectiva solugao:

las + 0xy = 35
= x* = (33’17 33'2,%3,1‘4) = (O, O, 35,450)

O[L’g —|— ]_[E4 = 450

Vemos que nossa solugao bésica factivel inicial é o par ordenado (z1,x9) = (0,0),
que corresponde a origem do plano cartesiano, como mostra a Figura 5.3.

Esta comparacao é de extrema importancia e deve ser feita, tornando a resolucao
pelo método simplex mais “visivel”. Assim, os alunos podem acompanhar as etapas do

processo e a caminhada em busca da solucao 6tima.

T2

35
30

x = (0,0)

35 4521

Figura 5.3: Identificacao da primeira Solucao Bésica do Problema.

Neste primeiro célculo, nossa funcdo objetivo assume o valor f(zy,xs,z3,24) =
(0,0,35,450) = 12:0+16- 0+ 0- 35+ 0- 450 = 0. Passada esta etapa, devem ser realizados

os calculos propostos pelo método simplex, identificando qual varidvel deve sair da base
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e qual deve entrar (ver procedimento, no Capitulo 3, Se¢ao 3.3). Com isso, obtemos o
seguinte sistema linear para ser resolvido:

1fi +1zy =35
= x* = ($1,x2,x3,x4> = (0730’5’())

Ox3 + 1529 = 450
Apoés a primeira iteracao do método simplex, encontra-se uma nova solugao basica
factivel, o par ordenado (x1,23) = (0,30). Novamente é possivel identificar este ponto
em nossa representacao grafica, conforme apresentado na Figura 5.4. Observe o “cami-
nhar” realizado pelo método simplex, em que o processo “salta”’ da solucao inicial para a

proxima. Ambas sao vértices da regiao factivel.

T2 T2
y
35 35
30 1% Solugao Bésica 30 < (0,30) 2% Solucao Baésica

x = (0,0)

35 4511

35 45 X1

Figura 5.4: Determinagao da 2 Solucao Basica Factivel.

Neste calculo, a funcao objetivo assume o valor: f(xy,z9,x3,24) = (0,30,5,0) =
12-0+ 16-30 + 0- 5 + 0- 0 = 480, valor melhor do que o obtido com a primeira solucao.

Continuando o processo de busca pela solucao étima e realizando os procedimentos
necessarios, identifica-se que a variavel que deve sair da base é a x3 e a variavel x; deve
entrar, obtendo assim um novo sistema linear a ser resolvido:

lzy + 1o = 35
= X* = (,’,1’}1,1’2,1’3,1‘4) = (157207070)

1021 + 1529 = 450

Obtém-se uma nova solugao bésica factivel, o par ordenado (z1,z2) = (15,20),
identificado na Figura 5.5, que mostra o “salto” da segunda para a terceira solucao factivel

encontrada.
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) T2

35 35 3% Solucao Basica

30 < (0,30) 2% Solucao Bésica 30 4

2% Tteracao

o)
! 35 45 Tq 35 45 X1

Figura 5.5: Determinacao da 3 Solugao Bésica Factivel e Solucdo Otima.

Apés a obtencao desta terceira solugao bésica factivel, que é x = (15, 20), procede-
mos com os calculos apresentados na Secao 3.3 e verificamos que é a solucao 6tima do

problema proposto.

Feito isso, sugerimos a utilizacao do Laboratério de Informatica da escola para que
os alunos procedam com a resolugao utilizando o Solver do Excel seguindo as etapas
detalhadas no Capitulo [f] Caso a escola ndo possua um Laboratério de Informética, o
professor pode projetar utilizando um notebook e o equipamento de multimidia disponivel

na escola.

O Problema foi aplicado em sala de aula, seguindo as etapas propostas pela
Figura 2.1 e ocorreu da seguinte forma: as etapas 1 e 2 foram realizadas no primeiro
momento de aplicacao do problema com duragao de uma aula de 50 minutos; a etapa 3
ocorreu num periodo maior sendo necessarios 100 minutos, ou seja, 2 aulas; e, por fim, a

etapa 4 ocorreu num periodo de 50 minutos, uma aula.

Entao, para a aplicagao deste problema e dos demais problemas apresentados a
seguir, sugere-se o desenvolvimento das etapas da Figura 2.1, bem com as orientagoes
apresentadas e a divisao do tempo sugerida no paragrafo anterior. Porém, cabe ressaltar
que o tempo pode variar, dependendo do rendimento, do tipo de problema a ser aplicado,

dos conhecimentos prévios e do rendimento de cada turma.
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5.1.2 O Agricultor e sua Plantacao

Um agricultor possui um terreno com 100 hectares todo preparado para receber se-
mentes de milho e soja. Devido a problemas no sistema de irrigagao nao é possivel plantar
mais de 60 hectares de soja, caso contrario toda a plantacao de soja ficarda comprometida.
Sabe-se, de antemao, que cada hectare de milho d4 um lucro liquido de R$ 800,00, e que
cada hectare de soja gera um lucro liquido de R$ 1.000,00. Quantos hectares de cada

cultura o agricultor deve plantar visando a obtencao do maior lucro liquido possivel?

Orientacoes Especificas para o Problema do Agricultor e sua Plantacao

O professor pode lembrar, ou trabalhar com os alunos unidade de medida hectare,
medida nao muito convencional mas, muito trabalhada na disciplina de Geografia.

O valor de 1 hectare pode ser convertido para m? pode ser obtido do seguinte modo:
1 hectare (Ha) = 100 ares (a) = 1 hectometro quadrado (Hm?) = 10.000m?. Logo, o

terreno do Agricultor tem as seguintes dimensoes:
100Ha = 100Hm* = 100- 10.000m* = 1.000.000m?

Este problema é um problema do tipo Mistura, como visto na Secao [2.2.2. Sejam
xy para a quantidade de hectare destinada a plantagao de milho e xg para a de soja.

Sendo assim, o problema apresenta a seguinte modelagem:

Maximizar f(z,zs) = 800x,, + 1000z
sujeito a: Ly + 1zg < 100 (tamanho do terreno)
lzg <60 (limitagao do plantio de soja)

xMZ())xSZO

Realizando os calculos, ou mediante a observagao da Figura 5.6 a seguir, os alunos
deverdo obter como solucao étima o par ordenado x* = (xy, zs) = (40,60) e o valor da
funcao objetivo neste ponto sera f = R$ 92.000,00. A seguir apresentamos uma sugestao
de representacao grafica:

Para este problema, uma possivel resposta que pode ser apresentada é: “Para obter
o mdximo de lucro na venda da planta¢ao de milho e soja, o agricultor deverd plantar 40

hectares de milho e 60 de soja.
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Ts

100

* — (4
60 z* = (40, 60)

40 100 T

Figura 5.6: Representacao do problema do Agricultor.

5.1.3 As vitaminas e a Alimentagao Sadia

Dois produtos, A e B, contém as vitaminas V;, V5 e V3 nas quantidades indicadas na
Tabela 5.1. A tdltima coluna apresenta a quantidade minima necesséaria de cada vitamina
para uma alimentacao sadia, e a tultima linha mostra o preco de cada produto. Qual
quantidade de cada produto uma dieta deve ter para que proporcione uma alimentacao

sadia, com o minimo custo possivel?

Tabela 5.1: Tabela do Problema sobre as vitaminas e alimentacao sadia

A B Qtde.
Vi 3 1 40
Va 4 2 60
V3 1 4 50
Preco || R$ 5,00 | R$ 3,00

Orientacoes Especificas para o Problema das vitaminas

Neste problema, é solicitado que o estudante busque nao pela maximizacao da fungao
objetiva, mas sim pela sua minimizagao. Dessa forma, durante as etapas do método sim-
plex nao necessitamos tomar a — f, pois pela definicio da FORMA PADRAO e 0s respectivos
calculos foram feitos para minimizagao.

De maneira analoga aos problemas anteriores, podemos utilizar x4 para a quantidade
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minima do produto A e xp para a do produto B. Logo, o Problema das Vitaminas pode

ser modelado como apresentado a seguir:

Minimizar f(za,25) = bxa + 3zp

sujeito a: 3y + log <40 (Vitamina V7)
4o 4 + 225 < 60 (Vitamina V5)
le g +4zp <50 (Vitamina V3)

ZUAZO,ZEBZO

Este problema apresenta como solugdo 6tima o par ordenado X* = (za,7p) =
(10,10) obtida do problema original. O valor da fungao objetivo calculado neste par
ordenado é f = R$ 80,00. Apresentamos na Figura 5.7 uma sugestao de representagao
grafica para o Problema:

B

O 10
915 50 TA

Figura 5.7: Representacao do problema das Vitaminas.

Uma possivel resposta que pode ser apresentada para este problema proposto é:
“Visando obter uma alimentacao sadia com o custo minimo sao necessarias as sequintes

quantidades: 10 do produto A e 10 do produto B”.

5.1.4 O Comerciante e seus Produtos

Um comerciante vende dois tipos de artigos em sua loja: A; e A;. Na venda de
cada unidade do artigo A; tem um lucro liquido de $ 55,00 e na venda do artigo A um
lucro liquido de R$ 40,00, por unidade. Em seu estoque, cabem apenas 150 artigos e

sabe-se que por compromissos assumidos anteriormente, ele tera que vender, no minimo,

62



25 unidades do tipo A; e 20 do tipo As. O distribuidor pode entregar ao comerciante, no
maximo, 100 unidades do artigo A; e 80 artigo A,. Quantos artigos de cada tipo devera
o comerciante encomendar ao distribuidor para que consiga zerar seu estoque com lucro

maximo?

Orientacgoes Especificas para o Problema do Comerciante

Uma observagdo importante a ser feita neste problema é que o ponto (0,0) ¢ F
entao nao é uma solucao basica factivel. Implicando assim, que necessitamos realizar a
Fase 1 proposta por Arenales para determinar a primeira solucao basica factivel e iniciar
as etapas do Método Simplex, em sala de aula o professor pode, se assim desejar, oferecer
o vértice (25,20) como primeira solugao basica aos alunos.

Além do fato acima apresentado, durante uma leitura mais cautelosa do problema,
vemos que ele nos apresenta 4 restrigoes sendo duas inferiores e duas superiores, formando
assim um retangulo. Para completar ha a linha referente a inequacao do Estoque Maximo.
E aregiao F é um pentagono, e pelo método simplex pode ser necessaria mais uma iteracao,
dependendo da direcao simplex, pois o método caminha pelos vértices.

Diante de toda esta apresentacao feita, é possivel que a resolucao pelo método
grafico é mais indicado para iniciar a resolugao deste problema, outra sugestao para tentar
solucionar o problema sem a necessidade do fornecimento de uma solugao basica inicial
¢ a mudanca de eixo (translagao). Assim, o problema do Comerciante possui a seguinte

modelagem:

Maximizar f(x1, o) = 55xq + 4029

sujeito a: lzy + 12y < 150 (Estoque Méximo)
lay > 25 (Estoque Minimo de 1)

1y > 20 (Estoque Minimo de z5)

1ay < 100 (Entrega Méxima de )

lzy <80 (Entrega Méxima de )

21 20,2020

Como solugao 6tima, os alunos deverao encontrar x* = (z1,x2) = (100, 50) e o valor
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da funcao objetivo f = R$ 7.500,00. Na Figura 5.8 apresentamos a representacao grafica:

X2

150

80
[370) S P F\x*\(lOO,SO)

20

O 100
25 150 1

Figura 5.8: Representacao do problema do Comerciante.

5.1.5 Os Oleos Comestiveis

Um fabricante de 6leo comestivel produz trés tipos, I, IT e IIT de mistura dos éleos
de Girassol, Canola e Milho. Cada litro do 6leo do tipo I contém 40% de 6leo de girassol,
40% de 6leo de canola e o restante de 6leo de milho, cada litro do tipo II contém 15% de
6leo de girassol, 35% de dleo de canola e o restante de éleo de milho, e cada litro do tipo
IIT contém 30% de 6leo de girassol, 30% de dleo de canola e o restante de éleo de milho.
Indicando por z,zs e x3, respectivamente, as quantidades, em litros, das misturas I, 1I
e III que podem ser fabricadas com o estoque de 3.600 L de 6leo de Girassol, 4.000 L de
6leo de Canola e 3.900 L de éleo de Milho, determine a quantidade de cada mistura que
maximize a producao. Se cada unidade do tipo I é vendida por R$ 2,29 a do tipo II por

R$ 1,76 e a do tipo III por R$ 3,07, calcule o lucro maximo.
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Orientacgoes Especificas para o Problema dos Oleos Comestiveis

Este problema é também um problema de mistura, visto na Se¢ao[2.2.2] O problema

pode ser modelado como segue:

Maximizar f(z1,xq,23) = 2,292 + 1,762 + 3,07x3
sujeito a: 0,40x; + 0, 1525 + 0, 3023 < 3.600 (Oleo de Girassol)
0,4021 4 0,35z5 40,3025 < 4.000  (Oleo de Canola)
0,2021 + 0, 5025 + 0, 40z3 < 3.900 (Oleo de Milho)

1> 0,20 20,23 >0

Como solugao étima os alunos deverao encontrar x* = (21, 9, x3) = (4500, 2000, 5000)
e o valor da funcao objetivo f = R$ 29.175,00. Na Figura 5.9 uma sugestao de repre-

sentacao grafica:

Figura 5.9: Representacao do Problema dos Oleos Comestiveis

5.1.6 O problema de corte de barras

Suponha que uma industria deve cortar barras de aco de comprimento L = 11m,
disponiveis em estoque, para o atendimento da demanda de seus clientes. Devem ser
produzidos barras menores (itens) de trés comprimentos diferentes, como descrito na
Tabela 5.2. Apresente um plano para o corte dos itens demandados, com o objetivo de

minimizar o nimero de barras cortadas.
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Tabela 5.2: Dados do exemplo do problema de corte de barras.

Item | Comprimento | Demanda

1 3 20
2 4 20
3 5 17

Orientacgoes Especificas para o Problema de Corte das Barras

Este é um problema de corte, conforme modelagem apresentada na Secao 2.2.4.
Considerando os tamanhos e as demandas das barras menores (itens), temos vérias ma-
neiras de cortar as barras em estoque. Essas maneiras sao chamadas padroes de corte e
sao validos se a soma dos comprimentos dos itens a serem cortados for menor ou igual
ao comprimento da barra em estoque. Alguns exemplos de padroes de corte para a barra
de comprimento L = 11 sao dados na Tabela 5.3, que traz, para cada padrao, a perda

gerada.

Tabela 5.3: Alguns padroes para o corte das barras.

Padrao de corte | Perda no padrao
a; = (1,2,0) 0
as = (2,0,1) 0
az = (0,0,2) 1
as = (3,0,0) 2
as = (0,2,0) 3
ag = (2,1,0) 1

Na primeira coluna da Tabela 5.3, no padrao a;, por exemplo, cortamos 1 item do
tipo 1, dois itens do tipo 2 e nenhum item do tipo 3.

Gerar todos os possiveis padroes de corte pode ser uma tarefa muito trabalhosa.
Vamos construir o modelo matematico deste problema, considerando o uso de apenas trés

padroes de corte, por exemplo, os padroes ai, as € az. Sejam x; a quantidade de barras
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cortadas usando o padrao de corte a1, 2 a quantidade de barras cortadas usando o padrao
de corte as e x3 a quantidade de barras cortadas usando o padrao de corte az. O modelo

matematico é dado a seguir.

Minimizar f(z1,zo, x3) = 1 + 22 + T3
1 2 0 20
sujeitoa: | 2 |21+ | 0 |22+ | 0 | 2z3=| 20
0 1 2 17

$1207$2207$320€Z

O conjunto de restricoes de demanda é representado pelo seguinte sistema de equagoes

lineares, que deve ser resolvido.

.

].ZEl —|— 21‘2 —I— 01‘3 = 20

2x1 4+ 0zg + O3 = 20

Ol‘l + 1.%2 + 2133 =17
\

Neste caso, o sitema linear é de ordem 3 x 3 e tem solucao tnica. A solugao obtida
é x1 =10, x9 = 5 e x3 = 6. Isto significa que o nimero de barras a serem cortadas para
o atendimento da demanda é igual a x; + 9 + 3 = 21. As barras devem ser cortadas
da seguinte forma: 10 barras usando o padrao de corte ay, 5 barras usando o padrao de
corte ay e 6 barras usando o padrao de corte as.

Observe que as varidveis deste modelo devem ser necessariamente inteiras, pois re-
presentam o nimero de barras cortadas de acordo com um padrao de corte. Essa condicao
dificulta muito a resolu¢do do modelo matemaético (ver Capitulo [4]). Porém, em algumas
situagoes, essas condigao pode ser relaxada, supondo que as varidveis podem receber va-
lores reais. Além disso, em situagoes praticas, o nimero de variaveis é muito grande, pois

teremos uma variavel para cada padrao de corte que for utilizado.
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Capitulo 6

Utilizando Planilhas de Calculo e o

plug-in Solver

Inicialmente, é necessario entender que nossos alunos, pertencentes a geragao nascida
apds o ano 2000, sao conhecidos e chamados como “nativos digitais”. Ou seja, ja nasceram
incluidos em uma sociedade na qual os computadores, celulares e internet sao importantes
meios de comunicagao entre as pessoas e também para a realizacao de varias tarefas
basicas, entre elas o estudo.

O que se precebe, atualmente, em sala de aula ¢ a falta de interesse e motivacao dos
alunos para o dominio de conceitos, defini¢coes e do raciocinio légico tao necessarios para
o prosseguimento e aprofundamento nos estudos e para o desenvolvimento da abstragao
requerida pela Matematica.

Sendo assim, hd um embate entre professores e alunos quando estes sao expostos
a resolucao de situacoes-problemas que exijam concentracao e raciocinio logico. Consi-
derando o fato de que, atualmente, os alunos dedicam mais tempo ao uso da tecnologia
do que aos estudos propriamente ditos, cabe a nds, professores, utilizar essa ferramenta
pedagdgica a nosso favor, isto é, direcionar o uso da tecnologia para a aprendizagem de
nossos alunos. Dentre as ferramentas a disposicao nas escolas publicas e particulares estao
os computadores com o aplicativo de planilha de céalculo.

Por causa de sua intima familiaridade com a Matemadtica, a planilha de calculo é
uma excelente ferramenta para o professor de Matematica, uma vez que possibilita realizar

inimeros procedimentos que sao feitos em sala de aula, além de propiciar aos alunos o
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desenvolvimento légico e cognitivo, pois eles terao que agir por inducao para obtencao
das féormulas apropriadas para cada calculo proposto durante as aulas.

Além disso, como uma praticidade extra, é possivel realizar as representagoes graficas,
em especial, no Plano Geométrico (R?). Quando o problema apresentar duas ou trés
variaveis, a resolucao grafica é de grande valia, porém para um problema com mais de
trés varidveis torna-se necessario um método de solugao apropriado, como, por exemplo
o método simplex, no caso de problemas de otimizagao linear.

Neste trabalho, além da resolucao grafica, foi proposto o uso da planilha de calculo
do Excel, através do plug-irﬁ Solver que pode ser instalado gratuitamente. O Solver é um
mecanismo capaz de solucionar um problema modelado matematicamente apresentando
sua SOLUCAO OTIMA, quando esta exista.

Podemos ainda ressaltar a abordagem que Ferreira et al. faz sobre o uso do compu-
tador em sala de aula

...0 uso do computador na sala de aula, na medida em que permite
realizar simulagoes, revisoes e adaptacoes, pode proporcionar um campo
pedagogico fértil que na abordagem de problemas interessantes e insti-
gadores, que na andlise de dados, em argumentacoes e em tomadas de

decisao (FERREIRA et al, 2013).

Dessa forma, podemos tentar conduzir os alunos pelo caminho da resolucao de pro-
blemas reais e contextualizados utilizando uma ferramenta tecnoldgica, tornando, assim,
as aulas de Matematica um pouco mais atrativas, além de manter sua proposta desafia-
dora, na qual os alunos devem sempre ser desafiados a determinar a solugao exata, ou o
caminho para a tomada da decisao da melhor forma possivel.

O professor, em especial do Ensino Médio, tem uma ferramenta que pode ser utili-
zada em sala de aula, porém, é necessario realizar um levantamento sobre o conhecimento
dos alunos a respeito da utilizacao de planilhas de calculo. Tal levantamento pode ser
realizado através de exercicios e atividades para exploracao do ambiente e célculos simples

com a utilizacao de formulas de facil deducao.

.

'Um Plug-in também é chamado de médulo de extensdo. E um programa de computador usado
para adicionar fungoes a outros programas maiores, provendo alguma funcionalidade especial ou muito

especifica.

69



Sugere-se iniciar com as seis operacoes fundamentais: adicao, subtracao, multi-
plicacao, divisao, potenciacao e a radiciacao.

O uso da ferramenta tecnolégica nas aulas de Matematica tende a transformar o
ambiente da sala, saindo um pouco da forma tradicional amplamente difundida e aplicada
na maioria das escolas. Assim, o aluno passa a ter um papel ativo durante a aula, nao
sendo apenas um receptor dos contetidos transmitidos pelo professor, isto é, ele passa a
desenvolver a caracteristica de agente ativo no processo de ensino-aprendizagem.

Ferreira et al (2013) afirmam que a tecnologia pode ser vista e utilizada como um
meio de aprendizagem, e que na presenca desta ha uma contribuicao para transformar o
aluno em um ator ativo em seu processo de aprendizagem, isto é, o professor passa a ser
um facilitador no processo ou um tutor e o aluno passa a se esforcar em investigagoes e
na busca de dados e de informagoes.

Usaremos para este trabalho o software Excel, mas ressaltamos que utilizando outros
aplicativos como, por exemplo, o LibreOffice Calc o resultado sera o mesmo.

Nas proximas secoes serao discutidas caracteristicas do plug-in solver do Excel, uti-

lizado em sala de aula durante as oficinas.

6.1 Instalando o plug-in solver

Deve-se, primeiramente, verificar se o solver esta devidamente instalado no compu-
tador e, para isso, devemos abrir o Excel, e em seguida clicar na aba Dados e observar
se no canto superior direito aparece o botao Solver. Se estiver aparecendo, significa que
ja esta instalado e portanto disponivel para a utilizacao, caso nao esteja aparecendo, o

seguinte procedimento pode ser realizado para a instalacao do mesmo.

{ ’g;,‘}\ =] A &) Pastal - Microsoft Excel
T o =
— Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisio Exibicao Desenvolvedor (7]
5 5 5 5 LY “ 3] conexdes L — ? & Limpar =1 mm= = R o BIE W {:j
ExL & HEa BT ST I e s AR = b= =2 a e

Do Da De DeOutras |Conexdes | Atualizar . Texto para Remover Validacio Consolidar Testede | Agrupar Desagrupar Subtotal
Access Web Texto Fontest | Existentes | tudor = A Avangado || cojunas. Duplicatas de Dados ™ HipGteses ~ v -
Obter Dadas Externas Conexiies Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tapicos | Analise

| Al - £ |
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z
% | Classificar | Filtro
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Figura 6.1: Aba Dados do Excel.
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Caso o solver nao esteja instalado no computador, deve-se clicar no Botao do Win-
dows, que fica localizado no canto superior esquerdo do Excel, e escolher OPCOES DO

EXCEL.

ﬁ@ﬁiﬂ - 3@ Pastal - Microsoft Excel =
T ~| Desenvatvedor (]
| Documentos Recentes | TS =
‘ Nova L Limpar == B E5h SOE RO trar Datalhe
| E "= =9 d_’,ﬂ L E =
[ Reaplicar = cuitar Detalhe
~ Texto para Remover Validagio Consalidar Testede | Agrupar Desagrupar Subtatal
il Abrir }"“’aﬂ!ﬂdﬂ colunas Duplicatas de Dados~ Hipéteses ™ - -
| Br Ferramentas de Dados Estrutura de Tépicos 5
bl s
| ‘ﬂ Salvar como » ] \7‘
il @ Imprimir »
‘Z} Preparar »
g eme
Publicar »
i
[l [ Fechar

Opebes do Exeel || X Sair do Excel |

2

1
Figura 6.2: Botao do Windows e opcoes do Excel.

Uma nova janela sera aberta e nela, clicar em SUPLEMENTOS, depois clicar sobre o

SOLVER e em seguida clicar no borao Ir, localizado na parte inferior da janela.
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Formulas

Revisdo de Texto Suplementos

Salvar Nome o = =

Avancado Suplementos de Aplicativo Ativos

05 de Ap!

Sem Supleme) icative Ativos

Personalizar — "
Suplementos de Aplicativo Inativos

Central de Confiabilidade

Recursos

Suplementos -

Cabegalhos e Rodapés

Conteddo Invisivel

Dados XML Personalizados

Data [Listas de marcas inteligentes)
Ferramentas de Analise

Ferramentas de Andlise - VBA
Ferramentas para o Euro

Linhas e Colunas Ocultas

Mome (Destinatarios de email do Outlook)
Planilhas Ccultas

suplementos Refacionados a Documento

Suplementos de Aplicativo Desabilitados
Assistente de Pesquisa
Assistente de Soma Condicional

VBA do Assistente para Internet

Sem Supier elaciongdos o Documento

Ch...crosoft Office’\Office120OFFRHD.DLL
rosoft Office’Office12\0OFFRHD.DLL
rosoft Office’,Office12\0FFRHD.DLL
rosoft Shared'Smart Tag\MOFL.DLL
Ch.fice12\Librany\Analysis\ANALYS32.XLL
Ch 20 LibrandAnalysis\ATPVBAEN. XLAM

eurotoolxlam

Ch.orosoft Office’\Office 12\0FFRHD.DLL
Ch..os0ft Shared\Smart Tag\FNAME.DLL

G, crosoft Office\Office 123\0FFRHD.DLL

. Office’\Office12\Libran/lookup.xlam
t Office’\Office12\Librangsumif.xlam

DR o

.+ Office\Office 124 Libran\HTML.XLAM

Inspetor de Documento
Inspetor de Documento
Inspetor de Documento
Marca Inteligente
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Inspetor de Documento
Marca Inteligente
Inspetor de Documento

Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel

W

Suplemento:  Solver
Editor:

Local:

Descrigio:

Ch\Program Files (x86\Microsoft Office"Office 12\Librany\SCLVER\solver.xlam

Ferramenta para otimizacdo e solucdo de equacdes

Gerendiar: | Suplementos do Excel

=

Figura 6.3: Janela de suplementos.
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Nesta janela que se abriu, marcar a opgao Solver que devera ficar com a marca (v'),

conforme Figura 6.4 e clicar em OK, sera instalado automaticamente e gratuitamente o

Solver (para a instalagdo é necessario que o computador esteja conectado a Internet).

Suplementos disponiveis:

| | Assistente de Pesquisa . ik

| | Assistente de Soma Condicional 2

|| Ferramentas de Andlise [ et ||

| | Ferramentas de Andlise - VBA
:I Ferramentas para o Euro

VETE—— |
VBA do Assistente para Internet

| Automacio...

Solver

Ferramenta para otimizacdo e solucdo de equactes

Figura 6.4: Selegao do plug-in solver.

Feito isso, o Solver sera instalado em poucos segundos e em seguida aparecera na

Aba Dados o botao Solver e dai em diante nao serd mais necessario realizar o procedimento

de instalacao pois ele permanecera ali, como pode ser visto na Figura 6.5.

G5 )

(™ = Pastal - Microsoft Excel il
e - -
- Inicio Inserir Layout da Pagina Férmulas Dadas Revisdo Exibicao Desenwalvedar ® - = x
ey ey 3 LIS J (@) conexdes | o | & Limpar = 5 B s B @CS EET S yocarDetaine | Ty Soler
o= 2 : E; T gE [ Fhm 2D de ] @] s
| | | | 1] Z|x | e {11 =] Hui? 5 | S5 _
= A S S SE 3] %8 prapriedade .. ¥, Reaplicar 52 = = & & & = Z Geultar Detalhe
Do Da De DeOutras | Conexdes | Atualizar %) Classificar | Fitro Texto para Remover Validagio Consolidar Testede | Agrupar Desagrupar Subtatal
Access Web Texto Fontes~ | Existentes | tudo~ == Editar Links A7 Avancado || columas  Duplicatas de Dados ~ Hipoteses = i o
Obter Dadas Externos Conexdies Classificar ¢ Filtrar Ferramentas de Dadas Estrutura de Tépicos )| Andlise
| F7 - £
A B 5 D E F G = | ! K L H
|

)G‘Nmtﬂ-bwt\ll—‘

Figura 6.5: Aba Dados e o plug-in Solver instalado.
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6.2 Utilizando o Plug-in Solver

Com ele instalado, passamos a montagem da planilha com a modelagem matematica
do problema. Usaremos o Problema para o qual ja foi apresentada a solucao pela
resolucao grafica e pelo método simplex. A Figura 6.6 é uma modelagem do problema
proposto feita na Planilha de Calculo.

Podemos observar que ha as seguintes células, lembrando sempre que a figura repre-
senta um modelo de como utilizar o Excel para modelar o problema ficando assim, como
uma sugestao de como trabalhar em sala de aula mas, o professor tem total liberdade
para montar outros modelos (ou modelagem) utilizando o Excel.

= 9 38+ Planitha de Calculo - Dissertacdo - PROFMAT - André - Microsoft Excel

inicio | Inserir  layoutdaPagina  Farmulas  Dades  Revisdo  Exbigo  Desenvolvedar

=

: =
S5 a

Calibri 11~ {SiiQuebrar Texto Automaticamente | Texto -

J g [ezisfsde | Emescar e centazr (8 o] | romlagte rometer
- i —— o s — ik
| 87 - £l
A B c D
s il Variavel X Variavel Y Coeficiente X Coeficiente Y
Q2
e
‘4 Resultado =C2*A2+D2*B2
‘5
l6 Restrigdes
L7 X Y Desigualdade Limite
'8
9
10
11 Verificacdo das Restricdes
12 Primeira =A8+A2+BS*B2 | =INT(B12)<=D8
13 Segunda =A9*A24B9*B2 | =INT(B13)<=D9
14
Figura 6.6: Modelagem do Problema feita no Excel.
Células com as variaveis X e Y que estao destiadas as variaveis x1, zo, . . . , x,, apresen-

tadas pelo problema em questao, que em nosso caso n = 2. As células denominadas coefi-
ciente X e Y se referem aos coeficientes das variaveis da funcao objetivo f(z1,xs, ..., 2,).
Na célula designada como resultado é o local onde sera apresentado o resultado da maxi-
mizacao ou da minimizagao da funcao objetivo.

Nas células de restricoes iremos inserir todas as restricoes presentes em nosso pro-
blema e, por fim as células chamadas de verificagao das restri¢oes apresentam a veracidade
(validade) das restrigoes, aparecendo verdadeiro, no caso de serem satisfeitas, ou falso,

caso contrario.
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6.3 Solucionando um Problema com o Solver

Feita a etapa de modelagem estamos prontos para utilizar o Excel para obter a
solugao do problema.

Na Figura 6.7, as variaveis, coeficientes e restri¢oes foram inseridas. Além disso, foi
atribuido um valor aleatério para as variaveis x e y, valores estes que servirao como ponto
de partida, ou seja, esses valores iniciais devem ser inseridos para que o Solver inicie seu
processo de resolucao. O valor inserido nao precisa satisfazer as restricoes do problema,
ou seja, nao precisa pertencer ao conjunto F.

Para exemplificar o procedimento, inserimos como solu¢ao inicial o ponto (0,0). E
possivel observar que, na Verificacao das Restricoes, aparece o valor légico VERDADEIRO
para o ponto escolhido. Isso nos garante que este ponto estda na regiao factivel, isto é,

(0,0) € F.

Planilha de Calculo - Dissertacdo - PROFMAT - André - Microsoft Exce

Exibicdo

N 2-¢ 3&)¢

— Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Desenvolvedor
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| All x| b3 ‘ Verificagdo das Restri¢des
| A B & D E
il Variavel X Variavel Y Coeficiente X Coeficiente Y
2 0 0 12 16
3
4 Resultado 0
5
6 Restrigdes
7 Desigualdade Limite
8 Al 1 <= 35
g 10 15 <= 450
10
i Verificagdo das Restricties
12 Primeira 0 VERDADEIRO
13 Segunda 0 VERDADEIRO

Figura 6.7: Problema com as restri¢oes inseridas e com um ponto (X,y).

O préximo passo ¢é abrir o solver e inserir as restrigoes do problema, as condigoes
de nao-negatividade, as células de varidveis e a célula de resultado (da fungao objetivo).
Entao, clique na aba Dados e em seguida no botao Solver. Aparecera a janela chamada de
PARAMETROS DO SOLVER, apresentada na Figura 6.8. Nesta janela hd alguns locais que
devemos fornecer as informacoes necessarias para proseguir com a resolugao do problema.

Definir:

Célula de destino — campo destinado ao resultado da Funcao Objetivo;
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Igual a — Selecionar se é maximizagao (Mdz) ou minimizacao (Min);

Células variaveis — campo destinados para as células que contém as variaveis

L1, T2,y Ny,

Submeter as Restrigoes — campo destinado a todas as restrigoes contidas no pro-

blema e as condigoes de nao-negatividade.

Parametros do Solver
Definir célula de destino: | 25 Resolver
Igual a: @ M3 Y M 3 i
ngIE a ‘ (@ Max (I Min () Walor de: Fechar
Celulas varigveis:
s Estimar
Submeter 3s restriciies: wes
Adicionar
Alterar
Redefinir tudo
Excluir
Ajuda

Figura 6.8: Tela do Solver sem as restrigoes.

Na Figura 6.9, foram feitas as insercoes necessarias, ou seja, as células que contem as
informagoes para a resolucao do problema, listadas acima. Lembramos aqui que o simbolo
$ utilizado no Excel tem a utilidade de fixagao, isto é, se inserido antes da letra (exemplo
$A2) significa que a coluna estard fixada, caso esteja antes do nimero (exemplo A$2) serd
a linha que estara fixada, porém, se estiver antes da letra e do nimero (exemplo $A$2)
sera a célula que estard fixada.

Apés a conclusao desses passos, o que nos resta é clicar no botao Resolver e, em
questdo de segundos, o Excel apresentara a solugao étima (caso exista). Neste caso, como
o Problema possui solucao, o Excel ird exibir a tela apresentada na Figura 6.10.

Desse modo vemos que o Excel solucionou o Problema rapidamente e que a
solugdo apresentada (x*,y*) = (4,2) é idéntica a obtida pela resolucao grafica e pelo
método simplex, sendo a solugao 6tima do problema. Aqui cabe ao professor trabalhar com
a planilha de célculo como recurso extra para verificagao e/ou validac¢ao dos procedimentos

feitos em sala de aula, ou seja, nao apoiar-se nas planilhas na resolugao de problemas.
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Parametros do Solver

Definir célula de destino:

=
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SB512 == 5D53
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5852 »=10 ) Redefinir tuda
Exdluir

Ajuda

Figura 6.9: Tela do Solver com as restrigoes.
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Figura 6.10: Tela com a Soluc¢ao do Problema [3.1]

Os procedimentos acima citados foram descritos para um problema que conta com
apenas duas variaveis, porém sao analogos para problemas com mais variaveis, bastando
dar uma atencao especial para as células das variaveis, dos coeficientes da fungao objetivo,
das restrigoes e das verificagoes das restrigoes.

Alguns problemas foram selecionados e elencados no Capitulo [} ficando a critério
do professor a escolha do método para soluciona-los. E muito provavel que o professor
obtenha o resultado esperado, ou seja, a aprendizagem significativa, uma vez que os alunos
irao interagir entre eles e com a tecnologia, contando com a supervisao e intervencao do

professor, quando necessario.
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Capitulo 7

Analise da Aplicacao de um

Problema em Sala de Aula

Para a aplicagao da atividade proposta neste trabalho, foi selecionada uma Escola
Técnica de Ensino Médio da cidade de Bauru mantida pelo Governo do Estado de Sao
Paulo. Na Unidade Escolar foi selecionada uma turma da 3* Série do Ensino Médio do
periodo vespertino composta por 32 alunos sendo, 30 do sexo feminino (o que representa
93, 75% da classe) e 2 do sexo masculino (6,25% da classe).

Antes do inicio da aplicacao de um problema a classe, houve uma primeira apre-
sentacao a turma feita pela Professora Coordenadora da Unidade Escolar, colocando os
alunos a par da situacao e explicando a importancia deles nesta etapa da Dissertacao.

Passado este momento, foi feito o levantamento do conhecimento prévio dos alunos

nos seguintes conhecimentos matematicos:

e Matrizes: conhecimento sobre matrizes; operagao entre matrizes (em especial a

multiplicagdo entre elas); matriz inversa.

e Sistemas de Equagoes: classificacao de sistemas (possivel e determinado, possivel e
indeterminado, impossivel); técnicas de resolucao de sistemas (adi¢ao, substituigao,

escalonamento).

Foi selecionado o Problema para ser resolvido pelos alunos utilizando as trés

técnicas aqui apresentadas, na seguinte ordem:
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1. Resolucao Grafica: utilizando régua, esquadros e um plano cartesiano encontrado

no Apéndice [B]

2. Método Simplex: utilizando matrizes e sistemas lineares, seguindo o Algoritmo

Simplex, apresentado na Secao [3.3.3]
3. Excel: utilizando os procedimentos apresentados no Capitulo [6]

A aplicacao do problema ocorreu durante quatro aulas de 50 minutos, cedidas pelo
professor de Matematica da turma, de 50 minutos, durante os meses de maio e junho de
2017. As atividades foram realizadas na sala de aula e no Laboratério de Informatica da

Unidade Escolar.

7.1 Uma breve analise da aplicacao

Os alunos foram bem receptivos a proposta de resolucao de um problema utilizando
a resolucao grafica e o método simplex.

Num primeiro momento, apds uma leitura do problema proposto a eles foi dado
um momento para que manifestassem suas ideias e propostas de modelagem e resolugao.
Aseguir, trabalhamos com a modelagem do problema, colocando-o na padrao, contanto
sempre com a participagao da turma.

No momento da elaboragao da resolucao gréafica, os alunos nao demonstraram difi-
culdades extremas no manuseio dos instrumentos (régua e esquadro). Ao ser explicado
sobre as curvas de niveis e a identificacao da solucao 6tima como sendo o ultimo ponto
da regiao factivel F a ser “tocado” por uma curva de nivel, os alunos executaram com
presteza e prontamente localizaram a solu¢ao dtima x* = (15, 20).

Ao passar para a resolucao utilizando o método simplez, obtivemos uma leve “re-
sisténcia” uma vez que possuiam pouco dominio nas técnicas para a resolugao de sistemas.
COmo estavamos trabalhando no R?, o fato dos sistemas a serem resolvidos serem de or-
dem 2, permitiu o prosseguimento da atividade sem maiores dificuldades.

A resolugao pelo método simplex necessitou de duas aulas de 50 minutos. Mesmo

apresentando dificuldades, os alunos apresentaram interesse em aprender sobre o método.

78



Participaram ativamente de todo o processo, em especial na resolucao dos sistemas lineares
propostos.

Ao obtermos a solucao 6tima pelo método simpler os alunos ficaram admirados
com a “funcionalidade” do método porém, consideraram-o bastante exaustivo. E, a cada
iteragao feita através do método, a representagao grafica era retomada (reprojetada) e os
alunos podiam observar o progresso (ou avango) na busca pela solugao 6tima.

Ao avancar para a resolucao utilizando a planilha de calculo do Excel, no Labo-
ratorio de Informatica, os alunos demonstraram mais empolgacao, conforme abordado
no Capitulo [l Realizaram a instalacdo do plug-in de acordo com os passos necessarios
e, apoOs isso, realizaram o preenchimento das células e dos parametros do solver. Apds
utilizarem o botao “Resolver”, verificaram que a solucao 6tima encontrada era a mesma
obtida nas aulas anteriores.

Terminada a atividade, foi solicitado aos alunos que relatassem um pouco sobre a
experiéncia que tiveram em solucionar um problema real e contextualizado de maneiras

distintas. Alguns destes relatos estao apresentados na seguinte secao.

7.2 Relato dos alunos sobre a aplicacao

Apresentamos a seguir os relatos de alguns alunos e, logo em seguida, faremos algu-

mas analises e comentarios sobre eles.

Aluno(a) 1: “A atividade se mostrou interessante. Embora de elevado nivel de dificul-
dade (opinido pessoal), a atividade apresentou uma nova visao com relagao a solugao de

exercicios além de apresentar novos meios para a resolucao de problemas”;

Aluno(a) 2: “Os exercicios foram interessantes, apresentando novas maneiras de solucio-

nar problemas”;

Aluno(a) 3: “A matemdtica no Excel, tornou-se algo bem mais simples, gostei deste
método e acredito que se usarmos mais a referéncia da mesma no nosso dia a dia ge-
rara o interesse do aluno. Em contrapartida, o maior desafio visto nesta sala de aula foi
a interpretacao, o ’saber o que esta fazendo’, uma vez que mantemos, desde os primei-
ros anos de escola, conhecimento sobre matematica, porém nao exercemos tanto quanto

deveriamos, nem desenvolvemos a logica necessaria da mesma’;
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Aluno(a) 4: “Achei complicado e trabalhoso, uma experiéncia nova, boa iniciativa”;

Aluno(a) 5: “A matéria é muito interessante e estimulante, porém a resolucao do exercicio
sem ser pelo Excel ou reta é muito complicado, fez nés ‘quebrarmos’ a cabega para resolveé-

.,

lo”;

Aluno(a) 6: “O contetdo é muito complicado mas, ao utilizar o computador ficou mais

facil de compreender”;

Aluno(a) 7: “O exercicio aplicado em sala de aula foi de dificil resolu¢do, mas ainda

interessante”;

Aluno(a) 8: “No comego foi bem facil de compreender, mas ao aprofundar o assunto
comecou a dificultar. De modo geral deu para compreender a razao de ensinar esse

assunto, mas nao tao claro a forma que é calculado”;

Aluno(a) 9: “Tive a experiéncia de calcular graficamente de forma menos complexa.
Usanto as matrizes e o grafico chegamos ao resultado desejado, somente usando nimeros

e calculos simples”;

Aluno(a) 10: “Muito interessante, porem dificil os cdlculos manuais, no Excel simplifi-
cou bastante. E uma maneira do professor mostrar outro lado da matematica em seu

mestrado”.

Ao analisarmos os relatos dos alunos, percebemos que a maioria deles relata dificul-
dade nos calculos quando submetidos ao método simplex, haja vista que viram o conteido
de Matrizes e Sistema Lineares no ano passado, de modo superficial, nao dominando mui-
tas vezes procedimentos bdsicos.

O fato de acharem interessante a Otimizacao Linear, ou como relataram, uma nova
forma de ver ou de solucionar problemas, é estimulante e mostra que os alunos estao
“abertos” a novas experiéncias, cabendo a nds professores estimular isso em nossos alunos.

A utilizacdo da planilha de cédlculo do Excel foi bem aceita pelos alunos e, como
relataram, facilitou os cdlculos, tornando-os simples. Percebe-se que a utilizacao da re-
solucao grafica também foi gratificante, pois o nivel de exigéncia foi menor que o método

simplex e a visualizagao geométrica foi motivadora.

80



Capitulo 8

Consideracoes Finais

Neste trabalho, iniciamos com uma abordagem historica sobre a area de Otimizagao
Matematica, em especial a Otimizagao Linear. Feita esta introdugao, abordamos a teoria
relacionada com a resolugao de problemas envolvendo equagoes e/ou inequagoes lineares,
utilizando as técnicas de resolugao grafica e o método simplex.

Tal teoria e as técnicas apresentadas teve por objetivo orientar e embasar os docentes
que lecionam no Ensino Médio. Esta orientacao contou também com a elaboracao de um
material acerca deste tema.

Algumas situagoes-problema foram apresentadas para auxiliar os professores no tra-
balho em sala de aula, e um destes problemas foi selecionado para ser aplicado em forma
de oficina, servindo como um “Projeto Piloto”, sendo que o retorno obtido foi satisfatorio,
superando as expectativas esperadas.

Apoés a analise e feitas as consideragoes sobre a atividade em sala de aula, sugerimos
que os problemas propostos no Capitulo |5 sejam trabalhados com os alunos, seguindo as
orientagoes e etapas apresentadas e com a utilizagao de um solver.

Além disso, o trabalho desenvolvido nesta Dissertacao podera servir como base na
elaboracao de um Projeto de Extensao para ser aplicado no Ensino Médio, como uma
atividade extracurricular, visando o desenvolvimento deste contetido nas escolas publicas,
contando com a participagao dos professores da rede publica estadual e graduandos do

curso de Licenciatura em Matematica.
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Apeéendice A

Demostracao do Teorema (3.6

Para a demonstracao, serd necessario o seguinte resultado:

Teorema A.1. Sejam x um elemento do R™ e I = {i | afx = b;} um conjunto de indices

de restricao que estao ativos em x. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes
1. Existem n vetores no conjunto {a; | i € I}, os quais sao linearmente independentes.

2. O espaco dos vetores aj, i € I, € todo o R™, isto é, todo elemento do R™ pode ser

expresso como uma combinacao linear dos vetores a, i € 1.
3. O sistema de equagoes afx = b;,i € I tem solugdo inica.

A demonstracao do Teorema nao sera feita aqui porém, pode ser encontrada na

integra em Bertsimas e Tsitsiklis (1997).

Demonstragcao do Teorema (3.6

Demonstrag¢ao. Vamos dividir a demonstracao em duas etapas, a saber:
i) x é vértice = x ¢ solugao basica factivel;

ii) x ¢ solugao bésica factivel = x é vértice.

i) x é um vértice = x é solucdo basica factivel: subdividiremos esta implicagao
em outras duas implicagoes, visando facilitar a demonstracao. x € Vértice = x € ponto
extremo = x € solugao bdsica factivel.

i.a) x € vértice = x € ponto extremo: Suponha que x € F seja um vértice. Entao,

pela Definicao , existe algum ¢ € R™ tal que cTx < cTy, para todo ye U e y # x.
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Sejam y,z € F,comy #x ez #x, eseja0 <\ < 1. Entio cTx < cTy e cTx < Tz,
implicando que ¢™x < cT(\y + (1 — \)z) e, portanto, x # Ay + (1 — A\)z. Desta maneira,
X nao pode ser escrito como uma combinacao convexa de outros dois elementos de [F e é,
portanto, um ponto extremo de F (conforme Definigao [3.4)).

i.b) x € ponto extremo = x € solucao bdsica factivel: Por absurdo, suponhamos que
x € [ nao seja uma solugao basica factivel. Vamos mostrar que x nao é um ponto extremo
F. Seja I = {i | afx = b;}. Visto que x nao é uma solugdo bdsica factivel, entdo nao
existem n vetores linearmente independentes na familia a;, 7 € I. Dessa forma, os vetores
a;, 7 € I nao estao num subespaco proprio de R", e existe algum vetor nao-nulo d € R”
tal que a'd = 0, para todo ¢ € I. Seja ¢ um nimero positivo pequeno, e consideremos
os vetores y =x +ed e z = x — ed. Note que a;y = a;x = b;, para i € I. Além disso,
para i € I, temos al'x > b; e, sendo € pequeno, também teremos que aly > b;. (S6
escolher € para que: € | al'd |< afx — b;, para todo i € I. Dessa maneira, quando ¢ é
suficientemente pequeno, y € F e, analogamente, temos que z € F. Notamos finalmente
que x = yTJrZ, implicando que x nao é um ponto extremo de F.

ii) x é solugao bésica Factivel = x é vértice: Sejam x uma solugao bésica factivel e
I={i|afx =0} Sejac=>"a; Entaotemos: cTx =3 alx = >b;. Além disso, para
qualquer z € F e qualquer 7, Eceelmos alx > b, ecltx = Z:IZI;FX > Zjlet; Isto mostra que x
¢ uma solugao étima para o problema de minimizacao 15; fungéoiﬁojetivo f = cTx sobre

a regiao F. Além disso, a igualdade ¢ mandita se, e somente se, ajfx = b; para todo i € I.
Visto que x é uma solugao basica factivel, existem n restrigoes linearmente independentes
que estao ativas em x, e x ¢ a Unica solugdo para o sistema de equagoes al'x = b;,i € [

Tx na regiao F e,

(Teorema [A.1)). Portanto, segue que x é o tnico valor que minimiza c
dessa forma, x é um vértice de IF.
De i) e ii), concluimos que a afirmacao de que se x é um vértice se, e somente se, X

é uma solugao basica factivel € VERDADEIRA. |
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Apeéendice B

Plano Cartesiano
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