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RESUMO

Neste trabalho, mostraremos que dado um triangulo e trés cevianas que se interse-
tam em um ponto P, existe uma conica que passa pelos pontos médios dos lados, pelos
pés das cevianas e pelos pontos médios dos segmentos que unem P aos vértices do
tridngulo. Antes de apresenta-lo, contudo, exploraremos a Reta de Euler, a Circunfe-
réncia dos Nove Pontos e algumas de suas principais propriedades. Finalizaremos este
trabalho com duas sugestdes de atividades que permitirdo ao aluno construir concei-
tos matematicos de maneira informal, intuitiva e lidica, despertando seu interesse por

Geometria e pela Matemadtica em geral.

Palavras-chave: Reta de Euler, Circunferéncia dos Nove Pontos, Teorema de Feuer-

bach, Conica dos Nove Pontos
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ABSTRACT

In this work, we will show that given a triangle and three cevians that intersect at a
point P, there is a conic that passes through the midpoints of the sides, the feet of the
cevians and the midpoints of the segments that join P to the vertices of the triangle.
Before presenting it, however, we will explore the Euler Line, the Nine-Point Circle and
some of its main properties. We will finish this work with two suggestions of activities
that will allow the student to construct mathematical concepts in an informal, intuitive

and playful way, arousing his interest in Geometry and Mathematics in general.

Keywords: Euler Line, Nine-Point Circle, Feuerbach’s Theorem, Nine-Point Conic
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INTRODUCAO

Nesta dissertacdo, apresentaremos uma generalizacdo da conhecida Circunferéncia
dos Nove Pontos, um assunto atraente e que possibilita diversas abordagens e refle-

x0es.

Ao buscar um tema para este trabalho, li alguns textos procurando um tépico de meu
agrado, que possibilitasse aprimorar o que aprendi no curso e que tivesse impacto na
pratica didatica em sala de aula. O primeiro artigo que me chamou a atencao, [[13]],
traz uma abordagem conceitual da Reta de Euler e da Circunferéncia dos Nove Pontos.
Os tdpicos tratados despertaram meu interesse, porém a abordagem ndo me pareceu
adequada para os propositos desta dissertacdo. Realizando pesquisas para aprofundar
o assunto, encontrei em [|16] a possibilidade de considerar uma generalizacdo bas-
tante razodvel da Circunferéncia dos Nove Pontos. A partir dai, o tema estava definido
e tal escolha se deu pelo fato dos tdpicos tratados estarem diretamente ligados a assun-
tos pertencentes ao curriculo da Educacédo Bdsica, proporcionarem questionamentos e
conjecturas naturais e, também, pelo fato de problemas envolvendo Geometria serem

visuais, facilitando abordagens ludicas.
Nesse sentido, organizamos este trabalho em cinco capitulos.

O Capitulo 1 tem como objetivo apresentar as definicOes basicas necessarias para
a leitura desta dissertacdo, fixar nomenclaturas e notacoes e enunciar resultados que

serdo utilizados mais adiante.

No Capitulo 2, mostraremos que o circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um
triangulo qualquer sdo colineares, sendo a reta que os contém (no caso de um triangulo
ndo-equildtero) denominada Reta de Euler. A demonstracao deste resultado fard uso
de uma linguagem vetorial que inclui a nocdo de coordenadas baricéntricas (escrita
de um ponto do plano como média ponderada dos vértices de um tridangulo). Por
fim, apresentaremos relacOes similares as existentes na Reta de Euler envolvendo o
incentro, o baricentro e outros dois pontos interessantes — a saber, o incentro do

triangulo medial e o Ponto de Nagel.



INTRODUCAO

O Capitulo 3 é dedicado a Circunferéncia dos Nove Pontos e algumas de suas prin-
cipais propriedades. Apresentaremos duas demonstracoes bastante diferentes do fato
de que, em um triangulo qualquer, a circunferéncia que passa pelos pontos médios dos
lados também passa pelos pés das alturas, bem como pelos pontos médios dos segmen-
tos que unem o ortocentro aos vértices desse triangulo. Mostraremos também que o
centro dessa circunferéncia pertence a Reta de Euler e que a medida de seu raio cor-
responde a metade da medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo em
questdo. Por fim, apresentaremos uma demonstragao do Teorema de Feuerbach, o qual
afirma que a Circunferéncia dos Nove Pontos de um triangulo ndo equildtero tangencia

tanto a circunferéncia inscrita quanto as suas trés circunferéncias ex-inscritas.

No Capitulo 4, apresentaremos o principal resultado desta dissertacdo — a saber,
a existéncia de uma conica que passa pelos pontos médios dos lados, pelos pés de
trés cevianas quaisquer que se intersetam em um ponto P e pelos pontos médios dos
segmentos que unem P aos vértices do triangulo fixado. Para demonstrar tal teorema,
serd preciso fixar um sistema de eixos ndo necessariamente ortogonais. Faremos, entéo,
o estudo da representacdo das conicas em um sistema de eixos obliquos via mudanca
de coordenadas. Apesar deste resultado ser conhecido, ndo encontramos nenhuma

demonstracdo do mesmo em lingua portuguesa.

Finalizaremos este trabalho apresentando, no Capitulo 5, duas sugestoes de ativida-
des para serem realizadas em sala de aula com os alunos. A primeira € direcionada ao
anos finais do Ensino Fundamental II e envolve dobraduras de papel. Nela, construi-
remos os pontos notaveis de um triangulo, destacaremos a Reta de Euler e, por fim,
a Circunferéncia dos Nove Pontos. A segunda, por sua vez, é direcionada ao Ensino
Médio e faz uso do GeoGebra, um software de matematica dindmica gratuito e de facil
manipulagdo. Nela, construiremos os pontos notaveis de um tridngulo, a Reta de Euler,

a Circunferéncia dos Nove Pontos e, por fim, a Cénica dos Nove Pontos.

No decorrer do trabalho, procuramos utilizar uma linguagem uniforme e de fécil
entendimento, sem deixar de lado uma riqueza de abordagens. O trabalho também
conta com muitas figuras, a fim de tornar visuais as problemadticas e facilitar sua com-

preensao.



PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é introduzir os principais conceitos trabalhados no texto.
Nosso intuito sera tdo somente apresentar as definicoes basicas necessarias, bem como
fixar nomenclaturas e notacoes empregadas ao longo do mesmo e enunciar resultados
que serdo utilizados mais adiante. As principais referéncias adotadas foram [9], [[10],
[11]] e [I5].

1.1 GEOMETRIA

No que segue, estaremos sempre trabalhando em um plano fixado.

A reta determinada por dois pontos distintos A e B sera denotada por AB e, como
¢ usual, a mesma notacfio serd empregada para indicar a medida do segmento AB de

extremos A e B.

Recordamos que a bissetriz de um angulo é a semirreta que o divide em dois outros
congruentes e que a mediatriz de um segmento € a reta perpendicular ao segmento

que contém seu ponto médio.

Figura 1: Bissetriz de um angulo.



4

PRELIMINARES

Figura 2: Mediatriz de um segmento.

Chamamos de lugar geométrico o conjunto de todos os pontos do plano que satisfa-
zem uma determinada propriedade. Assim, se L é o lugar geométrico dos pontos que
satisfazem a propriedade P, temos que: (1) todo ponto de L satisfaz P e (2) os Uinicos

pontos do plano que satisfazem a propriedade P sdo os pontos de L.

Exemplo 1.1. A bissetriz de um angulo € o lugar geométrico dos pontos do plano que

equidistam dos lados do angulo.

Figura 3: A bissetriz como lugar geométrico.

Exemplo 1.2. A mediatriz de um segmento é o lugar geométrico dos pontos do plano

que equidistam dos extremos desse segmento.

Figura 4. A mediatriz como lugar geométrico.



1.1 GEOMETRIA

Chamaremos de ceviana a qualquer segmento, semirreta ou reta que passa por um
vértice do triangulo e interseta a reta suporte do lado oposto a esse vértice em um
ponto.

=

Figura 5: Ceviana.

Exemplo 1.3. Em um tridngulo ABC, a mediana relativa ao lado AB (ou ao vértice
C) é o segmento que une o vértice C ao ponto médio do lado AB. Analogamente

definem-se as medianas relativas aos lados AC e BC.

Figura 6: Mediana relativa ao lado AB.

Exemplo 1.4. Em um tridngulo ABC, a altura relativa ao lado AB (ou ao vértice C) é o
segmento que une o vértice C ao pé H, da perpendicular baixada de C a reta AB. Neste
caso, o ponto H, é denominado o pé da altura relativa ao vértice C. Analogamente

definem-se as alturas relativas aos lados AC e BC, assim como seus respectivos pés.
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Figura 7: Altura do tridngulo acutangulo relativa ao lado AB.

Figura 9: Altura do tridngulo obtusangulo relativa ao lado AB.



1.1 GEOMETRIA

Exemplo 1.5. Dado um tridngulo ABC, as bissetrizes de seus 4ngulos internos A, B e

C sdo cevianas e serdo denominadas bissetrizes do triangulo ABC.

Figura 10: Bissetriz do angulo C do triAngulo ABC.

Exemplo 1.6. Dado um tridngulo ABC, as bissetrizes de seus angulos externos tam-

bém sdo cevianas e serdo denominadas bissetrizes externas do triangulo ABC.

Figura 11: A bissetriz externa do angulo C do tridngulo ABC.

1.1.1 Pontos notdveis de um tridngulo

Seja ABC um triangulo.

As mediatrizes de AB e AC concorrem em um ponto O. Como O pertence a media-
triz de AB, temos que OA = OB. Analogamente, concluimos que OA = OC. Portanto,
OB = OC, o que implica que O pertence a mediatriz de BC.



8

PRELIMINARES

Definicdo 1.1. O ponto de encontro O das trés mediatrizes de um tridngulo é denomi-

nado o seu circuncentro.

Figura 12: Circuncentro do tridngulo ABC.

Observe que o circuncentro O do triangulo ABC é o centro da circunferéncia cir-

cunscrita ao mesmo (isto é, O é o centro da circunferéncia que passa por A, B e C).

Figura 13: Circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC.

As bissetrizes internas de B e C concorrem em um ponto I. Como I pertence a
bissetriz de B, temos que a distancia de I ao lado AB ¢é igual a distancia de I ao lado
BC. Analogamente, concluimos que a distancia de I ao lado AC ¢ igual a distAncia de
I ao lado BC. Portanto, a distincia de I ao lado AB ¢ igual a distancia de I ao lado

AC, o que implica que I pertence a bissetriz de A.



1.1 GEOMETRIA

Definicdo 1.2. O ponto de encontro I das trés bissetrizes de um triangulo é denomi-

nado o seu incentro.

Figura 14: Incentro do tridngulo ABC.

Observe que o incentro I do tridngulo ABC é o centro da circunferéncia inscrita ao
mesmo (isto €, I é o centro da circunferéncia que tangencia internamente os trés lados

do tridngulo em questao).

Figura 15: Circunferéncia inscrita ao tridngulo ABC.

Sejam r a reta paralela ao lado BC passando pelo vértice A, s a reta paralela ao lado
AC passando pelo vértice B e t a reta paralela ao lado AB passando pelo vértice C.

Sejam, ainda, D, E e F as intersecbes de s e f, de t e r e de r e s, respectivamente.

9



10 PRELIMINARES

Figura 16: Retas paralelas aos lados do triangulo ABC passando pelos vértices.

Como AF é paralelo a BC, /ABC = /BAF. Da mesma forma, BF é paralelo a AC e
/BAC = /ABF. Sendo o lado AB comum, pelo critério ALA, os triAngulos BAF e ABC
sdo congruentes. De forma analoga, temos que os tridngulos CEA e DCB também sdo
congruentes ao triangulo ABC. Assim, FA = AE, FB = BD e EC = CD, ou seja, os
pontos A, B e C sdo os pontos médios dos lados do tridngulo DEF. As retas suportes
das alturas do triangulo ABC sdo as mediatrizes do tridangulo DEF e, portanto, se

intersetam em um Unico ponto.

Figura 17: Intersecdo das retas suportes das alturas do tridngulo ABC.



1.1 GEOMETRIA

Definicdo 1.3. O ponto de encontro H das trés alturas de um tridngulo é denominado

O seu ortocentro.

Figura 18: Ortocentro do triangulo ABC.

Sejam M,, M, e M. os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente. Seja
G; o ponto de intersecio das medianas AM, e BM,. Sejam, ainda, X e Y os pontos
médios dos segmentos AG; e BG;, respectivamente. Aplicando o teorema da base
média do tridngulo (Teorema [1.9) no tridngulo ABC, concluimos que M, M, é metade
de AB e que M,M,, é paralelo a AB. Aplicando o mesmo resultado no tridAngulo ABGj,
concluimos que XY também é metade de AB e que XY também ¢é paralelo a AB.
Portanto, M, M, = XY e M, M, é paralelo a XY. Logo, M, M, XY é um paralelogramo.
Temos, portanto, que XGy = G1M,; e YG; = G1M,. Logo, AGy; = 2G1M, e BGy =
2G1 M.

C

X
/// \\\

Figura 19: intersecdo das medianas AM, e BM,,.

Sendo G; o ponto de intersecdo das medianas AM, e CM,, de forma anéloga obte-

remos que AG, = 2GoM,; e CGp = 2Go,M,.. Consequentemente, temos que G; = Go.

11
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Logo, todas as medianas se cruzam em um mesmo ponto G, que divide cada uma delas

na razdo 2 : 1 a partir do vértice correspondente.

Definicdo 1.4. O ponto de encontro G das trés medianas de um triangulo é denomi-

nado o seu baricentro.

Figura 20: Baricentro do tridngulo ABC.

As bissetrizes externas de A e C concorrem em um ponto I,. Como I, pertence a
bissetriz externa de A, temos que a distincia de I, a reta AB é igual & distancia de I, &
reta AC. Analogamente, concluimos que a distancia de I, a reta AC € igual a distancia
de I, a reta BC. Portanto, a distancia de I, a reta AB ¢é igual a distdncia de I, a reta

BC, o que implica que I, pertence a bissetriz de B.

Definicao 1.5. O ponto de encontro das bissetrizes externas de dois dngulos de um
triangulo com a bissetriz do terceiro angulo é denominado um ex-incentro desse trian-

gulo.

Figura 21: Um ex-incentro do tridngulo ABC.



1.1 GEOMETRIA

Observe que cada ex-incentro € o centro da unica circunferéncia tangente a um dos
lados do triangulo e aos prolongamentos dos outros dois, denominada circunferéncia

ex-inscrita.

Figura 22: As trés circunferéncias ex-inscritas do triangulo ABC.

1.1.2 Resultados

Nesta secdo, enunciaremos os resultados utilizados nos capitulos subsequentes, na
ordem em que serdo invocados. As demonstracoes de todos eles podem ser encontra-
das em [11].

Teorema 1.6 (Teorema das bissetrizes). As bissetrizes de um tridngulo dividem o lado

oposto em partes proporcionais aos lados adjacentes. Em outras palavras, se X é o ponto

de intersecdo da bissetriz interna do dngulo A com o lado BC, entdo % = %.

Figura 23: Teorema das bissetrizes.

13
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Teorema 1.7. Seja ABC um tridngulo e sejam a = BC, b = AC, ¢ = AB e s o seu
semiperimetro. Sejam R,, R, e R., respectivamente, os pontos onde a circunferéncia
inscrita ao tridngulo ABC tangencia os lados BC, AC e AB. Seja, ainda, K, o ponto
de intersecdo da circunferéncia ex-inscrita com o lado BC e sejam X, e Y, os pontos

de interse¢do da circunferéncia ex-inscrita com os prolongamentos dos lados AB e AC.
Entdo:

(1) ARy=AR.=s—a, BR,=BR.=s—beCR;=CRy,=s—c;
2) AX, =AY, =s;

(4) RbYa = cha =da.

Figura 24: Pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita e de uma ex-inscrita com os lados do
triangulo.

Teorema 1.8 (Teorema de Ceva). Seja ABC um tridngulo e sejam AP, BP, e CP,
cevianas. As trés cevianas sdo concorrentes em um tnico ponto P se, e somente se,

CPb BPC CPa_ )

Figura 25: Teorema de Ceva.



1.1 GEOMETRIA

Teorema 1.9 (Teorema da base média do tridngulo). O segmento que une os pontos
médios de dois lados de um tridngulo € paralelo ao terceiro lado, e sua medida € igual a

metade da medida do terceiro lado.

80

Figura 26: Teorema da base média do tridngulo.

Teorema 1.10 (Teorema do quadrildtero inscritivel). Uma condi¢do necessdria e sufici-
ente para que um quadrildtero convexo seja inscritivel é que seus dngulos opostos sejam

suplementares.

Figura 27: Quadrildtero inscritivel.

Teorema 1.11. A hipotenusa de um tridngulo retdngulo coincide com o didmetro da

circunferéncia que o circunscreve.

Figura 28: A hipotenusa do triangulo ABC corresponde ao diametro da circunferéncia.

15



16 PRELIMINARES

Teorema 1.12. Se a distdncia entre os centros de duas circunferéncias ¢ igual a dife-
rencga positiva das medidas de seus raios, entdo elas sdo tangentes internamente (ou seja,

possuem somente um ponto em comum e uma € interior a outra).

Figura 29: Circunferéncias tangentes internamente.

Teorema 1.13. Se a distdncia entre os centros de duas circunferéncias é igual a soma das
medidas de seus raios, entdo elas sdo tangentes externamente (ou seja, possuem somente

um ponto em comum e uma € exterior a outra).

Figura 30: Circunferéncias tangentes externamente.

1.2 VETORES E GEOMETRIA ANALITICA

O comeco de todos os livros de Geometria Analitica pesquisados é parecido: apds
definir o vetor zﬁ como o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes ao
segmento orientado AB, sdo introduzidas as nog¢des de adicao de vetores, de multipli-

cacdo de vetor por escalar e, em alguns casos, de soma de ponto com vetor.

Uma das primeiras consequéncias da definicdo de multiplicacdo de vetor por escalar

¢ dada pela seguinte proposicao, que utilizaremos adiante:



1.2 VETORES E GEOMETRIA ANALITICA

—
Proposicdo 1.14. Um ponto X pertence a reta AB se, e somente se, AX = /\z@ para
algum A € R.

Fixado um sistema de eixos ortogonais em relacdo ao qual A = (x1,y1) € B = (x2, i2),
escrevemos 1@ = (x2 — x1,y2 — y1). Esta notacdo se comporta bem em relacio as
operacOes mencionadas e € bastante util — por exemplo, podemos escrever o ponto
médio M do segmento AB, M = (3322, Y152) ' como M = A + 3 AB.

Recordamos que um vetor T é muiltiplo do vetor U se existe A € R tal que T =
A, Mais geralmente, dizemos que um vetor T é combinagdo linear dos vetores
v_f, v_f,..., Ef se existem numeros reais A, Ay, ..., A,, tais que v = /\1v_1> + /\20_2> +

...+)\nv_n>.

Talvez o principal resultado envolvendo vetores que serd utilizado nesta dissertacao

seja o seguinte:

Proposicdo 1.15. Se nenhum dos vetores Wedé multiplo do outro, entdo todo vetor

;. . . - . —
do plano se escreve de uma tinica maneira como combinagdo linear de WeT.

A nocdo de produto escalar o -7 dos vetores i e T (e, em particular, a de
norma ]7] de um vetor 7 ) também ser4 utilizada neste trabalho — sobretudo suas

propriedades de bilinearidade e o seguinte resultado:

Proposicdo 1.16. Dois vetores sdo ortogonais se, e somente se, o produto escalar deles é

zero.

As demonstracdes dos resultados enunciados nesta se¢do, bem como uma apresen-

tacdo aprofundada dos conceitos mencionados, podem ser encontradas em [2] e [5].
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Neste capitulo, apresentaremos o seguinte resultado (estabelecido pelo matematico
suico L. P. Euler no artigo Solutio facilis problematum quorumdam geometricorum diffi-
cillimorum, escrito em 1763 e publicado em 1767): em todo triangulo, o circuncentro,
o baricentro e o ortocentro sdo colineares. No caso de um tridngulo nao equilatero, a

reta que contém esses pontos é conhecida como Reta de Euler|]]

Buscando reconstruir o tridangulo ABC dados seus pontos notdveis O, G, H e I, Euler
percebeu que OH = %GH e que OG = %GH e, dessas igualdades, concluiu que o ponto
O esta localizado na mesma reta que passa por G e H. Ele verificou também que I
pertence a reta em questdo se, e somente se, o triangulo € isdsceles. Para maiores

detalhes, recomendamos a leitura de [15]].

Existem diversas demonstracdes desse resultado na literatura, inclusive em lingua
portuguesa — como exemplos, citamos [3]] e [8]]. A que apresentaremos neste trabalho
utiliza fortemente a linguagem de vetores e, assim como as outras duas mencionadas,

a conhecida igualdade G = 4+5+€,

A possibilidade de escrever um ponto como média ponderada dos vértices de um
triangulo fixado nos permite obter resultados interessantes em Geometria (como o
Teorema de Feuerbach, enunciado e demonstrado no préximo capitulo). Nesse sentido,

dedicaremos a primeira secdo deste capitulo ao estudo dessa propriedade.

Como, em geral, o incentro nio pertence a Reta de Euler, encerraremos este capitulo
apresentando relacOes similares as existentes na Reta de Euler envolvendo este ponto

notdvel e outros trés pontos interessantes do triangulo.

No caso de um tridngulo equilatero, esses trés pontos coincidem com o incentro, ndo determinando uma

reta.
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2.1 COORDENADAS BARICENTRICAS

Fixado um sistema de eixos ortogonais e dados os pontos ndo colineares A = (x1, y1),
B = (x2,12) e C = (x3,y3), mostraremos que qualquer ponto do plano determinado por
A, B e C pode ser escrito como uma média ponderada dos vértices do tridngulo ABC,
com pesos cuja soma ¢ igual a 1. No caso do baricentro, mencionado na introducdo

deste capitulo, os pesos sdo todos iguais a %

Proposicdo 2.1. Se X ¢ um ponto do plano determinado por A, B e C, entdo existem

tnicos nimeros reais a, B e 7y tais que X =aA+pBB+yCea+p+7 = 1.EI

ce

yC
aA+BB+yC

A\ 4

Figura 31: Coordenadas baricéntricas.

Demonstragdo. Observe que X = oA+ BB+ yC com a + B+ = 1 se, e somente se,
X=aA+BB+(1—a—p)Ceque

X=aA+BB+(1—-a—-B)C <+= X—-C=aA+pB+(—a—p)C
— X-C=a(A-C)+pB-C0C)
— &zaﬁéﬁﬁ@.

Como A, B e C sdo néo colineares, temos que CTLX> e C? ndo sdo multiplos um do
outro e, portanto, existem unicos «, B € R tais que CX = a(ﬁ + ,B@. O

Definicdo 2.2. Dizemos que («, B, y) sdo as coordenadas baricéntricas de X em relagdo

ao tridngulo ABC e escrevemos X = («, 3, 7).

2 Anotagdo X = wA + BB + yC significa que X = (x,y) com x = axq + fxy +yx3 € y = ay; + By2 + VY.
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Exemplo 2.1. Seja M. o ponto médio do lado AB do tridngulo ABC. As coordenadas

baricéntricas de M, em relacdo ao triangulo ABC sao (%, %, O). De fato,

1 2A+B-A 1 1. 1. 1
MC_A+§1@_f_§A+§B_§A+§B+O-C.

Logo,

v

00

Figura 32: Coordenadas baricéntricas de um ponto médio.

Analogamente, sendo M, e M, os pontos médios dos lados AC e BC, respectiva-

1 1
M = 710/7

11
Ma— <0,2,2>.

Vamos generalizar o exemplo acima e determinar as coordenadas baricéntricas de

mente, temos

um ponto qualquer sobre um dos lado do tridngulo ABC.

Proposicdo 2.3. Sejam a, b e c, respectivamente, as medidas dos lados BC, AC e AB do

tridngulo ABC. Se X é um ponto sobre o lado BC, entdo as coordenadas baricéntricas

de X em relagdo ao tridngulo ABC sdo (0, %, %) Analogamente, se X é um ponto

sobre o lado AB, entdo X = (%8, XA () e se X é um ponto sobre o lado CA, entdo

¢’ ¢
X (30,4
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~ . .~ H .8 XB .
Demonstragdo. Seja X um ponto sobre BC. Note que BX =t - BC com t = <>, Assim,
X — B = t(C — B) e, portanto,
X = (1-tHB+tC
= <1—XB)B+<XB>C
a a

- () X

a

= 0-A+X—CB+§C.
a a

Logo,

v

00

Figura 33: Coordenadas baricéntricas de um ponto sobre um dos lados do triangulo.

Analogamente, se X é um ponto sobre o lado AB, entéo

x- (X8 X4,0)
Cc C

e se X é um ponto sobre o lado CA, entédo
XC XA
x= (260.54).
O

A seguir, obteremos as coordenadas baricéntricas do baricentro e do incentro de um
triangulo ABC. Ao leitor interessado em obter um resultado similar para o ortocentro

e circuncentro, sugerimos consultar [8].



2.1 COORDENADAS BARICENTRICAS

Exemplo 2.2. Se G é o baricentro do tridngulo ABC, entéo

111
G‘<3’3’3>'

M

v

“100)

Figura 34: Coordenadas baricéntricas do baricentro.

Demonstracdo. Seja G’ um ponto pertencente ao plano determinado por A, B e C,

cujas coordenadas baricéntricas em relacdo ao tridngulo ABC sdo (%, %, %) Vamos

mostrar que G’ pertence as trés medianas do tridngulo ABC e, portanto, G’ = G.

Sendo CM, a mediana relativa ao vértice C, temos que

C+2CM = C+§(MC—C)

3
= C+§Mc—§c
= C+§<;A+;B>—§C
= %A+%B+%C

= G
e, portanto, G’ pertence a CM.,.

De forma andloga, verifica-se que G’ pertence as outras duas medianas do tridngulo

ABC e, portanto, G’ = G. Assim,
111
G= (3' 3 3) -

23
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Exemplo 2.3. Se I é o incentro do tridngulo ABC, entdo

(o (2 b ¢
“\ 25" 25" 2s

onde a4, b e ¢ denotam, respectivamente, as medidas dos lados BC, AC e ABes éo

semiperimetro do tridngulo ABC.

7(0,0)

Figura 35: Coordenadas baricéntricas do incentro.

Demonstragdo. Seja I’ um ponto pertencente ao plano determinado por A, B e C, cu-
jas coordenadas baricéntricas em relacdo ao triangulo ABC séo (2%, 2—1’5, 2%) Vamos

mostrar que [’ pertence as trés bissetrizes do tridngulo ABC e, portanto I’ = I.

Sejam B4 a bissetriz do angulo A e X o ponto obtido pela intersecéio de B4 com o
lado BC. Temos, pela Proposicio que X=0-A+ XTCB + %C . Vamos encontrar as

medidas de % e % em funcdo dea, b, c e s.
Aplicando o Teorema ao tridngulo ABC, sobre o angulo A, obtemos a seguinte

relacdo:

XB_AB_c
XC AC b
Sabendo que XB+ XC =BC =ae2s=a+b+c, temos que
XB XB c XB c XB c

C
XC~ b XC+BX b+c  BC bic a4 25—a

XC b XC b XC

b
XB ¢  XB+XC c+b  BC b+c a4 2s—a
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Entao,
c
X_O-A+2 —aB+25—a
Como
A+<252;”)E>< - A+(252;a>(X—A)
25 — 2s —
- A+< 525a>'x_< 525a> A
- <1—252ga>A+<252_a)-<O-A+2S_HB+ZSC_QC>
B <25_zzss+a>A+(252;61'2519—51)3 (252;a'2sc—a>
- 2”SA+2bSB 2ic
=T

concluimos que I’ pertence a B 4.

De forma andloga, podemos verificar que I’ também pertence as outras duas bisse-

trizes do tridingulo ABC e, portanto, I’ = I. Assim,

(- (2 b ¢
T\ 2s"2s"2s )
O

Encerraremos esta secdo apresentando as coordenadas baricéntricas dos ex-incentros

de um triangulo ABC.

Exemplo 2.4. Se [, é o incentro da circunferéncia ex-inscrita do triangulo ABC oposta

ao vértice A, entdo

I, = < —a ’ b , c )
2(s —a) 2(s —a) 2(s —a)
onde a4, b e ¢ denotam, respectivamente, as medidas dos lados BC, AC e ABes éo
semiperimetro do triangulo ABC. Analogamente, se I, é o incentro da circunferéncia
ex-inscrita oposta ao vértice B e I, € o incentro da circunferéncia ex-inscrita oposta ao

vértice C, entio

I—( a —b c )
T \2(s—b) 2(s—b) 2(s — b)

a b —c
L= (2(5 —0c) 2(s—c¢) 2(s —c)) '

25
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Demonstragcdo. Vamos obter as coordenadas baricéntricas do ponto I, utilizando as
ideias e os calculos do Exemplo

No Exemplo as coordenadas baricéntricas de I, incentro do tridngulo ABC, fo-

2s—a
2s

do angulo A com o lado BC. Sabemos que o ponto I, também pertence a essa bissetriz,

. , R . ~ . .
ram obtidas através da soma A + ( ) AX, sendo X o ponto de intersecdo da bissetriz

entdo basta verificar a que distancia ele estd do vértice A.

Pelo Teorema temos que AX, = s e AR, = s —a. Como ambos os segmentos

IR, e 1, X, sdo perpendiculares a reta AB, temos dois tridngulos semelhantes (AIR, e

ALX,) e, portanto, AL = Al

> ARc — AX,"

Figura 36: Triangulos semelhantes.

Logo,
Al S
Al s—a’
Portanto,
Al
Iu = A+Alam
s
= A I—A
e )
2s a b c
= A+2(s—a)'<25A+ZsB+25C_A>
a 2s b c
= (1 — A B
<+2(s—a) 2(s—a)> +2(s—a) +2(s—a)c
2(s —a)+a—2s b c
= A B
2(s —a) +2(s—a) +2(s—a)c
—a b c
= A .
TR S TP TP o
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Assim,
[ —a b c
" \2(s—a) 2(s—a)’ 2(s—a) )"
Analogamente,
I - a —b c
"7\ 2(s—b)’ 2(s — b)’ 2(s — b)
e

a b —c
L (2(5 —0c) 2(s—c¢)" 2(s — c)) '

2.2 A RETA DE EULER

Mostraremos nesta secdo que o circuncentro (O), o baricentro (G) e o ortocentro (H)
de um triangulo qualquer sdo colineares. Na realidade, provaremos que O—I>{ = 30?
— 0 que, além de implicar que esses trés pontos estdo alinhados, nos permite concluir
que G e H estdo na mesma semirreta de origem O e que a medida do segmento OH ¢é

o triplo da medida do segmento OG.

c

Figura 37: A Reta de Euler
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Teorema 2.4. (7){ = 30%.

Demonstragdo. Se H' = O + 30?, entdo

—
OH = 30C
- 3(G-0)
= 3G -30
_ 3<A+B+C>_3O
3
= A+B+C-30

= (A-0)+(B-0)+(C—-0)

- OA+0B+0C.

Além disso,

AH - Ch

[A0 + OH'] - [CO + OB]

- [-OA+(0A+0B+00)]-[CO+0B]

- [0B+00C)]-[CO+O0B]

= [B-0)+(C-0)]-[-(C-0)+(B-0)]

— (B—=0)-(B—0)—(B—0)-(C—0)+(C—0)-(B=0)—(C—0)-(C—0)
— (B=0)-(B—0)—(C-0)-(C—-0)

- |OBP—|OCJ.

Sendo O o circuncentro do tridngulo ABC, temos que |l@|2= |(?? . Logo, Xf—f/ :
(ﬁ = 0, o que implica AH' | CB. Assim, AH’ é a altura do tridngulo ABC sobre o
lado CB. De forma analoga, BH' |. CAe AH' 1 CB. Como H' pertence as trés alturas
do tridngulo ABC, temos que H' = H. Portanto, O—I>{ = 30—G>. O

2.3 SOBRE O INCENTRO

Na secdo anterior, mostramos que trés dos quatro pontos notdveis de um triangulo
sdo colineares e que a distancia entre o baricentro e o ortocentro é o dobro da distancia

entre o circuncentro e o baricentro.

Nesta, mostraremos que a reta determinada pelo incentro e pelo baricentro de um

triangulo ndo equildtero contém outros dois pontos interessantes e faremos uma com-
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paracdo da distribuicdo desses quatro pontos com os pontos da Reta de Euler destaca-

dos neste trabalho. Nossa principal referéncia sera [4].

Inicialmente, vamos obter as coordenadas baricéntricas do incentro (I’) do tridngulo
medial de um triangulo ABC e, na sequéncia, mostrar que este ponto pertence a reta

que contém o incentro (I) e o baricentro (G).

Proposicéo 2.5. O ponto I, incentro do tridngulo medial do tridngulo ABC, tem coor-

b+c a+c a+b
4s ' 4s ' 4s

onde a, b e ¢ denotam, respectivamente, as medidas dos lados BC, CA e AB e s é o

denadas baricéntricas

semiperimetro do tridngulo ABC.

Figura 38: Ponto I’, incentro o triAngulo medial.

Demonstragdo. Vamos determinar as coordenadas baricéntricas do ponto I’, incentro
do tridngulo medial M, M, M,, utilizando o Exemplo Sabemos que, se tratando de
um tridngulo medial, seus lados medem metade dos lados e seus vértices sdo os pontos

médios do tridngulo ABC, cuja as coordenadas baricéntricas foram determinadas no

Exemplo

a b c

) 2 2

I = EMQ‘FEMZJ'FEMC
2 2 2
a (1. 1 b1, 1 c /1. 1

= 2B+ C)+ L (A+=C)+ S (A+:B

25<2 +2C>+25 <2 +2C>+25<2 +2)
a

a b b c c
= £B+£C+£A+£C+£A+£B
b+c a+c a+b
= I A+ i B+ P C.
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Portanto, as coordenadas baricéntricas do incentro do tridngulo medial do triangulo

ABC sao
- b+c a+c a+b
o\ 4s 7 4s 7 4s )

O]

Utilizando o resultado obtido na proposicdo anterior, vamos mostrar que incentro
do triangulo medial pertence a mesma reta que contém o incentro (I) e o baricentro
(G) do triangulo ABC.

Teorema 2.6. Dado um tridngulo ABC qualquer, o incentro I' do seu tridngulo medial

—
pertence a reta que contém o seu incentro e o seu baricentro, e mais: Iﬁ =2GI.

Figura 39: O ponto I’ pertence a reta que contém o o incentro e o baricentro do tridngulo
ABC.

Demonstracdo. Temos que:

1 1
G+§Iﬁ = G+5-(G-D)
. 2G+G—1
- 2
3(%A+%B+%C)—(%A+%B+i€)
- 2
_ A+B+C a2, b,
- 2 4s 4s 4s
2s—a 2s—b 2s—¢
= A
4s * 4s B+ 4s c
b+c a+c a+b
T 4s A+ 4s B+ 4s c

= I.
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Logo, o incentro do triangulo medial pertence a reta que contém o incentro e o

baricentro do tridangulo ABC. Além disso,
—
%Iﬁ -I'-G=GI

e, portanto,
—
Iﬁ =2GI.

O]

Agora vamos mostrar que as cevianas determinadas pelos pontos de intersecdo das
circunferéncias ex-inscritas com os lados do triangulo se intersetam em um unico
ponto. Em seguida, obteremos as coordenadas baricéntricas deste ponto para depois

provar que ele também pertence a reta que contém o incentro (I) e o baricentro (G).

Figura 40: Circunferéncias ex-inscritas e seus pontos de intersecdo com os lados do tridngulo
ABC.

Proposicao 2.7. As cevianas AK,, BK, e CK, se intersetam em um unico ponto K, cha-

mado Ponto de Nagel, onde K,, K, e K, sdo os pontos de intersegdo das circunferéncias

ex-inscritas com os lados BC, AC e AB, respectivamente, do tridngulo ABC.
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Figura 41: Ponto de Nagel.

Demonstragdo. Do Teorema|[l.7]segue que
AC+CK,=AC+ AK.=AB+BK, = AB+ AK, = BC+ BK, = BC + CK,,.

Logo,
CK, = AK;, BK, = AK; e BK,; = CK}

o que implica
AK. BK; CK, _ 1

BK. CK, AK,
Pelo Teorema 1.8|concluimos que essas trés cevianas se intersetam em um tnico ponto.
Ul

Agora vamos obter as coordenadas baricéntricas do Ponto de Nagel. Para isso, utili-
zaremos o resultado da Proposicio[2.3|e do Exemplo

Proposicao 2.8. O ponto de Nagel K do tridngulo ABC tem coordenadas baricéntricas

K< <s—a’s—b’s—c>
s S s

onde a, b e ¢ denotam, respectivamente, as medidas dos lados BC, CA e AB e s é o

semiperimetro do tridngulo ABC.

Demonstragdo. Seja K’ um ponto pertencente ao plano determinado por A, B e C, com
coordenadas baricéntricas (%, %, %) Sejam K, K, e K. os pontos de intersecao

das circunferéncias ex-inscritas com o tridngulo ABC. Vamos mostrar que K’ pertence

as trés cevianas AK,, AK, e AK, do tridngulo ABC e, portanto, K’ = K.
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Tracando a ceviana AK,, o ponto K, ser4 a intersecfio de AK, com o lado BC. Temos,
pela Proposicéao que K, =0-A+ %B + %C . Vamos encontrar as medidas de <&

a

e @ em funcdo dea, b, ces.

Aplicando o Teorema ao tridngulo ABC, obtemos as seguintes relacdes:

AC+CK;=5s +b+CK,=5s - CK,;=s—0D

e
AB+BK,=s —+c+BK;,=s — BK, =5 —c.
Entao, )
Ko=0-A+>" B+%C.
Como
a\ — a
A+<;>AK,1 - A+(E)(KQ—A)
a s—b s—c¢ a
- A+(S)-<o A+>B+ c)-(s> A
- (—5)-A+S bprS=Cc
s
_ s—a'A+s—bB+s CC
s s s
= K

concluimos que K’ pertence a AK,.

De forma andloga, podemos verificar que K’ também pertence as outras duas cevia-
nas BKj;, e CK, do tridngulo ABC e, portanto, K’ = K.

K< (s—a/s—b/s—c>.
s s s

Assim,

O]

Utilizando o resultado obtido na proposi¢do anterior, vamos mostrar que o Ponto de
Nagel pertence a mesma reta que contém o incentro (I) e o baricentro (G) do tridngulo
ABC.

Teorema 2.9. Dado um tridngulo ABC, o Ponto de Nagel K pertence a reta que contém

0 seu incentro e o seu baricentro, e mais: 21% = GK.
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Figura 42: O ponto de Nagel pertence a reta que contém o incentro e o baricentro do tridngulo
ABC.

Demonstragcdo. Temos que:

G+2IC = G+2-(G—1T)
= G+2G-2I
1 1 1 a b c
= 3<3A+3B+3C>—2<25A+2SB+25C>
_ A+B+C-"a-tp_<C
s s s
_ s—aA+s—bB+s—cC
S S S
= K.

Logo, o ponto de Nagel pertence a reta que contem o incentro e o baricentro do trian-

gulo ABC. Além disso,
216 =K - G =GK.

O]

Pelos resultados obtidos nos Teoremas [2.6] e podemos concluir que os pontos I’
e K pertencem a reta que contém os pontos [ e G do triangulo ABC. A seguir, vamos

mostrar a relacdo entre esses dois pontos na reta IG.

Teorema 2.10. Dado um tridngulo ABC, o ponto de Nagel K e o incentro do tridngulo
medial I' pertencem a reta que contém o seu incentro e seu baricentro, e I' é o ponto

médio do segmento IK.
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Figura 43: O ponto de Nagel e o incentro do triangulo medial pertencem a reta que contém o

incentro e o baricentro do tridngulo ABC.

Demonstragdo. Utilizando os resultados obtidos nos Teoremas[2.6/e[2.9] vamos mostrar

que I’ é o ponto médio do segmento IK.

Pelo Teorema temos

i = 2Gr
G-1 = 2(' - G)
G-1 = 2I'-2G

3G = 2I'+1

Pelo Teorema|2.9] temos

21¢

=l

20G-1) = K-G
26-21 = K—G
3G = K+2I.

Comparando os dois resultados temos

35



36 A RETA DE EULER E O INCENTRO

2I'+1
21’
21’

I/

K+21
K+2I -1

2+ IK

I+
M

Portanto, I’ é o ponto médio do segmento I?

O

Vale ressaltar a existéncia de mais um ponto pertencente a Reta de Euler. Tal fato

serd demonstrado no préximo capitulo, na Proposicao e ele é o ponto médio do

segmento OH. Sendo assim, observe que o segmento [K possui as mesmas reparticoes

que o segmento OH da Reta de Euler.

Figura 44: Distribuicdo dos pontos nas duas retas destacadas.



A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS E O
TEOREMA DE FEUERBACH

Neste capitulo, mostraremos que dado um triangulo qualquer, a circunferéncia que
passa pelos pés das alturas também passa pelos pontos médios dos lados, bem como
pelos pontos médios dos segmentos que unem os vértices ao ortocentro desse tridangulo.
A ela, o matematico francés O. Terquem, em 1842, deu o nome de Circunferéncia dos

Nove Pontos.

Destacaremos, também, as seguintes propriedades da Circunferéncia dos Nove Pon-
tos: seu centro pertence a Reta de Euler e a medida de seu raio corresponde a metade

da medida do raio da circunferéncia que circunscreve o triangulo em questao.

Encerraremos este capitulo apresentando uma demonstracdo do Teorema de Feuer-
bach, o qual afirma que a Circunferéncia dos Nove Pontos de um triangulo néo equila-
tero tangencia tanto a circunferéncia inscrita quanto as trés circunferéncias ex-inscritas

do triangulo em questéo]T]

3.1 A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS

Iniciaremos esta secdo contextualizando historicamente a Circunferéncia dos Nove
Pontos, também conhecida como Circunferéncia dos Seis Pontos, Circunferéncia de

Euler, Circunferéncia de Feuerbach, Circunferéncia de Terquem, etc.

No caso de um tridngulo equildtero, a Circunferéncia dos Nove Pontos coincide com a circunferéncia

inscrita.
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Segundo [7], a descoberta dessa circunferéncia é frequentemente (e erroneamente)
atribuida a Euler. Nosso objetivo é esclarecer como se deu a sua descoberta e valorizar

o trabalho dos matematicos que efetivamente contribuiram com o assunto.

3.1.1 Breve histéria da Circunferéncia dos Nove Pontos

Em 1804, B. Bevan conjecturou um resultado — demonstrado em 1806, por J. But-
terworth — que envolvia, implicitamente, a Circunferéncia dos Nove Pontos e, como
consequéncia, algumas de suas propriedades (a saber, que seu centro é o ponto médio
do segmento que une o circuncentro ao ortocentro e que seu raio é a metade do raio

da circunferéncia circunscrita).

Em 1808, J. Whitney responde a uma questdo proposta por Butterworth no ano
anterior e o teor de sua solucdo deixa claro que ele, embora tenha destacado apenas
sete dos nove pontos pelos quais a Circunferéncia dos Nove Pontos passa, sabia que
ela passava pelos outros dois. Contudo, para os propositos que ele tinha em mente na

ocasido, ele ndo precisava dos outros dois e, consequentemente, ndo 0os mencionou.

Em 1822, K. F. Feuerbach mostrou que a circunferéncia que passa pelos pés das
alturas de um tridngulo passa também pelos pontos médios de seus lados, mas nédo
mencionou os outros trés pontos. Ele mostrou que o raio da Circunferéncia dos Nove
Pontos é metade do raio da circunferéncia circunscrita e mostrou que o centro da
Circunferéncia dos Nove Pontos é o ponto médio do segmento que une o ortocentro ao
circuncentro. Finalmente, ele demonstrou o que hoje é conhecido como Teorema de
Feuerbach: a Circunferéncia dos Nove Pontos tangencia a circunferéncia inscrita e as

trés circunferéncias ex-inscritas.

Em 1827, T. S. Davies — sem ter acesso aos trabalhos de Feuerbach ou de qualquer
outro matematico sobre este assunto — demonstrou a propriedade caracteristica da
Circunferéncia dos Nove Pontos e, além de ter calculado seu raio e a posicao de seu
centro, observou que o baricentro também pertence a reta que contém o ortocentro,
o centro da Circunferéncia dos Nove Pontos e o circuncentro (isto é, a Reta de Euler,

estudada no capitulo anterior).

A Circunferéncia dos Nove Pontos foi explicitamente mencionada no Annales de
Mathématiques de Gergonne, em um artigo de Brianchon e Poncelet, publicado em
1861. Detalhes adicionais da histdria desse resultado (e dez demonstragbes diferentes

do mesmo) podem ser encontrados em [7]].



3.1 A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS

3.1.2 O Teorema da Circunferéncia dos Nove Pontos

Vamos, agora, enunciar e demonstrar um teorema que garante a existéncia da Cir-
cunferéncia dos Nove Pontos. A fim de explorar alguns dos diversos caminhos que
a Matemadtica proporciona, apresentaremos duas provas bem diferentes desse resul-
tado, sendo a primeira via Geometria Sintética (sem uso de coordenadas) e a segunda,
via Geometria Analitica (utilizando coordenadas). As principais referéncias utilizadas
sao [12] e [6].

Teorema 3.1 (Teorema da Circunferéncia dos Nove Pontos). Dado um tridngulo ABC,

existe uma circunferéncia que passa pelos seguintes nove pontos:
e M,, M, e M., os respectivos pontos médios de BC, AC e AB;
e H,, Hy e H,, os respectivos pés das alturas que passam por A, B e C;

e E,, E, e E., os respectivos pontos médios de AH, BH e CH, sendo H o ortocentro

do tridngulo ABC.

Figura 45: Os elementos da Circunferéncia dos Nove Pontos.

Prova via Geometria Sintética

Demonstragcdo. Vamos mostrar que M,, My, M., H,, H,, H., E;, E, e E. pertencem a

uma mesma circunferéncia, A.

Pelo Teorema temos que M,M,//AB (pelo trisngulo ABC) e que E,E,//AB
(pelo tridngulo ABH). Portanto, M, M,/ /E,E, e MM, = E,E; = AT.
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40 A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS E O TEOREMA DE FEUERBACH

Da mesma forma, temos que E,M,//HC (pelo tridngulo AHC) e que E,M,//HC
(pelo tridngulo HBC). Portanto, E,M,//EyM, € E;M;, = E,M, = HE.

Logo, M,M, e E,E, sdo perpendiculares a E,M; e E,M,. Disso segue que o quadri-
latero M,M,E,E;, é um retangulo (R;) e, pelo Teorema [1.10} os pontos M,, My, E, e

E, pertencem a uma mesma circunferéncia A;.

C
/ \
|
1
- |
RN

|
Hd \
My, [ \

- =4
~
o

o=

s

A

m
D~

Figura 46: Retdngulo R; inscrito na circunferéncia A4.

De forma analoga, podemos verificar a existéncia de outros dois retangulos, os quais
chamaremos de R; e R3. A seguir, mostraremos de forma resumida como chegamos a

eles para depois analisar suas diagonais.

e M,M.//AC (pelo tridngulo ABC) e E,E.//AC (pelo tridingulo AHC). Portanto,
MyM.//Eq.Ec e MgM, = E E. = 4E.

e E,M.//HB (pelo triangulo ABH) e E.M,//HB (pelo tridngulo HBC). Portanto,
EaMc//EcMa e EIJMC = EcMa = %.

e Logo, M, M, e E,E. sdo perpendiculares a E,M. e E.M,.

Entdo o quadrildtero M, M.E,E. é um retangulo (R,) e os pontos M,, M., E, e E.

pertencem a uma mesma circunferéncia Aj.
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C
R
\
P 0_”" » Ec\
e N
H A\

f M,
| AN

e
o

Figura 47: Retdngulo R, inscrito na circunferéncia A,.

e M:M,//AB (pelo tridangulo ABC) e E,E.//BC (pelo tridangulo HBC). Portanto,
McMy/ /EyEc € McM,, = EE = BE.

e E,M.//HA (pelo triangulo ABH) e E.M,;//HA (pelo triangulo AHC). Por-
tanto, E,M.//EcM, e E;M, = EcM,, = B4,

e Logo, MM, e E,E. sao perpendiculares a E,M. e E.M,,.

Entdo o quadrilatero M M,E.E, é um retangulo (R3) e os pontos M., M, E. e E,

pertencem a uma mesma circunferéncia As.

.‘Eb

N LN

Figura 48: Retdngulo Rj inscrito na circunferéncia As.

Pelo Teorema(l.11] podemos afirmar que as diagonais M,E, e M,E; do retangulo R,
coincidem com o didmetro da circunferéncia A;. Da mesma forma, as diagonais M,E,

e M.E. do retangulo R, sdo também o didmetro da circunferéncia A,. Por fim, as
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42 A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS E O TEOREMA DE FEUERBACH

diagonais M,E, e M.E. do retdngulo R3 coincidem com o diametro da circunferéncia
As.

Observe que M,E, é diagonal dos retangulos R; e R,. Logo, as circunferéncias
formadas por esses retangulos possuem o mesmo didmetro, o que implica A; = Aj.
A diagonal M E. do retangulo R, é também diagonal do retdngulo R3. Dessa forma,
A> = Az. Portanto, A1 = Ay = Az = A.

Figura 49: Os pontos M,, M, M., E,, E, e E. pertencem a A.

Temos que a diagonal M,E, é a hipotenusa do triangulo retangulo E,H,M,, o que
implica que H, pertence a A. Analogamente, M, E; é hipotenusa do tridngulo E, H, M,

assim como M_E, é hipotenusa do triangulo E.H.M,, ou seja, H, e H, pertencem a A.

Além disso, M,E,, M,E, e M.E. também sdo didmetros da circunferéncia A. Logo,

o ponto médio desses segmentos é o centro N de A.

Figura 50: Os pontos H,, H, e H, também pertencem A.
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Prova via Geometria Analitica

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo qualquer. Por conveniéncia, vamos coloca-lo
no plano cartesiano de modo que seus vértices tenham as seguintes coordenadas: A =
(0,0), B=(a,00e C=(b,c),coma,b,c > 0.

A
y
C = (b,c)
C
H
b
.Ec
Ha
M He
b
Ma
o [ ] E
b
Ea
) . u B = (a,0)
A=(0,0) M, H, X
v

Figura 51: Os elementos da Circunferéncia dos Nove Pontos.

Vamos mostrar que M,, M;, M., H,, Hy,, H., E,;, E, e E; pertencem a uma mesma cir-

cunferéncia, A.

Conhecidas as coordenadas dos vértices do tridngulo ABC, obtemos:
L4 MLZ = (%/ %);
o My = (% %);
. Mc= (3,0)

Seja A a circunferéncia determinada por M,, M; e M.. Sabendo que a equagdo de
uma circunferéncia deve ter o formato x? + y?> + Px + Qy + S = 0, vamos substituir x e

y pelas coordenadas desses pontos e encontrar os valores de P, Q e S.
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(i) Usando que M, = (4,0) € A, temos:

(g)2+(0)2+P(g)+Q(O)+S =0
Lf+P<;)+S =0

(ii) Usando que M, = (g,%

N——

€ A, temos:

N\
N S
N~
N

+
/N
N o
N—
N

+
!
/N
NS
S~
+
O
/N
)
N—
+
wn

Il
o

N
+
ENTREY
+
=
VR
NS
N———
+
@)
VN
NI o
N—
+
wn
I
o

(iii) Usando que M, (#, g) € A, temos:

Subtraindo as equacdes encontradas em (ii) e (iii):
b>  (a+b)? b a+b
i 1 +P<2>_P(2>

b a+b\ _ b (a+Db)
P(2>_P(2> = T3t

P(b—(u+b)) (a+b)? — b2

|
e}

2 4
p b—a—-0b 3 a% + 2ab + b% — b?

1 a 2

a% +2ab

P(—a) = 5

3 a(a +2b)

Po= —2a

P _a+2b'

2
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Substituindo o valor de P em (i) para encontrar S:

-t ()

a2 a%2+2ab
+

Substituindo os valores de P e S em (ii) para encontrar Q:

br 2 a+2b b c\ ab
4+4+<‘ 2 )(z>+Q(z)+z =0

bj cz_ab+2b2+Q<c>+2ab

1 1 2)* g = o 2
off) - g
Q(%) _ —Zc +;117 —ab
0 - b —;C—ab
Portanto, ) )
A:x2+y2—a+22bx+b —;C—aby+%:0‘

Como H, estd localizado no eixo x e na reta perpendicular ao eixo x que passa por
C, temos que H. = (b,0). Vamos agora encontrar as coordenadas dos pontos H, e H,,
utilizando a equacdo reduzida das retas suportes (y = mx + n) dos lados do triangulo
(BC e CA) e das alturas (AH, e BH,) e o fato de elas serem perpendiculares, o que

implica que o produto do seus coeficientes angulares é —1.
e Encontrando a equagdo da reta BC:

{O:mu+n—>n:—mu

c=mb+n—c=mb—ma—c=mb—a) »>m=;~ —>m=—-5

Logo,

ac
X+

c
Bc'y__a—b a—b

e Encontrando a equacdo da reta AH,:
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Como a reta AH, é perpendicular a reta BC, seu coeficiente angular é %. Como
o ponto A tem coordenadas (0, 0), temos que
a—>b
c

AH,:y = X.

e Encontrando as coordenadas do ponto H,:

Como H, pertence as retas BC e AH,, suas coordenadas (x, y) satisfazem

y - X

Yy “a-b*t b

Portanto, H, = ( o aca—b) )

(a—b)2+c27 (a—b)2+c?

e Encontrando a equagdo da reta CA:

0=m0+n—-n=0
c=mb+n —c=mb+0—m=y
Logo,
c
CA:y=-x
y=13*
e Encontrando a equacao da reta BHj:
Como a reta BH), é perpendicular a reta CA, seu coeficiente angular é —%. Como
B = (a,0), temos que

b
BHb:y:—EX‘F?.

e Encontrando as coordenadas do ponto Hy:

Como H, pertence as retas CA e BH), suas coordenadas (x, y) satisfazem

2
Portanto, Hj, = (bgiicz, % >

O ortocentro H = (x,y) pertence as trés alturas AH,, BH, e CH.. Sendo CH,
perpendicular ao eixo x, temos que x = b. Utilizando a equagéo da reta AH,, obtemos
Y= @. Portanto, H = (b, (“_Cb)b>.

Como E,, E, e E. sdo os respectivos pontos médios dos segmentos AH, BH e CH,

temos:



3.1 A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS 47

Vamos agora mostrar que H,, Hy, H., E,;, E; e E. pertencem a A, substituindo as
coordenadas de cada um desses pontos no primeiro membro da equacéo

» 2_a+2bx+b2—c2—ab @:

2 e Yt =0

X

e verificando que a expressdo obtida é igual a 0.

o Hy= (e, ) ¢

(a—b)2+c2” (a—b)2+c?

( ac? )2+( ac(a—b) ){@,( ac? )+b27c27ah,< ac(a=b) )+@ -
(a—b)2+c2 (a—b)2+c2 2 (a—b)2+c2 2¢ (a—b)2+c2 2

azc4+azcz(a7b)2 —a2c2 —2abc? (ﬂz—ab)(bz—cz—ab) ab((afb)2+c2) —

((a=b)2+c2)2 " 2((a—b)2+c2) 2((a—b)2+c2) 2((a—b)2+c2)
azcz(c2+(a—b)2) —azcz—2abc2+n2b2—112132—a3b—ab3+nbc2+a2h2+nb(a—b)2+abc2 -
((a—b)2+c2)2 2((a—b)2+c2)
2022 —2u252+2a2b2—a3b7ub3+ab(a272ab+b2) —
2 VI 2.2 =
((a—b)=+c=) 2((a—b)*+c4)
2212 —3b—abP+adb22021ab3 = ()

2((a—b)2+c2)

o Hy= (2, 05) €

b2+c2” b2+c?

ab? 2+ abc 27 a+2b ab? + 2—c2—ab [ _abc +@ -
b2+c2 b2+c2 2 b2+c2 2c b2+c2 2

a2t a2022  (a+2b)ab® | (b2 —cP—abab  ab  —

+
(02+c2)2 T (124c2)2  2(b2+c2) 2(b2+c2) 2

ﬂzbz(b2+fz)+ —a2b2 —2ab3 +ab3 —abc? —a?b? +ab(b2+c2) _

(b2+c2)2 2(b2+¢2) 2(b2+c2)
24202 | —2a202 —abB—abc? | ab3+abc?)  _ 0
2(b%+¢2) 2(b2+c2) 2(b2+c2)

o H. = (b,0) € A:

(b)2+(0)2— 222t (p)+ B=C=tb ()42 =

202 —ab—202 . ab —
Tt— 2 t7z 0

‘E= (55 e

(B (2) -t () ot (U) g =
C C C

b2, (@02 | —ab—2b2 (V2 —cP—ab)ab—b%)  2ab  —
Tt t— a1 Tt 12 T

(a2 —2ab+b%)b% +(b2 — 2 —ab)(ab—b2) . (ab—b2)c2  _
4c2 4c2

2262 —2ab3 +b% +ab3 —abc? —a? b2 — b4 +b2 2 +ab3 +abc? — b2 2 - 0
4¢2
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o By = (2, 52 e

(5)4 (50 ) o () o Boglosh () o =

a?12ab+b? 4 (u272ah+b2)b2 _ a2 +ab+2ab+2b? + (bz—c2—ab)(ub—b2) " 2ab —
4 2 4 2 4
4 4c

a2b2 —2ab3 +b4 +ab3 —abc? —a2 02 — b4 +b2 2 +ab3 +(—b2+nb)c2 _

4c2 4c2
_ab24p22  _p22 2
abc Eb ey =boe ;abc — 0
4c 4c

o E. = <b,c2+(gic_b)b) e A

2
(b)2+<cz+(a7b)b> _a+2b.(b)+l72762*ﬂb, <62+(H*b)b>+ﬂ7 =
2c 2 2c 2c 2

402 | (P+ab—b%)?  2(a+2b)b | —(—b?+c?+ab)(c+ab—b%)  2ab
Tt 7z~ 1 T 2 T
4¢ 4¢

(Z+ab—b2)2 | —(P+ab—b2)(c+ab—b2) | —2ab—4b2 | 462  2ab  _
2 T 12 s A =

Logo, M,, M;,, M, H,, H,, H., E;, E}, € E; pertencem a A. O

O centro da Circunferéncia dos Nove Pontos

Para obter as coordenadas (/,k) do centro N da Circunferéncia dos Nove Pontos,

basta reescrever sua equagio x> +y> + Px + Qy + S = 0 como

(o8 - (8

Logo,
h——B— —‘”22}’_11+2b
2 2 4
€ 2 2
k__g__ibfgcf“b_—b2+c2+ab
2 2 4c ’

_ (a+2b —b*+c*+ab
Portanto, N = (T' T)'

O raio da Circunferéncia dos Nove Pontos

A medida r do raio da Circunferéncia dos Nove Pontos é tal que

SRNUEC
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Logo,
5 a+22b bz—gz—ab 2
_ C
_ b, a+2b L (PPt —ab\?
a 2 4c
~ \/ (a + 2b , (02— c2 —aby
B 16c2
B \/ 8abc? + (a + 2b)2c2 + (b2 — ¢ — ab)?
B 16¢2
B \/ 8abc? + a%c? + 4abc? + 4b%c2 + b4 + c* + a?b? — 2b%c? — 2ab3 + 2abc?
B 16¢2
_ V/—2abc? +a2c2 + 2b2c2 + b* + ¢t + a2b? — 2abd
B 4c '

Vamos, agora, estabelecer uma relacdo entre » e a medida R do raio da circunfe-
réncia circunscrita ao triangulo ABC. Para encontrar R, basta calcular a distancia do

ponto O a qualquer um dos vértices do triangulo ABC.
O circuncentro O = (x,y) pertence as trés mediatrizes OM,, OM;, e OM.. Sendo

OM. perpendicular ao eixo x, temos que x = 5. Sabendo que ‘B‘zz ]ﬁF: \(Y!Z,

temos
BOP?

a\2 5 a
(”‘E) +(0-y) 2
a—2+ 2 = bz—ab+£+c2—2c +1?

Il Il
T3
)
| N
N——
N
+
—~
o
|
<
~—
N

2cy = b —ab+c?
b —ab+c?
yo= 2c '
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Logo, O = (% %) Como B = (a,0), segue que

08|

1l
/N
N}
|
N
~—

N
+
N
o
|
S
|
N
S| &
+
a
N
~_
N

Jar (F=y

a? b+ ct+a2b? +2b2c2 — 2ab3 — 2abc?

- 2" 4c2

B \/azcz +b% 4+ c* + a2b? + 2b2c2 — 2ab3 — 2abc?

- 4c2

Va2 + bt + ¢t + a2b? + 2022 — 2ab® — 2abc?
2c ’

Acabamos de obter o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. A medida do raio da Circunferéncia dos Nove Pontos é metade da do

raio da circunferéncia circunscrita do tridngulo ABC.

Resumo

e A=(0,0), B=(a,0)eC=(b,c) - vértices do triangulo ABC;
o M, = (m 9) M, = (%,%) e M. = (5,0) - pontos médios dos lados BC, AC e

AB, respectivamente;

e H, = ( ac? ac(a_b) ) Hy, = (i ”—bc> e H. = (b,0) - pés das alturas AH,,

(a—b)?+c?’ (a—b)?+c? b2+c2” b2+c?

BH, e CH,, respectivamente;

o £, = (%, (”;Cb)b>, E, = (%,%) eE. = (b %) - 0S respectivos pontos
médios de AH, BH e CH;

2 5 o 2
./\.xZ_i_yZ_a+22bx+b7cfaby_'_ab_Oou)L ( _asz) +(y_szcc+ah) —

2 . :
(a+126b) + @ 1c602ab) - Circunferéncia dos Nove Pontos;
_ 244202 2024 bA 44 +02p2 — 3 :
o 1= Y=20bcP+a’c2+2b 4CC+b +c4atb? 2007 _ rajo de A;

2,2
N = (“tfb, _bzii”b) - centro de A;

H= (b, (”2b)b> - ortocentro;

G= (%b, %) - baricentr

OH

2 Bastausar que G = O +
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2_ 2 .
0= (%, %) - circuncentro;

R = V' —=2ab2+a22+202 2 +b*+c*+a2b2 —2ab3

> - raio da circunferéncia circunscrita;

AB:y=0,CA:y=jxeBC:y=—_x+ - - retas suporte dos lados do
triangulo ABC;

AH, :y="Yx,BH,:y = —%x+% e BH, : x = b - retas suporte da alturas do

tridngulo ABC.

3.1.3 Um pouco mais sobre a Reta de Euler

Nesta subse¢do, vamos mostrar que o centro N da Circunferéncia dos Nove Pontos
também pertence a Reta de Euler. Na realidade, provaremos que OH = 20N — o que,
além de implicar que esses trés pontos estdo alinhados, nos permite concluir que H e

N estdo na mesma semirreta de origem O e que N € o ponto médio do segmento OH.

—
Proposicdo 3.3. OH =20N.

Figura 52: O ponto N é o ponto médio do segmento OH.

~ . 7 1. . 2_ 2
Demonstragdo. Seja N’ o ponto médio entre o circuncentro O = (%, %) e 0 orto-

centro H = (b, (”_Cb)b ) Vamos mostrar que as coordenadas de N’ sdo as mesmas de N

e, portanto, N’ = N.

51



52

A CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS E O TEOREMA DE FEUERBACH

a b2 —ab+c?
*t32 c 2c
2 7 2

a ab—b? bz—ab+cz>
+

N' =

4 2 4c
b+a 2ab—2b2+b2—ab+c2>

I
N N N

I
Z/\
_
T e
N
S
|
S
N
+
o
N
+
x_
(wyl
N———

—
N = O+%
—
OH
P
20N = OH.

3.2 O TEOREMA DE FEUERBACH

Nesta se¢do, vamos mostrar que a Circunferéncia dos Nove Pontos é tangente in-
ternamente a circunferéncia inscrita e tangente externamente as trés circunferéncias
ex-inscritas do tridngulo néo equildtero ABC. Para isto, utilizaremos os Teoremas|1.12
e[1.13} e, portanto, serd necessdrio determinar a medida do raio de cada uma dessas

circunferéncias e as distancias entre os centros das mesmas.

Calcularemos primeiro a distancia entre dois pontos quaisquer conhecendo a distan-
cia de um desses pontos (Y) aos vértices do triangulos ABC e as coordenadas baricén-

tricas do outro ponto (X).

Proposicdo 3.4. Seja X um ponto com coordenadas baricéntricas («, B, y) em relagdo ao

triangulo ABC. Entdo, para qualquer ponto Y,

|XY 2= a| AY[2+B|BY [2+7|CY]P— (Bya® + ayb? + apc?)
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onde a, b e c denotam, respectivamente, as medidas dos lados BC, AC e AB.

~ T2 e ~
Demonstragdo. Para calcular |XY|?, inicialmente vamos estabelecer uma relagfio entre

as medidas dos lados do tridngulo ABC e a distdncia do ponto Y aos vértices desse

tridngulo. Temos que

& = |ABP
= |H+?§|2
_ |AY - BYP
- (AY — BY)-(AY — BY)
= |AYP—2(AY BY) +|BYP
Logo,
2(AY - BY) = [AY[2+[BY P~
e, portanto,
206 (A_f/ E?/) = af (JAV>+{BY[2—¢%)
Analogamente,
267 (BY - CY) = By (|BYP+|CY P—a?)
e
20y (Z? 6?) =y <|1W|2+]Ei>/|2—b2> .
Assim,
XY = |y -XP

Y — (A + BB ++C)|?

I1-Y — (@A +BB+9C)|?

(@ +B+7)Y — (@A + BB +9C)?

(Y — A)+ B(Y — B) + y(Y — C)|?

]auw + ﬁﬁ( + 'yC_})(]z

02| AY P+ 82| BY 2442 CY 2424 (ﬂ-ﬁ) +zm<ﬂ-c_>y> +2By (ﬁ’/ﬁ?)

@2 AV 22 BY 2492 |CY 2 (| AV 2+ BY 2 —c2) wacy (| AV 2+ |CY 202 )y (|BY 2+ |CY 2~
|AY (a2 +apra)+ | BY (20t )+ |CY o2+ +B7)—ape? —ayh?— prya?

— — —
a| AY|2+B|BY |*+7|CY |*—(Bya® + ayb* + aBc?).
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Agora vamos obter a distancia de N aos vértices do tridngulo ABC em funcdo de R

e das medidas dos lados do tridngulo ABC.

— — —
Lema 3.5. |AN|2= B=@#?+ || BNj|2= R PP4c o |CN 2= Riasl?

Demonstragcdo. Temos que

& = |BAP
= |BO+O0AP
- |OA - OBP?
- @iﬁﬂcﬁﬁ-z(cﬁi-cﬁ)
- 2R2—2(cﬁ-@).

Assim,

Oj . O? =R?— %cz.
Analogamente,

OA-OC=R?- %bz
e

(ﬁ-(ﬁsz—%az.
— =

Combinando o Teorema com a Proposicao ou seja, usando que 20N = OH =
—
B(ﬁ, vamos calcular 4| AN|2.



4|ANP =

Portanto,

Analogamente,

3.2 O TEOREMA DE FEUERBACH

2AN]?

240 + 20N/

240 + 3002

240 +3(G — O)2

240 +3 (W) —30P

2A0+A—O+B—0+C—Of

|—2cﬁ+cﬁ+(ﬁ+o—c>|2

|—(ﬁ+(ﬁ+(§>ﬁ]2
|5ZPH6§FH53F—2(52-5§)—2(52-68)+2(6§-53)

RZ+R%2+R2-2 (RZ—;(;Z) -2 <R2—;b2> +2 (RZ—;:F)

3R%? — 2R?* + > — 2R? + b* + 2R? — 42

RZ — a® +b%+ 2.

—>‘2_ R?—a?+b*+c?
- 4

— 5 R?+a% — b+ c?
4

— o R*+a?+b? -2

O]

Teorema 3.6 (Teorema de Feuerbach). Dado um tridngulo ndo-equildtero, a Circunfe-

réncia dos Nove Pontos é tangente internamente a circunferéncia inscrita e externamente

as trés circunferéncias ex-inscritas.
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Figura 53: Teorema de Feuerbach.

Demonstragdo. Pelo Teorema duas circunferéncias sdo tangentes internamente
se a diferenca positiva entre seus raios for igual a distancia entre seus centros. Dessa
forma, a Circunferéncia dos Nove Pontos sera tangente internamente a circunferéncia
inscrita se IN = |r; —r|, onde r; é o raio da circunferéncia inscrita de centro I e r é
o raio da Circunferéncia dos Nove Pontos de centro N. Pelo Teorema o raio da
Circunferéncia dos Nove Pontos mede metade do raio da circunferéncia circunscrita ao

tridngulo ABC, ou seja, r = iR.

%
Vamos determinar a distdncia IN = |IN| através da Proposicdo com X = [
o C oA - = =
e Y = N, substituindo as distdncias AN = |AN|, BN = |[BN| e CN = |CN]| pelas
relagbes determinadas no Lema3.5)e usando as coordenadas baricéntricas de I obtidas

na Proposi¢ado Para tal demonstracdo, usaremos que A = ‘i—l;{c =75 = 1ra(s —a) =

V/s(s — a)(s — b)(s — c), onde A e s denotam, respectivamente, a drea e o semiperimetro
do tridangulo ABC. Uma demonstracgdo destes resultados pode ser encontrada em [10],

por exemplo.
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2s 4 2s 4 2s 4

25 254

=
|
=

R2—a24p2+c2 | b RZ+a2—b2+c2 | ¢  R%+a?+b?—c2 b.c2,a ¢cp2,a b 2
+oet +5¢ —( +7s 25D+ 55 5sC )

4 2s 8s 8s 8s 25
3 R? N —a® — b — B +a?b+acc+ab*+ b c+ac* + b 4abe

4 8s 8s
S s (—a+b+c)a—b+c)a+b—c) 2abc

4 8s 8s
B R? N (2s —2a)(2s — 2b)(2s —2¢)  4RA

4 8s 4s
_ R2+(s—a)(s—b)(s—c)'s RA

4 s s S

2 2

= RZ + ?2 Ri’i

Portanto, IN = |r; — r|, o que mostra que a Circunferéncia dos Nove Pontos é tan-

gente internamente a circunferéncia inscrita do triangulo ABC.

Pelo Teorema duas circunferéncias sdo tangentes externamente se a soma de
seus raios for igual a distancia entre os seus centros. Dessa forma, a Circunferéncia dos
Nove Pontos serd tangente externamente a circunferéncia ex-inscrita oposta ao vértice
A se N = |r, — r|, onde r, é o raio da circunferéncia ex-inscrita de centro I, e r é 0

raio da Circunferéncia dos Nove Pontos de centro N.

—
Vamos determinar a distdncia I,N = |I,N| através da Proposicéo com X = I,
— — —
e Y = N, substituindo as distdncias AN = |AN|, BN = |[BN| e CN = |CN]| pelas

relacoes determinadas no Lema (3.5 e usando as coordenadas baricéntricas de I, =

( —i b : ) Para tal demonstraciio, também usaremos que A = 2% = p;5 =

2(s—a’ 2(s—a)’ 2(s—a) 4R
ra(s —a) = \/s(s —a)(s — b)(s — c), onde A e s denotam, respectivamente, a drea e o

semiperimetro do tridngulo ABC.

2s
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= () e S T — e ()
B R? 33— 1% — B +a2b+a%c — ab® + b*c — ac? + bc? 4abc
-z 4025 — 2a) " 425 — 20)
_ R* (a+b+co)a—b+co)a+b—c) 2abc
B 4(2s — 2a) T 425 — 2q)
_ R?> s(s—b)(s—c) s—a RA
B Z * S—a . S—a * S—a

R? A?
= 7 + W + Rr,

2
= (1;) +12+Rr,
R 2

(2
= (r+r.)>.

Portanto, IN = |r+r+a|, o que mostra que a Circunferéncia dos Nove Pontos é
tangente externamente a circunferéncia ex-inscrita oposta ao vértice A do triangulo
ABC. Analogamente, as circunferéncias ex-inscritas opostas aos vértices B e C do
triangulo ABC também sdo tangentes externamente a Circunferéncia dos Nove Pontos.
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A CONICA DOS NOVE PONTOS

No capitulo anterior, mostramos que existe uma circunferéncia que passa pelos pon-
tos médios dos lados, pelos pés das alturas e pelos pontos médios dos segmentos que

unem o ortocentro aos vértices de um triangulo fixado.

Analisando essa circunferéncia, surge o seguinte questionamento: o que aconteceria
se, ao invés das alturas e do ortocentro, considerassemos trés cevianas quaisquer que
se intersetam em um ponto P? O objetivo deste capitulo é mostrar que, neste caso,
teremos uma conica passando pelos pontos médios dos lados, pelos pés de tais cevianas
e pelos pontos médios dos segmentos que unem P aos vértices do tridngulo fixado,

denominada Cénica dos Nove Pontos.

Esta generalizacdo da Circunferéncia dos Nove Pontos foi apontada por M. Bocher
em [1]. Bocher afirmou, inclusive, que a Coénica dos Nove Pontos é o lugar geométrico
do centro das conicas que passam por A, B, C e P. Tal afirmacdo norteard a demons-
tragcdo do Teorema Para demonstra-lo, contudo, sera preciso fixar um sistema de
eixos ndo necessariamente ortogonais. Nesse sentido, iniciaremos este capitulo estu-
dando a representacdo das conicas em um sistema de eixos obliquos via mudanca de

coordenadas.

Lema 4.1. Seja Oxy’ um sistema de eixos obliquos que formam entre si um dngulo 6 e
seja X um ponto com coordenadas (u, v) nesse sistema. Sejam (x,y) as coordenadas de X

em relagdo ao sistema Oxy de eixos ortogonais dado pela figura abaixo.
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Figura 54: Sistemas de eixos e o ponto X.

Vale:
u+7vcosb

u = x—ycotd
v

vsen 0

= =
Il

= ycsch

Demonstragcdo. Temos que senf = %, cosf = % e tanf = %, onde h = x — u. Assim,

_ 1 _ = y—h=x—1v -1 = 5_—
Z’—y'm—yCSCBeu_X h =x Y oo = X ycotf. Consequentemente,

y=vsenfex=u+h=u+vcosf. Portanto,

U +vcosb

u = x-—ycotd x
e
v

vsen 0

= ycsch y
O

Fixado um sistema de eixos ortogonais, temos que C é uma conica se, e somente se,
C é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem uma mesma
equacdo do segundo grau em duas variaveis. Uma demonstracgdo deste resultado pode
ser encontrada em [2], por exemplo. A seguir, mostraremos que o mesmo vale em

relacdo a um sistema de eixos obliquos.

Lema 4.2. Considere fixado um sistema de eixos obliquos. Vale: C é uma cénica se, e
somente se, C é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem

uma mesma equagdo do segundo grau em duas varidveis.

Demonstragdo. Denote por Oxy’ o sistema de eixos obliquos fixado e considere Oxy o

sistema de eixos ortogonais dado pelo Lema (4.1

Suponha que C seja uma conica. Tome a, b, ¢, d, e e f nimeros reais tais que

a? + b +c* # 0 e de modo que X € C se, e somente se, ax? + bxy +cy*> +dx+ey + f =0,
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onde (x,y) sdo as coordenadas de X em Oxy. Note que, em relacdo a Oxy’, X = (u,v)
com x = u+vcosf ey = vsen . Portanto, ax? + bxy +cy? +dx +ey + f = 0 se, e somente
se, a(u + v cos 0)? + b(u + v cos 0)(vsen 0) + c(vsen 0)? + d(u + v cos ) + e(vsen §) + f = 0.
Logo, X € C se, e somente se, au’ + (2acos @ + bsen 0)uv + (acos®> 0 + b cos fsen § +
csen 20)v? + du + (d cos 0 + esen 0)v + f = 0. Em outras palavras, C é o lugar geométrico
dos pontos do plano cujas coordenadas (1, v) em relagdo a Oxy’ satisfazem uma mesma

equacdo do segundo grau em duas varidveis.

Reciprocamente, suponha que C seja o lugar geométrico dos pontos do plano cujas
coordenadas em relacdo a Oxy’ satisfazem uma mesma equacio do segundo grau em
duas varidveis. Fazendo a mudanca de coordenadas dada pelo Lemal4.1] chegaremos a
conclusdo de que C € o lugar geométrico dos pontos do plano cujas coordenadas (x, y)
em relacdo a Oxy satisfazem uma mesma equacdo do segundo grau em duas varidveis

e, portanto, C é uma conica. O

Também sabemos que, em relacdo a um sistema de eixos ortogonais, uma equacao
da forma ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0 com a® + b + ¢*> # 0 representa uma parébola
(incluindo suas possiveis formas degeneradas — a saber, um par de retas paralelas,
uma reta ou o conjunto vazio) se b> — 4ac = 0, uma elipse (incluindo suas possiveis
formas degeneradas — a saber, uma circunferéncia, um ponto ou o conjunto vazio) se
b? — 4ac > 0 ou uma hipérbole (incluindo sua possivel forma degenerada — a saber,
um par de retas concorrentes) se b> — 4ac < 0. Uma demonstracio deste resultado
pode ser encontrada em [2]. A seguir, mostraremos que o mesmo vale em relagédo a

um sistema de eixos obliquos.

Lema 4.3. Considere fixado um sistema de eixos obliquos em relagdo ao qual uma cénica
¢ representada pela equagdo au® +buv + cv?> +du +ev+ f = 0. Se b> — 4ac = 0, entdo a
cbénica em questdo é uma pardbola (degenerada ou ndo); se b> — 4ac > 0, entdo a conica
em questdo é uma elipse (degenerada ou ndo); se b*> — 4ac < 0, entdo a cénica em questdo

¢ uma hipérbole (degenerada ou ndo).

Demonstragdo. Denote por Oxy’ o sistema de eixos obliquos fixado e considere Oxy o

sistema de eixos ortogonais dado pelo Lema 4.1

Seja X um ponto cujas coordenadas em relacdo a Oxy sejam (x, y) e cujas coordena-

das em relacdo a Oxy’ sejam (u, v).
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Temos que au® + buv + cv? + du +ev + f = 0 se, e somente se, a'x* +b'xy + c'y> +d'x +
ey+f =0,ondea’ =a, b = —2acotf+bcsch, ¢’ = acot?d — beotfcsch +ccsc? 0,
d'=d, e =—dcot@+ecscOe f' = f. Assim,

AN = v —add

(—2acotf +besch)? — 4a(acot? 8 — b ot csc 6 + c csc? 6)

4% cot?  — 4ab cot 6 csc 6 + b? csc? 0 — 4a? cot? 0 + 4ab cot 0 csc 0 — 4ac csc? 6
= (b* —4ac)csc? 0

A - csc? 6

Portanto, A’ >0 <= A>0,AN <0 < A<0eA’'=0 <= A =0, o que encerra

a demonstracao. O

Um ponto C é centro de uma conica (ndo-vazia) se, para todo ponto P que pertence

a conica, o simétrico de P em relacdo a C também pertence a ela.

Fixado um sistema de eixos ortogonais, tem-se que C = (X, o) € o centro da conica
(ndo-vazia) de equaciio ax? + 2hxy + by? +2¢x + 2fy + ¢ = 0 se, e somente se, (xo, Yo) é

solucdo de

0

axo+hyo+g
0

th + byo +f

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [2].

Lema 4.4. Considere fixado um sistema de eixos obliquos. O ponto C = (ug, vg) € centro

da cénica C de equagdo au® + 2huv + bv* + 2gu + 2fv + ¢ = 0 se, e somente se,

aug +hvg + g
hug + bog + f

Demonstragdo. Denote por Oxy’ o sistema de eixos obliquos fixado e considere Oxy o
sistema de eixos ortogonais dado pelo Lema 4.1

Em relacfio a Oxy, a conica C tem equacdo a'x? + 21 xy + b'y? + 2¢'x + 2f'y + ¢’ = 0,
onde a’' = a, 2h' = —2acotf +2hcsch, b’ = acot?§ — 2hcotOcsch +besc? 0, 2¢" = 2g,
2f" = —2gcotf+2fcschec =c.

Se o ponto C de coordenadas (x, /o) em Oxy € centro da conica C, entdo

a'xo+hyo+g¢
Wxo+b'yo+ f
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Se (u9, vp) sdo as coordenadas de C em relacdo a Oxy’, entdo xy = ug+vgcosb e

Yo = vpsen 0. Logo,

h'ug+ (h' cos 6 + b'sen 0)vy + f/

{ a'ug + (a' cos 0 + h'sen B)vy + ¢’

Como

aug +hvg + g = a'ug + (a’ cos 0 + h'sen O)vy + ¢’

hug+bog+ f = [a'ug+(a’ cos 0+ h'sen 0)vg + g'] cos 0+ [1 g+ (h' cos 6+ b'sen O)vg + f']sen 6

chegamos a conclusio que

aug+hog+ g
hug + bvg + f

Analogamente, temos que se

aug+hog+ g
hug + bog + f

entao
axo+hyo+g =
Wxo+byo+ f =
o que implica que C é centro de C. O

Temos, agora, todos os resultados necessarios para demonstrar o principal teorema
desta dissertacdo. A ideia central pode ser encontrada em [14]], especificamente nos

Exercicios 1 e 4 das paginas 137 e 138, e também em [12].

Teorema 4.5. Dados um tridngulo ABC e trés cevianas que se intersetam em um ponto

P, existe uma conica que passa pelos seguintes nove pontos:

e M,, M, e M., os respectivos pontos médios de BC, AC e AB;
e P, P, e P, os respectivos pés das cevianas que contém AP, BP e CP;

e E,, Ey e E,, os respectivos pontos médios de AP, BP e CP.

Demonstragdo. Fixemos o sistema que tem como primeiro eixo a reta orientada por
1@ e, como segundo, a reta orientada por 1? . Em relacdo a esse sistema, A = (A,0),
B=(\,0),C=(0,u")eP=(0,un).
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Vamos mostrar que M,, M, M, P,, Py, P., E;, E;, e E. pertencem a uma mesma co-

nica, C.

A=(\0) / P, M, “B=(N0)
Figura 55: Sistema de eixos fixado.

Seja C/ uma cénica que passa por A, B, C e PE] Uma equacéo de C’ tem a forma

au® + 2huv + bv* + 2gu + 2fv + ¢ = 0.

Os pontos de interse¢do de C' com o primeiro eixo sdo da forma (u,0) e tais que
au? +2gu+c = 0. Como A = (A,0) e B = (A/,0) pertencem a essa interse¢do, temos que

A e A’ sdo raizes da equacéo

u? + 281 + € 0.
a a
Assim,
_72g=A+A’ e 2=M’

e, portanto,

29 =—a(A+A) 4.1
e

c=a\). (4.2)

Os pontos de intersecdo de C' com o segundo eixo sdo da forma (0,v) e tais que
bv* +2fv+c=0. Como P = (0, 1) e C = (0, ') pertencem a essa intersecfio, temos que

e p’ sdo raizes da equagéo

2fv

2
V7 +
b

c
+5_Q

Assim,

1 Existem infinitas cOnicas passando por 4 pontos.
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e, portanto,
2f = —b(u+p') 4.3)

c=buy'. 4.4)

De (4.2) e (4.4) decorre que aAA' = buy'.

Tomando a = uy/, teremos que b = AA'. Logo, uma equagdo de C’ serd
' u? + 2huv + AN — up' A+ A — AN (u+ wyo + AN uy’ = 0. (4.5)
As coordenadas (1, v) do centro da cbénica C’ devem satisfazer as seguintes relacoes,

de acordo com o Lema [4.4}

2up'u+2ho — pp' (A + )
2hu +2AN 0 — AN (p + u')

Isolando 2k em cada uma das equacOes e igualando, obtemos
2up'u® — up' (A + A = 2A00* — AN (u + u')o. (4.6)
Reescrevendo (4.6), chegamos a

!/ /
uu'u (u— A;A ) =AM\v (v— VJ;V > 4.7

que é a equagdo de uma conica C, onde C é uma elipse ou hipérbole passando pela

origem do sistema de eixos fixado (a saber, P.). Note que C também passa pelos pontos

médios de AB e PC (M, e E., respectivamente).

Encerramos a demonstracdo observando que, de forma analoga:

e Ao fixar o sistema que tem como primeiro eixo a reta orientada por AC e, como
segundo, a reta orientada por ﬁ, concluimos que a origem desse sistema (a
saber, P,) e os pontos médios desses segmentos (M, e E;,, respectivamente) tam-

bém pertencem a conica C.

e Ao fixar o sistema que tem como primeiro eixo a reta orientada por B? €, Como
segundo, a reta orientada por P_/i, concluimos que a origem desse sistema (a
saber, P,) e os pontos médios desses segmentos (M, e E,, respectivamente) tam-

bém pertencem a conica C.

Logo, os nove pontos M,, My, M, P,, Py, P., E,, Ej, e E. pertencem a C.
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Figura 56: Elipse.

Figura 57: Hipérbole.

Bocher também afirmou, em [[1]], que a Cénica dos Nove Pontos sera:

e uma elipse, quando P estiver no interior do tridngulo ABC ou em uma das trés
porgdes infinitas do plano que podem ser alcancadas a partir do interior deste

triangulo atravessando duas de suas linhas delimitadoras;

e uma hipérbole, quando P estiver em qualquer das trés porcoes restantes do

plano;
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e um par de retas paralelas (parabola degenerada), quando P se encontra em um

dos lados (ou na reta suporte deles) do triangulo ABC;

e uma parabola, quando P estiver no infinito.

=
me

Figura 58: Parabola degenerada - um par de retas paralelas.
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ATIVIDADES

Neste capitulo, vamos apresentar sugestdes de atividades para serem realizadas em
sala de aula com os alunos, abordando os principais resultados desta dissertacdo. Para
desenvolveé-las, inicialmente buscamos em qual série/ano os temas sdo abordados na
integra ou parcialmente; depois, elaboramos a atividade de forma a deixa-1a atrativa

de acordo com a idade do aluno e o seu potencial.

Propomos duas atividades diferentes: a primeira, envolvendo dobraduras de papel, é
direcionada aos anos finais do Ensino Fundamental II, isto €, aos 8° e 9° anos (cabe ao
professor verificar em qual série/ano a atividade se relaciona com a grade curricular);
a segunda utiliza o GeoGebra, um software de matematica dindmica, e € voltada ao

Ensino Médio.

5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

O principal objetivo desta atividade é que o aluno construa conceitos matematicos
de maneira informal, intuitiva e lidica, despertando seu interesse por Geometria e pela
Matematica em geral. Nao realizaremos nenhum célculo, apenas dobraduras de papel,
porém sempre que necessario faremos uso de lapis, régua e compasso para destacar e

construir pontos, retas e circunferéncias.

As dobraduras de papel sdao um excelente recurso didatico, de facil manipulacéo e
custo baixo. Além de proporcionar ao aluno uma visualiza¢do do objeto a ser estudado,
o mesmo serd construido por ele através de comandos dados pelo seu professor. Dessa
forma, estaremos utilizando parte do seu sistema sensorial (audicdo, visdo e tato) e

desenvolvendo o espirito de investigacao.
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Esta atividade esta dividida em trés etapas e, antes de sua aplicacdo, é desejavel que
os alunos tenham tido contato com as nocoes de mediatriz, bissetriz, mediana e altura,

além da nocao de circunferéncia.

Inicialmente construiremos os pontos notaveis de um tridngulo e, para isso, utiliza-
remos trés tipos de tridngulos (acutdngulo, retangulo e obtusdngulo), evitando con-
clusbes precipitadas e generalizacOes erroneas. Em seguida, serd construida a Reta de
Euler e, por fim, a Circunferéncia dos Nove Pontos. Nas duas ultimas etapas utilizare-

mos apenas tridngulos acutangulos, a fim de facilitar a visualizagéo.

5.1.1 Pontos notdveis do tridngulo

Para realizar esta atividade utilizaremos lapis, régua, compasso, cola, tesoura e fo-

lhas de papel sulfite com triangulos impressos.

Circuncentro

Partindo de um recorte de triangulo acutangulo, faca a seguinte dobra, sobrepondo

o vértice B ao vértice A:

Desdobre. A reta determinada pela dobradura é a mediatriz do lado AB.

c

Repita o procedimento para os lados BC e AC, de acordo com as figuras abaixo.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

A '

Observe que as trés mediatrizes se encontram em um unico ponto O, denominado o

circuncentro do triangulo ABC.

Cole o tridangulo em uma folha e, centrando a ponta seca do compasso no circuncen-

tro e a outra em um dos vértices do tridngulo, tracem uma circunferéncia[l]

A circunferéncia obtida circunscreve o tridngulo ABC, o que justifica o nome dado

ao ponto O.

Repita o procedimento utilizando um recorte de tridngulo retangulo, observando
que o circuncentro, neste caso, coincide com o ponto médio da hipotenusa do trian-

gulo.

1 Cuidado com o tamanho do tridngulo em relacdo a folha, para que a circunferéncia possa ser tracada
inteiramente na folha.
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Por fim, repita o procedimento em um recorte de triangulo obtusangulo.

Note que, feitas as trés dobras, ndo obtivemos o circuncentro como nos casos an-
teriores. Cole o tridngulo numa folha e faca novas dobras por cima das mediatrizes
obtidas (ou, simplesmente, amplie os segmentos utilizando uma régua). Agora, sim, o

circuncentro ficou determinado — e ele é um ponto exterior ao triangulo dado.

Encerre esta atividade recapitulando a definicdo de mediatriz, sua caracterizacdo
como lugar geométrico e, por fim, apresentando uma justificativa de que as mediatrizes

dos lados de um tridangulo sempre se intersetardo em um tinico ponto.

Destaque também a importancia de termos utilizados triangulos diferentes: se tivés-
semos parado no primeiro ou no segundo, poderiamos ter sido levados a conclusao

erronea de que o circuncentro de um tridangulo nunca seria exterior ao triangulo dado.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

Incentro

Partindo de um recorte de tridngulo acutangulo, faga a seguinte dobra, sobrepondo
o lado AC ao lado AB:

Desdobre. A semirreta determinada pela dobradura é a bissetriz do 4ngulo A.

Repita o procedimento para os lados BC e AB e também para os lados AC e BC, de

acordo com as figuras abaixo.

N&

Observe que as trés bissetrizes se encontram em um tnico ponto I, denominado o

incentro do triangulo ABC.
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Faca a seguinte dobra passando pelo ponto I, de modo que o lado AC se sobreponha

(faga vinco somente do ponto I até o lado AC):

Com essa dobra, determinou-se o raio da circunferéncia inscrita no triangulo ABC.
Desdobre. Centrando a ponta seca do compasso no incentro e com abertura igual a

medida do raio, trace uma circunferéncia.

Antes de iniciar o trabalho com outros tridngulos, relembre os resultados obtido na
atividade anterior e questione se existe a possibilidade do incentro ndo pertencer ao

interior do tridngulo em algum caso e por qué.

Repita o procedimento utilizando um recorte de triangulo retdngulo e outro de tri-

angulo obtusangulo. Observe que o incentro sempre serd interior ao tridngulo ABC.

Encerre esta atividade recapitulando a definicdo de bissetriz, sua caracterizacdo
como lugar geométrico e, por fim, apresente uma justificativa de que as bissetrizes

dos dngulos internos de um triangulo sempre se intersetardo em um tnico ponto.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

Baricentro

Partindo de um recorte de tridangulo acutangulo, faca a seguinte pequena dobra na
parte inferior do tridngulo ao sobrepor o vértice B ao vértice A (ndo faca vinco, apenas

“marque o ponto”):

D 4

Com esta dobra, determinou-se o ponto médio M, do lado AB. Desdobre e faca uma

dobra passando pelos pontos C e M.

/\ E
>

Desdobre novamente. O segmento determinado pela dobradura é a mediana do

triangulo ABC relativa ao lado AB.

Repita o procedimento para o lado AC e o vértice B.
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Agora, repita para o lado BC e o vértice A.

Observe que as trés medianas se encontram em um unico ponto G, denominado o

baricentro do tridngulo ABC.

Prosseguiremos as dobraduras, a fim de mostrar que o baricentro divide cada medi-

ana narazao 2 :1.

Faca a seguinte pequena dobra, sobrepondo o vértice C ao ponto G (néo faga vinco,

apenas “marque o ponto”):

Com esta dobra, determinou-se o ponto médio do segmento CG. Desdobre.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

Agora faca a seguinte pequena dobra, sobrepondo o ponto médio M, ao ponto ponto

médio do segmento CG (ndo faga vinco, apenas “marque o ponto”):

Observe que ponto marcado foi o préprio ponto G e que a mediana CM¢ ficou

dividida em trés partes congruentes.

Repita o procedimento para os vértices A e B e observe que o baricentro divide cada

mediana na razdo 2 : 1.

Repita o procedimento utilizando um recorte de triangulo retdngulo e outro de tri-

angulo obtusangulo. Observe que o baricentro sempre serd interior ao tridngulo ABC.
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Encerre esta atividade recapitulando a definicdo de mediana e apresentando uma

justificativa de que as medianas dos lados de um tridngulo sempre se intersetardo em
um Uunico ponto.

Ortocentro

Partindo de um recorte de triangulo acutangulo, faca a seguinte dobra passando
pelo vértice C, de modo que o lado AB se sobreponha:

Desdobre. O segmento determinado pela dobradura é a altura relativa ao lado AB.

Repita o procedimento para os lados BC e AC, de acordo com as figuras abaixo.

Observe que as trés alturas se encontram em um Unico ponto H, denominado o
ortocentro do tridngulo ABC.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

Repita o procedimento utilizando um recorte de triangulo retdngulo. Observe que
apenas € possivel fazer a dobra no lado oposto ao angulo reto, pois as outras alturas
coincidem com os outros lados. Logo, o ortocentro coincide com o vértice do dngulo

reto.

Por fim, repita o procedimento em um tridngulo obtusangulo.

Note que apenas € possivel fazer a dobra no lado oposto ao angulo obtuso e, assim,
ndo obtivemos o ortocentro como nos casos anteriores. Entdo, cole o tridngulo numa
folha, prolonguem seus lados e faca novas dobras. Agora, sim, o ortocentro ficou

determinado — e ele é um ponto exterior ao triangulo dado.

Encerre esta atividade recapitulando a defini¢do de ortocentro e apresentando uma
justificativa de que as alturas de um tridngulo sempre se intersetardo em um unico

ponto.
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5.1.2 A Reta de Euler

Para realizar esta atividade utilizaremos lapis, régua, tesoura e folhas de papel sulfite

com um triangulo acutdngulo impresso.

Partindo de um recorte de tridngulo acutangulo (para facilitar a visualizacdo dos
pontos notaveis), por meio dos procedimentos (dobraduras) apresentados nas ativi-
dades anteriores, encontre o circuncentro (O), o incentro (I), o baricentro (G) e o

ortocentro (H) do triangulo ABC.

Observe a posicdo desses pontos, um em relacdo aos outros, até que seja levantada a
hipétese do circuncentro, baricentro e ortocentro serem colineares. Por fim, trace uma

reta unindo os pontos O e H e confirme a hipdtese.

5.1.3 A Circunferéncia dos Nove Pontos

Para realizar esta atividade utilizaremos lapis, régua, compasso, cola, tesoura e fo-

lhas de papel sulfite com um triangulo acutdngulo impresso.

Partindo de um recorte de tridngulo acutangulo (para facilitar a visualizacdo dos
pontos notaveis), por meio dos procedimentos (dobraduras) apresentados nas ativida-
des anteriores, encontre o ortocentro (H), o circuncentro (O), os pontos médios dos
lados (M,, M, e M,) e os pés das alturas (H,, H, e H.) do tridngulo ABC.



5.1 DOBRADURAS DE PAPEL

Faca a seguinte pequena dobra, sobrepondo o vértice A ao ponto H (néo faca vinco,

apenas “marque o ponto”):

Com esta dobra, determinou-se o ponto médio E. do segmento CH.

Desdobre. Repita o procedimento para os segmentos BH e CH.

Faca novamente uma pequena dobra, agora sobrepondo o ortocentro ao circuncen-
tro, determinando o ponto médio N do segmento OH (ndo faga vinco, apenas “marque

0 ponto”):
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Cole o triangulo em uma folha e destaque os pontos médios dos lados e dos seg-
mentos que ligam os vértices ao ortocentro, bem como os pés das alturas do triangulo
ABCE

Observe a posicdo desses nove pontos, até que seja levantada a hipotese de todos
estarem sobre uma mesma circunferéncia. Por fim, centrando a ponta seca do com-
passo no ponto N e a outra em qualquer um dos nove pontos destacados, trace uma

circunferéncia e confirme a hipotese.

5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

O principal objetivo desta atividade é que o aluno construa conceitos matematicos
de maneira informal, intuitiva e lidica utilizando o software GeoGebra, cujo download

pode ser feito em https://www.geogebra.org/ downloadﬂ

2 Cuidado com o tamanho do tridngulo em relacdo a folha, para que a Circunferéncia dos Nove Pontos

possa ser tracada inteiramente na folha.
3 “O GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino que retine Geo-

metria, Algebra, Planilha de Calculo, Gréficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

O GeoGebra é um excelente recurso didético, pois proporciona uma visualizacdo do
objeto a ser estudado, é de facil manipulacdo e é gratuito, porém se faz necessario
um computador disponivel por aluno ou dupla de alunos (o software também funciona
em tablets, mas o ideal é realizar a atividade em um computador). O objeto a ser
estudado serd construido pelo aluno através de comandos dados pelo seu professor,

que deve conduzir a atividade de forma a desenvolver o espirito de investigacao.

A atividade estd dividida em duas etapas e, antes de sua aplicacdo, é desejavel que
os alunos tenham tido contato com as no¢oes de mediatriz, bissetriz, mediana e altura,
além da nocdo de circunferéncia (o ideal seria o aluno ja ter realizado em algum

momento a atividade anterior).

Inicialmente construiremos os pontos notdveis de um triangulo, para depois obter
a reta de Euler e a Circunferéncia dos Nove Pontos. Em seguida, serd levantado um

questionamento que nos levara a construcdo da Coénica dos Nove Pontos.

A segunda etapa desta atividade consistira de uma abordagem visual da demonstra-

¢do do Teorema apresentado no capitulo anterior.

5.2.1 Primeira abordagem

Ao abrir o programa, verifique se no canto esquerdo da tela estd sendo exibida
a Janela de Algebra. Caso nio esteja, vd ao menu superior, clique em Exibir e, em
seguida, selecione Janela de Algebra. Clique também na seta em frente a Janela de
Visualizagdo para que seja exibida a Barra de Estilos, onde podera esconder ou exibir
os eixos ou a malha, bem como, quando selecionar algum objeto podera modificar sua

cor, tamanho e rétulo.

Unico pacote facil de se usar. O GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de usudrios em prati-
camente todos os paises. O GeoGebra se tornou um lider na area de softwares de matematica dina-
mica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matemadtica” Fonte:

https://www.geogebra.org/about. O GeoGebra também estd disponivel online.
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€7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

Bl Al olo] 4N+

» Janela de Algebra X[+ Janela de Visualizagio = X

[Alternar Barra de Estilos

Entrada:

Figura 59: Tela inicial

Para criar os objetos faremos uso dos botdes da Barra de Ferramentas, selecionando

a acdo desejada e realizando-a na Janela de Visualizagdo.

AlLAG > Ollll<l N2

Figura 60: Botdes da barra de ferramentas.

Pontos notdveis do tridngulo
- No segundo botao, selecione Ponto. Depois, na Janela de Visualizagdo, determine a
posicdo de cada ponto (A, B e C).

Observagdo. Sempre que desejar mover esses pontos (ou qualquer outro objeto), va ao

primeiro botdo e selecione Mover. Em seguida, arraste-os para a posicao desejada.

- No quinto botéo, selecione Poligono. Depois, na Janela de Visualiza¢do, clique nos

pontos A, B, C e, novamente, no ponto A.
Vamos criar as retas suporte do lados do triangulo ABC.

- No terceiro botao, selecione Reta. Depois, clique no ponto A e, em seguida, no

ponto B.

- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

Para tornar o ambiente visualmente menos poluido, ocultaremos os segmentos do

poligono e o nome das retas:

- Na Janela de Algebra, desabilite os trés segmentos do poligono (a, b e c), ou seja,
clique sobre a “bolinha” azul em frente a descricdo do objeto de modo que essa “boli-
nha” fique branca. Repita este procedimento sempre que desejar ocultar um objeto (e

faca o inverso para exibir um objeto oculto).

- Na Janela de Algebra, selecione as retas (mantendo pressionado o botdo "Ctrl'do
teclado), depois clique clique em Esconder na opgao Estilo de Rétulo da Barra de Estilos.

Repita este procedimento sempre que julgar necessario.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

]I elol <) =]e)

» Janela de Algebra X| |~ Janela de Visualizagéo X

Ponto -

v v

Esconder
Nome
Nome & Valor
Valor

Legenda

Segmento
a=854
b=1253
c=14.14

Triangulo

® poit =53

Entrada:

Observagdo. Antes de selecionar qualquer objeto, verifique se alguma outra ferramenta

(botao) esta selecionada. Caso esteja, va ao primeiro botao e selecione Mover.

- No quarto botao, selecione Mediatriz. Depois, clique no ponto A e, em seguida, no

ponto B. A mediatriz do segmento AB terd sido criada.
- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.
Observe que as trés mediatrizes se cruzam em um mesmo ponto.

- No segundo botdo, selecione Intersecdo de Dois Objetos. Em seguida, clique sobre

duas mediatrizes, obtendo o circuncentro do tridngulo ABC.

Para tornar o ambiente organizado e de f4cil visualizacdo, vamos renomear este

ponto para O:

- Selecione o objeto correspondente na Janela de Algebra, clique sobre ele com o
botdo direito e, em seguida, selecione Renomear. Digite “O” e clique em OK. Repita

este procedimento sempre que for alterar o nome de qualquer objeto.
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- Oculte as trés mediatrizes.

Vamos determinar os pontos médios dos lados do triangulo ABC para, na sequéncia,

tracar as medianas.

- No segundo botéo, selecione Ponto Médio ou Centro. Clique no ponto A e, depois,

em B. O ponto médio do segmento AB terd sido criado. Renomeie-o para M, (digite
“M_C”),

- Crie o ponto médio dos segmentos BC e AC. Renomeie-os para M, e M,, respecti-

vamente.

- No terceiro botao, selecione Segmento. Depois, clique no ponto M, e, em seguida,

no vértice A. A medianas AM, tera sido criada.
- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.
Observe que as trés medianas se cruzam em um mesmo ponto.

- No segundo botao, selecione Intersecdo de Dois Objetos. Em seguida, clique sobre

duas medianas, obtendo o baricentro do triangulo ABC. Renomeie-o para G.

- Oculte as trés medianas.

Vamos, agora, tragar a reta perpendicular ao lado AB que passa pelo vértice C.



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

- No quarto botéo, selecione Reta Perpendicular. Depois, clique na reta AB e, em

seguida, no vértice C. A reta suporte da altura relativa ao lado AB tera sido criada.
- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.
Observe que as trés alturas se cruzam em um mesmo ponto.

- No segundo botéo, selecione Intersecdo de Dois Objetos. Em seguida, clique sobre

duas alturas, obtendo o ortocentro do tridngulo ABC. Renomeie-o para H.

Antes de ocultar as alturas, vamos criar os pontos de intersecdo delas com os lados

do triangulo.

- No segundo botdo, selecione Interse¢do de Dois Objetos. Em seguida, clique na reta

AH e, depois, na reta BC. Renomeie o ponto foi criado para H,.

- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.

- Oculte as trés alturas.
Vamos, agora, tracar a reta que divide ao meio o angulo A, ou seja, a sua bissetriz.

- No quarto botdo, selecione Bissetriz. Depois, clique nos pontos C, A e B, nesta

ordem. A bissetriz do angulo A tera sido criada.
- Repita o procedimento nos outros dois dngulos do triangulo.
Observe que as trés bissetrizes se cruzam em um mesmo ponto.

- No segundo botdo, selecione Intersecdo de Dois Objetos. Em seguida, clique sobre

duas bissetrizes, obtendo o incentro do triangulo ABC. Renomeie-o para I.
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- Oculte as trés bissetrizes.

Reta de Euler
Vamos aproveitar as construgdes realizadas e comprovar a existéncia da Reta de
Euler.

- No terceiro botdo, selecione Reta. Depois, clique no ponto O e, em seguida, no

ponto H. Observe que o ponto G pertence a esta reta, denominada Reta de Euler.

- Oculte a Reta de Euler.

Circunferéncia dos Nove Pontos
Ja temos seis dos nove pontos distinguidos que compdem a Circunferéncia dos Nove
Pontos. Vamos determinar os outros trés.

- No segundo botéo, selecione Ponto Médio ou Centro. Clique no ponto A e, depois,

em H. O ponto médio do segmento AH foi criado. Renomeie-o para E,.

- Repita o procedimento nos outros dois vértices.



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

Vamos confirmar a existéncia de uma circunferéncia que passa pelos seguintes nove
pontos: M,, M, M., H,, Hy, H., E;, E; e E.. Veremos, ainda, que o centro de tal circun-

feréncia é o ponto médio do segmento OH.

- No segundo botéo, selecione Ponto Médio ou Centro. Clique no ponto H e, depois,

em O. O ponto médio do segmento OH foi criado. Renomeie-o para N.
- Habilite a Reta de Euler.

- No sexto botéo, selecione Circulo dados Centro e Um de seus Pontos. Depois, clique

em um ponto qualquer dentre os nove. A circunferéncia foi criada.

Podemos mover os vértices do tridngulo ABC e verificar a existéncia tanto da Reta
de Euler como da Circunferéncia dos Nove Pontos, independentemente do tridngulo

considerado.

Cbnica dos Nove Pontos

Agora, vamos verificar o que acontece se, ao invés de considerarmos as alturas e o

ortocentro, considerarmos trés cevianas quaisquer que se intersetam em um ponto P.

- Oculte a reta, a circunferéncia e todos pontos, com excecdo dos vértices e dos

pontos médios dos lados.

- No segundo botao, selecione Ponto. Depois, na Janela de Visualizagdo, selecione
qualquer posicao, desde que interna ao triangulo ABC. Renomeie o ponto criado para
P.

Vamos tracar a reta passa pelo vértice A e pelo ponto P, ou seja, a reta suporte da

ceviana referente ao lado BC.

- No terceiro botdo, selecione Reta. Depois, clique no ponto A e, em seguida, no

ponto P.

89



90 ATIVIDADES

- Repita o procedimento nos outros dois vértices.

Antes de ocultar as retas, vamos criar os pontos de intersecio delas com os lados do

tridngulo, além dos pontos médios entre o ponto P e os vértices do tridngulo ABC.

- No segundo botao, selecione Intersecdo de Dois Objetos. Em seguida, clique na reta

AP e, depois, na reta BC. Renomeie o ponto criado para P,.
- Repita o procedimento nos outros dois lados do tridngulo.

- No segundo botéo, selecione Ponto Médio ou Centro. Clique no ponto A e, depois,

em P. Renomeie o ponto criado para F,.

- Repita o procedimento nos outros dois vértices.

- Oculte as retas.

Observe esses nove pontos. Vamos verificar a existéncia de uma conica passando por

eles.

- No sexto botéo, selecione Cénica por Cinco Pontos. Depois, clique em cinco pontos

quaisquer dentre os nove.

Podemos mover os vértices do triangulo ABC e o ponto P para verificar a existéncia
de uma tal cénica, independentemente do tridngulo considerado e da posicao do ponto
P.



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

- Habilite a circunferéncia e os seus nove pontos distinguidos.

- Habilite o ponto H e mova o ponto P até ele.

Observe a conica se sobrepor a circunferéncia e o mesmo acontecendo com os pontos

distinguidos.

Observe que a Circunferéncia dos Nove Pontos é uma particularidade da Conica dos
Nove Pontos quando P = H. Em outras palavras, a Cénica dos Nove Pontos é uma

generalizacdo da Circunferéncia dos Nove Pontos.

5.2.2 Segunda abordagem

M. Bocher afirmou em [1] que a Conica dos Nove Pontos €, na realidade, o lugar

geométrico do centro das conicas que passam por A, B, C e P.

Crie o tridngulo ABC, trés cevianas que se encontram em um ponto P e 0s nove

pontos distinguidos que formam uma cénica.
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Temos o tridangulo ABC, o ponto P e os nove pontos distinguidos que, conforme
observamos, pertencem a uma mesma conica. Vamos, agora, relacionar essa conica ao

lugar geométrico do centro das conicas determinadas pelos pontos A, B, C e P.

Temos apenas quatro pontos (A, B, C e P) e sabemos que por cinco pontos (trés
a trés ndo colineares) passa uma, e uma so, cbnica. Logo, precisamos de um quinto
ponto X. E necesséario que esse quinto ponto percorra o plano cartesiano de forma que,
combinado aos pontos A, B, C e P, tenhamos todas as possiveis conicas existentes no

plano. Vamos fazer X percorrer uma circunferéncia e observar o resultado.

- No sexto botdo, selecione Circulo dados Centro e Um de seus Pontos. Na Janela de
Visualizagdo, selecione uma posicdo fora do triangulo ABC. Depois, selecione uma

outra posicao, de modo que a circunferéncia fique relativamente grande.

- Renomeie o centro da circunferéncia para Q e o ponto que determinou o seu raio
de R.

- No segundo botao, selecione Ponto. Clique em qualquer lugar da circunferéncia,

criando um ponto pertencente a ela. Renomeie-o para X.

- No sétimo botdo, selecione Cénica por Cinco Pontos. Depois, clique sobre os pontos

A, B, C, P e X. Renomeie a cbnica para e.

- Na barra de comando Entrada digite “E=Centro[e]”.



5.2 ABORDAGENS VISUAIS DA CONICA DOS NOVE PONTOS

O ponto E que surgiu na janela de visualizagdo é o centro da conica e. Altere sua cor

para que fique em destaque.
- Clique sobre o ponto E com o botdo direito do mouse e selecione Habilitar Rastro.
- Clique sobre o ponto X com o botao direito do mouse e selecione Animar.

Observe a figura formada pelo rastro do ponto E.

Fazendo X percorrer uma circunferéncia de raio suficientemente grande, vemos que
o traco das conicas determinadas por A, B, C, P e X cobre todo o plano. Portanto,
ndo hd necessidade de tomar X fora dessa circunferéncia: se ele estivesse em outro
lugar, a conica que seria determinada ja teria sido listada antes, para algum X' na

circunferéncia.

Se a sua familia de conicas nédo cobriu todo o plano, aumente o raio da circunferéncia

movendo o ponto R até que isso aconteca.
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