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RESUMO

E comum realizarmos revisdes de contetidos com os alunos com o objetivo de sanar
duvidas e consolidar conceitos. Neste trabalho, apresentamos a Geometria do Taxista,
uma geometria que difere da Geometria Euclidiana na maneira de medir as distancias.
Pela proximidade com a Geometria Euclidiana, propusemos cinco atividades que pos-
sibilitardo a apresentacao desse conteudo, a revisdo e a consolidacdo de muitos temas
abordados nos diversos anos que antecedem o ensino superior. Esperamos que este

trabalho contribua para o aprendizado de alunos e professores.

Palavras-chave: Geometria do Taxista, Geometria ndo Euclidiana, Taxi Pardbola,

Revisdo de Contetido, Consolidacdo de Contetdo.
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ABSTRACT

It’s a quite usual practice to review some mathematics topics on the middle and,
mainly, high school, several times in order to consolidate math’s fundamental concepts
among the students. In the present work, we present the Taxicab Geometry, a geom-
etry which differs from the usual Euclidean Geometry on the way one can measure
distances. Due to the close relationship with the Euclidean Geometry, we propose
some activities that provide us a nice revision and consolidation exercise on several ge-
ometric and algebraic topics relevant to undergraduate students aspirants. We deeply
hope that this work can contribute someway to the teachers’ and students’ learning

process.

Keywords: taxicab geometry, non-euclidean geometry, taxicab parabola, content

review, content consolidation.
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INTRODUCAO

Nesta dissertacdo, apresentamos a Geometria do Taxista. Ela ndo € euclidiana por
possuir uma maneira diferente de medir distancia e, consequentemente, alguns re-
sultados da Geometria Euclidiana ndo valerdo nela, porém, de forma surpreendente,
outros valerdo. E uma geometria possivel de ser trabalhada com os alunos do Ensino
Fundamental II e do Ensino Médio, pois muitos dos seus resultados sdo obtidos através
de contéudos abordados nessas etapas de ensino. Para tanto, sugerimos uma sequén-
cia de atividades que permitird ao aluno conhecer essa geometria e, durante a este

processo, fard uma série de revisdes dos contetidos abordados na educagao basica.

No Capitulo 1, elencamos alguns fatos histéricos referentes a geometria, desde hi-
poteses de seu surgimento até o conhecimento das Geometrias ndo Euclidianas. Si-
tuacdes importantes sdo citadas, como os avancos que aconteceram no decorrer dos
anos, a apresentacdo da obra Elementos, algumas tentativas de demonstracdo do V

postulado e a chegada das Geometrias ndo Euclidianas.

Ja no Capitulo 2, apresentamos os Axiomas de Birkhoff e alguns resultados na Ge-
ometria Euclidiana, dando énfase na demonstracdo dos casos de congruéncias entre

triangulos.

Definimos a Geometria do Taxista no Capitulo 3, verificando quais Axiomas de
Birkhoff valem para ela, assim como, os conceitos de triangulos e algumas de suas
propriedades nesta geometria. A taxi circunferéncia também é estudada, desde sua
definicdo até sua construcdo. Ainda neste capitulo, dois novos resultados sdo apre-
sentados ao estabelecer a condicdo de existéncia para um tridangulo na Geometria do

Taxista e a surpreendente validade do Teorema de Tales.

Trabalhamos com parébolas a partir do Capitulo 4, suas propriedades e construcoes

em ambas as geometrias.

Para finalizar, no Capitulo 5, apresentamos uma sequéncia de atividades que aborda
parte do contetido apresentado nos capitulos anteriores, com o objetivo de trabalhar
com os alunos uma nova geometria e consolidar o conhecimento de diversos contetidos

abordados no decorrer dos anos do ensino regular.



INTRODUCAO

E fundamental que o professor inove sua prética pedagégica para revisar contetidos
e consolidd-los com seus alunos. O estudo da Geometria do Taxista exposto neste
trabalho pode atender a essa necessidade de inovacao, pois ela permite a percepcao e
o desvendar de um “mundo novo” no campo da Geometria. Além disso, permite um
trabalho contrastivo em que o aluno perceba a existéncia de semelhancas e diferencas

entre a ja conhecida Geometria Euclidiana e a Geometria do Taxista.



UM POUCO DE HISTORIA DA GEOMETRIA

A palavra grega Geometria é composta por “geo” que significa terra e “metria” que
significa medida, denominacéao utilizada desde os egipcios e babilonicos para a medi-
cdo de terra. As medi¢Oes sdo essenciais a partir do momento em que uma sociedade
comeca a assumir propriedades de terra, a comercializar ou construir qualquer coisa
que necessite diferenciar seus respectivos donos e ter nocdo de grandeza para estimar

0 quanto serd necessario para fazer determinada obra.

(- - ) a cobranca de imposto foi, talvez, o primeiro imperativo para o desenvolvimento da
geometria, pois embora teoricamente o farad possuisse todas as terras e bens, na realidade os
templos e até os individuos em particular possuiam iméveis. O governo determinava os
impostos da terra baseado na altura da enchente do ano e na drea de superficie das
propriedades (MLODINOW, 2010, p. 18-19, [115]]).

Os egipcios desenvolveram maneiras de calcular dreas e, com a marcacao das terras,
era possivel cobrar os impostos e saber a quem pertencia cada pedaco apés um periodo
de enchente. Documentos de aproximadamente 3100 a.E.C. (antes da Era Comum) re-
velam que os egipcios e babilonicos ja tinham algumas regras matemadticas para medir
recipientes de armazenamento, medir extensoes de terrenos e planejar construgdes. A
grande piramide de Gizé foi contruida por volta de 2650 a.E.C., demonstrando que os

egipcios ja tinham bom dominio da geometria.

Segundo Eves [7]], dos 110 problemas dos papiros de Moscou (aproximadamente
1850 a.E.C.) e Rhind (por volta de 1650 a.E.C.), temos 26 que abrangem a geometria.
Muitos estdo relacionados ao cédlculo de areas de terras e volumes de graos, fortale-
cendo a importéancia dos conceitos geométricos para a época. No papiro de Moscou,
destacou-se um feito notavel que foi a “férmula” (receita verbal) correta para o volume

do tronco de uma piramide quadrada.



UM POUCO DE HISTORIA DA GEOMETRIA

Por volta de 600 a.E.C., Tales de Mileto (624 - 547 a.E.C.) foi um dos pioneiros
a tentar, de forma dedutiva, desenvolver a geometria. Em sua visita ao Egito, Tales,
através de semelhanca de tridangulos, calculou a altura das piramides. A partir de Tales,
foi usado um sistema em que cada proposicao é demonstrada a partir de proposicoes
anteriores e assim sucessivamente. Os gregos repararam que esse processo nao podia
seguir infinitamente, sendo assim foi necessario assumir algumas proposicoes como

verdadeiras para usa-las nas demonstracoes das demais.

Antecessor a Euclides, Pitdgoras de Samos (569 - 475 a.E.C.) contribuiu com o uso
de formalidade nas provas e demonstracoes do seu conhecimento, sendo ele o res-
ponsével pela demonstracdo do famoso “Teorema de Pitagoras”, considerando que ja
havia registro da utilizacdo do teorema pelos babilonios. Outro antecessor a Euclides
foi o matemadtico Platdo (427 - 347 a.E.C.) que, préximo ao que conhecemos hoje,

organizou com rigor suas demonstragoes matematicas.

Segundo Eves [7]], uma das principais fontes de informacgdes a respeito dos primei-
ros passos da matematica grega é o chamado Sumario Fudemiano de Proclo. Proclo
viveu no século V d.E.C. (depois da Fra Comum), mas mesmo assim teve acesso a
muitos trabalhos histéricos e criticos que posterior a ele se perderam. Nesse trabalho,
importantes matematicos foram mencionados, como Tales de Mileto e Pitagoras, além
disso, o Sumdrio Eudemiano foi importante para dar luz ao periodo que antecede Eu-
clides, uma vez que a grandiosa obra apresentada por ele ofuscou as conquistas que

antecederam o livro Elementos.

Nas escolas, é comum abordar apenas a Geometria Euclidiana, a qual foi apresen-
tada de forma axiomatica pelo matematico grego Euclides de Alexandria por volta de
300 a.E.C. através do livro Elementos. Essa obra contém treze volumes, sendo cinco
sobre geometria plana, trés sobre nimeros, um sobre a teoria das propor¢des, um
sobre incomensuraveis e os trés ultimos sobre geometria no espaco, e, nela, as constru-
cOes propostas sdo efetuadas por meio de régua e do compasso. Lancada pela editora
Unesp, a primeira traducdo direta do grego para o portugués foi responsabilidade de

Irineu Bicudo [3], em 2009. O autor introduz a traducdo, dizendo:

“Se com Homero a lingua grega alcancou perfeicéo, atinge com Euclides a precisdo.”

Segundo Flood [8]], Elementos era uma compilacido de resultados conhecidos e or-
ganizados em ordem légica. Comecava com axiomas e postulados iniciais e usava
regras de deducéo para derivar cada nova proposi¢cao de maneira sistematica. Nao foi

a primeira dessas obras, no entanto a mais importante.



UM POUCO DE HISTORIA DA GEOMETRIA

Da mesma forma, para Barbosa [2]:

“Certamente Euclides néo criou toda a geometria contida nos seus “Elementos”. Seu trabalho
foi muito mais aquele de um compilador, desejoso de colocar em um unico texto, trés das

grandes descobertas gregas:
a) a teoria de Eudoxo das proporcoes (livro V);
b) a teoria de Teteto dos irracionais (livro X);

¢) a teoria dos cinco corpos regulares que ocupava lugar de destaque na cosmologia de Platéo
(BARBOSA, 2012, p.72, [2]) .

Segundo Bicudo [4]], a geometria ao chegar & Grécia precisou ser explicada por meio

da razdo, sendo assim foi necessario criar regras, como segue:

“Os postulados sdo as primeiras no¢ées geométricas que sdo aceitas sem contestacoes. A
partir desses postulados, sdo apresentadas outras regras. Sendo assim, a geometria se
transformou em uma ciéncia dedutiva, baseada em principios. Nesse contexto, Euclides fez o
primeiro grande resumo de tudo que se conhecia antes dele em matematica. Ele foi um chefe
de escola em Alexandria, 300 anos antes de Cristo, e a sua obra “Elementos” resume muito
bem tudo que se conhecia em matematica elementar. (BICUDO, 2011, p. 1, [4])”

Figura 1: Elementos. Fonte: https://g00.gl/s7MGW1.

O primeiro livro, em suas pdginas iniciais, apresenta definicdes que servirdo como

vocabuldrio para o leitor. Seguem algumas traduzidas por Bicudo [3]:

1. Ponto € aquilo que de nada € parte.
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10.

11.
12.
13.
14.

15.

23.

. E linha é comprimento sem largura.

. E extremidades de uma linha sdo pontos.

E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma.

. E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.
. E extremidades de uma superficie sdo retas.
. Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

. E angulo plano € a inclinacdo, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam

e ndo estdo postas sobre uma reta.

. E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o angulo é chamado retili-

neo.

E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faca os angulos adjacen-
tes iguais, cada um dos angulos € reto, e a reta que se alteou é chamada uma

perpendicular aquela sobre a qual se alteou.

Angulo obtuso ¢ o maior do que um reto.

E agudo, o menor do que um reto.

E fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa.
Figura € o que € contido por alguma ou algumas fronteiras.

a 22. Ha defini¢oes de circulo, figuras retilineas (em especial triangulo e quadri-

lateros).

Paralelas sdo retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas ilimitada-

mente em cada um dos lados, em nenhum se encontram.

Dando sequéncia as paginas iniciais, postulados e no¢des comuns sdo apresentados

ao leitor que também servirdo para a apreciacdo do conteudo que estd por vir. As

nocodes comuns mencionadas sao:

. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.
. E, caso sejam adicionadas coisas iguais as coisas iguais, os todos sdo iguais.

. E, caso de iguais serem subtraidas iguais, as restantes sdo iguais.

E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sdo desiguais.

. E os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.
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6. E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si.
7. E as coisas que se ajustam uma a outra sdo iguais entre si.
8. E o todo é maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.
Os postulados de Euclides, dizem:

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e distincia, descrever um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os dngulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Os quatro primeiros postulados, segundo Andrade, deve-se a Eudoxo de Cnido (408
a.E.C. - 355 a.E.C.). Na demonstracdo das primeiras 28 proposicoes do Livro I (da cole-
cao Elementos), Euclides ndo fez uso do quinto postulado, porém,“na 292 proposicéo,
iniciaram-se os preparativos para demonstrar a 32? proposicdo: a soma das medidas

dos angulos internos de um triangulo é 180° (ANDRADE [[1]])”.

O quinto postulado gerou duvidas por ser o mais extenso e mais complexo, e diver-
sos estudiosos trabalharam com o objetivo de prova-lo, utilizando os quatro anteriores,
pois, para os gregos antigos, parecia mais uma proposicdo do que um postulado. Se-
gundo Manfio [[14] Nasiradin (1201 - 1274), John Wallis (1616 - 1703), Gerolamo
Sacheri (1667 - 1733), John H. Lambet (1728 - 1777), Adrien M. Legendre (1752 -
1833), Louis Bertrand (1731 - 1812) e Carl F. Gauss (1777 - 1855) foram alguns deles
durante aproximadamente 2000 anos. Uma das reescritas do quinto postulado (com
o objetivo de tentar simplificar), e a mais utilizada até hoje, é responsabilidade do

matematico e fisico escocés John Playfair (1748 - 1819).

Postulado V (axioma de Playfair): por um ponto fora de uma reta, pode-se tracar
uma Unica reta paralela a reta dada. (BARBOSA [2]).

Durante as tentativas de prova do quinto postulado, varias falsas provas foram cria-
das e aceitas por anos, em geral elas utilizavam argumentos que substituiam o quinto

postulado, utilizando o mesmo conceito.
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O jesuita italiano Girolamo Saccheri elaborou uma obra intitulada Euclides ab omni
naevo vindicatus (Euclides Livre de Toda Imperfeicdo), que veio a luz alguns meses
depois de sua morte. Nela, foi apresentada uma tentativa de provar por absurdo o V
postulado, utilizando as 28 proposicoes que constavam no livro Elementos de Euclides.
Usando um quadrilatero ABCD |2} sendo AeB angulos retos (90 graus), C=De
AD = BC, Saccheri usou trés possibilidades de hipdteses, sendo elas: esses Angulos
podem ser agudos, retos ou obtusos. A ideia era mostrar que supondo os angulos C
e D agudos ou obtusos chegaria em um absurdo, porém apenas o fato de ser obtuso
chegou ao resultado desejado. Muitos resultados foram utilizados posteriormente nas
Geometrias ndo Euclidianas, contudo o desejo de mostrar o absurdo aparentemente
ndo deixou Saccheri perceber os avangos que conseguiu e de forma forcada sinalizou

uma contradi¢cdo para os angulos agudos obtendo o resultado desejado.

D '

|/ \d

Figura 2: Quadrildtero de Saccheri.

O alemao Gauss percebeu que o quinto postulado era independente dos demais
e guardou para si varios teoremas da Geometria Hiperbdlica. Considerando que as
Geometrias ndo Euclidianas nao correspondiam ao mundo em que vivemos, optou por

ndo publicar suas descobertas.

O hungaro Janos Bolyai (1802-1860) e o russo Nicolai Ivanovitch Lobachevsky
(1793-1856) também perceberam que o quinto postulado era independente dos de-
mais e passaram a trabalhar com esse fato, iniciando, assim, as Geometrias ndo Eucli-
dianas. Simultaneamente o russo e o hliingaro conseguiram 6timos resultados em seus

trabalhos.

Segundo Boyer e Merzbach [5]], o pai de Janos Bolyai, Fonkar Bolyai, tinha gasto

muito de sua vida tentando demonstrar o postulado das paralelas, e, quando soube
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que seu proprio filho estava envolvido no problema das paralelas, o pai escreveu ao
filho:

“Pelo amor de Deus, imploro a vocé, desista. Receie isto tanto quanto as paixdes sensuais
porque isso, também, pode tomar todo o seu tempo e priva-lo de sua satde, paz de espirito e

felicidade na vida.”

O filho, nao convencido, continuou seus esforcos até que, por volta de 1829, ele

chegou a conclusdo a que Lobachevsky chegara poucos anos antes.

A geometria de Bolyai-Lobatchevsky tinha algumas propriedades diferentes da Eu-

clidiana, como:

- Dado um ponto fora de uma reta, por ele passarao infinitas retas paralelas a reta
dada.

- Se dois tridangulos forem semelhantes (tiverem os mesmos angulos), entdo também

serdo congruentes (terdo o mesmo tamanho).

Utilizando o enunciado das paralelas na forma de Playfair, eles consideraram trés
possibilidades: Por um ponto dado pode-se tracar mais do que uma, exatamente uma
ou nenhuma pararela a uma reta dada, fato que equivale a discutir se os angulos do

quadrilatero de Saccheri sdo agudos, retos ou obtusos. Para Eves [7],

“A real independéncia do postulado das paralelas dos outros postulados da Geometria
Euclidiana s6 foi estabelecida inquestionavelmente quando se forneceram demonstracdes da
consisténcia da hipotese do angulo agudo...entdo, qualquer inconsisténcia na Geometria nao

Euclidiana implicaria uma inconsisténcia correspondente na Geometria Euclidiana.(EVES,
2004, p. 543, [7)”

Em 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), ao descartar a infi-
nitude da reta, desenvolveu uma Geometria ndo Euclidiana usando a hipétese dos

angulos obtusos, a conhecida Geometria Eliptica.

O trabalho com as Geometrias ndo Euclidianas deram continuidade, um exemplo foi
Henri Poincaré que criou um modelo chamado de Disco de Poincaré para representar o
plano da Geometria Hiperbdlica. O disco resolveu um dos problemas da geometria de
Bolyai e Lobatchevski, a dificuldade de visualizacdo. Nesse modelo, o plano hiperbo-
lico é representado por um circulo, desconsiderando-se a sua fronteira, sendo que as
“retas” sdo representadas por didmetros, AB, ou por arcos de circulos perpendiculares

ao disco, como o arco CD da ﬁgura
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! 9] |

Figura 3: Retas no modelo de Poincaré.

Ainda na ﬁgura o plano hiperbdlico € o circulo de centro O e raio OA, excluindo a
circunferéncia com o mesmo centro e raio, por isso os pontos A, B, C e D ndo pertencem
ao plano.

O artista holandés Maurits Cornelis Escher (1898 - 1972) utilizou o plano hiperbo-
lico para produzir algumas de suas obras, como o Limite Circular III, conforme figura
[ que através das figuras entrelagadas, formas e imagens espelhadas causa o efeito
de suas dimensoes improvaveis. Escher concluiu que a multiplicacdo infinita de figu-
ras dentro de um circulo representa a eternidade do universo, pois sua borda nunca é
alcancada.

Figura 4: Limite Circular III. Fonte: https://g00.gl/0sros;j.

De acordo com Krause (1986) [[12]], um outro modelo de Geometria ndo Euclidiana
foi elaborada pelo matematico russo Hermann Minkowski (1864 - 1909). Ele desen-

volveu a Geometria do Taxi, que também é conhecida como a Métrica de Manhattan,
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Geometria Urbana, Métrica do Quarteirdo. Uma geometria aplicada em uma malha
quadriculada |5} na qual linhas horizontais e verticais correspondem as ruas de uma
“cidade ideal”. Nela a maneira de medir distidncia difere da Geometria Euclidiana,
uma vez que é necessario contar o deslocamento através de suas ruas (horizontais e

verticais).

Figura 5: Modelo do plano da Geometria do Taxista.

Conforme a imagem [5], é possivel perceber que, para chegar do ponto A até o ponto
B, é necessdrio seguir as ruas, da mesma forma se o deslocamento acontecer de B até
C ou de A até C. A distdncia euclidiana néo representa a distancia necessdria para

percorrer de um ponto até o outro (dependendo da posicdo dos pontos).

Essa serd a geometria que abordaremos neste trabalho, fazendo comparacoes com a

Geometria Euclidiana e apresentando resultados surpreendentes.
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A GEOMETRIA EUCLIDIANA NA FORMA
AXIOMATICA E ALGUNS RESULTADOS

Como citado no capitulo anterior, Euclides apresentou a geometria de forma axio-
matica pela primeira vez, com isso a presenca de imprecisdo torna-se mais comum.

Alguns pontos sao destacadas por Barbosa [2]:

“Embora Euclides ndo tenha dito especificamente, fica claro, através da forma como ele o
utilizou, que o primeiro postulado refere-se a uma tinica reta ligando os dois pontos. Também,
do contexto, fica claro que, para Euclides, “reta” significa o que hoje chamamos de
“segmento”. Dai ele falar em “continuar infinitamente uma reta”. Ele assumiu tacitamente que
tal prolongamento pode ser feito de uma dnica maneira em cada extremidade de uma “reta”,
de modo que duas retas distintas ndo podem ter um segmento comum. De fato Euclides
utilizou-se de muitas hipdteses que ndo constavam, sob nenhuma forma, nem das “nocoes
comuns”, nem dos “postulados”. Esta omisséo é considerada pelos gedmetras como um dos
mais graves defeitos dos “Elementos”.(BARBOSA, 2012, p.122, [12])”

Alguns matemadticos tentaram aperfeicoar a teoria de Euclides, como David Hilbert
(1862-1943) que elaborou um novo conjunto de axiomas separados em grupos, cada

grupo com um conceito central de onde derivam todas as proposicoes.

O matematico George David Birkhoff (1884-1944) apresentou os axiomas de uma
forma menos extensa (comparando com a forma apresentada por Hilbert), fato que foi

possivel, considerando o modo que Birkhoff introduziu os nimeros reais.

Apresentar a geometria de forma axiomadtica faz com que seja possivel abordar com
clareza a Geometria Neutra, aquela que ndo depende do V postulado. Os axiomas
de Birkhoff serdo apresentados e alguns resultados demonstrados. Porém, para um
estudo mais aprofundado, sugerimos a leitura de duas de nossas referéncias, Geome-

tria euclidiana plana e construcoes geométricas [[20] e Geometria euclidiana plana [|2]

13
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onde a apresentacdo axiomadtica € realizada de forma mais completa e detalhada, uma

vez que ndo é objetivo deste trabalho esse tipo de apresentacéo.

2.1 AXIOMAS DE BIRKHOFF

Axioma B. 1. Se A e B sdo dois pontos distintos, entdo existe uma e apenas uma reta

d
passando por ambos esses pontos. Denotaremos tal reta por AB.

Axioma B. 2. (Espaco métrico) Existe uma funcdo |PQ| definida para todo par de

pontos P e Q do plano, tal que:
1. |[PQ|=0se P =Q;
2. |PQ|>0se P #Q;
3. |PQJ= |QP);
4. (Desigualdade Triangular) |AC|< |AB|+|BC|, VA, B, C.

Observacdo 2.1. Da desigualdade triangular, obtemos para quaisquer A, B, C:

||AB|—|BC|| < |AC|< |AB|+|BC|.
Demonstragdo. Para mostrar que ||AB|—|BC|| < |AC]|, verificaremos primeiramente o
comportamento de ||AB|—|BC]].
Caso I - Se |AB| > |BC|, temos ||AB|—|BC|| = |AB| — |BC|.
Caso II - Se |AB| < |BC]|, temos ||AB|—|BC|| = |[BC| — | AB].

Pela definicdo de desigualdade triangular, temos |AB|< |AC|+|BC| e |BC|< |AC|+|ABj|
que podem ser escritas como |AB|—|BC|< |AC| e |[BC|—|AB|< |AC].

Como |AC|> |AB|—|BC| e |AC|> |BC|—|AB|, usando os casos I e II, podemos
afirmar que |AC|> ||AB|—|BC]|.

Pela desigualdade triangular, temos que |AC|< |AB|+|BC|, portanto concluimos
que ||AB|—|BC|| < |AC|< |AB|+|BC]|. O
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Axioma B. 3. (Postulado da régua) Para toda reta r, existe uma bijecdo x : r — IR, onde
R representa o conjunto dos numeros reais, denominada sistema de coordenada (ou

parametrizacao) de r, tal que, para todo par de pontos A, B em r, vale:

|AB|= |x(A) — x(B)|.

Dizemos que x(A) é a coordenada de A (no sistema de coordenada x).

Proposicdo 2.1. Se x e y sdo dois sistemas de coordenada para uma reta r, entdo para

todo P em r:
e y(P) = x(P) +k, ou;
e y(P)=—x(P)+k,
no qual k é um ntumero real fixado.

Se y(P) = x(P) + k, dizemos que y mantém a ordem de x; caso contrario, dizemos

que y inverte a ordem de x.

Definicdo 2.1. Dizemos que A x B C, se A, B e C forem colineares e valerem x(A) <
x(B) < x(C) ou x(A) > x(B) > x(C), no qual x é um sistema de coordenada para reta
que contém A, B e C (ver[3).

Axioma B. 4. Se r é uma reta qualquer do plano P, existem dois subconjuntos ndo

vazios de IP, HP; e HP,, denominados semiplanos, tais que:
1. (Unido disjunta) O plano IP é a unido disjunta de IP, HP; e HP;.

2. (Convexidade) Se P e Q estdo no mesmo semiplano, entdo o segmento PQ esta

contido nesse mesmo semiplano;

3. Se P e Q estdo em semiplanos opostos, entdo o segmento PQ contém um (tinico)
ponto de r.

- — - =
Definicdo 2.2. Um angulo / };, k é um par de semirretas }; e k que tém uma mesma

- =,
origem Z. Dizemos que Z é o vértice do angulo / ;, k. E usual denotarmos por /BAC
- =
o angulo / AB, AC. Num tridngulo de vértices A, B e C, indicaremos usualmente por

/A, AouBACo angulo interno com vértice A.

Dado o dngulo /BAC, dizemos que D esta no interior de /BAC se D estd do mesmo

4 x4
lado que B de AC e se D estd do mesmo lado que C da reta AB.

n - = - —
Axioma B. 5. (Medida de Angulos) Para cada angulo / h, k, existe um numero ()1, k

)"* no intervalo [0, 7r] chamado medida (em radianos) do 4ngulo, tal que:

15
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- =
1. se ) e k sdo a mesma semirreta, a sua medida é 0; se elas sdo semirretas opostas,

sua medida é r;

2. a soma da medida de um angulo com a de seu suplementar é 7r, desde que um
dos lados de cada um desses dngulos estejam sobre uma mesma reta (e possuam
apenas um ponto em comum) e uma semirreta (Gnico lado comum dos dois

angulos) tenha sua origem na reta (no ponto em comum entre as semirretas);

e , . . . - = s d - = d g
3. se j estd no interior do angulo / h, k, entdo (h, j)™+(j, k)™ = (h, k)",
_)
4. se uma semirreta k com origem em Z estd na reta r, entdo, em cada semiplano

—
limitado por r, existe uma bijecdo entre o conjunto de semirretas j com origem

- =
Z e os ntimeros reais « em (0, 7r) de tal maneira que « é igual 4 medida (j, k)™

R - =
do angulo / I, k; e
. . . = . >
5. nas condicOes do item (4), se a semirreta | € determinada por ZP, em que P é
%
um ponto de j, entdo o dngulo & depende continuamente de P, isto é, se P’ é
uma variavel e a’ seu dngulo correspondente, entdo (« — a’) — 0 & medida que

|PP'|— 0.

Axioma B. 6. [LAL (lado - dngulo - lado)] Se os dois lados e o 4ngulo interno entre
eles de um dado triangulo sdo congruentes, respectivamente, a dois lados e o angulo
interno entre eles de um segundo tridngulo, entdo os triangulos sdo congruentes, isto

¢, os demais angulos e lados sdo também congruentes.

Por Rezende [20], temos:

Definicao 2.3. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que sejam congruentes os pares de
lados correspondentes e também sejam congruentes os pares de angulos corresponden-
tes. Assim, definidas as correspondéncias A <+ D, B <+ E e C <+ F entre os triangulos
ABCeDEF,se A~ D,B~E,C~TF, AB ¥ DE, BC ¥ EF e CA = FD, dizemos que

os dois tridngulos sdo congruentes, o que denotamos por AABC = ADEF.

Axioma B. 7. (Euclidiano) Dada uma reta qualquer e um ponto fora dela, existe uma

Unica reta por tal ponto que nunca intersecta a reta dada.
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n

B C

Figura 6: Triangulos congruentes.

2.2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS E ALGUMAS PROPRIEDADES

Utilizando os axiomas de Birkhoff, verificaremos os casos de congruéncias na Geo-

metria Euclidiana.

2.2.1 Caso de congruéncia ALA (dngulo - lado - dngulo)

Proposicao 2.2. Se os dois angulos e o lado entre eles de um dado tridngulo sédo con-
gruentes, respectivamente, a dois angulos e o lado entre eles de um segundo tridngulo,
entdo os tridngulos sdo congruentes, isto €, os demais lados e dngulos sdo também

congruentes.

Demonstragcdo. Vamos considerar que os tridngulos ABC e DEF satisfazem a hipdtese
do caso de congruéncia ALA, ou seja, temos A ¥ D, B~ E e AB ¥ DE. Seja P um
ponto que pertenca a DF , tal que DP &~ AC, ver ﬁgura

Dessa forma, teremos AABC = ADEP pelo caso LALEI, pois AB~ DE, A~ De
AC ¥ DP.
Da congruéncia, ainda podemos afirmar que: BC = EP, B~¥EeC¥~D.

Como ABC < D/E\P, segue que DEP =~ DEF. Pelo axioma da Medida de Angulos
— —

temos que EP e EF coincidem.
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Figura 7: Demonstragdo do caso ALA.

Portanto F e P sdo os mesmos pontos e podemos afirmar que AABC = ADEF. [

Lema 2.1. Um tridngulo que possui dois lados com mesma medida (isdsceles), necessari-

amente terd os angulos opostos a eles congruentes.

Demonstragdo. Considere o triAngulo isésceles ABC com AB =~ AC. Quero provar que
ABC ~ ACB. Vamos comparar o triangulo ABC com ele mesmo, porém faremos uma
inversdo entre B e C, conforme a figura [8l Dessa forma temos AB = AC, AC = AB
e BAC é comum aos dois tridangulos. Segue, pelo caso LAL, que os triangulos sdo

congruentes e concluimos que ABC ~ ACB.

A A

B  C B

Figura 8: Demonstracdo do triangulo isdsceles.
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2.2.2  Caso de congruéncia LLL (lado - lado - lado)

Proposicao 2.3. Se os trés lados de um dado tridangulo sdo congruentes aos trés la-
dos de um segundo triangulo, entdo os tridngulos sdo congruentes, isto €, os dngulos

também sdo congruentes.

Demonstragdo. Dados os triAngulos ABC e DEF, em que AB = DE, B EFeC
EF.

1
12

No semiplano determinado por BC e que ndo contém o ponto A, consideremos uma
semirreta de origem C, formando com CB um angulo congruente ao DFE. Seja P um
ponto da semirreta, tal que CP =~ FD. Ligando o ponto P ao ponto B, teremos o

tridngulo PBC, conforme a figura [9]

D

Figura 9: Demonstrac¢éo do caso LLL.

Analisando os triAngulos PBC e DEF, temos: BC = EF, PCB =~ DFE e FD = CP.

Pelo caso LAL[6], podemos concluir que APBC = ADEF e, por isso, podemos afirmar
que DE =~ PB, BPC =~ EDF e PBC & DEF.

Tracando o segmento AP, temos o ponto G € CB.
Podemos afirmar que:
i) CA~¥FDeFD =~ CP, ouseja, CA~ FD = CP.

ii) AB~ DE e DE =~ PB, ou seja, AB =~ DE ¥~ PB.
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Analisando os triangulos isdsceles PAC, com CPA =~ @3, e PAB, BAP =~ B/ELL
podemos afirmar que BAC = ﬁ’\C, pois temos BAC = CAP + BAP e BPC = CPA +
BAP.

Em relacdo aos triangulos ABC e PBC, podemos afirmar que CA ~ CP, CAB ~ CPB
e AB ¥ PB, e, por isso, pelo caso LALE[, temos AABC = APBC.

Haviamos provado que APBC = ADEF e agora sabemos que AABC = APBC, por-
tanto fica provado que AABC = ADEF.

Outras duas possibilidades devem ser demonstradas, para os tridngulos retangulos
e para os obtusangulos. Nesse caso, sugerimos que verifiquem o livro Geometria eucli-

diana plana e construcoes geométricas [20]. O

2.2.3 Teorema do Angulo Externo

Definicdo 2.4. Dado o tridngulo ABC, chamamos seus angulos @, BCA e CAB de
angulos internos. Os angulos suplementares desses dngulos sdo chamados de dngulos

externos, na imagem [10|temos CAE, ABD e BCF como os angulos externos.

D

Figura 10: Angulos externos.

—

Chamamos ACB e ABC de angulos nao adjacentes internos a CAE.

Teorema 2.2. (Teorema do Angulo Externo) Todo dngulo externo de um tridngulo é maior

(mede mais) que qualquer um dos dngulos internos que ndo seja adjacente a ele.
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Demonstracdo. Dividiremos a demonstracdo em dois casos, como segue:
i) Para ABD > CAB temos:

N
Dado o triangulo ABC, em que D € CB e B estd entre C e D, o ponto E estd localizado

P — - N
na metade (ponto médio) do segmento AB e F € CE tal que CE = EF, conforme a

figura

Figura 11: Demonstracéo da relacdo do angulo externo - parte I.

Analisando os tridngulos AEC e BEF, temos CE ~ FE, AEC = BEF (sdo angulos
opostos pelo vértice) e AE =~ BE, portanto AAEC = ABEF pelo caso LAL@ Segue
que C/fﬁ ~ FBE.

Como F esta no interior de 1@, temos que ABD = ABF + FBD. Sabemos que
CAE FBE, portanto podemos afirmar que ABD = CAB + FBD e, consequenteme-

mente, ABD > CAB.
ii) Para @ > fTC\B temos:

*>
Utilizando o mesmo tridngulo ABC, com D € CB e B estd entre C e D, agora teremos
- —
o ponto H que estd localizado na metade (ponto médio) do segmento CB, [ € AH tal
- . —
que AH = Hl e G € AB e B estd entre A e G, conforme a ﬁgura

Para mostrar que ABD > ACB, usaremos o fato de ABD ter a mesma medida de
—_— —_—
CBG, pois sdo angulos opostos pelo vértice. Logo, teremos que mostrar que CBG >
ACB.

A demonstracdo seguird os mesmos passos da anterior.

Analisando os tridngulos AHC e IHB, temos CH = BH, AHC =~ [HB (ingulos
opostos pelo vértice) e AH = TH, portanto AAHC =~ AIHB pelo caso LAL@ Segue
que ACH = [BH.

21



22

A GEOMETRIA EUCLIDIANA NA FORMA AXIOMATICA E ALGUNS RESULTADOS

n

Figura 12: Demonstracdo da relacdo do angulo externo - parte II.

Como I estd no interior de C/B\G, temos que CBG = CBI + IBG. Sabemos que ACH =~
[BH, portanto podemos afirmar que CBG = ACB +IBG e, consequentemente, CBG >
ACB.

O

2.2.4 Caso de congruéncia LAAo (lado - dngulo - angulo oposto)

Proposicao 2.4. Se um lado, um dos angulos que é formado por esse lado e o angulo
oposto a esse lado de um dado tridngulo sdo congruentes, respectivamente a, um
lado, um dos angulos que é formado por esse lado e o dngulo oposto a esse lado de
um segundo triangulo, entdo os tridngulos sdo congruentes, isto é, os demais lados e

angulos sdo também congruentes.

Demonstragao Dados os triangulos ABC e DEF em que AC ¥ DF, ACB ~ DFE e
ABC =~ DEF. Seja G um ponto da semirreta CB tal que CG =~ EF. Queremos mostrar
que G = B, para isso mostraremos por absurdo considerando que exista G entre C e B

(primeiro caso) ou que exista G tal que tenhamos B entre C e G (segundo caso).
Na primeira situacdo, teremos a figura[13]

Como AC =~ DF, ACG = DFE e CG < FE, podemos concluir que AAGC = ADEF
pelo caso LAL[6l A congruéncia entre os tridngulos permite afirmar que esse fato, ou
seja, AGC ~ DEF e, consequentemente, AGC =~ ITB\C, esse fato contraria o Teorema
do Angulo Externo pois AGC > ABC.
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Figura 13: Demonstracdo do caso LAA, - parte L.

Na segunda situacdo, consideraremos que exista B entre Ce G que satlsfa(;a as con-
dicdes iniciais em que AC = DF, AGC =~ DFE ABC ¥ DEFeG € CB tal que
CG = EF, como mostra a figura [14]

Figura 14: Demonstracdo do caso LAA, - parte II.

Da mesma maneira que verificamos na primeira situacio, temos AC = DF, ACG =
DFE e CG ~ FE, logo AACG = ADEF pelo caso LAL @ A congruéncia entre os
triangulos permite afirmar que esse fato, ou seja, AGC =~ DEF e, consequentemente,
AGC ~ ITB\C, contraria o Teorema do dngulo externo pois AGC < ABC. O

2.2.5 Caso de congruéncia RHC (dngulo reto - hipotenusa - cateto)

Esse caso de congruéncia estd relacionado a tridangulos com um angulo de 90°, os

triangulos retangulos.

Proposicao 2.5. Se o lado oposto ao dngulo reto (hipotenusa) e um dos outros dois
lados (catetos) de um dado triangulo retangulo sdo congruentes, respectivamente, ao
lado oposto ao angulo reto (hipotenusa) e um dos outros dois lados (catetos) de um
segundo triangulo retangulo, entdo os triangulos retangulos sdo congruentes, isto €,

os demais dngulos e lados sdo também congruentes.

23



A GEOMETRIA EUCLIDIANA NA FORMA AXIOMATICA E ALGUNS RESULTADOS

A D

N N

- B o F E

Figura 15: Demonstracdo do caso RHC.

Demonstragdo. Dados os tridngulos ABC e DEF, em que as hipotenusas sdo congruentes
(CA ~ DE), ABC e EFD séo angulos retos e AB = FD, seja G um ponto da semirreta
—

oposta a BC, tal que CB =~ BG, como mostra a ﬁgura

—

Podemos concluir que AABG = ADFE pelo caso LAL El pois AB ¥ DF, ABG ¥
DFE e BG = FE, consequentemente AG ~ DE e AGB & DEF.

Como CA ¥ DE e AG = DE, temos CA ¥~ AG e, por isso, podemos afirmar que

—
~

AAGC possui dois lados com a mesma medida e consequentemente temos GCA =
AGC.

Sabemos que AGB ~ DEF e GCA ~ A/G\C, portanto BCA ~ DEF.

12

Pelo caso LAA, temos AABC = ADEF, pois AB ¥~ FD, ABC ~ EFD e BCA
DEF. 0



GEOMETRIA DO TAXISTA

De acordo com Krause (1986) [|12]], a Geometria do Taxi é quase a mesma que a
Geometria Euclidiana. Os pontos sdo os mesmos, as linhas sdo as mesmas, e os angulos
sdo medidos da mesma maneira. Somente a funcdo de distancia é diferente, ou seja,
para calcular a distancia entre dois pontos, usaremos uma maneira diferente que sera

apresentada a seguir.

Trabalharemos com o plano cartesiano para facilitar a visualizacdo, ele tera malhas
quadriculadas nas quais as linhas horizontais e verticais nos dardo a ideia de ruas
de uma cidade ideal, onde todas as quadras sdo quadrados que possuem as mesmas

medidas.

Cabe ressaltar que, no segundo capitulo, utilizamos a notagio | AB| para representar
a distancia entre os pontos A e B; a partir de agora, para que haja facilidade, usaremos
d(A, B) para representar a mesma distancia, uma vez que a distincdo entre a distancia

euclidiana (dg) e a distancia do taxista (dr) tera de ser feita.

3.1 A DISTANCIA NA GEOMETRIA DO TAXISTA

Considere os pontos A(1,1) e B(3,3). Vamos determinar a menor distancia que
devemos percorrer para ir de A até B, para isso serd necessario seguir sempre em

direcdo ao destino, andando na horizontal ou na vertical.

E possivel perceber na figura que nos seis possiveis caminhos a distancia per-
corrida foi a mesma, sendo ela quatro unidades. Em todas elas, foi necessario andar

duas vezes para a frente (horizontal) e duas vezes para cima (vertical). Esse seria o
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Claminho 1 Claminho 2 Claminho 3

B(3,3) B(3,3) B(3,3)
A(1.1) A(1L1) A(L1)
Claminho 4 Claminho 5 Claminho G
B(3,3) B(3,3) B(3,3)
ETENY A(1,1) AL

Figura 16: Possibilidades de caminhos.

menor caminho que um carro percorreria entre dois locais, por isso essa geometria €

conhecida como a Geometria do Taxista.

A téxi distancia entre dois pontos, A(x,, Va) € B(xy, yp), € calculada através da equa-
céo:
dr(A, B) = [xp — Xa| + |yp — Yal - B
Definicdo 3.1. Seja x € R. O valor absoluto (ou médulo) de x, denotado por |x|, é tal
que
x,se x >0,

x| =
—x,se x < 0.

3.1.1 Comparando a distdncia do taxista com a euclidiana

Para comparar a distancia do taxista com a euclidiana serd necessdrio utilizarmos a

desigualdade triangular, como segue.

Proposicdo 3.1. Sejam x e y niimeros reais, temos:

[x[+ [yl = |x+yl. (3.2)



3.1 A DISTANCIA NA GEOMETRIA DO TAXISTA

Demonstragdo. Temos que — |x| < x < |x|e —|y| <y < y|.

Adicionando os dois termos, passamos a ter:
—(x[+[y) < x+y < (x[+]y))

Segue que —(|x|+[y) < x+y & |x|+[y[ = —(x+y) e
x+y < |x[+y].

Portanto, |x|+|y| > |x +y|. O

Agora vamos comparar a distancia do taxista com a euclidiana.

Proposicdo 3.2. Para quaisquer A(x,, v,) € B(xp, yp), temos dr(A, B) > dg(A, B).

Demonstracdo. Quando dois pontos possuem a mesma abscissa e/ou a mesma orde-
nada, temos a igualdade entre a distancia euclidiana e a distancia do taxista, dr = d.
Essa relacdo é facilmente verificada, considerando que estaremos medindo a distan-
cia apenas na horizontal ou na vertical, bastando subtrair as ordenadas (no caso das

abscissas serem iguais) ou as abscissas (quando as ordenadas sao iguais).

Como conhecemos a férmula que calcula a distancia na Geometria do Taxista [4.1]e

também conhecemos a férmula que calcula a distancia na Geometria Euclidiana:

dp(A, B) = \/yxb — P+ vy — val - (3.3)

Posso afirmar que 2 - |x, — x,| - |y, — ¥a| > 0, pois temos apenas fatores maiores ou

iguais a zero nessa multiplicacéo.
Adicionando nos dois lados da desigualdade |x;, — x,|* + |y, — y,|*, temos:
B B

|xb—xa|2+|yb—]/a +2 [xp — Xa| * [yp — Ya| > |xb—xa|2+|yb_]/a

e podemos escrever da seguinte forma:

(‘xb _xa| + ’]/b _]/a’)Z > |xb _xa’2+ |yb _ya|2

Ambos os lados sdo maiores ou iguais a zero, por isso podemos extrair a raiz qua-

drada dos dois lados e passamos a ter:

50— ol + lys = val? = /135 — %ol + 5 — vl
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(|xp = xa| + |yo — yal) > \/|xb _xa’2+ Iz _ya|2

dr(A, B) > dg(A, B).

Portanto, podemos concluir que, para VA, B, temos d(A, B) > dg(A, B).

3.1.2 Tomando decisées com a tdxi distdncia

E comum analisarmos a distincia euclidiana entre pontos para tomarmos decises,
porém quando pensamos em caminhos que percorreremos nas ruas ¢ necessario com-
parar a distancia do taxista. Vejamos um exemplo que envolve trés pontos, nesse caso
a tomada de decisdo usando apenas a distancia euclidiana levaria a um percurso maior.
Utilizando a figura [17, vamos comparar a dg(A, B) com a dg(A, C) e, da mesma forma,

faremos a comparacdo entre dr(A, B) e dr(A, C).

Dados os pontos A(0, 0), B(15,15) e C(22, 1), conforme a figura[I7, vamos comparar

as distancias.

B{15, 15)
15 .

10

C(22,1)
A(0,0) . )

o a 10 15 20 25

Figura 17: Comparando distancias.

Utilizando a férmula (3.3]) de distancia entre dois pontos na Geometria Euclidiana,

temos:

de(A, B) = \/115 —0]*+[15 - 0)* = /450
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dp(A,C) = \/yzz — 0>+ 1 —0]* = V/485.

Portanto, dg(A, C) > dg(A, B).
Comparando essas mesmas distdncias na Geometria do Taxista, usando temos:

dr(A,B) = |15 — 0] +]15 — 0] = 30

dr(A,C) = |22 — 0] + |1 —0| = 23.

Nesse caso, temos d7(A, C) < dr(A, B).

Essa situacdo ilustra um fato que podemos viver no nosso cotidiano. Olhando em
linha reta e medindo de forma euclidiana, podemos nos enganar em relacao a distan-
cia entre dois locais, considerando que precisaremos seguir pelas ruas para chegar de
um ponto até o outro. Em linha reta a distancia de A até C é maior, porém se pensar-
mos no trajeto que utilizaremos essa distancia € menor do que de A até B, conforme
apresentado no exemplo anterior, tivemos dg(A, C) > dp(A, B) e dr(A,C) < dr(A, B).

3.2 0S AXIOMAS DE BIRKHOFF NA GEOMETRIA DO TAXISTA

Nessa secdo, verificaremos os Axiomas de Birkhoff na Geometria do Taxista. Como
essa geometria difere da Geometria Euclidiana apenas na maneira de medir distancia,
serd necessdrio verificar apenas os axiomas que tenham relacdo com distancia. Dessa
forma, verificaremos apenas o Axioma B. 2. que se refere ao espaco métrico, o
Axioma B. 3. 3] referente a fun¢do que mede a distancia entre dois pontos e o Axioma

B. 6. [6], que aborda o caso de congruéncia LAL.

3.2.1 Verificagdo do Axioma B. 2. para Geometria do Taxista

Iniciaremos, demonstrando que vale o Axioma B. 2., ou seja, podemos chamar de

Meétrica do Taxi.

Definicdo 3.2. (Espaco métrico) Um conjunto X para o qual existe uma fungéo |AB|

com imagem em IR definido no conjunto de pontos do plano, tal que:

1. |AB|=0 se e somente se A = B;
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2. |AB|> 0 se e somente se A # B;
3. |AB|=|BA|;

4. (Desigualdade Triangular) |AC|< |AB|+|BC|, VA, B, C;

¢ denominado Espaco Métrico.

Proposicdo 3.3. O plano com |AB|=dr(A, B) é Espago Métrico.

Dados os pontos A(x,, Ya), B(xp, yp) € C(xc, yc) e usando que dr(A, B) = |xp — x4| +
|Vs — Ya|, vamos mostrar que as quatro condi¢des acima valem na Geometria do Ta-

xista.

Demonstragdo. 1.

Dividiremos o primeiro item em duas partes, no primeiro mostraremos que sabendo
que dr(A, B) = 0, podemos mostrar que A = B.

i) Como dr(A, B) =0, temos |x; — X4| + |yp — Ya| = 0.

Usando (3.1)), a soma de dois mddulos ser zero significa que ambos sdo zero, logo

|xp — x| =0 ©x—x,=0 S x=xpe |y —Va| =0 ¥y — Y2 =0 & Yo = Vs
Portanto, A = B.
ii) Agora sabendo que A = B, vamos mostrar que dr(A, B) = 0.
Temos d7(A, B) = |xp — Xa| + |yp — Ya|, como A = B, temos x, = x; € Y, = Y, logo
dr(A,B) = |x; — Xa| + |Ya — ya| = 0.
2.

Da mesma forma que fizemos no primeito item, vamos dividir em duas partes. No

primeiro mostraremos que sabendo que dr(A, B) > 0, podemos mostrar que A # B.

i) Se dr(A,B) > 0, temos |x, — x4| + |yp — ya| > 0, portanto pelo menos um dos

modulos devem ser maior do que zero.
Logo |xp — x4| >0, |yp — Ya| > 0o0u |xp — x4| > 0e€ |yp — ya| > 0.

Para |x, —x,| > 0, temos x, — x, # 0 e, consequentemente, x, # x,. Tendo
as abscissas diferentes, garantimos que A # B. Segue da mesma forma para

|yp — ya| > 0 e quando temos |x; — x,| > 0 € |y, — ya| > 0.

ii) Agora usaremos o fato de A # B para mostrar que dr(A, B) > 0.
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Temos que A # B, portanto podemos afirmar que x, # Xy, Yo # Yp OU Xz # Xp €
Ya #yb

Como dr(A, B) = |xp — Xa| + |Vs — Ya| € X2 # xp, podemos afirmar que |x; — x,| > 0
e, por [3.1] sabemos que |y}, — y4| > 0 para Yy, yp.
Logo dr(A, B) > 0.

Segue da mesma forma para y, # y, ou X, # Xp € Yu 7 Yp.

3. Mostremos que dr(A, B) = dr(B, A).

dr(A, B) = [xp — Xa| + 1Y — Val
= |(=1) (=2 +xa) | +[(=1) (b + ¥a)|
= =1 | =2+ o] + [ = 1] [=ys + yal
= |=xp + Xa| + | =yp + Yl
= [xa = Xp| + |Ya — ¥
=dr(B, A)
onde, em (%), utilizamos o fato de que |a - b| = |a] - |b|.
4. Vamos provar que dr(A, B) +dr(B,C) > dr(A, C).

Utilizando a definicao de distancia, temos que:

dr(A, B)+dr(B,C) = |xp — Xa| + [yp — Ya| + |xc — xp| + [y — ys]

= (|xp — xa| +[xc — xp]) + (|yp — Yal + |[ye — yol) -

Como sabemos da desigualdade triangular ([3.2) que

%0 = Xa| + |xc = 25| 2 [ (x5 = Xa) + (xc — 2)|

1Yo — Yal + [ye — Yol = [(Yo — Ya) + (Ye — yo)|

de modo que

dr(A, B) +dr(B,C) > [(xp — xa) + (xc — xp)[ + [(Yo — Ya) + (Ye — Yb)|

> |(xc — xa) | + | (Ye — Ya) |
> dT(ArC)
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3.2.2 Verificagdo do Axioma B. 3. para Geometria do Taxista

Vamos verificar agora o Axioma B. 3. [3| Para isso, sera necessario provar que:

I) Para toda reta r, existe uma funcdo bijetiva f, r — IR, onde para VA, B € r, temos
|f(B) — f(A)| =dr(A, B).
II) Para VA, B € r, temos |f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Dividiremos a demonstracdo em duas situacdes, na primeira trabalharemos com as

retas verticais e na segunda com as retas nao verticais.

Primeira situacdo: retas verticais

Demonstragdo. Iniciaremos mostrando que para toda reta r, existe uma funcao bijetiva
f,r - R, onde para VA, B € r, temos |f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Sejam r : {(a,y);y € R}, f : r — R definida por f(a,y) = y. Como precisamos
mostrar que existe uma fungao bijetiva, mostraremos primeiro que a funcéo f injetora
e depois mostraremos que essa funcdo também é sobrejetora. Vamos mostrar que f é

injetora.

Sejam P,Q € R, tal que P # Q. Temos que P(a,y,), Q(a,y,) com y, # y,. Como
f(P) =y, e f(Q) = y4, podemos concluir que f(P) # f(Q).

Resta mostrar que f é sobrejetora.

Sejay € R. Tome P(a,y) € r. Podemos concluir que: f(P) = y.

Portanto, temos f bijetora.

Agora vamos mostrar que para VA, B € r, temos |f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Seja f(x,y) = y. Sendo A(x1,y1) e B(x2,12), com x1 = x, para satisfazer a condicdo

da situacdo que € ser vertical. Quero mostrar que |f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Temos que |f(B) — f(A)| = |y2 —y1]. Como |x2 —x1| = 0, podemos adicionar do

lado direito da equagdo sem altera-la, logo:

|f(B) — f(A)| = |x2 — x1| + |y2 — 1| = d1(A, B).

Segunda situacdo: retas nao verticais
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Demonstracdo. Da mesma forma que fizemos para as retas verticais, iniciaremos mos-
trando que para toda reta r, existe uma funcio bijetiva f, » — IR, onde para VA, B € r,
temos | f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Sejar:{(x,y;y=m-x+c}, f:r—>Re(x,y) = (1+|m|) - x.

Vamos mostrar que f € injetora.

Sejam P,Q € Re P # Q. Temos que P(xp, m - x, +c) e Q(xg, m - x5 +c). Como P # Q,
temos x, # x,.

Logo (1+ |m|)-x, # (1+ |m])- x4

Como f(P) = (1+|m|)-xp e f(Q) = (1+ |m|) - x4, podemos concluir que f(P) # f(Q).

Resta mostrar que f é sobrejetora.

y

Dado y € R, tome P(x,y) com x = T ]’ Segue que f(P) = .

Portanto, temos f bijetora.
Agora vamos mostrar que para VA, B € r, temos |f(B) — f(A)| = dr(A, B).

Seja f(x,y) = (1+ |m]) - x. Quero mostrar que |f(B) — f(A)| = dr(A, B).
Y—mn

Sendo A(x1,y1) € B(xz,y2), temos m = .
X2 — X1

If(B) — f(A)| = |1+ [m]) - x2 — (L + [m]) - x1]
=[x+ |m| - x2 —x1 — |m| - xq]
= |2 — x1 + |m| - (x2 — x1)]|

Y2—1
X2 — X1

Xy — X1+

(x2 — x1)

Dividiremos em dois casos para eliminarmos o médulo.
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Caso 1 - Para xp > x1, teremos |x; — x1| = X2 — x3

FB) — f(A)] = |x2 — 21+ | 20 (g — )
X2 — X1
=|xp—x1+ |y2_y1|'(x2—x1)
|2 — x1]
ly2 =l
=X X X — X
2 — X1+ (ts = x1) < (x2 — x1)
= [x2 — x1+[y2 — 1
= [|x2 — 21| + [y2 — y|
=[x —x1|+|y2 — 11
=dr(A, B)
Caso 2 - Para xp < x1, teremos |xp — x1| = —(x2 — x1)
FB) — f(A)] = |22 — 21+ | 2y — )
X2 — X1
e v
- x2 x + ‘x 1| (x2 xl)
_ ly2 — | B
=X —x1+ ?7‘@”” x1)

%2 = x1 — [y2 — y1l]
= [(—=1) [(=1)(x2 — x1) + |[y2 — y1]]|
= [(=1)| - |—(x2 — x1) + [y2 — 11|

= [|x2 — x1| +[y2 — 1|
= [x2 — x1] + |[y2 — 1

=dr(A, B)

3.2.3 Verificacdo do Axioma B. 6. para Geometria do Taxista

Para finalizar, verificaremos o Axioma B. 6. [f] ou seja, se o caso LAL ¢é suficiente

para que exista congruéncia entre tridngulos na Geometria do Taxista.

Na figura temos: AC ¥ ED, C ¥ D e CB ¥ DF, ou seja, de acordo com a
definicao, seria um caso LAL, porém os tridngulos nédo sdo congruentes, basta observar
4B #EF.
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Figura 18: Tridngulos: lado - angulo - lado.

Portanto, quando dois lados e o angulo interno entre eles de um dado triangulo sdo
congruentes respectivamente a dois lados e o dngulo interno entre eles de um segundo

tridngulo, na Geometria do Taxista, ndo é garantida a congruéncia entre os tridngulos.

3.3 TAXI CIRCUNFERENCIA

A téxi circunferéncia (Cr), assim como na Geometria Euclidiana, é o lugar geomé-
trico do plano equidistante de um ponto fixo (centro). Sendo A(x4, va) € Cr, O(x,, Yo)

o centro da circunferéncia e dr(O, A) = r(raio), temos

Cr = A(xs,y,) € R?*/dr(O, A) =r.
Usando a definicdo, concluimos que a equagéo da taxi circunferéncia:
|Xa — Xo| + |Ya — Yo| =1 3.4)
Exemplo 3.3.1. Desenhe uma taxi circunferéncia com centro em O(—2, 1) e raio 4.
Resolucdo: Se A(x,,y,) € Cr, usando temos:

|xa +2| + |ya — 1] = 4.

Utilizando o plano cartesiano para separar a equa¢do modular em casos, na figura

teremos quatro situacoes para analisar.
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regido 2 regido 1

5 -4 -3 b Kl 0 1

regido 3 regido 4

Figura 19: Analise dos médulos.

Analisando |x, + 2|, temos x, +2 > 0 nas regides 1 e 4; nas demais, serd menor que

zZero.
Para |y, — 1|, temos y, — 1 > 0 nas regides 1 e 2; nas demais, serd menor que zero.

Podemos montar as equagoes sem os modulos e usar o plano cartesiano para verificar

as regides, como segue:
Regido 1
Xg+2+y,—1=4
Xz + Y. —3 =0 —> equacdo geral da reta r.
Regido 2
—Xg—2+Yy,—1=4
—X; +Ys —7 =0 — equagdo geral da reta s.
Regido 3
—Xg—2—1y,+1=4
—X; — Yo —5 =0 — equacdo geral da reta t.
Regido 4
Xg+2—y,+1=4
Xs —Ya — 1 =0 — equacdo geral da reta u.

Colocando as quatro retas no mesmo plano cartesiano e utilizando apenas os “pe-
dacos” de acordo com suas restricoes, segue a imagem [20| da taxi circunferéncia com

centro em O(—2, 1) e raio 4. Na imagem [20} é importante observar que todos os pon-
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tos que pertencem a taxi circunferéncia estdo a mesma distancia do centro, sempre a

4 unidades de medida que é o raio.

2

regian 2 regino 1

regiae 3

Figura 20: Téxi circunferéncia.

Exemplo 3.3.2. Desenhe uma taxi circunferéncia com centro em O(2, 1) e raio 5 e uma

com centro em P(0,0) e raio 3. Determine os pontos que elas possuem em comum.

Resolucdo: Se A(x,,y,) € Cr1, temos:

|xa — 2| +|ys — 1] =5.

Para B(xy, yp) € Cr2, temos:

\xb—0|+]yb—0\=3.

Utilizando o plano cartesiano para separar as equacdes modulares em casos e cons-
truindo as retas respeitando as restricoes, seguem as circunferéncias [21] solicitadas e

0s pontos em comum.

Os pontos I e J sdo comuns as duas circunferéncias, sendo I(—2,5;0,5) e J(0,5; —2,5).
Eles sdo encontrados quando igualamos as duas equacoes das circunferéncias e as

resolvemos.
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5HNeo, 0)

Figura 21: Téxi circunferéncias secantes.

Observacdo 3.1. Note que é possivel ter mais de dois pontos em comum entre duas
circunferéncias distintas, na quarta atividade do capitulo 5 serd abordado um caso

onde duas circunferéncias possuem dois segmentos de reta em comum.

3.3.1 O valor de IT na Geometria do Taxista

Na Geometria Euclidiana temos uma constante que chamamos de I1, ela é o quo-
ciente entre o comprimento da circunferéncia e seu didametro. Sabemos que IT é um
numero irracional e representamos seu valor por 3,141592.... Na Geometria do Taxista
também temos uma constante (que chamaremos de I11) que representa o quociente
entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro, e agora vamos verificar o seu

valor.
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— Ty T,
\/
- ,Uu —

Figura 22: Circunferéncia.

Para verificar o valor de Ilr, seja A(x,,y.) € Cr, O(x,,Y,) 0 centro da taxi circunfe-

réncia e d7(O, A) = r(raio).

E possivel perceber, na circunferéncia da ﬁguraque dr(O,B) =dr(0,C) =dr(O, D) =
dr(O, E) = r e usando a definicao de distancia da Geometria do Taxista, podemos afir-
mar que dr(B,C) =dr(C,D) =dr(D, E) =dr(E, B) = 2r.

Dessa forma, temos que o comprimento da taxi circunferéncia sera dado por dr(B, C) +
dT(C, D) + dT(D, E) + dT(E, B) = 8r.

Como C = 2[Iyr, temos:

8r =2l 1tr
8r
- —_—= 4
2r
Portanto, temos Il = 4.

T

3.4 DISTANCIA DE PONTO A RETA

Na Geometria Euclidiana, uma das formas que temos para encontrar a distancia
entre um ponto e uma reta é construir uma circunferéncia de centro A e aumentar a
circunferéncia até ela ser tangente a reta dada. A distancia do ponto de tangéncia até
o ponto A sera o raio dessa circunferéncia e também sera a distancia de A até a reta
dada.
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Usando esse mesmo modelo, conseguimos calcular a distdncia de um ponto até uma

reta. Inicialmente, dividiremos em trés casos para facilitar a compreensao.
1° caso - |m| < 1
Encontrar a distancia entre o ponto A(4,1)earetar:2y —x —2=0.
2° caso-|m| =1
Encontrar a distancia entre o ponto B(4, —4)earetas:y —x+2=0.
3% caso- |m| >1
Encontrar a distancia entre o ponto C(4, —4)earetat:y —3x —2 =0.

No primeiro caso, devemos tracar uma linha vertical, passando por A. Essa linha
encontrard a reta em B € r, e a d7(A, B) serd o raio da circunferéncia - ver figura
Através da circunferéncia, é possivel verificar que dr(A, B) é a menor distdncia de A

até aretar.

Figura 23: Distancia de ponto a reta com coeficiente m < |1].

Temos que d7(A,r) = 2.

No segundo caso, encontraremos um segmento de reta contido em s, que possui a
distancia minima. Para encontrar um dos extremos desse segmento, € necessdrio tracar
uma linha vertical passando por B, e encontraremos o ponto G € s. Para encontrar o
outro extremo, € necessario tracar uma linha horizontal, passando por B, e o ponto de

encontro com a reta serd o ponto F € s, conforme a figura Encontramos, assim,
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Figura 24: Distancia de ponto a reta com coeficiente m = |[1].

FG, o qual possui todos os pontos pertencentes a s equidistantes ao ponto B, sendo

essa distancia aquela que procuramos, a distancia do ponto a reta.
Temos que d7(B,s) = 6.

No terceiro caso, ver figura serd necessario tracar a linha horizontal, passando
por C, e o encontro dela com a reta serd o ponto B € t, onde CB é raio da circunferéncia

e a distancia entre o ponto e a reta.

Figura 25: Distancia de ponto a reta com coeficiente m > |1].
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Temos que d7(C, t) = 6.

E possivel determinar uma férmula para calcular a distancia entre uma reta e um

ponto, para isso definiremos: max {|a|;|b|} = € o maior valor entre |a| e |b|.

Proposicao 3.4. Dado o ponto P(xq, o) e areta h : ax + by + c = 0, na Geometria do
Taxista temos que a distancia de P a reta h é dada por:

laxo + by + |

— 1 3.5
max {Ja]; [} (3-2)

dr(P,h) =

Demonstragdo. De acordo com Loiola e Costa [9], segue que:
Na Geometria do Téxi, a distancia de um ponto (P) a uma reta (h) é definida como:

dr(P, 1) = min {d1(P, X)}

Como verificamos nos trés casos acima, podemos generalizar a maneira de medir a
distancia entre um ponto (P) e uma reta (h) fazendo uma reta vertical e uma horizontal
passando pelo ponto (P), em seguida verificamos qual das interseccoes possui a menor
distancia até P. Dessa forma, sendo X; e X, os pontos de interseccdo da reta h com as

retas x = xg (vertical) e y = yo (horizontal), respectivamente tem-se:

dT(P, h) = min {dT(P, Xl),' dT(P, XQ)} .

Uma vez que X; e X; sdo dados por

—axg — ¢ —byy — ¢
X1 (xolé)) e X (ys’y())

tem-se que
axp+c axo+byg +c
dr(P, X1) = |xo — xo| + ‘]/0+ ob ‘z 0 byo
by0+C ax0+by0+c
dT(P,XQ): Xo + p +|y0_y0| — T ‘

Para & : ax + by + ¢ = 0 ser uma reta, ndo podemos ter a = 0 e b = 0, portanto:

dr(P, h) = min <\axo +byo +c| [axo +byo +c\>

1 |a]

Assim, mostra-se que:
laxo + byo + |

dr(P,h) = max {|a|; |b]}’
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Voltando ao primeiro caso, utilizando (3.5), a distdncia procurada entre o ponto
A@,1)earetar: 2y —x —2 =0 pode ser obtida através da férmula que foi demons-
trada acima.

2-1—1-4-2]
A =
WA = {115 21}
-4
2
=2.

Usaremos a férmula [3.5] para resolver os outros dois casos, dessa forma encontrare-

mos a distancia entre o ponto B(4, —4) earetas:y — x +2 = 0, como segue:

1-(—4)—1-4+2]
max {|—1; [1]}
=6l
1
= 6.

dr(B,s) =

No terceiro caso, encontraremos a distancia entre o ponto C(4, —4) e aretat:y —
3x —2=0.

11-(—4)—3-4—2
max {|=3|; [1]}
|—18]
3
= 6.

dr(C,t) =

3.5 TRIANGULO

Vamos analisar o comportamento dos tridngulos na Geometria do Taxista, ou seja,
verificar se os casos de congruéncia da Geometria Euclidiana também valem para a

Geometria do Taxista.

Os triangulos podem ser classificados através de seus lados ou dos seus angulos.
Iniciaremos tal classificacdo através dos lados, com uma breve comparacdo com as

propriedades que valem na Geometria Euclidiana.
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3.5.1 Classificagdo através dos lados

Considerando a medida dos lados, podemos encontrar tridngulos com todos os lados

diferentes, apenas dois lados iguais ou todos os lados iguais.

Triangulo escaleno

Os tridngulos escalenos possuem todos os lados com medidas diferentes.

c

Figura 26: Triangulos escalenos.

Triangulo isosceles
Os tridngulos isdsceles possuem apenas dois lados com a mesma medida. O terceiro
lado (com medida diferente) é chamado de base do tridngulo isdsceles.

Na Geometria Fuclidiana, os angulos opostos aos lados com mesma medida possuem
0 mesmo grau, fato que nio ocorre necessariamente na Geometria do Taxista. Podemos
perceber na figura 27 o tridngulo DEF, com DF = EF e a # 1.

Triangulo equildtero

Os tridngulos equildteros possuem os trés lados com a mesma medida.

Na Geometria Euclidiana, todos os angulos sdo iguais (medem 60°), fato que ndo

ocorre necessariamente na Geometria do Taxista.
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I B=297% [ _qqpsr

Figura 27: Triangulos isdsceles.

E possivel perceber na figura que nos trés casos, apesar dos trés lados terem a

mesma medida, nenhum deles possui os &ngulos com a mesma medida.

Figura 28: Tridngulos equilateros.

3.5.2 Classificagdo através dos dngulos

Considerando que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, po-
demos encontrar triangulos com todos os angulos menores que 90°, assim como é
possivel encontrar tridngulos com um angulo igual a 90° e dois angulos menores do

que 90° ou com um angulo maior que 90° e dois angulos menores.
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Triangulo acutdngulo

Os tridngulos acutangulos, ver figura possuem todos os dngulos com medidas

menores que 90° (agudos).

Figura 29: Triangulos acutangulos.

Tridngulo retdngulo

Os tridngulos retdngulos, ver figura 30} possuem um angulo com medida igual a 90°

(reto). O lado oposto ao dngulo reto é chamado de hipotenusa e os demais de catetos.

Figura 30: Triangulos retangulos.
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Na Geometria Euclidiana, sendo a a hipotenusa e b e ¢ os catetos, temos o conhecido

Teorema de Pitagoras:
a? = b* + 2. (3.6)

Verificando no tridngulo ABC, temos:
42 +3%2=16+9=25+#49 =72,

Portanto, é possivel perceber que, na Geometria do Taxista, esse teorema nao vale.

Tridngulo obtusdngulo

Os triangulos obtusdngulos possuem um angulo com medida superior a 90° (ob-

tuso).

Figura 31: Triangulos obtusangulos.

Na figura |31} o tridngulo DEF nos mostra que mais um teorema da Geometria Eu-
clidiana néo serve para a Geometria do Taxista. Na Geometria Euclidiana, vale o fato
de angulos maiores serem opostos aos lados maiores, ou seja, se o dngulo E é maior
do que o angulo D na Geometria Euclidiana, necessariamente DF > EF. E possivel

observar que nao é uma regra na Geometria do Taxista.
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3.5.3 Congruéncia de tridngulos

No capitulo 2, foram apresentados os casos de congruéncias de triangulos da Geo-
metria Euclidiana. No capitulo 3, foi demonstrado que o caso LAL néo € suficiente para
encontrarmos tridngulos congruentes na Geometria do Taxista. Verificaremos agora se

os demais casos valem na Geometria do Taxista.

ALA (angulo - lado - dngulo)

Se os dois angulos e o lado entre eles de um dado tridngulo sdo congruentes res-
pectivamente a dois angulos e o lado entre eles de um segundo tridngulo, entdo os
tridngulos sdo congruentes, isto é, os demais lados e dngulos sdo também congruen-

tes.

Na ﬁgura temos A ¥ E, AC = ED e C = D. Na Geometria Euclidiana, seria
suficiente para afirmarmos que os tridngulos sdo semelhantes pelo caso ALA, porém,

na Geometria do Taxista, isso nio acontece; para isso, basta verificar que AB # EF.

Figura 32: Tridngulos: lado - angulo - lado.

LLL (lado - lado - lado)

Se os trés lados de um dado tridngulo sdo congruentes aos trés lados de um se-
gundo tridngulo, entdo os tridangulos sdo congruentes, isto é, os angulos também sao

congruentes.
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Na Geometria do Taxista, ter trés lados congruentes néo é suficiente. Na figura

temos AB =~ EF, BC ¥ FD e CA = DE, e, mesmo assim, os dois tridngulos possuem

os trés angulos diferentes.

=18.43° £=135"7=2657
c=5 B

Figura 33: Triangulos: lado - lado - lado.

LAAo (lado - dngulo - dngulo oposto)

Se um lado, um dos angulos que é formado por esse lado e o angulo oposto a esse
lado de um dado tridngulo sdo congruentes, respectivamente, um lado, um dos dngulos
que ¢ formado por esse lado e o angulo oposto a esse lado de um segundo triangulo,
entdo os tridngulos sdo congruentes, isto €, os demais lados e dngulos sdo também

congruentes.

Observando a figura [34] temos AC ~ DF, A @ D e B © E, porém AB # DE e

BC # EF, logo o caso LAAo de congruéncia nfio vale na Geometria do Taxista.

RHC (dngulo reto - hipotenusa - cateto)

Se o lado oposto ao angulo reto (hipotenusa) e um dos outros dois lados de um dado
tridngulo retdngulo sdo congruentes respectivamente ao lado oposto ao angulo reto
(hipotenusa) e um dos outros dois lados de um segundo tridngulo retdngulo, entédo os
tridangulos retangulos sdo congruentes, isto é, os demais dngulos e lados sdo também

congruentes.

No exemplo [35, temos as hipotenusas AC = DE e os catetos AB = EF e, por fim,

os angulos retos B = F, caracterizando o caso RHC, mesmo assim os dois tridngulos
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Figura 34: Triangulos: lado - 4ngulo - dngulo oposto.

ndo sdo congruentes, como podemos ver os demais angulos diferentes, assim como
dr(B,C) # dr(D, F).

Figura 35: Tridngulos: dngulo reto - hipotenusa - cateto.

Dessa forma, podemos concluir que nenhum dos casos de congruéncia da Geometria

Euclidiana vale na Geometria do Taxista.
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3.5.4 Condigdo de existéncia de um tridngulo

Na Geometria Euclidiana, a soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de
um tridngulo é sempre maior que o comprimento do terceiro lado. Na Geometria do

Taxista, ndo podemos fazer a mesma afirmacao.

Proposicdo 3.5. A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de um tridngulo,

na Geometria do Taxista, é maior ou igual ao comprimento do terceiro lado.

Demonstragdo. Se A = (x4, Ya), B = (xp,yp) € C = (x¢, yc), temos:

d(A, B) = [xp — Xa|+|yp — Val,
d(A/ C) = ‘xc - xu|+|yc - ]/u|;
d(B,C) = |xc — xp|+|ye — ys.

Observe agora que:

|xe — xp|= [xc — X0 + X7 — x| < |xe — Xg|+|x7 — x5 3.7)

Ve = yol=1Ye = Yo+ Yo — Yol < [Ye = Yal+[ya — ] 3.8)
Somando as desigualdades (3.7) e (3.8) obtemos:

(e = xpl+lye = yol) < (|xc = Xal*+[ye — yal) + (|xa — xp[+[ya — yal),

ou seja:
d(B,C) < d(A,B)+d(A,CQC).

As desigualdades d(A,C) < d(A,B)+d(B,C) e d(A,B) < d(A,C)+d(B,C) seguem

de modo andlogo.

O]

Proposicdo 3.6. Sejam a,b,c € R. Se a+b > c entdo existe um tridngulo ABC com
dB,C)=a,d(A,C)=bed(A,B) =c.

Demonstracdo. A construcdo do tridngulo ABC é andloga ao caso Euclidiano, o qual,
por sua vez € inspirado na construcao por régua e compasso de um triangulo com lados
conhecidos. A diferenca surge na Geometria do Taxista pela presenca de um compasso

que “traca quadrados”.
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Figura 36: Construcéo de tridngulos.

Suponhaa+b > c.

Tome A e B dois pontos distando c¢. Trace os “circulos” « e B (do Taxista) centrados

em A e B com raios a e b respectivamente. Seja C um dos pontos de interseccao.

O triangulo ABC assim construido tem d(B,C) = a, d(A,C) = b e d(A, B) = ¢ como
desejado.
Vale observar que nesse exemplo ndo vale a unicidade, pois temos o ponto D que

satisfaz a + b > ¢ e os triangulos ABC e ABD sdo diferentes, pois possuem angulos

diferentes.

Para o caso a + b = ¢ é necessario que os pontos A e B (com distancia ¢) formem um

segmento inclinado, ou seja, ele ndo pode ser horizontal e nem vertical.

3.6 TEOREMA DE TALES

Teorema 3.1 (Tales). Sejam r,s,t trés retas paralelas, A,A’ € r, BB’ € se C,C' € t

seis pontos tais que A, B, C sdo colineares e A’, B', C' sdo colineares. Temos entdo que:

dr(A,B) _ dr(A’, B)
dT(BI C) - dT(B,/ C/) ’
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Demonstragdo. Se P é a interseccdo da vertical por A com a horizontal por Be Q é a
interseccdo da vertical por B com a horizontal por C, é facil ver que os tridangulos ABP
e BCQ sdo semelhantes. De modo anédlogo podemos concluir que os tridngulos A’B’R
e B'C’S também sdo semelhantes.

B B
P I

Figura 37: Teorema de Tales.

Logo, dos tridngulos ABP e BCQ temos:

de(A,B) _ dg(A,P)  dg(B,P)
dE(B/ C) - dE(B/ Q) - dE(C/ Q)

Observacéo 3.2. Note que ao somarmos os numeradores de duas fracoes equivalentes

e realizarmos da mesma forma a soma de seus denominadores, a nova fracdo também

serd equivalente.

Se g = 2, é verdade que Z:; = g. Usando a primeira igualdade encontramos
pbe
=
bc be+cd
Substituindo o valor de a na fracio ——, passamos a ter e - d__ ¢
“0braP b+d  b+d d

Utilizando esse conceito de soma de fracdes equivalentes e as equivaléncias que a

semelhanca de tridngulos gerou, temos:

de(A,B) _ dp(A,P)+dg(B, P)
de(B,C) ~ dp(B,Q) +dr(C,Q)’
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Mas:
dr(A, B) 3 de(B, P) +dg(A, P)

dr(B,C) ~ d(C,Q)+dr(B,Q)’

Donde temos finalmente:
dT(A/ B) _ dE(A/ B)

dr(B,C)  dg(B,C)’

Analogamente, utilizando os tridingulos A’B’R e B'C’S, podemos provar que:

dr(A’,B') _dg(A’,B)
dr(B',C")  dg(B',C')’

Sabemos devido ao Teorema de Tales classico que:

de(A,B) _ deg(A, B')
de(B,C) ~ de(B,C)’

Logo vale:
dT(A/ B) _ dT(A/I B/)

dr(B,C) ~ dr(B’,C')’




PARABOLA

Nesse capitulo, verificaremos a construcdo de pardbolas na Geometria Euclidiana e

na Geometria do Taxista.

Definicdo 4.1. Sejam uma reta d e um ponto F ¢ d, pardbola é o lugar geométrico
dos pontos que equidistam de d e F. Sendo d a diretriz e F o foco da pardbola Q, temos
que

Q={P e R*/d(P,F)=d(P,d)}.

Iniciaremos com a Geometria Euclidiana.

4.1 PARABOLA NA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Utilizando a definicao de pardbola, é necessario colocar que a distancia a ser

trabalhada serd a euclidiana (dg), como segue:

Q={PeR?*/dg(P,F)=de(P,d)}.

A figura[38]ilustra a defini¢fo de pardbola, quando temos um conjunto de pontos P,
Py, Ps, ..., P,, que satisfazem a relacdo dg(P, F) = dg(P, d).
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diretriz :d

Figura 38: Parabola na Geometria Euclidiana.

A préxima parabola, figura[39] é composta pelos seus principais elementos.

|
I
|
I
=
I
|
I
|
1
A

Figura 39: Principais elementos da pardbola.

1. O foco da pardbola é o ponto F.

2. O vértice da parabola é o ponto V.
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3. A diretriz da pardbola é a reta d.

4. O eixo de simetria ou reta focal € a reta e, ela é perpendicular a d, passando por
FeV.

5. O parametro (p) da parédbola é a distancia entre o foco e a diretriz, ou seja, o

valor de FB. Temos:

d(F, V) = dp(V,d) = b

4.1.1 Equagdes candnicas da pardbola

Utilizando a definicdo de pardbola, podemos deduzir equagdes cartesianas canoni-

cas.

Seja o foco F(a,b), aretad : mx+ny+o = 0 e o ponto P(xp,y,) que pertence a

pardbola, temos:
dE(F/ P) = dE(d/ P)

~ |mx, +ny, + o

2 2
\/!xp—ﬂl +lyp —b|" = e (4.1)

Essa equacdo geral pode ser utilizada para qualquer inclinacdo da diretriz, vamos

analisar os casos da diretriz ser paralela ao eixo das abscissas ou das ordenadas.

Situacdo 1. Diretriz paralela ao eixo das ordenadas e foco do lado direito da diretriz.

P_
2
ponto que pertence a parabola, utilizando a definicdo de parédbola, segue que:

Da imagem , temos o foco F(xp + g,yo), a diretrizd : x — xo + 0e P(xp,yp), 0

W" _xO_EM ot < P20t B
g’ 2 b V12402
elevando os dois lados ao quadrado, temos:
PI? 2 _ P\
o= el = (b0 )

2

p , obtemos:

Desenvolvendo ‘xp — X0 — 5

2 o . 2, P
(xp)"—2xp - x0—p-xp+p-x0+(x0)" + 1
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2
, obtemos:

e fazendo o mesmo com ‘xp — X0+ g
2
2 2. P
(xp)" —2xp-x0+p-xp — p- X0+ (X0) e
Substituindo na igualdade e reduzindo as parcelas, passamos a ter:
‘2

[Yp —Yo|" =2p-xp —2p-x0

ou seja,

Figura 40: Parabola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas e foco do lado direito da

diretriz.
, 2 - .
Vale observar que escrever a parabola como |y, — yo|~ = 2p (x, — xo) facilita a visu-
alizacdo de seu grafico. O vértice da parabola é encontrado ao resolver as equacoes

Yp — Yo =0e x, —xo = 0. Sabendo as coordenadas do vértice, podemos encontrar o
p

foco que possui 0 mesmo valor da ordenada e estd a 5 do valor da abscissa, sendo

assim passamos a ter F = (xo + g,y(,). A reta diretriz esta antes do vértice e a uma
p

E,ousejad:x=xo—g.

distancia de — 5
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Situacdo 2. Diretriz paralela ao eixo das ordenadas e foco do lado esquerdo da

diretriz.

Figura 41: Parabola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas e foco do lado esquerdo da
diretriz.

Utilizando o mesmo raciocinio da primeira situacdo, é possivel verificar que a equa-

cdo passard a ser:

vy —vo|* = —2p - (xp — x0) .

Observacdo: em especial, podemos ter a diretriz paralela ao eixo das ordenadas e
o vértice da parabola ser o ponto V(0,0); dessa forma, passaremos a ter as equacoes

abaixo e seus graficos.

a) Na pardbola com foco do lado esquerdo, figura[42] vale a equagéo:
yf, = —=2p - Xxp.
b) Na parabola com foco do lado direito, figura[43] vale a equacéo:

yf,:2p-xp.
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Figura 42: Parabola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas, V/(0,0) e foco a esquerda.

‘_.
sy

SRt

Figura 43: Pardbola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas, V(0,0) e foco a direita.
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Situacdo 3. Diretriz paralela ao eixo das abscissas e foco na parte superior da

diretriz.

I
|rj| s ] T

Figura 44: Pardbola com diretriz paralela ao eixo das abscissas e foco na parte superior.

Da imagem@ temos o foco F(xo, yo + g), adiretrizd : y — yo + g =0e P(xp,yp), 0
ponto que pertence a parabola, temos:

2 P2 Yy —yo+ 5|
\/\xp—x0| +‘y”_yo_§‘ T V12102

elevando os dois lados ao quadrado, segue que:

‘xp_XO‘2+‘yp—]/O—gz= (’yp—yo+§‘>2.

2

P , encontrameos:

Desenvolvendo ‘ Yp— Yo — 5

2
2
)" =200 yo =P yp+p-vo+ (o) + -

2
, encontramos:

e fazendo o mesmo com ‘ Yp— Yo+ g

2
2
(Vo) —2yp Yo+ P yp—p Yo+ (yo) +

e

Substituindo na igualdade e reduzindo as parcelas, segue que:

%y —x0|> =2p vy —2p -0
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ou seja,
[xp = xo|* =2p - (p — v0)

Situacdo 4. Diretriz paralela ao eixo das abscissas e foco na parte inferior da diretriz.

Utilizando o mesmo raciocinio da terceira situacao, € possivel verificar que a equacéo
passara a ser:

%y — x0> = —2p- (yp — o) -

Figura 45: Pardbola com diretriz paralela ao eixo das abscissas e foco na parte inferior.

Observacdo: em especial, podemos ter a diretriz paralela ao eixo das abscissas e
o vértice da parabola ser o ponto V(0,0), dessa forma passaremos a ter as equacoes

abaixo.

a) Na pardbola da figura[46] com foco na parte superior, vale a equacéo:

x;z, = =2p - Yp.

b) Na parabola da figura 47| com foco na parte inferior, vale a equacéo:

Xy =2p - Yp.
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Figura 46: Pardbola com diretriz paralela ao eixo das abscissas, V(0, 0) e foco na parte superior.

Figura 47: Parabola com diretriz paralela ao eixo das abscissas, V(0,0) e foco na parte inferior.

4.2 PARABOLA NA GEOMETRIA DO TAXISTA

Utilizando a definicao de parabola, é necessario colocar que a distancia a ser

trabalhada sera a do taxista (dr), como segue:

Q={P e R*/dr(P,F)=dr(P,d)}.

Para encontrar a equacgdo geral da taxi parabola, sendo o foco F(a, b), a reta diretriz

d:mx+ny+o=0eoponto P(x,,yp) que pertence a parabola, temos:

dr(F,P) = |x, —a| + |y, — b]
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) | |
mxy +nyp +0
dr(P,d) = =2 .
max {|m|;|n|}
Segue que:

_ ]mxp+nyp+o‘

|xp —a|+ |y, —b| = (4.2)

max {|m|; |n|}

Dividiremos em trés casos os exemplos de parabolas, de acordo com a divisdo reali-

zada na apresentacao de distdncia entre ponto e reta.
Exemplo 4.2.1. Escolheremos uma reta com |m| = 1.

Seja a diretriz d : x —y+3 = 0, o foco F(2,3) e o ponto A(x,y) que pertenca a
parabola. Substituindo em (4.2)), temos:

[x —y+3|
max {|1];[-1]}’

[x =2[+]y —3] =

Para resolver a equacdo modular, serd necessario separar em casos, levando em
consideracdo se o valor que estd dentro do moédulo sera positivo ou negativo. Para
facilitar, colocaremos no plano cartesiano as informacdes que estdo dentro de cada

modulo e separaremos por regioes.
Segue na figura 48| as sete regides possiveis.

Considerando que a diretriz € a reta y = x +3 e o foco F(2,3) estd a sua direita,
concluimos que as regides 1, 2 e 3 ndo possuem pontos que pertencem a parabola.

Logo, resta analisar as regides 4, 5, 6 e 7.

Analisando |x — 2|, temos x — 2 > 0 na regides 4 e 7, e, nas demais, ele serd menor

do que zero.

Para |y — 3|, temos y — 3 > 0 na regides 4 e 5, e, nas demais, ele serd menor do que

Z€ro.

Por fim, para |x — y + 3|, temos x — y + 3 > 0 nas quatro regides que estamos anali-

sando.
Podemos montar as equagoes sem os médulos da seguinte maneira:

Regido 4.
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regido 1
]
5 3
regiao 2
regido 4
4
regido &
F(2 3)
regido 3 regido 7
2
regido 6
- - 1
diretriz: y=x+3
3 ] -1 ] 1 3

Figura 48: Regides com reta diretriz: y = x + 3.

Regido 5.
—X+2+y—3=x—y+3
y=x+2.
Regido 6.
—X+2—-y+3=x—-y+3
x=1.
Regido 7.

X—2—-y+3=x—y+3
—2 =0 — absurdo!
Colocando os resultados obtidos no plano cartesiano, considerando as restri¢des de

cada regido, construimos a parabola da figura [49) com diretriz y = x + 3 e o foco F(2,3)

na Geometria do Taxista.
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y=r+3

/ F(2,3)

3

Figura 49: Pardbola com reta diretriz: y = x + 3.

Exemplo 4.2.2. Escolheremos uma reta com |m| > 1.

Seja a diretriz d : 2x +y = 0, o foco F(5,2) e o ponto A(x,y) que pertenca a pardbola.

Substituindo na equacéo [4.2] da pardbola, temos:

|2x + |
x5+ ly—2= 2V
max {[2]3 1]}
2
x5+ ly—2 = 22U,

Separando em regides no plano cartesiano [50| e considerando apenas aquelas que

estdo do mesmo lado do foco, em relacdo a diretriz, temos:

Analisando |x — 5|, temos x —5 > 0 na regides 3 e 4, e, nas demais, ele serd menor

do que zero.

Para |y — 2|, temos y — 2 > 0 na regides 1 e 3, e, nas demais, ele serd menor do que

Z€ro.
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regian 1 regiao 3

regian 2 regiao 4

Figura 50: Regibes com reta diretriz: y = —2x.

Por fim, para |2x +y/|, temos 2x +y > 0 em todas as regioes.

Podemos montar as equagoes sem os modulos da seguinte maneira:

Regido 1.
—Xx+5+y—2= Xty
2
y=4x —6.
Regido 2.
—X+5—y+2= vy
2
—4x+14
=—a
Regiao 3.
xX—5+y—2= 2ty
2
y=14.
Regido 4.
xX—5—-y+2= 2xty
2
y=-2

Colocando os resultados obtidos no plano cartesiano, considerando as restri¢des de
cada regido, construimos a pardbola da figura [51] com diretriz y = —2x e o foco F(5,2)

na Geometria do Taxista.
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14

12

10

vi(2,2)

Figura 51: Pardbola com reta diretriz: y = —2x.

Exemplo 4.2.3. Para finalizar, escolheremos uma reta com |m| < 1.

Seja a diretrizd : y+4 = 0, o foco F(3, —1) e o ponto A(x, y) que pertenca a pardbola.
Substituindo na equacéo da pardbola[4.2] temos:

ly +4

x—3|+|y+1]= AL
=8y 1= s oL

[x =3[+ |y+1] = [y +4].
Separando em regides no plano cartesiano, ver figura e considerando apenas

aquelas que estdo do mesmo lado do foco, em relacdo a diretriz, temos:

Analisando |x — 3|, temos x — 3 > 0 na regides 3 e 4, e, nas demais, ele serd menor

do que zero.

Para |y + 1|, temos y +1 > 0 na regides 1 e 3, e, nas demais, ele serd menor do que

zero.
Por fim, para |y + 4|, temos y +4 > 0 em todas as regides.

Podemos montar as equagoes sem os médulos da seguinte maneira:
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regido 1 regido 3

F(3,-1)

regido 2 regido 4

divetriz i y = —4

Figura 52: Regides com reta diretriz: y = —4.

Regiao 1.
—x+3+y+1=y+4
x=0.
Regiao 2.
—x+3-y—1=y+4
—X
y=7 -1
Regiao 3.
x—3+y+l=y+4
X =6.
Regido 4.

Colocando os resultados obtidos no plano cartesiano, considerando as restri¢des de
cada regido, construimos a pardbola da ﬁgura com diretriz y = —4 e o foco F(3, —1)

na Geometria do Taxista.
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Figura 53: Parabola com reta diretriz: y = —4.



SUGESTAO DE SEQUENCIA DE ATIVIDADES

O objetivo desta sequéncia de atividades é propor um trabalho de revisdo de parte
do contetido de matematica abordado no ensino fundamental II e médio por meio da
Geometria do Taxista. Outras atividades podem ser elaboradas, utilizando a Geometria

do Taxista para sanar determinadas lacunas dos alunos.

Ap6s o término do conteido do 3° ano do Ensino Médio, é comum que haja revi-
sOes, acreditamos que, se ela acontecer através da apresentacdo de um novo conceito,
poderd ser mais atrativa e conseguira atingir um numero maior de alunos. Algumas
atividades poderao ser realizadas em outros anos, inclusive no Ensino Fundamental II

com poucas adaptacoes.

Para a realizacédo das atividades, sera necessario ter lapis, borracha, caderno, régua,

compasso e folha quadriculada.

Recomendacoes metodoldgicas: em todas as atividades ¢ interessante dividir a
turma em duplas ou trios e sugerimos a mudanga desses grupos entre uma atividade e

outra.

A primeira atividade possui quatro partes, sugerimos aproximadamente 15 minutos
para resolucdo de cada uma delas. A segunda atividade foi dividida em duas partes,
sugerimos aproximadamente 15 minutos para cada uma delas. Por se tratar de uma ati-
vidade simples, uma sugestdo é aproveitar o tema e rever outros pontos na Geometria
Euclidiana como propriedades dos triangulos equilateros e isdsceles, assim como abor-
dar semelhanga de triangulos e outros pontos que o professor considerar importante.
A terceira atividade conta com trés partes, sugerimos aproximadamente 25 minutos
para cada uma delas. A quarta atividade também possui trés partes, sugerimos aproxi-

madamente 15 minutos para as duas primeiras e 50 minutos para a terceira parte. A
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ultima atividade foi dividida em trés partes, sugerimos aproximadamente 15 minutos

para a primeira e 30 minutos para as demais.

E fundamental realizar a discussdo/correcao de cada uma das partes das atividades
antes de iniciar a outra. E importante que, ao finalizar cada parte, os alunos tenham
compreendido o que foi abordado. Outros pontos poderdo ser colocados como exem-

plo para auxiliar na compreensao.

5.1 PRIMEIRA ATIVIDADE - INICIANDO A GEOMETRIA DO TAXISTA

Objetivos na Geometria do Taxista: ampliar o conhecimento dos alunos apresen-
tando outra maneira de medir distancia entre dois pontos e deduzir a férmula de

distancia entre dois pontos utilizada na Geometria do Taxista.

Objetivos gerais: revisar a colocacdo de pontos no plano cartesiano, formula de
Pitagoras, utilizacdo da férmula de distancia entre dois pontos, resolucdo de equacdes
do primeiro grau, revisar e aplicar o valor absoluto (moédulo), ampliar a visdo do aluno

na generalizacdo de situacdes e demonstragoes de férmulas.
Possiveis dificuldades:

i) Na terceira questdo, os alunos poderao apresentar dificuldades na demonstracéo,

alguns lembrarao da férmula, porém nédo saberdo demonstrar.

ii) Na oitava questdo alguns alunos poderdo ter dificuldades para encontrar uma
férmula e outros poderdo encontra-la de forma incompleta sem ter colocado os

modulos.

iii) Nas questdes 9 e 10, os alunos que compreenderam a necessidade de fazer a dife-
renca entre os valores das abscissas e somar com a diferenca das ordenadas, mas
ndo usaram os modulos, poderdo pensar que seu raciocinio estava completamente

errado e ficar desmotivados.

iv) Na questdo 11, alguns alunos terdo dificuldades com a parte algébrica, eventual-
mente pode ser interessante fazer alguma passagem para a turma, evitando que

haja desmotivac¢do na tentativa de resolucao.

Descricao:

Primeira parte
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Resolva os itens abaixo, utilizando o papel quadriculado para representar o plano car-

tesiano.

1. Monte um plano cartesiano, sendo cada quadradinho uma unidade e o eixo das

abscissas e das ordenadas devem conter o intervalo de [-2,7].

2. Coloque os pontos no plano cartesiano: A(—1,2), B(6,2), C(6,1), D(—1,—1) e
E(2,6).

3. Demonstre a féormula que determina a distancia (euclidiana) entre dois pontos.

Sugestdo: usando a ﬁgura demonstre dg(A, B) para A(x,, y.) € B(xp, yp)- E
possivel encontrar um tridngulo retangulo, sendo seus catetos possiveis de repre-

sentar na figura, e a hipotenusa serd a distancia procurada.

U | B

R

Figura 54: Distancia entre dois pontos

4. Calcule as distancias solicitadas e ligue cada par de pontos.

Calcular dp(A, B), de(B,C), dg(A, D), de(A,E) e dg(D, E).
Segunda parte

5. Considere que esse plano cartesiano é a planta de uma cidade, em que todas

as suas quadras possuem a mesma dimensao e podemos desconsiderar a largura
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das ruas para realizar os cdlculos. Quais dos caminhos realizados (pontos ligados
na questao anterior) seriam possiveis de fazer, considerando que podemos andar

apenas pelas ruas (ndo € possivel andar no meio das quadras)?

6. Qual seria a distancia entre os pontos da questdo 5, se considerarmos o menor

caminho possivel de realizar, andando pelas ruas?

7. Utilizando flechas para indicar que andou para frente (—), para tras («), para
baixo () ou para cima (1), represente o caminho realizado nos casos da questao
6.

Por exemplo, para representar o caminho percorrido na figura teremos: —
7 %I TI %I T'

B4, 3)

Al 1)

Figura 55: Representacéo por setas

Observacdo para o professor: montar na lousa algumas das possiveis solucoes,
valorizando o fato de que sempre andaremos uma determinada quantidade para
frente e uma determinada quantidade para cima. Essas quantidades serdo as

mesmas independentemente da escolha do caminho, desde que ele seja o menor.
Terceira parte

8. Verifique uma férmula para calcular esse tipo de distancia.

Sugestdo: encontre uma férmula para calcular a distancia de A(x,, y,) até B(xp, yp)
e de B(xy, yp) até A(xq, ya), usando a imagem [54]

9. Verifique se a férmula da questao 8 vale para as demais distancias que ndo foram

necessarias calcular na questao 6.
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10. A férmula encontrada serviria para calcular dg(E, A) e dg(E, D)?

Observacédo para o professor: nesse momento, cabera uma discusséo a respeito
do uso do moédulo. Sera importante definir e dar exemplos sobre esse assunto.
Uma sugestao € utilizar as outras distancias que nao foram solicitadas na décima
questao como exemplos. Caso os alunos tenham dificuldades na décima questéo,
é possivel estabeler uma relacdo com a sétima, e eles montarem as flechas que
indicam o percurso. Aproveite esse momento para dar nome a essa nova geome-
tria, defina a distancia que eles conheceram como a distancia do taxista (d7) e

coloque que a distancia euclidiana sera escrita como dp.

Quarta parte

11. Demonstrar que dr > dg.

Observacdo para o professor: é fundamental que o aluno compreenda nessa ati-
vidade o conceito de distancia entre dois pontos para quem sé pode andar pelas ruas.
Abra uma discussdo com os alunos sobre qual distancia representa o cotidiano e pon-
dere com situacOes que precisardo ser desprezadas (como a largura da rua ou, se

estivéssemos de carro, o fato de a rua ser “méio” ou néo).

5.2 SEGUNDA ATIVIDADE - CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Objetivos na Geometria do Taxista: verificar se os casos de congruéncias da Geo-

metria Euclidiana sdo validos na Geometria do Taxista.

Objetivos gerais: rever os casos de congruéncia e classificacoes de triangulos, reto-

mar propriedades dos tridngulos isésceles e equildteros.

Possiveis dificuldades: essa atividade nao apresenta um grau elevado de dificul-
dade, alguns alunos podem nao lembrar da relacdo que o maior angulo de um trian-
gulo é oposto ao maior lado, da mesma forma o menor dngulo é oposto ao menor lado.

Os demais itens devem ser resolvidos com certa facilidade por todos.

Descricao:
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Primeira parte

1. Na Geometria Euclidiana, classifique os tridngulos em relacdo aos seus lados,

seus angulos e escreva o(s) caso(s) de congruéncia(s).

di{D,E) =3

E

d{A,B) =3

N de(E, F) = 3
difd, C)=3 dg(D, F) =3 -

C dpB.Cy=3 B

Figura 56: Casos de congruéncias - I

K

delJ, L) = 2:/2

Figura 57: Casos de congruéncias - II
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M P

dg(P, ) = V17

dg(M N} =22 9]

dg(Q, R)|= 2v2

de(N,0) =17
0 R

Figura 58: Casos de congruéncias - III

S de(S,T) =5 " de(V,X) =5 X

de(S, U) = V5 d(X, Z) = v

Figura 59: Casos de congruéncias - IV

2. Existe mais algum caso de congruéncia? Se a resposta for positiva, dé um exem-

plo.

Observacédo para o professor: o caso LAA, néo foi colocado, portanto é impor-
tante que ele seja citado, caso os alunos nao lembrem. Uma sugestéo é aproveitar
a classificacao dos triangulos e falar sobre as propriedades que sdo importantes

na resolucdo de problemas na Geometria Euclidiana.
Segunda parte

3. Considerando a Geometria do Taxista, analise os pares de tridngulos, nas ima-
gens[60] e [61} e conclua se cada um dos casos de congruéncia da primeira parte

da atividade valem nessa nova geometria.

4. Observando o triangulo AABC, da figura vocé perceberd que duas regras
da Geometria Euclidiana nio valem na Geometria do Taxista, uma delas é uma
férmula bastante conhecida e a outra é uma relacdo que existe entre angulos

opostos a lados, quais sdo elas?
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D

dy{D.F) =9
dfd D, E) =6

dfJ. K) =3

di{K,L) =4

K

Figura 61: Casos de congruéncias - VI

Observacédo para o professor: os alunos perceberdo com facilidade que estamos
mencionando a férmula de Pitdgoras; ja a relacdo que ndo vale é que o maior
angulo de um tridngulo é oposto ao maior lado, da mesma forma o menor dngulo

é oposto ao menor lado.

5. Verifique quais propriedades da Geometria Euclidiana os tridngulos ALMN e
AOPQ, da figura[62] ndo satisfazem.
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JJ

M df{0,P) =6
0

di(P,Q) = 6

d{ M, N) =4

di{L, N) = 6 df0.0Q) =6

Figura 62: Triangulos.

Observacdo para o professor: o ALMN ¢é isésceles, porém seus angulos da base
ndo possuem a mesma medida. O tridngulo AOPQ é equildtero, porém seus angulos
ndo medem 60°. Outras situacdes podem ser levantadas, estando corretas é importante

validar e estimular para que essas duas sejam mencionadas.

5.3 TERCEIRA ATIVIDADE - DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

Objetivos na Geometria do Taxista: introduzir o conceito e a férmula de distancia

entre ponto e reta.

Objetivos gerais: revisar o conceito e a formula de distancia entre ponto e reta,

rever equacdo geral da reta e conhecer a funcdo maximo.

Possiveis dificuldades:

i) Alguns alunos podem néo se lembrar da férmula que calcula a distancia entre

ponto e reta.

ii) Caso algum aluno néo perceba que existe um segmento de pontos no item (c) da
segunda questdo, estimule-o mostrando os extremos para ver se ele compreende

a situacao.
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iii) Oitem (d) da segunda questdo precisa de conducéo do professor, em geral é dificil
para o aluno perceber esse tipo de relacdo. Dé mais exemplos para facilitar esse

item.

iv) Por se tratar de uma nova férmula com uma fun¢do que provavelmente eles nunca

viram (méximo), explique esse item com exemplos.

Descricao:

Primeira parte

1. Resolva os itens abaixo, utilizando seus conhecimentos da Geometria Euclidiana.

a) Dadaaretar:y—5=0e os pontos A(—2,3) e B(4,6), determine dg(A,r) e
dE(B, 1’).

b) Dada aretas : —2x+y —4 = 0 e os pontos A(—2,3) e B(4,6), determine
de(A,s) e de(B, s).

c) Dadaaretat: —x+y+3 =0e ospontos A(—2,3) e B(4, 6), determine dg(A, t)
e dE(B, t).

Segunda parte

2. Resolva os itens abaixo, utilizando seus conhecimentos da Geometria do Taxista.
a) Determine e represente no plano cartesiano as distancias: dr(A,r) e dr(B, ).
b) Determine e represente no plano cartesiano as distancias: dr(A, s) e dr(B, s).
¢) Determine e represente no plano cartesiano as distancias: dr(A,t) e dp(B, t).
d) O que ha de diferente em d7(A, t) e d7(B, t) em relacdo as demais distancias?

e) Encontre uma relacdo entre o coeficiente angular da reta e a maneira de

medir a distancia.

Observacdo para o professor: é importante que o aluno perceba que no item
(c) da segunda questdo existe um segmento que contém 0s pontos que possuem
a distancia procurada. No item (e) da mesma questao, caso os alunos nao perce-

bam, serd necessario mostrar para eles que existem as seguintes relacoes:
i) |m| <1 - distancia vertical.
ii) |m| > 1 - distancia horizontal.

iii) |m| =1 - distancia vertical e horizontal.
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Provavelmente serd necessario dar outros exemplos para que eles possam perce-

ber esse fato.

Terceira parte

|axo + byo + |
max {|a|;[b|}’
Sabendo que max {|a|; |b|} é o maior valor entre |a| e |b|, determine as distancias

3. Dadaaretar:ax+by+c=0eoponto P(x,,Y,), temos dr(P,r) =

da questao 2, itens (a), (b) e (c), através da férmula dada.

Observacdo para o professor: o conceito de distancia entre ponto e reta precisa
ficar claro para os alunos, colocar mais exercicios para casa pode colaborar com a

compreenséo desse assunto.

5.4 QUARTA ATIVIDADE - CIRCUNFERENCIAS E SUAS POSICOES RELATIVAS

Objetivos na Geometria do Taxista: apresentar a taxi circunferéncia, determinar

sua férmula e analisar as posicOes relativas entre duas taxi circunferéncias.

Objetivos gerais: rever o conceito de circunferéncia e as posi¢des relativas entre

elas, resolver equacoes modulares e revisar a resolucao de sistemas lineares.
Possiveis dificuldades:

i) O aluno que ndo consolidou o conhecimento a respeito de distancia entre dois

pontos precisara rever a terceira atividade antes de iniciar esta.

ii) A quinta questdo pode gerar dificuldades relacionadas a equacdes modulares e

sistemas, por envolver trés variaveis.

Descricao:

Primeira parte

1. Vamos construir uma taxi circunferéncia. Para isso, siga os passos:

a) Dado o ponto O(2,2), localize no plano cartesiano os dois pontos que distam
5 unidades de O e possuem ordenada igual a 2. Chame de A o ponto da

esquerda e de C o ponto da direita.

b) Ainda em relacdo ao ponto O, localize no mesmo plano cartesiano os dois

pontos que distam 5 unidades de O e possuem abscissa igual a 2. Chame
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)

d)

e)

g)

de B o ponto localizado na parte superior e de D o ponto que estd na parte

inferior.

Una os pontos formando um quadrilatero ABCD. Qual quadrilatero vocé en-

controu? Justifique sua resposta.
Qual a definicdo de circunferéncia na Geometria Euclidiana?

Observacdo para o professor: é importante fazer uma discussdo nessa pri-
meira parte, antes de iniciar a segunda, para assegurar que os alunos compre-
enderam a construcdo e que existe um quadrado formado pelos pontos ABCD.

Além disso, a definicdo de circunferéncia sera necessdria para a sequéncia.
Segunda parte

Ainda no plano cartesiano que contém os pontos A, B, C, D e O, determine
a distancia das retas jﬁ, %, @ e iﬁ em relacdo ao ponto O. Para isso,

utilize a formula dada no exercicio trés da terceira atividade.

Sabendo que a definicao de circunferéncia na Geometria do Taxista é a mesma
que a definicdo da Geometria Euclidiana, o que podemos concluir a respeito
do quadrildtero ABCD e do ponto O?

Quais sdo as posicoes relativas entre duas circunferéncias na Geometria Eu-

clidiana? Faca um desenho, representando cada uma delas.

Observacédo para o professor: caso nenhum aluno comente, é importante escla-

recer que todos os pontos dos segmentos, do quadrilatero ABCD, estdo a mesma

distancia do centro, sendo assim uma circunferéncia. Para facilitar o entendi-

mento, mostre que o coeficiente angular das retas é igual a |1|, ou seja, a distan-

cia entre o ponto e qualquer reta serd um segmento. Aproveite para revisar a

resolucao de equacoes modulares, em seguida serd fundamental.

Terceira parte

2. Construa cada par de taxi circunferéncias no mesmo plano cartesiano e deter-

mine o que ha em comum entre elas.

a)

b)

Taxi circunferéncia 1: Centro A(1,1) e raio 2.
Taxi circunferéncia 2: Centro B(7, 1) e raio 4.
Taxi circunferéncia 3: Centro C(3,2) e raio 3.

Taxi circunferéncia 4: Centro D(3, 3) e raio 2.
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¢) Taxi circunferéncia 5: Centro E(1,4) e raio 4.
Taxi circunferéncia 6: Centro F(3,4) e raio 4.

3. Determine a férmula de uma téxi circunferéncia com centro O(x,,,), ponto

P(xp,yp) € raio r.

4. Determine o centro e o raio de uma taxi circunferéncia que contém o segmento
AB, sendo A(1,5) e B(2,6), em comum com a circunferéncia de centro O(3,4) e

raio 3.

5. Encontre o centro da téxi circunferéncia que contém os pontos A(4,4), B(8,2) e

C(5,1) e desenhe-a no plano cartesiano.

Observacdo para o professor: a ultima questdo pode ser resolvida em casa, ela é
extensa e requer muito cuidado com os mdédulos. Caso essa seja a opcdo, a questao

quatro precisa estar resolvida corretamente.

5.5 QUINTA ATIVIDADE - CONSTRUGAO DE PARABOLAS

Objetivos na Geometria do Taxista: determinar a equagdo geral das pardbolas e

trabalhar com a construcdo delas, usando a definicao.
Objetivos gerais: revisdo de parabolas, suas equacdes e construcoes.
Possiveis dificuldades:

i) A principal dificuldade esta relacionada a resolucdo de equacdes modulares, fato
que pode ter sido sanado caso os alunos tenham resolvidos as atividades anterio-
res.

ii) A construcdo das pardbolas da questdo 7 pode ser confusa no inicio, considerando

a figura que sera gerada.

Descricao:

Primeira parte

1. Qual a defini¢do de pardbola na Geometria Euclidiana?
2. Construa uma pardbola qualquer e cite seus principais elementos.

3. Determine a equacdo geral de uma pardbola na Geometria Euclidiana, usando a

definicdo da primeira questéo.
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Observacdo para o professor: essas primeiras questdes sdo simples, porém um

momento valioso para rever o tema.
Segunda parte

Utilizando os conceitos da Geometria Euclidiana, resolva as questdes 4 e 5.

4. Construa uma pardbola com foco F(2,3) e diretriz d : y + 1 = 0. No mesmo plano

cartesiano, construa uma parabola com foco G(2, —5), sendo a mesma diretriz d.

5. Dado a diretriz e : x — 3 = 0, construa uma parabola com foco H(0,0) e outra

com foco 1(6,0).

Observacdo para o professor: apds a resolucdo das duas questdes, serd signifi-

cativo dar outros exemplos.
Terceira parte

Utilizando os conceitos da Geometria do Taxista, resolva as questdes 6 e 7.

6. Considerando a definicdo de pardbola da primeira questdo, determine a equacao

geral da pardbola na Geometria do Taxista.

7. Construa as parabolas solicitadas nas questdes 4 e 5.

Observacdo para o professor: associar o formato das pardbolas com os resultados
obtidos na atividade trés, distdncia entre ponto e reta, facilitara a compreensdo dos

alunos.



CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo estimular o ensino da Geometria do Taxista como
consolidador de contetidos abordados no Ensino Fundamental e Médio. Através de
conceitos basicos, foi possivel mostrar um universo novo para o estudante, uma geo-
metria que difere na maneira de medir e que, ao ampliar o conhecimento em relacéo
a ela, foi possivel perceber diferencas e similaridades com a geometria que habitual-

mente é ensinada nas escolas, a Geometria Euclidiana.

A parte histérica mostra como a geometria evoluiu, e fica o desejo de que os estu-
dantes se interessem pela continua evolucdo dela. Além disso, perceber que outras

geometrias existem motiva o aluno a buscar cada vez mais conhecimento.

Trabalhar a Geometria Euclidiana de forma axiomatica engrandece o estudo, faz
com que as pecas do quebra-cabeca se encaixem. E fundamental demonstrar para os
alunos os casos de congruéncias, assim como algumas propriedades que eles utilizam

durante a vida escolar.

Ao estudar a Geometria do Taxista, é possivel perceber que sua aplicagcdo em sala de
aula nao é dificil, as atividades mostram algumas opg¢des que podem ser levadas para
sala de aula, porém o professor podera elaborar muitas outras de acordo com seus

alunos.

Como sugestao de continuidade ao trabalho, abordar as propriedades das elipses e
hipérboles trardo mais conhecimento e elementos para trabalhar com os alunos em
sala de aula. Fica a sugestido de que o professor também tenha um olhar para outras
geometrias que possam ser apresentadas para os alunos como fonte enriquecedora de

conhecimento.
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A.1 ATIVIDADE 1

Questoes 1 e 2.

T
E

G -

a

4

3

2

1

[u] 1 2 3 4 g

Figura 63: Atividade 1 - Questdes 1 e 2.
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Questao 3.

Na figura temos o AABC que é retingulo, sendo AB sua hipotenusa. Sendo
as medidas dos catetos AC e BC, respectivamente dp(A,C) = |x, — x| e dg(B,C) =

|Vp — va|, temos por Pitagoras que:
de(A, B)® = |x; — xaf* + |y — yal”.
Portanto, temos:
de(A, B) = /|ty — 2 + yo — val”-

O mddulo pode ser substituido por parénteses, pois temos uma diferenca elevada ao

quadrado.

s |

Figura 64: Atividade 1 - Questéo 3.

Questao 4

Utilizando a férmula de distancia entre dois pontos, temos:

dg(A,B) =7;
de(B,C) =1;
dg(A, D) = 3;

dr(AE)=5e
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B

n

Figura 65: Atividade 1 - Questdo 4.

dp(D, E) = /58.

Questdo 5

de(A, B), dg(B, C) e dg(A, D).
Questao 6
dr(A,E)=7edr(D, E) =10.
Questao 7

Sao diversas possibilidades, sendo possivel abordar andlise combinatdria para saber

a quantidade exata, sendo uma delas a que segue na figura [66}
A representacio de setas nesses dois casos €:

dr(A, E) ==—=T11—te
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D

Figura 66: Atividade 1 - Questdo 7.

d1(D, E) =M1 11—

Questao 8

dr(A, B) = |xp — Xa| — [yb — Yal-

Questoes 9 e 10

Sim, serd necessdrio substituir o valor das coordenadas para confirmar.
Questao 11

Ver 3.1.1 - Comparando a distancia do taxista com a euclidiana

A.2 ATIVIDADE 2

Questado 1

- AABC = ADEF, pelo caso de congruéncia LLL. Ambos sdo equildteros e acutangu-

los.
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- AGHI = AJKL, pelo caso de congruéncia ALA. Ambos sdo isosceles (ver valor dos
angulos GHIe JKL) e acutangulos.

- AMNO = APQR, pelo caso de congruéncia LAL. Ambos sdo escalenos e acutangu-
los.

-ASTU = AVXZ, pelo caso de congruéncia RHC. Ambos sdo escalenos e retangulos.
Questado 2

Faltou o caso LAA,. Segue um exemplo na figura

Figura 67: Atividade 2 - Questao 2.

Questao 3

Temos os casos de congruéncias ALA, LAA, e LAL na imagem [60} porém elas nio

valem na Geometria do Taxista, para isso basta verificar que BC # DF.

Na imagem temos o caso de congruéncia LLL, porém é possivel perceber que

ele ndo vale, pois temos GIH # JLK.
Questao 4

A férmula que néo vale na Geometria do Taxista é a férmula de Pitdgoras, para isso
basta verificar no AABC que 5° # 6 + 3%, Nessa geometria também nfo vale o fato
do maior dngulo do tridngulo ser oposto ao maior lado e da mesma forma o menor

angulo é oposto ao menor lado, € possivel verificar no AABC.
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Questdo 5

O ALMN ¢ isésceles, porém os angulos opostos aos lados com mesma medida ndo

sdo congruentes. O AOPQ é equilatero, porém seus angulos sdo diferentes de 60°.

A.3 ATIVIDADE 3

Questao 1

Utilizar a férmula de distancia entre ponto e reta. Seja A(x,, ya) er:mx+ny+o =0,
MXq + NY, +0

vV m? + n?

Outra opgao € encontrar a equacdo da reta que passe por A e que seja perpendicular

temos dg(A,r) =

a reta r, usando o fato de um coeficiente angular ser o oposto do inverso do outro
coeficiente. Igualar as equacOes das retas e encontrar o ponto em comum (P), para

depois determinar dg(A, P).

a) de(A,vr)=2ede(B,r) = 1.

b) de(A,s) = 3\5@ e dp(B,s) = 6\5@
5v2

©) de(A,t) =42 e dg(B, t) = -
Questdo 2
a)dr(A,r)=2edp(B,r)=1.

B

D

Figura 68: Atividade 3 - Questdo 2 (a).



/2

Figura 69: Atividade 3 - Questio 2 (b).

b) de(A,s) = g e dg(B,s) =3.

c) de(A,t)=8edp(B,t)=5.

4

A.3 ATIVIDADE 3

M

Figura 70: Atividade 3 - Questdo 2 (c).

93



94 APENDICE

B

@

P

Figura 71: Atividade 3 - Questao 2 (c).

d) Existe um segmento de reta que contém os pontos com menor distancia de A ou

B até t.
e) Seja m o coeficiente da reta, temos:
i) |m| <1 - distancia vertical.
ii) |m| > 1 - distancia horizontal.
ifi) |m| =1 - distancia vertical e horizontal (segmento de reta).
Questao 3

Substituir os valores na férmula.

A.4 ATIVIDADE 4

Questado 1
a) Ver[72]
b) Ver
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B

=l

Figura 72: Atividade 4 - Questéo 1.

¢) Um quadrado, pois podemos olhar o AAOB e percebemos que AOB é reto e 0s
demais angulo sdo iguais (45°), esse fato vale para ABOC, ACOD e AAOD. Com isso
mostramos que os angulos do quadrildtero medem 90°. Todos os tridngulos citados
sdo congruentes, pois a distancia de O até qualquer vértice é a mesma e o angulo O

em cada um deles é reto, portanto por LAL temos a congruéncia.
d) E o lugar geométrico do plano equidistante de um ponto fixo (centro).
e) Temos:
dT(XB, O) = 5, pontos que pertencem a AB.
dT(BHC, O) = 5, pontos que pertencem a BC.
dT(C%, O) = 5, pontos que pertencem a CD.
dT(AHD, O) = 5, pontos que pertencem a AD.

f) O quadrilatero ABCD, com centro O, é uma circunferéncia, pois possui os pontos

que sdo equidistantes, um a um, ao centro O.
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Circunferéncias tangentes externas Circunferéncias tangentes internas Circunferéncias externas

&

UVUU

Figura 73: Atividade 4 - Questéo 1.

Circunferéncias secantes Circunferéncias internas Circunferéncias concéntricas

©

NS\ Ny

Figura 74: Atividade 4 - Questdo 1.

Questao 2
a) O ponto P é comum as duas taxi circunferéncias.
b) Temos LM e MN comum as duas taxi circunferéncias.

¢) Os pontos Q e R sdo comuns as duas taxi circunferéncias.
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Figura 75: Atividade 4 - Questéao 2.

M

Figura 76: Atividade 4 - Questdo 2.



98

APENDICE

Figura 77: Atividade 4 - Questdo 2.

Questao 3

Sejam A(x,,y,) um ponto que pertence a taxi circunferéncia e O(x,,y,) 0 centro
dela, temos:

Xa = Xo| +[Ya — Yo| =7

Questao 4

Através da figura [/8] temos duas solucdes de centro H(2,5) e centro I(1,6), ambas

com raio 1.

Uma outra solucdo € usar a equacdo da circunferéncia e substituir trés pontos que
pertencam a ela. Podemos usar os pontos A e B, e escolher um ponto que pertenca ao

segmento AB. As solu¢des da equacdo modular serdo as duas taxi circunferéncias da

figura
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Figura 78: Atividade 4 - Questéo 4.

Questdo 5

Substituir os trés pontos na equacdo da circunferéncia e resolver o sistema com
equacdes modulares. A figura|79|contém a circunferéncia que passa pelos pontos A, B

e C. O raio da circunferéncia é 3 e o centro O(6, 3).

Figura 79: Atividade 4 - Questdo 5.
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A.5 ATIVIDADE 5

Questado 1

Sejam uma reta d e um ponto F ¢ d, pardbola é o lugar geométrico dos pontos que

equidistam de d e F. Sendo d a diretriz e F o foco da pardbola, temos que

Q={PeR*/d(P,F)=d(P,d)}.

Questao 2

Construcio de uma pardbola e seus principais elementos, ver figura [80]

Figura 80: Atividade 5 - Questao 2.

1. O foco da parébola é o ponto F.
2. O vértice da parabola é o ponto V.
3. A diretriz da pardbola é a reta d.

4. O eixo de simetria ou reta focal é a reta e, ela é perpendicular a d, passando por

FeV.

5. O parametro (p) da pardbola é a distancia entre o foco e a diretriz, ou seja, o

valor de FB. Temos:

dp(F, V) = dp(V,d) = L.
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Questdo 3

Sejam o foco F(a,b), aretad : mx+ny+o = 0 e o ponto P(xp,y,) que pertence a

pardbola, temos:

dE(F/ P) = dE(d/ P)/

ou seja,
2 2 ]mxp+nyp+o|
VIt —al*+lyy —bff = 2
Questao 4

Figura 81: Atividade 5 - Questéo 4.

Questdo 5
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Figura 82: Atividade 5 - Questéo 5.

Questio 6

Para encontrar a equacgéo geral da taxi parabola, sendo o foco F(a, b), a reta diretriz

d:mx+ny+o=0eoponto P(x,,yp) que pertence a parabola, temos:
dr(F, P) = dr(P, d);

B ‘mxp'f'”yp"'o‘
|xp —al+ ]y, —b| = max {|m|;|n]}"

Questao 7

Portanto, basta substituir os valores das coordenadas do foco e a equacdo da reta

nessa equagao geral.

Por exemplo, para F(2,3) ed : y+1 = 0 temos:

lyp +1]

v =20+ v =3l = oL A

ou seja,

[xp = 2| +|yp = 3] = |yp +1].
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] o] 2 4 <} g

d:y+1=0

Figura 83: Atividade 5 - Questdo 7.

Figura 84: Atividade 5 - Questdo 7.
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