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RESUMO

BARROS, R. L. Cbnicas. 2018. 147 p. Dissertagdo (PROFMAT - Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Séo Carlos — SP, 2018.

Este trabalho trata das sec¢des conicas (circunferéncia, elipse, hipérbole e pardbola), curvas planas
obtidas pela intersecgdo de um cone circular reto com um plano. O objetivo do trabalho é representar
algebricamente essas figuras geométricas. As referidas curvas serdo estudadas num sistema
cartesiano ortogonal. Nos primeiros capitulos as conicas serdo estudadas individualmente com relagao
aos seus elementos e as equacdes que descrevem cada curva. Serdo apresentadas as equacdes
canbnicas, as equacdes paramétricas e as equacbes em coordenadas polares dentre outras.
Destaque especial é dado as retas tangentes a essas curvas. No Ultimo capitulo as cOnicas serdo
relacionadas através da equacéo geral. Serdo estudados métodos que permitem a identificacdo e
caracterizacdo dessas curvas a partir da equagéo geral.

Palavras-chave: Geometria analitica, Conicas, Funcéo quadratica.



ABSTRACT

BARROS, R. L. Conics. 2018. 147 p. Dissertacdo (PROFMAT — Mestrado Profissional em Matemética
em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de S&o Paulo,
Sé&o Carlos — SP, 2018.

This paper deals with the conic sections (circumference, ellipse, hyperbola and parabola), plane curves
obtained by the intersection of a right circular cone with a plane. The objective of this work is to
represent these geometric figures algebraically. These curves will be studied in an orthogonal
Cartesian system. In the first chapters the conics will be studied individually with respect to their
elements and to the equations that describe each curve. The canonical equations, the parametric
equations and the equations in polar coordinates, among others, will be presented. Special emphasis is
given to the tangent lines to these curves. In the last chapter the conics will be related through the
general equation. Methods will be studied that allow the identification and characterization of these
curves from the general equation.

Keywords: Analitic geometry, Conics, Quadratic function.
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Introducao

O estudo das seg¢des conicas foi desenvolvido ao longo de muitos anos. Desde a antigui-
dade vdrios estudiosos se preocuparam com o tema. Menaecmus, Euclides e Arquimedes
foram destaques importantes mas foi Apolonio de Perga (262-190 a.C.) o cientista que
mais colaborou para o conhecimento dessas curvas. Muitos de seus trabalhos foram per-
didos mas de sua grande obra, “As Conicas”, composta por oito volumes, sete foram
preservados (os quatro primeiros em grego e os trés seguintes em 4rabe, lingua em que
haviam sido traduzidos). Apoldnio aprofundou bastante o que ja se conhecia sobre as
cOnicas e mostrou que é possivel se obter a elipse, a hipérbole, a pardbola e também a
circunferéncia a partir de um cone seccionado por um plano que ndo contém o vértice,
mudando-se o angulo de inclinagdo desse plano, e que ndo era necessario o cone ser reto.
Apoldnio também utilizou pela primeira vez um cone duplo, produzindo a hipérbole com
dois ramos. Foi ainda Apolonio que designou as curvas conicas de elipse, hipérbole e
parédbola, nomes utilizados até hoje. Sua obra lhe rendeu o titulo de ”O grande Ge6metra”.
Os estudos de Apolonio influenciaram outros cientistas como Ptolomeu, Galileu e Kepler.
Galileu, estudando artilharia, concluiu que a trajetéria da bala é parabdlica. O interesse de
Johann Kepler (1571-1620) se relacionava com suas aplicagdes na Optica e na astronomia:
construiu espelhos parabdlicos e mostrou que os planetas descrevem o6rbitas elipticas ao
redor do sol, com este ocupando um dos focos. Isaac Newton (1642-1727), estudou as
conicas devido ao seu interesse no movimento dos planetas, demonstrando que sua tra-
jetoria eliptica deve-se a Lei da Atragdo Universal. As cOnicas estdo presentes em diversas
situacdes de nossa vida. Por exemplo, a superficie da 4gua num copo é circular quando
essa superficie estd alinhada na posicdo horizontal e é eliptica quando inclinada. Ao
se girar o copo em torno de seu eixo, a superficie da dgua se tornard um paraboloide.
Kepler mostrou que os planetas descrevem trajetérias elipticas ao redor do sol mas al-
guns cometas se locomovem segundo trajetdrias hiperboléides. Espelhos parabdlicos e
hiperbélicos sdo usados na construcdo de telescépios, radares e faréis de carros. Raios
luminosos incidindo numa superficie parabdlica paralelamente a seu eixo, reflete-se pas-
sando pelo seu foco. Espelhos parabdlicos, fornos solares e antenas parabélicas utilizam
esta propriedade. Por outro lado, raios que passam pelo foco da pardbola, refletem-se
paralelamente ao seu eixo, propriedade esta usada largamente em projetores. No caso da
elipse e da hipérbole, raios que passam por um dos focos, refletem-se passando pelo outro

foco. J4 a propriedade refratora das conicas tem sido usada na confecgao de 6culos, lupas



e microscopios. As cOnicas também sdo usadas em engenharia: arcos de parabola sdo
usados na sustentagdo de pontes. Tendo em vista a importancia das conicas em varios se-
tores da ciéncia, este trabalho pretende situar essas curvas dentro da geometria analitica e
representa-las algebricamente de diferentes maneiras. Foi feita uma pesquisa na literatura
com a finalidade de se reunir dados que permitam uma representacdo algébrica variada
e ampla das se¢Oes conicas. O objetivo do trabalho é apresentar um material diddtico
que auxilie os alunos do Ensino Médio no estudo de Geometria Analitica. O trabalho foi
estruturado em seis capitulos. No capitulo 1, procura-se dar uma defini¢do geral para as
se¢des conicas, no capitulo 2 tratamos da circunferéncia, no capitulo 3 discorremos sobre
a elipse, nos capitulos 4 e 5 estudamos a hipérbole e a pardbola, respectivamente sendo o
capitulo 6 utilizado para mostrar como se pode reconhecer e caracterizar essas curvas a
partir de sua representacéo algébrica.
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1 Definicao Unificada de Conica

Do ponto de vista geométrico, cOnicas sdo figuras planas obtidas pela interseccdo da
superficie de um cone de revolugdo (figura produzida quando temos duas retas nado
perpendiculares e concorrentes em um ponto e uma reta gira 360 graus em torno da outra)
com um plano. Se o plano ndo passar pela origem a intersec¢do serd uma circunferéncia,
uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola, conforme a figura|l| Se o plano passar pela
origem a interseccdo serd um ponto, uma reta ou um par de retas concorrentes, conicas

estas chamadas de degeneradas.

Circunferéncia

Parabola Iilipérljole

Figura 1 - Se¢des Conicas- figura do trabalho de (CRUZ, 2017)

Germinal Dandelin (1794-1847) provou que a interseccdo de um cone de revolugdo de
duas folhas com um plano secante que ndo contém o vértice do cone é uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola.

Dandelin utilizou esferas inscritas no cone e que tangenciam o plano que intersectando
o cone produz as curvas cOnicas. No caso da elipse sdo duas as esferas inscritas numa
folha do cone tangenciando o plano secante. Os pontos de tangéncia das esferas com o
plano sdo os focos da elipse. Para a hipérbole sdo consideradas duas esferas inscritas no

cone cada uma numa folha do cone e tocando o plano secante. Os pontos de contato sdo
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os focos da hipérbole. Ja para a pardbola é considerada uma s6 esfera inscrita no cone
que tangencia o plano secante no foco da parabola. Observar a figura [2l com as secc¢des
dos cones por um plano contendo o eixo de cada cone. A demonstragdo do teorema de
Dandelin se baseia na igualdade dos segmentos tangentes a uma esfera tracados de um

ponto externo a esfera.

\Y

Hipérbole

Figura 2 — Esferas de Dandelin

Do ponto de vista algébrico, com a adogdo de um sistema cartesiano ortogonal em um
plano, uma coénica é o lugar geométrico dos pontos X = (x, y) do plano (com abscissa x e
ordenada y em relagdo ao sistema considerado) que satisfazem uma equagdo do segundo

grau Q(x, y) = 0 em que
Q(x,y) = Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F (1.1)

A expressdo Ax* + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 é chamada de equagdo geral da conica.
Os termos Ax?, Bxy e Cy?, sdo chamados de termos quadraticos, designando-se o termo
Bxy de termo quadratico misto para diferencar dos outros dois enquanto Dx e Ey sdo
chamados de termos lineares sendo F o termo independente. O conjunto solu¢do da

equagdo geral da conica pode ser:

1. Conjunto vazio: x* + y* + 5 = 0 ndo tem solugdo.
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2. Conjunto unitario: (x—1)?+ y* = 0, que equivale a x* + y* —2x+1 = 0, admite apenas
a solucdo (1, 0).
Analogamente, a equacdo (x — a)* + (y — b)*> = 0 admite apenas a solugao (a, b).

3. Reta: (x + y)*> = 0, ou seja, x* + 2xy + y* = 0 descreve a reta x + y = 0.

4. Reunido de duas retas paralelas: (x + y)(x + vy + 1) = 0, que ap6s a multiplicagdo fica
x? +2xy+y* +x+y = 0, representa a reunido de duas retas: x +y=0ex+y+1=0.

5. Reunido de duas retas concorrentes: (x — y)(x + y) = 0, isto é, x*> — y* = 0 representa

areunido dasretasx—y=0ex+y=0.

6. Circunferéncia: (x—1)?+(y—2)* = 4, que equivale a x* + > —2x—4y+1 = 0, descreve

a circunferéncia com centro de abscissa 1 e ordenada 2 e raio 2.
7. Elipse: x* +2y> -1 =0.
8. Hipérbole: x> — > —1 = 0.
9. Parébola: x — y* = 0.

Ha& controvérsia na literatura sobre quais figuras devam ser consideradas conicas. Para
proposito deste estudo serdo consideradas a circunferéncia, a elipse, a hipérbole e a
pardbola. A elipse, a hipérbole e a pardbola sdo definidas de modo unificado como o
lugar geométrico dos pontos de um plano cuja razdo das distdncias a um ponto fixo F
(chamado foco) e a uma reta d (chamada diretriz) é uma constante real positiva e chamada
excentricidade, constante esta que depende de cada curva. Adiante serd mostrado que
a excentricidade da elipse é um ntimero real entre 0 e 1, a excentricidade da hipérbole é

estritamente maior do que 1 e a excentricidade da pardbola é igual a 1.
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2 Circunferéncia

A circunferéncia é uma curva plana obtida pela interseccdo da superficie de um cone
circular reto com um plano perpendicular ao eixo do cone e que ndo passa pelo vértice do

cone.

2.1 Definicao

Uma circunferéncia é definida como o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja
distancia a um ponto fixo C do mesmo plano chamado centro, é uma constante real positiva
rchamada raio. Um ponto do plano da circunferéncia é um ponto interno (respectivamente
externo) da circunferéncia se e somente se a distdncia do ponto a C é menor do que r
(respectivamente maior do que r). O pardmetro geométrico da circunferéncia é o nimero

real estritamente positivo r.

2.2 Elementos

e Centro da circunferéncia
O centro da circunferéncia é o ponto C fixo do plano que equidista de todos os pontos

da circunferéncia.

¢ Raio da circunferéncia
Oraio da circunferéncia é o comprimento do segmento que tem como extremidades:

o centro e um dos pontos da circunferéncia .

e Corda da circunferéncia
Corda é qualquer segmento de reta cujas extremidades sdo pontos distintos da

circunferéncia.

e Diametro da circunferéncia
Didmetro é o comprimento da corda da circunferéncia que passa pelo centro . O
didmetro é a maior corda da circunferéncia sendo o centro seu ponto médio. O

didmetro é o dobro do raio.

o Arco da circunferéncia

Arco é qualquer parte da circunferéncia que tem por extremos dois de seus pontos.
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Dois pontos distintos da circunferéncia determinam dois arcos numa circunferéncia.

2.3 Equacao Candnica

Seja a circunferéncia com centro C = (0,0) de abscissa 0 e ordenada 0 coincidindo com
a origem O de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais . Em relacdo ao sis-
tema cartesiano ortogonal candnico, um ponto P com abscissa x e ordenada y é um
ponto da circunferéncia quando a distancia PC de P ao centro C é igual a r ou seja
Vx =02+ @y —-02=r

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacdo, teremos:

X +y? =1 (2.1)

que é chamada equagdo candnica da circunferéncia

2.4 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

Uma reta contida no plano da circunferéncia é externa a circunferéncia quando ndo tem
nenhum ponto em comum com a circunferéncia, sendo a intersec¢do entre elas um con-
junto vazio, secante quando tem dois pontos distintos comuns com a circunferéncia, tendo
também pontos internos a circunferéncia e tangente quando tem apenas um ponto em

comum com a circunferéncia, sendo os outros pontos da reta externos a curva.

Teorema 2.4.1 Posigoes relativas entre reta e circunferéncia
A reta perpendicular i reta determinada pelo centro da circunferéncia e um ponto P da mesma e
que passa por P, é reta tangente a circunferéncia sendo P o ponto de tangéncia.

Prova do teorema

De acordo com a figura [3} seja P um ponto da circunferéncia e seja Q # P um ponto da
reta t perpendicular a reta determinada pelo centro da circunferéncia e pelo ponto P. No
tridngulo retdngulo CPQ, o segmento de reta de extremos C e Q é hipotenusa e portanto,
maior do que o cateto de extremos C e P. Assim, qualquer outro ponto da reta t além de

P é externo a circunferéncia.
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Figura 3 — Reta tangente a circunferéncia

2.5 EquaclOes cartesianas das retas tangente e normal a
uma circunferéncia por um ponto de tangéncia dado

Seja a circunferéncia de raio r cuja equagado cartesiana em relagdo ao sistema cartesiano
ortogonal xOy cuja origem O é o centro da circunferéncia é x* + y*> = 2. Dado um ponto
de tangéncia da circunferéncia de abscissa x; e ordenada v a equagdo da reta tangente a

circunferéncia pelo ponto de tangéncia considerado é:

XoX + yoy = 1* (2.2)
e a equagdo da reta normal a circunferéncia pelo mesmo ponto é

_Y
y= XOx (2.3)
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quando xp # 0 e

x=0 (2.4)

quando xp =0

e Equagdes das retas tangentes a circunferéncia paralelas a uma reta dada.
Seja a equacdo quadratica representando a intersecgdo entre a circunferéncia x>+ =
r? e uma reta y = mx + n:
(1 +m?)x*> + 2mnx +n> —r> =0
Se o discriminante n*> — r?(1 + m?) = 0, a interseccdo é um ponto apenas e a reta é

tangente a circunferéncia.
n?—r*1+m?) =0=n=+r V1 +m?

As duas equagdes das retas tangentes a circunferéncia paralelas a umareta y = mx+n
sao:

y=mx—-rV1+m?> e y=mx+rV1+m?

Os pontos de tangéncia (pontos de intersec¢do das retas tangentes com a circun-
feréncia) tém abscissas:

mr V1 + m?
x:—
1+ m?

_erl + m?

1+ m?
Esses valores sdo obtidos substituindo o valor de n = r V1 + m? na equagao (1 +

e

m?)x* + 2mnx + n* — r* = 0 que tem no caso, o discriminante igual a 0. As equagdes
das retas tangentes a circunferéncia perpendiculares a uma reta dada se reduzem ao
caso anterior. Sendo m o coeficiente angular da reta dada, o coeficiente angular das
perpendiculares serd —1 quando m # 0.

2.6 Construcdes geométricas de retas tangentes a circun-
feréncia

1. Construgdo da reta tangente a uma circunferéncia por um ponto de tangéncia dado.
Sendo P o ponto de tangéncia dado, basta tracar uma reta passando por P e que seja
perpendicular ao raio da circunferéncia determinado pelo centro da circunferéncia
e pelo ponto P de acordo com o teorema [2.4.1]
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2. Construcdo das retas tangentes a circunferéncia por um ponto externo a circun-
feréncia.
Conforme a figura [4 seja Q um ponto externo a circunferéncia e seja C o centro da
circunferéncia. As duas retas tangentes a circunferéncia pelo ponto Q sdo as retas
t e t" determinadas pelo ponto Q e pelas intersec¢des entre a circunferéncia dada e
a circunferéncia cujo centro é o ponto médio do segmento de reta com extremos C
e Q. O segmento CQ é também o didmetro da nova circunferéncia e portanto, os
tridngulos CPQ e CP’Q sao retdngulos. Concluimos que f e t’ sdo perpendiculares
respectivamente aos raios CP e CP’ e portanto, tangentes a circunferéncia.

Figura 4 — Construgédo de retas tangentes a circunferéncia

2.7 Equacgdes paramétricas da circunferéncia

Consideremos a circunferéncia de centro C = (0,0) coincidindo com a origem O de um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cuja equacdo equagdo candnica é x> + > =

r?, sendo r o raio. Seja P um ponto da circunferéncia de abscissa x e ordenada y e 0 a
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medida em radianos do angulo formado por OP com o semi eixo positivo Ox, no sentido
anti-hordrio e seja P a projecdo de P sobre o eixo Ox como mostra a figura/5].

b —mmmmmmm— - —

O
g

Figura 5 — Paramétricas de circunferéncia com centro na origem

Nessas condi¢oes, podemos observar no tridngulo OPP’, que x = rcosO e y = rsen0.

Para valores reais do dngulo O entre 0 e 21 as seguintes expressdes sdo equacdes pa-
ramétricas dessa circunferéncia .

x = rcos6
Y

0<6<2m.

rsen®

Se o centro C da circunferéncia tiver coordenadas (xo, o) # (0,0), as equagdes pa-
ramétricas para essa circunferéncia sdo:

X — X9 = rcos@ X = Xxg + rcos@
0<H6<2n = 0<0<2n
Y — Yo = rsend Y = Yo + rse6

Observar a figura 6]
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T S

X
o

Figura 6 — Paramétricas da circunferéncia com centro ndo coincidente com a origem

2.8 Equacoes da circunferéncia em coordenadas polares

No plano, qualquer ponto pode ser representado no sistema ortogonal de coordena-
das cartesianas por um par ordenado de nimeros reais, havendo uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano e os pares ordenados. Podemos também representar
os pontos de um plano utilizando o sistema de coordenadas polares que é constituido por
um semi-eixo polar e um ponto O chamado polo . Nesse sistema, cada ponto do plano é
representado por um par ordenado (p, 0), sendo p a distancia do ponto ao polo O e 6 o
angulo formado entre o semi-eixo polar e o segmento OP. 0 é medido em radianos a partir

do eixo polar sendo considerado positivo no sentido anti-horério . Observar a figura[/]
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Figura 7 — Sistema de coordenadas polares

Os dois sistemas de coordenadas podem ser relacionados do seguinte modo: fazemos
coincidir a origem do sistema cartesiano com o polo do sistema de coordenadas polares e
o semi-eixo Ox com o semi-eixo polar. Assim, podemos verificar que no tridngulo PP’'O,
p* = x* + y2. Temos entdo:

x = pcos®
y = psen0

Observar a figura
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Oy
A
1 I P=(x,y)=(p,0)
6 e
O X Ox

Figura 8 — Relacdo entre os sistemas de coordenadas

Equacgdes polares da circunferéncia

e Circunferéncia de raio r e centro representado no sistema polar por C = (6, @)
Seja P = (p, ) um ponto da circunferéncia. De acordo com a figura 9} podemos apli-
car a lei dos cossenos no tridngulo OCP e obter a equagdo polar dessa circunferéncia:

r? = p?+ & — 2pdeos(6 — @)
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Y

Figura 9 — Circunferéncia no sistema de coordenadas polares

e Circunferéncia contendo o polo
Neste caso, 0 = r e segundo a figura [I0} aplicando a lei dos cossenos, chegaremos a
equacgdo desta circunferéncia:
r?2 = p* + 1> = 2preos(6 — @) = p(p — 2rcos(0 — @)) = 0. Assim,

p=0
p = 2rcos(0 — a)
A primeira equacdo é chamada equagdo do polo e a segunda é a equacdo dessa

circunferéncia.
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Figura 10 — Circunferéncia contendo o polo

e Circunferéncia de raio r e centro C sobre o polo O.
Seja um ponto P da circunferéncia com representagao (p, 0) no sistema de coordena-
das polares. Como o centro coincide com o polo, a equagdo dessa circunferéncia é

simplesmente, p = 1.

Ver figura
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(p,0)

)

Figura 11 — Circunferéncia com centro coincidindo com o polo

2.9 Equacoes da circunferéncia quando o centro da circun-
feréncia nao € a origem do sistema cartesiano ortogonal

e Consideremos a circunferéncia de raio r > 0, cujo centro ndo é coincidente com a

origem O’ de um sistema cartesiano ortogonal XO'Y conforme a figura
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Ox

\j

o'X

Figura 12 — Circunferéncia com centro ndo coincidente com a origem

Nesse sistema a circunferéncia tem por equagado cartesiana

(X=Xo)* +(Y =Yy’ =7

em que X, é a abscissa e Y, é a ordenada do centro da circunferéncia e a equagdo da
circunferéncia no sistema cartesiano ortogonal canoénico xOy é

X+ y? =12

A relacdo entre a abscissa X de XO'Y e a abscissa x de xOy é

x=X- XO

e a relagdo entre a ordenada Y de XO’Y e a ordenada y de xOy é

y=Y-Y,.

e A equagdo da reta tangente a circunferéncia em um ponto de tangéncia da circun-
feréncia com abscissa x; e ordenada y; é
XX+ Y1y =12
em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal canénico e é
(X1 = Xo)(X = Xo) + (Y1 = Yo)(Y = Yo) =7
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com relagdo ao sistema cartesiano ortogonal XO'Y em que

X1:X1—X0 e y1:Y1—Yo

ou seja, o ponto de tangéncia da circunferéncia tem abscissa X; e ordenada Y; em
relacdo a XO'Y.
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3 Elipse

A elipse é uma curva plana obtida pela intersec¢do da superficie de um cone de revolugdo

com um plano nao paralelo a uma geratriz do cone e ndo paralelo ao eixo do cone.

3.1 Definicao

Uma elipse é o conjunto dos pontos de um plano para os quais a soma de suas distancias
a dois pontos fixos F; e F, distintos é uma constante real 2a estritamente maior do que
a distancia 2c entre os pontos F; e F, fixados. Um ponto do plano da elipse é um ponto
interno (respectivamente externo) da elipse se e somente se a soma das distancias do ponto
a cada um dos focos é menor do que 24 (respectivamente maior do que 2a). Os pardmetros

geométricos de uma elipse sdo os nliimeros reais estritamente positivos a e c.

3.2 Elementos da Elipse

e Focos
Os focos da elipse sdo os pontos F; e F, fixos distintos em relagdo aos quais sdo

consideradas as distancias de um ponto qualquer da elipse.

e Segmento focal
O segmento focal da elipse é o segmento de reta cujas extremidades sdo os focos da

elipse. A distancia 2c entre F; e F, é chamada distancia focal.

e Centro da elipse

Centro da elipse é o ponto médio do segmento focal.

e Reta focal

A reta focal da elipse é a reta determinada pelos focos da elipse.

e Vértices principais
Os vértices principais da elipse sdo os pontos de interseccdo da elipse com a reta
focal.

e Vértices secunddrios
Os vértices secunddrios da elipse sdo os pontos de intersec¢do da elipse com a reta

perpendicular a reta focal pelo ponto médio do segmento focal.
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Eixo maior ou principal
O eixo maior da elipse é o segmento de reta cujos extremos sdo os vértices principais

da elipse.

Eixo menor ou secundério
O eixo menor da elipse é o segmento de reta cujos extremos sdo os vértices se-

cunddrios da elipse.

Excentricidade ou razao de alongamento

A excentricidade ou razdo de alongamento e da elipse é a razdo entre a distancia
focal e a soma das distancias de um ponto da elipse aos focos, ou seja, e = c¢/a. A
excentricidade é uma medida do achatamento ou arredondamento da elipse. Na
elipse c < a e portanto, 0 < e < 1. Quanto mais préximo de 0 a excentricidade estiver,

mais arredondada serd, aproximando-se da forma de uma circunferéncia.

Retas diretrizes
As retas diretrizes da elipse sdo duas retas perpendiculares a reta focal cuja distdncia
o1 S
ao ponto médio do segmento focal é igual a razdo — = -.
c e

Corda da elipse
Corda da elipse é qualquer segmento cujas extremidades distintas pertencam a

elipse.

Latus rectum
Chama-se amplitude focal ou latus rectum ou corda focal o comprimento da corda

perpendicular a reta focal e que passa por um dos focos.

Raio vetor

Raio vetor é o segmento de reta que une um ponto da elipse a um de seus focos.

Circunferéncia principal
A circunferéncia principal da elipse é a circunferéncia cujo centro é o ponto médio
do segmento focal e cujo comprimento do didmetro é a medida do eixo maior da

elipse.

Circunferéncia secundaria
A circunferéncia secunddria da elipse € a circunferéncia cujo centro é o ponto médio

do segmento focal e cujo comprimento do didmetro é a medida do eixo menor da
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elipse. A figura |13/ mostra as circunferéncias principal e secundaria da elipse além

de seus focos, vértices e eixos.

Figura 13 — Circunferéncia principal e circunferéncia secundaria

e Circunferéncias diretrizes
As circunferéncias diretrizes de uma elipse sdo as duas circunferéncias com centro

nos focos da elipse e cujo didmetro é igual ao comprimento do eixo maior da elipse.

Teorema 3.2.1 A elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um dos focos e

da circunferéncia diretriz correspondente ao outro foco.
Prova
Observar na figuraque, se PF; e PF, indicam respectivamente as distancias do ponto

P ao foco F; e do ponto P ao foco F,, PF; + PF, = 2a e PF; + PM = 2a = PF; + PF, =
PF, + PM = PM = PF,.
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Figura 14 — Circunferéncia diretriz da elipse cujo centro é o foco F;

3.3 Equacao candnica da elipse

1. Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox.

Dada uma elipse com parametros geométricos a e c respectivamente, considere o sis-
tema cartesiano ortogonal candnico xOy cuja origem O é o ponto médio do segmento
focal, cujo eixo x das abscissas é a reta coincidente com a reta focal determinada pelos
focos da elipse e cujo eixo das ordenadas é a reta perpendicular pelo centro da elipse
a reta focal.

Em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal candnico temos:

e O foco F; tem abscissa —c e ordenada 0 e o foco F, tem abscissa ¢ e ordenada 0.

e Ascoordenadas cartesianas dos vértices principais A; e A, sdo respectivamente
(—a,0)e(a,0).

e As coordenadas cartesianas dos vértices secundarios By e B, sdo respectiva-
mente (0, —b) e (0, ).
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e As equacg0es das retas diretrizes respectivamente associadas aos focos F; e F,
~ —a? a?
sdo:x=— e XxX=—.
c c
e As equagdes cartesianas das circunferéncias diretrizes C; e C, respectivamente
associadas aos focos F; e F, sdo respectivamente:
Ci:(x+c)?+y*=4a?
Cy: (x — o) + y* = 4a?

e As equagdes cartesianas das circunferéncias principal e secundaria sdo respec-
tivamente: x> + > =a*> e x>+ y? = b?

Em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal canoénico, um ponto P com abscissa x e

ordenada y é um ponto da elipse quando a soma da distancia PF; de P ao foco F; com

a distancia PF, de P ao foco F, é igual a 2a ou seja /(x + ¢)2 + y2+ /(x — ¢)2 + 2 = 2a.
Prova da equagdo canonica

JE+)2+ 12+ J(x =02+ Y2 =2a
= Jx+)2+1y2=2a— [/(x—c)?+y?

= (x+c)P+y*=4a® —daJ(x—c+1yP2+(x -+
= PH+2c+ P+ =4a> —daJ(x — )2+ 2 +x* —2xc+ A+ v

& 4daJ(x—c)?+y?=4a* — 4xc

= aJ(x—cP+y2=a*—xc

& a*x* — 2xa’c + a’c® + a*y? = a* — 2xa’c + X
— (a2 _ CZ)x2 + aZyZ — a2(a2 _ CZ)
Fazendo a* — ¢? = 1?, a equagdo fica: b*x* + a®y* = a°b?
Dividindo-se ambos os membros por 4°b?, chega-se a
XZ y2

que é chamada forma candnica da elipse .

Para se chegar a equagdo canonica da elipse foi necessério por duas vezes elevar ao

quadrado os membros de uma igualdade o que pode fazer surgirem raizes estranhas
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aequagdoinicial. Serd que qualquer ponto P = (x, y) que satisfaca a equagao candnica
2

pertence a elipse? Temos que nos certificar que se P = (x,y) e ;‘—; + % =1, entdo

PF, + PF, = 2a.

2
De fato, 5 + & =1= 12 = b* -

b2x?

Entédo,

PFi=(x+c)l+y°

b?x?

=2 +2cx+ P+ - —

az
2 _ 12\42
a* — b*)x
=%+2cx+c2+b2
a

Do mesmo modo, chegamos a PF; = (£ —a)*. Logo, PF; = |£ + 4| e PF, = |£ — 4]
. 2 2 2 . T
Da hipétese que 5 + % = 1, decorre que % < 1, que equivale a |x| < a. Multiplicando-
P que oz T4 que 7 queeq p
se 0s dois membros da desigualdade por £, (que € um ntimero positivo), chegamos
adl <c<a Lo 0,—a< <% <ageassim, £+a>0e < —a<0. Podemos agora retirar
a g a a a g
os médulos: ficando PF; = a + < e PF, = a — < e PF; + PF, = 2a. Concluséo: todo

ponto P = (x, y) satisfazendo a equagdo reduzida, pertence a elipse.

. Elipse com parametros geométricos a e ¢ com centro na origem e reta focal coinci-

dente com o eixo Oy.

Em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal considerado, o foco F; tem coordenadas
cartesianas (0, —c) e o foco F, tem coordenadas cartesianas (0, c), de acordo com a
tigura Um ponto P de coordenadas cartesianas (x, y) pertence a elipse se e so-
mente se a soma das distadncias PF; de P a F; com a distadncia PF, de P a F, é igual
a 24 sendo a equagdo canonica igual a a?x? + b*y? = a’b? ou 5 + Z—j =lemquebé

definido como Va2 — ¢2.
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F,

Fy

Ay

Figura 15 — Elipse com reta focal coincidindo com eixo Oy

Prova

X2+ (y+c)+ Jx¥2+(y—c)?=2a

— ,/x2+(y+c)2:2g_ /x2+(y—c)2

= P+yP+2yc+cd =4a® —dan/(y—c)? + 2%+ y* —2yc+c* + &7

& da|(y—c)? + 22 = 4a* — 4yc
& a,/(y—c2+x2=a*-yc

— a*(y* = 2yc+* +x%) = a* - 2a%yc + y*c?
— a*y? - 2ya’c + *a® + a*x* = a* — 2a*yc + y*c?

—s (a2 _ C2)y2 + a2x2 — aZ(a2 _ CZ)

Como a? — ¢* = b?, a equagdo fica: b*y? + a°x* = a*b?

Dividindo-se ambos 0os membros por a?b?, chega-se a
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y: X

o Latus rectum
Consideremos o latus rectum que esté a direita da origem. Sejam os pontos P; e P, as
extremidades do latus rectum. A abscissa de P; e P, é x = c. Substituindo na equagdo
canOnica, temos:

A N

2 1-5=

Y a?=c2 b2
= = = =
2 ] 3
S
y=z2=

— 4P

y_ia

Portanto, as coordenadas do latus rectum sdo: P; = (c, Z—z) e P, = (c,—Z—z). Agora

vamos calcular o comprimento ! do latus rectum:

[=IPiPal = \J(c— 02+ (- ~ B)2 =
JBr= [

Ver figura

Ay

W

Figura 16 — Latus rectum
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¢ Raios vetores da elipse
Para um ponto P da elipse com abscissa x > 0 e ordenada y os comprimentos dos
raios vetores do ponto P sdo respectivamente r; e r, (segmentos de extremos P e foco
F, e de extremos P e foco F,). Observar a figura

Figura 17 — Raios vetores de um ponto P da elipse

No tridngulo retangulo PP'Fy: 1} = (x + ¢)* + > e
no triangulo retangulo PP'F,: 12 = (c — x)* + y* em que P’ é o pé da perpendicular
tracada por P a reta focal.
Subtraindo membro a membro,
11— 15 =4cx ou (r + 1p)(r1 — r2) = 4ex
Portanto, 2a(r, — rp) = 4cx (pois rq + 1, = 2a)
1 —ry =% = ex
Do sistema:
r+ry=2a

rH—71 = 2ex
vem que:

rn=a+ex e r,=a-—ex.
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Para um ponto P da elipse com abscissa x < 0 e ordenada y, de modo andlogo,

m=@+c+yern=x—-c’+y°
2 _ 2
27

Portanto, 2a(r, — r1) = —4cx (pois 11 + 1, = 2a)

r5 — 15 = —4cx ou (ry + 1r)(rp — 1) = —4cx

r—r =—5 = Dex
Do sistema:
r+1=2a

7y — 1 = —2ex

vem que:

rn=a+exer, =a-—ex.

Modo alternativo para deduzir a equacdo canonica da elipse

Como mostrado acima, temos em relacdo ao comprimento do raio vetor r; da elipse
quandox > 0: 13 = (x +c)* + y* er; =a +ex

Portanto, (a + ex)* = (x + ¢)* + y*

Substituindo e por £: (2 + £)* = (x +¢)* + 1

Desenvolvendo: a® + 2 4 € = x2 4 2cx + 2 + 12

a2+ 2cx + S5 = x% + 2cx + ¢ + 12

P42+ +y -2 -2 - =0

a?x* +a*c? + a*yP —at —*x* =0

Fatorando:

x?(a® — ) + a*y? — a*(@* — ¢*) = 0. Definindo b* = 4 — 2, vem: b*x? + a®y? = a*V?

ST 2 2
Dividindo todos os membros por a?b?, temos: % + L = 1

Retangulo Fundamental e Coroa Fundamental

A elipse é um conjunto de pontos contidos em um retangulo chamado retangulo
fundamental:

Considerando uma elipse de equagdo canonica igual a ZC_; + g—; =1, temos:

;‘—; <1 e Z—; <1, o que implica que

x*<a*> e y*<b* e aindaque —a<x<a e -b<y<hb.

O retangulo de comprimento 24 e largura 2b é o retdngulo fundamental.

A elipse é também, um conjunto de pontos contidos em uma coroa circular formada
pelas circunferéncias principal e secundéria e chamada de coroa fundamental.
Como a > b, temos:

2 yZ 2 yz 2 yz
ctesSptps<ptyp
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Como ;‘—; + Z—; = 1, substituindo nas desigualdades, temos:
§—§+Z—§S1S’g—i+g—§eassim,b2$x2+y2£a2.

Portanto, se P = (x, y) é um ponto qualquer da elipse de abscissa x e ordenada y
e O é o centro da elipse, temos para a distancia OP: b < OP < g, estando a elipse
limitada também a essa coroa fundamental além de estar limitada ao retangulo
fundamental. Consequentemente, os pontos da elipse se encontram na interseccdo

da coroa fundamental com o retdngulo fundamental. Ver figura

| 2

m
O
U
N
m
< C)-
-

7

Figura 18 — Retangulo Fundamental e Coroa Fundamental

e Retas diretrizes
As retas diretrizes d; e d, associadas respectivamente aos focos F; e F,, sdo as retas
perpendiculares ao eixo principal que distam % do centro da elipse sendo D; e D,
as intersecgoes dessas diretrizes com a reta focal. Como a excentricidade e de uma
elipse é um namero real entre 0 e 1, D; e D, sdo externos ao eixo maior A;A, da
curva como mostra a figura
Equacdes das retas diretrizes:
Considerando um sistema cartesiano ortogonal cuja origem O = (0, 0) é o centro da
elipse cujos focos tém as seguintes coordenadas: F; = (—c,0) e F, = (¢, 0), temos que:
dlzx:—ﬁ:—ﬂz—ﬂ

c [ e
2

= _aa_a
dz.x—c c ¢
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)
1
1
1
1
1
1
1
1
4

Figura 19 — Diretrizes da elipse

Teorema 3.3.1 Definigdo unificada de conica
A elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja distincia a um dos focos é igual ao
produto da excentricidade pela distdncia do ponto a reta diretriz correspondente.

Prova

Seja a elipse com parametros geométricos a e ¢ e excentricidade e cuja equagdo candnica
é b*x* + a*y? = a?b* com b? = a* — ¢*>. Em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal, o foco F;
da elipse tem abscissa —c e ordenada 0 e o foco F; tem abscissa c e ordenada 0.
A distancia ao quadrado de um ponto da elipse com abscissa x e ordenada y em relacdo
ao sistema cartesiano ortogonal canonico ao foco F, da elipse é igual a
(x —c)* + > :x2—2cx+c2+b2(1—;‘—§)
= x% — 2aex + a%e? + b? — 522
=(1- i’—i)xz — 2aex + a*e* + b?

@ -
By O il

2_ 20 2
a?—a*+c
= (————)x* = 2aex + > +a> -
a

2
1x* — 2aex + a*S +a® - ¢
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= a? — 2aex + e*x?

enquanto que o quadrado do produto da excentricidade e pela distancia do mesmo
ponto a reta diretriz correspondente ao foco F, é igual a
(% - x)? = &[S - 2%x + x7]

= a? — 2aex + e%x2.

3.4 Posicoes relativas entre reta e elipse

Uma reta contida no plano da elipse é externa a elipse quando ndo tem nenhum ponto em
comum com a elipse, sendo a intersec¢do entre elas um conjunto vazio, secante quando
tem dois pontos distintos comuns com a elipse, tendo também pontos internos a elipse e
tangente quando tem apenas um ponto em comum com a elipse, sendo os outros pontos

da reta externos a elipse.

Lema 3.4.1 Uma elipse e uma reta contida no plano da elipse nio podem ter mais do que dois

pontos em comum.

Prova do lema:
Seja r a reta contida no plano da elipse e secante a uma elipse nos pontos P e Q e R um

outro ponto de r. Podemos ter duas situagoes:

e Restaentre Pe Q
Vamos determinar o ponto M simétrico ao ponto F; em relacdo a reta r. Desse modo,
r é a mediatriz do segmento F1M. Temos que :
PFy + PF, =2ae QF, + QF, = 2a
Sendo r a mediatriz de F;M podemos verificar que:
PM = PF; = PM + PF, = 2a
OM=QF = OM+QF,=2a
RF; = RM = RF; + RF, = RM + RF,
Chega-se a RM + RF, < QM + QF, = 2a. Ver figura 20|
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Figura 20 — Reta secante a elipseem P e Q e Rentre P e Q

Por construcdo semelhante, determinando um ponto M’ simétrico de F, em relagdo
a r, temos também que RM’ + RF, < PM’ + PF, = 2a

Pode-se concluir entdo que R é interno a curva.

e R é externo ao segmento PQ
De acordo com a figura 21| temos que:
RFy =RM = RF; + RF, =RM +RF, e
RM + RF, > QM + QF, = 2a, sendo R, portanto, externo a elipse.
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Figura 21 — Reta secante a elipse em P e Q. R fora de PQ

Corolario 3.4.1 Dada uma reta secante a elipse nos pontos P e Q, os pontos internos do segmento
de extremos P e Q sdo internos da elipse e os pontos externos ao segmento de extremos P e Q sdo
pontos externos da elipse.

Lema 3.4.2 A reta perpendicular a reta focal passando por um dos vértices principais da elipse é

reta tangente a elipse.

Prova:

De acordo com a figura 22|, seja t a reta perpendicular a reta focal passando pelo vértice
A e seja Q outro ponto da reta t. Os tridngulos QF1A; e QF,A; sdo retangulos sendo QF;
e QF, hipotenusas. Portanto,QF; + QF, > F1A; + F2A; = 2a sendo Q externo a elipse.
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Figura 22 — Perpendicular a reta focal passando por um vértice da elipse

Lema 3.4.3 Seja o sistema de duas equagoes

b’x* + a*y? = a’b?

y=mx+n
nas incognitas x e y em que a, b, m e n sdo niimeros reais fixados coma > 0e b > 0.
a) Se a*>m?+b> —n? > 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y admite duas solugoes
reais (x1, Y1) e (X2, Y2).
b) Se a*>m? + b* — n* = 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y admite uma vinica
solugdo real (xo, Yo) em que xy = —% e Yo =mxy+n.
¢) Se a*>m? + b* — n® < 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y nio admite solugio
real.

Prova do Lema

Pela substitui¢do de y = mx + n em b?x* + a*y* = a*b?, temos:
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b2x? + a*(mx + n)? = a’h?* =
b*x? + a*(mPx* + 2mnx + n*) = a’b* =
b2x% + a®m?x® + 2a°mnx + a*n® —a?b* =0 =

(@*m?* + b)x* + 2a°mnx + a*n® —a*b* = 0

Esta tltima expressdo é uma equacdo do segundo grau na incégnita x sendo seu discrimi-
nante A igual a:

(2a*mn)? — 4(a*m? + b*)(a*n® — a*b?) =
da*m*n® — 4@@*m*n* + a®v*n® — a*b*m® — a*b*) =
Aa*m?n® - a*m*n® — a*b*n® + a*bPm* + a*b*) =

4a*b*(a*m® + b* — n?)

cujo sinal é determinado pelo fator a*m? + b* — n?.

Lema 3.4.4 Seja a elipse cuja equagdo cartesiana é b*x* + a*y*> = a°b? e seja a reta do plano da
elipse cuja equagdo cartesiana é y = mx + n.

a) Se a’>m? + b* — n® > 0, o sistema das duas equagdes admite duas solugdes reais, sendo a reta
secante a elipse.

b)Se a*>m?* +b* —n* = 0, o sistema das duas equagdes admite uma solugio real, sendo a reta tangente
a elipse.

c) Se a’>m? + b* — n?® < 0, a intersec¢do entre a reta e a elipse é um conjunto vazio.

Prova do lema.

A prova deste lema é imediata a partir do lema anterior.

3.5 Equaclbes cartesianas das retas tangente e normal a
uma elipse por um ponto de tangéncia dado

Seja a elipse com pardmetros geométricos a e ¢ cuja equacgdo candnica é b’x? + a?y* = a*b?

e seja um ponto de tangéncia dado da elipse com abscissa x;, e ordenada 1, em relacdo
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ao sistema cartesiano ortogonal canodnico fixado. Entdo, a equacdo cartesiana da reta
tangente a elipse pelo ponto de tangéncia dado é b?xox + a*yoy = a*b>.
De fato,

. . 7 2 . Z
Se 1o # 0 entdo o coeficiente angular da reta é m = —% e o termo independente da reta é
2
n ==L ecomo
"
2(_b*x0y\2 2 (b2\2
PP B - ()
b*x 4
=3+P-5
Y5 Y

b2
= m[bzxé +a’y; —a’b?] =0
Se yy = 0, o ponto de tangéncia dado é um dos vértices principais da elipse e a reta tangente
a elipse pelos vértices principais é a reta vertical x = —a ou x = a a qual é obtida da equagéao
212

cartesiana b?xox + a*yoy = a*b* substituindo x, por —a ou a e y, por 0: —b%ax = a’b* ou

b*ax = a?b?.

e Equacdes das retas tangentes a elipse paralelas a uma reta dada.
Seja a equagdo quadratica representando a intersecgdo entre a elipse b?x* +a?y* = a°b?
euma reta y = mx + n:
(@*>m? + b?)x? + 2a’mnx + a’n® — a’b*> = 0
Se o fator a*m? + b* — n* = 0, a reta é tangente a elipse.
a*m* + b* —n? =0 = n? = a*m? + b* = n = £ Va?m? + b2. As duas equagoes das retas
tangentes a elipse paralelas a uma reta y = mx + n sdo:
y=mx— Na?m? +b> e y=mx+ Va’m?+b?

Os pontos de tangéncia (pontos de intersec¢do das retas tangentes com a elipse) tém

abscissas:
_ amNaPm? + B
T T At ¢
_a*mNa?m? + b2
rET a’m? + b?

Esses valores sdao obtidos substituindo o valor de n = + Va?m? + b? na equagao

(@*m? 4+ b*)x* + 2a°mnx + a*n* —a*b* = 0 que tem no caso, o discriminante igual a 0. As

equagOes das retas tangentes a elipse perpendiculares a uma reta dada se reduzem

ao caso anterior. Sendo m o coeficiente angular da reta dada, o coeficiente angular
. 2~ 1

das perpendiculares serd —:- quando m # 0.

Teorema 3.5.1 Seja o ponto P intersecgio da reta tangente a uma elipse no ponto de tangéncia T
com a reta focal da elipse e seja o ponto Q interseccio da reta normal a elipse no ponto de tangéncia
T com a reta focal. Entdo, o produto da distdncia do centro O da elipse a P com a distincia do
centro O da elipse a Q é igual ao quadrado da metade da distdncia focal.
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Ver figura

Figura 23 — Perpendicular a reta tangente a elipse passando pelo ponto de tangéncia

Demonstragéo:

2
Se T(xo, yo) é o ponto de tangéncia de t a elipse de equagdo £ % =1, entdo, a equagdo

a

cartesiana da reta tangente a elipse é b*xox + a®yoy = a°b>.

Coordenadas do ponto P:

Sendo a coordenada y = 0, e como P € t vamos calcular a coordenada x.
21 — o212 — a2 _ 2 — (2

b*xox = a°b” = x = P = a0 Portanto, P = xU,O).

Coordenadas do ponto Q:
O ponto Q pertence a intersecgdo da reta normal 7 a tangente f com o eixo das abscissas,

tendo também coordenada y = 0. Para chegar a coordenada x, vamos deduzir a equacgao

de n.
Coeficiente angular de ¢:

2 200 10— 22 _ _Pxx 2P : : . _ _bx
b*xox+a*yoy =a’b* =y = — 2y, T a2y O que implica que o coeficiente angular de t = — v

2
Como n é perpendicular a t, seu coeficiente angular é igual a Zz—zg sendo a equagdo de n:

2
Y= Yo = g (x = Xo)
Fazendo y = 0, temos:



52 Capitulo 3. Elipse

= x=x(1 - &) = 12,

A G
= -

112]/[)
—lYo = m(x — Xo) = X—Xg = P pes

2
Portanto, Q = (*%-,0).
2
ComoOP:% e 0Q=,
OPOQ = L2 = 2 = g2 _ 2,

X0

Teorema 3.5.2 O produto da distdncia de um foco da elipse a uma reta tangente a elipse com a
distdncia do outro foco a mesma reta tangente é igual ao quadrado da metade do eixo menor da

elipse.

Ver figura

Figura 24 — Perpendiculares a reta tangente a elipse passando pelos focos da elipse

Demonstracao
O produto das distancias dos focos Fi(—c, 0) e F(c, 0) a reta tangente t ¢ igual a b*> como é

mostrado a seguir:
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Distancia do foco F; a tangente f cuja equagdo candnica é igual a b?xox + ayoy = ab*:

| — b?xoc — a®b?|

Iax2 4 g4e2
bixg + aty;

Distancia do foco F; a tangente t.

|b?xoc — a’b?|

442 4 42
U2+ aty?
Entdo, o produto das duas distancias, fica:

|(V2xoc + a2 (BPxoc — a?b%)|  Ib*xge? — a*b|

4y2 4 g42 T A2 1 gh2
bixj + aty; bixj + aty;

Nesta tltima equagao, podemos substituir a*y3, que é igual a (a*y5)a?, por (a*b* —b*x3)a*

pois da equacgdo da elipse tiramos que:

2,2 4 2.2 _ 212 2,2 _ 212 _ 12,2
b*xg +ay; = a*b* = a*y; = a’b” — b’x;

Teremos, entdo que:

|b*x2c* — a*b?| b*x3c* — a*b?| [b*x2c? — a*b?| bHxdc? — at|
P2 +aty? b+ (@22 - b bR+ ath? - b22ar BB+ at - a?xd)
bHlxge® — at| bHxgc® — a| )

P20 - @) +at]  P(—x32 +a')

Teorema 3.5.3 Tangente a elipse e bissetriz externa
Seja uma elipse cujos focos sdo Fy e F, e seja P um ponto da elipse. Entdo, a bissetriz externa t no
vértice P do tridngulo cujos vértices sdo P, Fy e F, é tangente a elipse no ponto P.

Prova do teorema:
Vamos prolongar PF; de modo que PM = PF, e depois, unir F, a M conforme a figura 25
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Figura 25 — Tangente e bissetriz externa

Como o tridngulo PF,M é is6sceles e t é a bissetriz do angulo formado entre F,P e
PM, t é também mediatriz do segmento FoM. Seja Q outro ponto qualquer de t. Temos:
QF, = QM, porque t é mediatriz de F,M. Entao,

QF + QF, = QF1 + QM

Sendo também PF, = PM e PF; + PF, = 2a = PF, + PF, = PF; + PM = F{M = 2a.

Como num tridngulo, um lado é menor do que a soma dos outros dois, no tridngulo
F1OM, FiM = 2a < F1Q + QM sendo Q portanto, externo a elipse. Consequentemente, t é
tangente a elipse.

Reciprocamente, se uma reta f é tangente a elipse num ponto P, ela é bissetriz externa em
P no triangulo que P forma com os focos F; e F,. Demonstragao:

Sendo Q outro ponto de t, Q é externo a elipse. Portanto, como PF; + PF, = 22 =
QF; + QF, > 2a.

Portanto, PF; + PF, é o percurso minimo entre F; e PF, passando por um ponto da reta ¢

sendo o dngulo « igual ao angulo . E como a = y (opostos pelo vértice), concluimos que

p=y.

Corolario 3.5.1 O dngulo entre a reta normal por um ponto da elipse e a reta determinada pelo



3.5. Equacgdes cartesianas das retas tangente e normal a uma elipse por um ponto de tangéncia dado 55

ponto considerado e um dos focos é congruente ao dngulo entre a mesma reta normal e a reta

determinada pelo ponto em questio e o outro foco da elipse.

Observar os angulos a e § da figura 26].

Figura 26 — Angulos formados entre reta normal a elipse e retas pelos focos

Este coroldrio explica a propriedade da elipse segundo a qual uma fonte de luz colocada
num dos focos da elipse sdo refletidos numa superficie elipsoide passando pelo outro foco.

e Podaéria da elipse
A circunferéncia principal da elipse é o lugar geométrico dos pés H das perpen-
diculares baixadas de um foco as tangentes a curva. A circunferéncia principal é,

portanto, a podaria da elipse. Observar a figura [27]
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Figura 27 — Podéria da elipse relativa a um foco

A reta s é a perpendicular a tangente t passando por F,. Prolonga-se o segmento PF;
até seccionar s no ponto M . Seja H o ponto de intersec¢do de s com t. Os tridngulos
PHF, e PHM sdo congruentes sendo F,H = HM. Como F;0 = OF,, O e H sdo pontos
médios de lados do tridngulo F1F,M. Temos entdo, que:

OH =M -2,

Assim os pontos H sdo equidistantes de O, pertencendo a circunferéncia principal.

3.6 Construcdes geométricas das retas tangentes a elipse

1. Por um ponto P da elipse
De acordo com o teorema da tangente e bissetriz externa, no tridngulo PFF,,
basta tragar a reta bissetriz do dangulo externo em P. A bissetriz é a tangente procu-
rada. Ver figura
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Figura 28 — Construgdo da reta tangente a elipse por um ponto da curva

2. Por um ponto Q externo a elipse

Tragar a circunferéncia diretriz com centro em F;. Tragar a circunferéncia com centro
em Q e raio igual ao segmento QF, . Seja M o ponto de interseccdo das duas
circunferéncias. Obter o ponto H, ponto médio do segmento MF, . A reta t que
passa por Q e H serd a tangente procurada. O ponto P de contato da tangente com
a elipse serd a interseccdo de t com o segmento MF;. Temos segundo a figura 29}
que o tridngulo PF,M é is6sceles porque PF; + PF, = 2a e PF; + PM = 2a e portanto,
PF, = PM. Como H é ponto médio de F,M, PH é mediana e altura do tridngulo
PF,M e bissetriz do angulo F,PM sendo t portanto, tangente a elipse.
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Figura 29 — Construcdo da reta tangente a elipse por um ponto externo a curva

N

Podemos construir por Q uma segunda tangente t’ a elipse procedendo do mesmo
modo em relagdo a circunferéncia diretriz de centro F; e a circunferéncia que tem
QF; como raio, sendo M’ o ponto de intersec¢do das duas circunferéncias, conforme

a figura.

. Paralela a uma reta dada s

Tragar a circunferéncia diretriz com centro em F;. Tracar a reta perpendicular a s
passando por F,. Esta reta intersecta a circunferéncia diretriz no ponto M. Seja H o
ponto médio do segmento F,M. Tragar por H uma reta t paralela a s. t é a tangente
procurada conforme a figura Observemos que o tridngulo F,PM é isOsceles
porque sendo PF; + PF, = 2a e PF; + PM = 2a temos que PF, = PM. A reta que
passa por F;M é perpendicular a reta dada e também a reta t. Portanto, ¢ é mediatriz
do segmento F,M e também bissetriz externa do dngulo com vértice em P sendo

portanto tangente a elipse segundo o teorema
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Figura 30 — Construcdo de reta tangente a elipse, paralela a uma reta dada

3.7 Equacobes Paramétricas da Elipse

Seja a elipse de centro O = (0,0) num sistema cartesiano ortogonal. Vamos tragar uma
circunferéncia com centro em O e raio igual ao semi-eixo maior a da elipse. Consideremos
o ponto P = (x, y) da elipse e uma reta paralela ao eixo Oy passando por P e que intersecta
a circunferéncia no ponto A e o eixo Ox no ponto A’. O Raio OA determina o &ngulo 6 com

o eixo Ox. No tridngulo retangulo OAA’, observa-se que OA’ = OAcos0 ou seja, x = acos0.
Ver figura 3.7
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Figura 31 — Equagdes paramétricas da elipse

Para calcular a coordenada y do ponto P basta substituir o valor de x na equacgao

canOnica:

(acos6)?
a2

elipse corresponde a um dngulo 6 quando este varia de 0 a 2r. 0 é o parametro sendo as

+ Z—i =1= Z—; =1 - (cos*0) = sen’0 = y* = b?sen’*0 = y = bsenO. Cada ponto P da

~ - x = acos®
equagoes parametricas: 0<6<2n
y = bsen0

Observagoes:

e Quando a elipse tiver seu eixo maior sobre Oy, com equagdo candnica ;‘—; + Z—i =1,
as equagOes paramétricas ficam:
x = bcosO
y = asen®

e Se o centro da elipse for C(xo, vo) # (0,0), com a translacdo de eixos temos:
X — Xo = acos@ = x = xg + acosO

Yy — Yo = bsen0 = y = y, + bsenO

e Das equagdes paramétricas temos que:

X—=Xq Y—Yo
a b

Portanto,

=cosO e = sen@

(x—xp)*
aZ

(y—10)*
bZ

=cos*0 e = sen®0
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Como sen?6 + cos*0 = 1 (relagdo fundamental da trigonometria), chegamos a

_ 2 _ 2
(x ;Zm) + (v bZO) -1

que é a equagdo na forma canodnica. Por outro lado, podemos encontrar as equagdes

paramétricas fazendo a seguinte identificacdo:

2 N2
Se (x=x0) + (v bzo)

2208 = 00520 = x = xy + acosO e

=1 = c0s*0 + sen*6

WP = sen20 = Y = Yo + bsen6

3.8 Equacoes da Elipse em Coordenadas Polares

Em relacdo a um sistema de coordenadas polares cuja origem é o ponto médio O do
segmento de reta cujos extremos sdo os focos F; e F, e cuja semi-reta polar de origem O
contém F,, temos: x = rcosO e y = rsenf em que x e y sdo as coordenadas cartesianas
de um ponto da elipse em relacdo a um sistema cartesiano ortogonal com centro em
O. Substituindo-se x e y por seus valores correspondentes em coordenadas polares na
equagdo candnica da elipse, temos: ;‘—i + g—; =1= YZC;# + YZSE# =1

Por conveniéncia, vamos colocar o polo coincidindo com um dos focos da elipse. A reta
diretriz pode estar posicionada de quatro modos em relagdo ao eixo polar e ao polo.

Vamos considerar cada caso:

1. Elipse com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo.
Consideremos um sistema de coordenadas polares cuja origem é o foco F, da elipse e
cuja semi-reta polar tem origem em F, e ndo contém F;. Nesse caso se d é a distancia
entre o foco F, e a reta diretriz dy, d = % — c (porque a distancia d(O, d>) entre o centro
da elipse e a diretriz d, é igual a é = 12). Ver ﬁgura

e
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Figura 32 — Reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo

Sendo d(P, F,) = r (distancia entre P e F;) e d(P,d,) = d — x (distancia entre P e d,),
como Zg; ;; = ¢, temos:
r=e(d—x)=e(d—rcos0) = 3 mose

Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equacdo da elipse é:

ed

= 3.3
1 + ecosO (3.3)

Podemos utilizar a equagado da elipse em coordenadas polares para o calculo de

alguns de seus elementos:

e Célculo do comprimento do eixo maior 2a da elipse utilizando-se coordenadas
polares
— de — de) _ de—de’+de+de® _ 2de
20 = 1’(0) + V(ﬂ) 1+ecos(0) + 1+ecos(mr) — 1+e + l-e — 1-e2 T 1-e2/
comprimento do semi-eixo maior da elipse.

e Calculo do comprimento da corda focal minima ou latus rectum |

"(3) =7 +ecos = de que corresponde a metade superior de /.

(3n) _ de
1+ecos(37”)
total de / em func¢ado da excentricidade e e da distancia d de d, a F».

que éigual a metade inferior de I. Portanto, 2de é o comprimento

Podemos ainda calcular o valor de / em fun¢do dos semi-eixos a e b da elipse:
112—C2
a2

Na elipse temos que 1 —¢? = 1 — Z—i = = s—; Substituindo 1 - ¢? pori’—i na
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equagdo do semi eixo maior 4 da elipse:

— de _ dea® _a? _ P
a—g— = de="r ==
@

e Calculo do comprimento do eixo menor b da elipse:
Como £ =de = b? =aed = cd = b = Ved.

2. Elipse com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo.
Analogamente, em relagdo a um sistema de coordenadas polares cuja origem é o
foco F; da elipse e cuja semi-reta polar de origem F; contém F, , sendo d a distancia
deFiad;, d=1%~-c. Ver figura

Figura 33 — Reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo

Como r = e(d — (—rcosO) = r = ed + ercos@ = r — ercos6 = ed = r(1 — ecosO) = ed.

Portanto, nesse sistema, a equagdo polar da elipse é:

ed
= 3.4
r 1 - ecosO (34)

3. Elipse com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F,) e acima dele.

No caso de uma elipse com estas caracteristicas, a d(P, d) ficaigualad —y = d — sen0
d(PF2)
d(Pdz)

e, entao, como = ¢, temos:
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r=e(d-1vy) =e(d—rsend) = <

1+esen®
Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equacao da elipse é:

ed

= " 3.5
! 1+ e senf (3-5)

Ver figura

Figura 34 — Reta diretriz paralela ao eixo polar e acima do polo

4. Elipse com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F;) e abaixo dele.

Neste caso, a d(P, d,) fica igual a d — (-7 sen0) = d + rsen0 e, assim, como %B =e,
temos:
- — _
r=e(d+rsend) = =
Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equacdo da elipse é:
ed
r= ——— 3.6
1-esend (3.6)

Ver figura
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Figura 35 — Reta diretriz paralela ao eixo polar e abaixo do polo

3.9 Equacobes da elipse quando o centro da elipse nao é a
origem do sistema cartesiano ortogonal

e A equacgdo de uma elipse com pardmetros geométricos a e c cujo centro tem abscissa
Xy e ordenada Y, em relagdo a um sistema cartesiano ortogonal XO'Y com origem
O’ e cujo eixo X das abscissas é paralelo a reta focal da elipse e cujo eixo Y das

ordenadas é paralelo ao eixo menor da elipse é:
X=Xo)?* (Y=Y
( ) +( 0) =1 b*=a*-c

2 2
a b
porque a equagdo candnica da elipse em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal

candnico xOy cuja origem € o centro da elipse, cujo eixo x das abscissas é coincidente
com a reta focal e cujo eixo y das ordenadas ¢ a reta perpendicular a reta focal pela
origem é:

;‘—§+Z—§:1 b’ =a?-c?

e as relacoes entre a abscissa X e a ordenada Y do sistema XO’Y e a abscissa x e a
ordenada y do sistema candnico xOy sdo respectivamente:

x=X-Xo e y=Y-Y,

Ver figura 36|
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Figura 36 — Elipse com centro ndo coincidente com a origem do sistema

Em relagdo ao sistema cartesiano XO’Y temos:

— Focos - O foco F; tem abscissa X, — c e ordenada Y|, enquanto o foco F, tem

abscissa Xj + c e ordenada Y.

— Vértices principais - O vértice principal A; tem abscissa X, — a2 e ordenada Y|

enquanto que o vértice A, tem abscissa X, + a e ordenada Y.

— Vértices secundarios - O vértice secunddrio B, tem abscissa X, e ordenada Yy,—b
enquanto o vértice secunddrio B, tem abscissa X e ordenada Y, + b .

— Reta focal - A reta focal tem equagdo cartesiana Y = Y.

- Retas diretrizes - A reta diretriz associada ao foco F; tem equagdo cartesiana

2 . . . ~
X = Xo — % enquanto que a reta diretriz associada ao foco F, tem equagdo
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. 2
cartesiana X = Xp + %

— Circunferéncias diretrizes - A circunferéncia diretriz associada ao foco F; tem
equagao cartesiana
(X = Xo+ ) + (Y = Yy)? = 4a°.
enquanto que a circunferéncia diretriz associada ao foco F, tem equagéo carte-
siana
(X = Xo—0)? + (Y = Yp)? = 4a°.

— Circunferéncia principal e secundaria - A circunferéncia principal tem equagdo
cartesiana (X — Xy)? + (Y — Y)? = a? e a circunferéncia secundéria tem equagao
cartesiana
(X =Xo)? + (Y = Yo)> = b?

e Aequacdo dareta tangente a elipse por um ponto de tangéncia da elipse com abscissa

X, e ordenada Y, é entdo:

(X1 — Xo)(X — Xo) (Y1 —Yo)(Y — Vo)
a2 i b2

candnico xOy o ponto de tangéncia dado tem abscissa x; = X; — Xj e ordenada

= 1 devido ao fato de que no sistema cartesiano

Y1 = Y1 — Y e a reta tangente tem equacdo cartesiana
XXy + yn =1

e No caso de um sistema cartesiano ortogonal XO'Y com origem O’ cujo eixo Y das
ordenadas é paralelo a reta focal e cujo eixo X das abscissas é paralelo ao eixo se-
cundério da elipse com pardmetros geométricos a e c e cujo centro O tem abscissa X
e ordenada Y, a equacdo candnica da elipse é:

(X_X0)2+(Y_Y0)2:1 b2 =2 — 2

b2 a?

porque a equagdo candnica da elipse em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal

candnico xOy cuja origem é o centro da elipse, cujo eixo y das ordenadas é coinci-

dente com a reta focal e cujo eixo x das abscissas € a reta perpendicular a reta focal

pela origem é:

%+§:1 b =a?—-c?

e as relacOes entre a abscissa X e a ordenada Y do sistemaXO’Y e a abscissa x e a

ordenada y do sistema candnico xOy sdo respectivamente:

x=X-Xo e y=Y-Y,

Em relacdo ao sistema cartesiano XO’Y temos:
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- Focos - O foco F; tem abscissa X, e ordenada Y, — ¢ enquanto o foco F, tem

abscissa X, e ordenada Y, + c.

Vértices principais - O vértice principal A; tem abscissa X, e ordenada Y, —a

enquanto que o vértice A, tem abscissa X, e ordenada Y + a.

Vértices secundarios - O vértice secunddrio B; tem abscissa X, — b e ordenada

Y, enquanto o vértice secunddrio B, tem abscissa X + b e ordenada Y, .
Reta focal - A reta focal tem equacdo cartesiana X = X,.

Retas diretrizes - A reta diretriz associada ao foco F; tem equacdo cartesiana
2 . . . ~
Y =Y, — % enquanto que a reta diretriz associada ao foco F, tem equagdo car-
. 2
tesiana Y = Yo + .

Circunferéncias diretrizes - A circunferéncia diretriz associada ao foco F; tem
equagdo cartesiana

(X = X)? + (Y = Yy +¢)? = 4a°.

enquanto que a circunferéncia diretriz associada ao foco F, tem equagao carte-
siana

(X = Xo)* + (Y = Yy — ¢)? = 4a°.

Circunferéncia principal e secundaria - A circunferéncia principal tem equagdo
cartesiana (X — Xy)? + (Y — Y)? = a? e a circunferéncia secundéria tem equagao
cartesiana

(X - Xo)z + (Y - Yo)z = 1?

A equacdo cartesiana da reta tangente a elipse por um ponto de tangéncia da

elipse de abscissa X; e ordenada Y; é:
(X1 = Xo)(X = Xo) N (Y1 — Yo)(Y — Yo) _

= = 1.
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4 Hipérbole

A hipérbole é a curva plana obtida pela intersec¢do da superficie de um cone de revolugao

com um plano paralelo ao eixo do cone e que nado passe pelo vértice do cone.

4.1 Definicao

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujo médulo da diferenca das
distancias a dois pontos fixos distintos do plano é igual a 2a estritamente menor do que a
distancia 2c entre os pontos fixos. Os pardmetros geométricos da hipérbole sdo os nimeros
reais estritamente positivos a e c.

4.2 Elementos

e Focos
Os focos da hipérbole sdo os pontos F; e F, fixos distintos em relacdo aos quais sdo

consideradas as distancias de um ponto qualquer da hipérbole.

e Segmento focal
O segmento focal da hipérbole é o segmento de reta cujas extremidades sdo os focos
da hipérbole. A distancia 2c entre F; e F, é chamada distancia focal.

e Centro da hipérbole

Centro da hipérbole é o ponto médio do segmento focal.

e Reta focal

A reta focal da hipérbole é a reta determinada pelos focos da hipérbole.

e Vértices da hipérbole

Os vértices da hipérbole sdo os pontos de intersec¢do da hipérbole com a reta focal.

¢ Eixo real ou transverso
O eixo real ou transverso da hipérbole é o segmento de reta cujos extremos sdo os
vértices da hipérbole.

e Eixo imagindrio ou ndo transverso ou secundario

O eixo imagindrio da hipérbole é o segmento de reta cujos extremos sdo os pontos
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B; e B, determinados na reta perpendicular ao eixo real que passa pelo centro O de
modo que OBy = OB, = Vc2 —a2. O comprimento do eixo imagindrio da hipérbole
serd designado por 2b. Os pontos B; e B, sdo chamados de vértices secunddrios e
ndo pertencem a curva. Designando por b a medida dos semi-eixos imaginarios OB,
e OB,, teremos:

@ =a’+ b

Assintotas

Assintotas sdo as duas retas determinadas pelas diagonais do retdngulo de lados
paralelos aos eixos real e imagindrio (chamado de retangulo de base), e que medem
respectivamente 2a e 2b. A medida que os pontos da hipérbole se afastam de seus
vértices, eles se aproximam das assintotas progressivamente, sem encostar nelas. O

angulo 6 da figura é chamado de abertura da hipérbole. Ver figura [37]

Figura 37 — Assintotas da Hipérbole

o Excentricidade

A excentricidade e da hipérbole é a razdo entre a distdncia focal e 0 médulo da

diferenga entre as distancias de um ponto da hipérbole aos focos, ou seja e = c/a.

A excentricidade informa se a hipérbole tem os ramos mais abertos ou fechados. Se
a excentricidade da hipérbole se aproxima de 1, ¢ se aproxima de a e os ramos da
hipérbole se fecham. Quanto maior a excentricidade, maior a abertura dos ramos

da hipérbole.
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Retas diretrizes
As retas diretrizes da hipérbole sdo duas retas perpendiculares a reta focal cuja

2
c A T L N - a a .
distancia ao ponto médio do segmento focal é igual a razdo — = —. Ver figura
c e

Figura 38 — Diretrizes da hipérbole

Corda da hipérbole
Corda da hipérbole é qualquer segmento cujas extremidades distintas pertengam a

hipérbole.

Latus rectum da hipérbole
Chama-se amplitude focal ou latus rectum da hipérbole o comprimento da corda

que passa por um dos focos e é perpendicular a reta focal e paralela a diretriz.

Raio vetor

Raio vetor é o segmento de reta que une um ponto da hipérbole a um de seus focos.

Circunferéncia principal
A circunferéncia principal da hipérbole é a circunferéncia cujo centro é o ponto
médio do segmento focal e cujo comprimento do didmetro é a medida do eixo real

da hipérbole.

Circunferéncia secundaria

A circunferéncia secunddria da hipérbole é a circunferéncia cujo centro é o ponto
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médio do segmento focal e cujo comprimento do didmetro é a medida do eixo

secunddrio da hipérbole.

e Circunferéncias diretrizes
Sao as duas circunferéncias com centros nos focos e que tém didmetros de medida

igual ao eixo real da hipérbole.

Teorema 4.2.1 A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um dos focos

e da circunferéncia diretriz correspondente ao outro foco.

Prova

De acordo com a figura @Observar que: PF; — PF, = 2a = (PM + MF,) — PF, = 2a =
PM + 2a — PF, = 2a = PM = PF,.

Figura 39 — Circunferéncia diretriz da hipérbole

4.3 Equacao canbnica da hipérbole

1. Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox. Ver figura
40



4.3. Equagio candnica da hipérbole 73

Figura 40 — Hipérbole com reta focal coincidindo com eixo Ox

Dada uma hipérbole com pardmetros geométricos a e c respectivamente, considere
o sistema cartesiano ortogonal canénico xOy cuja origem O é o ponto médio do
segmento focal, cujo eixo x das abscissas € a reta coincidente com a reta focal deter-
minada pelos focos da hipérbole e cujo eixo das ordenadas é a reta perpendicular
pelo centro da hipérbole a reta focal.

Em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal canonico temos:

e O foco F; tem abscissa —c e ordenada 0 e o foco F, tem abscissa c e ordenada 0.

e As coordenadas cartesianas dos vértices A; e A, sdo respectivamente (—a,0) e
(a,0).

e As equacgOes das retas diretrizes respectivamente associadas aos focos F; e F,

—a®> g?

sao: — e —.
c c

e As equagdes cartesianas das circunferéncias diretrizes C; e C, respectivamente
associadas aos focos F; e F, sdo respectivamente:
Ci:(x+c)?+y*=4a?
Cy: (x— o) + y* = 4a?
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e As equagdes cartesianas das circunferéncias principal e secundaria sao respec-
tivamente: x> + y*> =a? e x* + y* = 1?

Em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal candnico, um ponto P com abscissa
x e ordenada y é um ponto da hipérbole quando o médulo da diferenga entre a
distancia PF; de P ao foco F; e a distdncia PF, de P ao foco F, é igual a 24 ou seja

|V + 02+ 12— \(x— ) + 2| = 2a.

Prova da equagdo canonica

|\/(X+C)2+y2—\/(x—c)2+y2|:2a

= \/(x+c)2+]/2—\/(X—C)2+y2=i2a

— \/m:iza+ (x—c)?+ 1?2

= (x+o)P+y* =4 +daJ(x—c2+ P2+ (x—c)l+y

— x2+2xc+c2+y2:4612J_r4a\/m+x2—2xc+c‘2+y2
= i4a\/m=4a2—4xc

— a\/mzaz—xc

— a’x* - 2xa’c + a*c® + a*y* = a* — 2xa’c + x°c?

— (CZ _aZ)x2 _ a2y2 — ﬂZ(CZ _ aZ)

Fazendo ¢* — 2> = 1?, a equagdo fica: b*x* — a?y* = a°b?
Dividindo-se ambos 0s membros por 4°b?, chega-se a
X2 y?

que é chamada equacdo candnica da hipérbole .

. Hipérbole com pardmetros geométricos a e c com centro na origem e reta focal coin-

cidente com o eixo Oy.

Em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal considerado, o foco F; tem coordenadas
cartesianas (0, —c) e o foco F, tem coordenadas cartesianas (0, c), de acordo com a
tigura Um ponto P de coordenadas cartesianas (x, y) pertence a hipérbole se e
somente se 0 médulo da diferenca entre a distancia PF; de P a F; e a distancia PF, de

Z: = P . 2 s
P a F, é igual a 22 sendo a equagdo candnica igual a a’x? + b*y? =’ ou 5 + 5 =1
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em que b é definido como Vc? —a2.

Figura 41 — Hipérbole com reta focal coincidindo com eixo Oy

Prova:

| x2+(y—6)2—\/x2+(y+c)2|:2a

\/x2+(}/—0)2— \/Xz+(y+c)2 = 420

— \/m:ﬁcw\/m

= x2+y2—2yc+c2:4azi4a\/m+x2+y2+2yc+c2
= i4a\/m=—4a2—4yc

= a\/m:_QZ_yc

= (Y’ +2yc+* +x°) = a* + 2a’yc + y*c?

= a’y’ +2ya’c + c*a® + a’x* = a* + 2a*yc + y*c
— (CZ _ a2)y2 _ a2x2 — aZ(CZ _ 112)

Como ¢ — a? = b?, a equagdo fica: b*y? — a’x* = a*b?

Dividindo-se ambos 0s membros por a°b?, chega-se a



76 Capitulo 4. Hipérbole

2 2
y x _
7 b 1 (4.2)
e Latus rectum
Consideremos o latus rectum que estd a direita da origem. Sejam os pontos P; e
P, as extremidades do latus rectum. A abscissa de P; e P, é x = c. Ver figura

Substituindo na equagdo candnica, temos:
A _Y

2 p=1=
U N
2 T a2

2

Y c2—a? P2
=== 5 =
2 2 )
2 b,
y=g=
=+
y==7

Portanto, as coordenadas do latus rectum sdo: P; = (c, l;—z) e P, = (c,—l;—z). Agora

vamos calcular o comprimento ! do latus rectum:
[= PiPal = (e 0+ (- - By =

/_%2_ [4p% _ 2b2
( a)_ a2 T a

Figura 42 — Latus rectum da hipérbole

e Raios vetores

Sejam r e r, os comprimentos dos raios vetores de um ponto P = (x, y) da hipérbole.
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Como P pertence a hipérbole, r; — r, = 2a. Observemos, de acordo com a figura
que:

Figura 43 — Raios vetores da hipérbole

No tridngulo PP'Fy: 13 = (x +¢)* +
No triangulo PP'F,: 15 = (x — ¢)* + i

Subtraindo membro a membro,

2
1

Portanto, 2a(ry + rp) = 4cx (pois ry — 1, = 2a)

-1 =x>+2cx+ 2+ Y —x% +2cx — ¢ — Yy = 4dex ou (11 + 12)(r — 12) = 4dex

r+ry =32 = 2ex

) rn—r,=2a
Do sistema:
1+ 1y = 2ex
retiramos que:

rn=ex+a e r,=ex—a.

e Modo alternativo para deduzir a equagdo candnica da hipérbole
Como mostrado acima, temos em relacdo ao comprimento do raio vetor r; da
hipérbole: 11 =ex+a e 13 =(x+c)*+y>
Portanto, (ex + a)* = (x + ¢)* + y*
Substituindo e por £: (£ +a)* = (x +¢)* + i

2,2
Desenvolvendo: a? + 2% + & = x2 + 2cx + ¢? + 12
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2,2
S+ 2cx+a> =X+ 2cx +  + )P

2 2

c2x? + 2a%cx + a* — a’x* — 2a%cx — a’c? —a*y* =0

Fatorando:
x*(c? — a?) — a*y* — a*(c* — a*) = 0. Como b? = ¢* —a?, vem:
P — i = a2

Dividindo todos 0os membros por a’b?, temos:
£ _¥Y _q

a2 bz —

e Retas diretrizes
As retas diretrizes d; e d, da hipérbole associadas respectivamente aos focos F; e F,

~ . . . . . 2
sdo as retas perpendiculares ao eixo principal que distam OD, = OD, = © =a% = ¢

do centro da hipérbole tendo, portanto, as equagdes:

Lx ==
dl X = .

dz X = %

Ver figura [44]

Figura 44 — Razdo das distancias ponto-foco/ponto-diretriz da hipérbole

Teorema 4.3.1 Definicdo unificada de conica
A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja distdncia a um dos focos é igual
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ao produto da excentricidade pela distdncia do ponto a reta diretriz correspondente.

Prova

Temos, de acordo com a figura[f4} que OD; = OD, = ¢ e também que
PQ=PD;,=0P -0OD; =x—% =4
Como PF, = ex —a (raio vetor)

Segue que:

PF, ex—a _

PQ  ex—a =€
e

e Distancia entre assintotas e hipérbole
Cada uma das assintotas da hipérbole é externa a curva, isto é, ambas nado se tocam

mas a medida que x cresce ou decresce, elas se aproximam. Vamos considerar a

hipérbole da figura 45| que tem centro na origem de um sistema de coordenadas

. - A . 2 2
cartesianas com equagao canonica x_2 — y_z =1.
a b

Figura 45 — Distancia entre assintotas e hipérbole

Seja P = (x,y) um ponto da hipérbole e M = (x,y’) um ponto da assintota ambos

com a mesma projecdo P’ sobre a reta focal. Sendo os tridngulos OMP’ e OCA,
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semelhantes, temos a seguinte relagdo entre as distancias a, b, x e y":
v o_
- =
Da equagdo candnica temos que y = £ Vx? — a2, com x* — a? > 0

. ab
Subtraindo ydey: y —y=x -tV -2 = ————
. X+ Va2 —a?
Essa diferenca é sempre positiva sendo, portanto, ' > y o que implica que as curvas

X r _ b
E:>y—ax

sdo se tocam. Observemos que a medida que a distdncia x aumenta, o denominador
cresce e a diferenca diminui, ficando os pontos da curva cada vez mais préximos da
assintota.
Para obter as equagdes das assintotas fazemos:

2

2
BoE=0=sG-hEh=0

As equagdes das assintotas sdo portanto,

e y=t
y=-x e y=—-

4.4 Posicoes relativas entre reta e hipérbole

Uma reta contida no plano da hipérbole é externa a hipérbole quando nao tem nenhum
ponto em comum com a hipérbole sendo a intersec¢do entre elas um conjunto vazio,
secante quando tem dois pontos distintos comuns com a hipérbole, tendo também pontos
internos a hipérbole e tangente quando tem apenas um ponto em comum com a hipérbole,

sendo os outros pontos da reta externos a curva.

Lema 4.4.1 A reta perpendicular a reta focal passando por um dos vértices da hipérbole é reta

tangente a hipérbole.

Prova do lema:

Seja a hipérbole com pardmetros geométricos a e ¢ cuja equagédo cartesiana em relagdo ao
sistema cartesiano ortogonal canénico é

P2 — P = a2 B =t -

e seja a reta perpendicular a reta focal pelo vértice principal A; cuja equagéo cartesiana é

x = a conforme a figura [46]
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Figura 46 — Reta perpendicular a reta focal passando por um vértice da hipérbole

Um ponto P da reta distinto do vértice principal A, tem abscissa 2 e ordenada y
enquanto que a distancia PF, de P ao foco F, é igual a
PF, = \Ja— )2 + 12
e a distancia PF; de P ao foco F; éigual a
PF, = \/m e entdo
0 < PF,—PF, = \Ja+c)>+ 12— \J(a—c)? +1?
@+cP+y’—(@a—cf -y

Va+o2+ 12+ \Ja—c)2+12
4ac

- Va+o2+ 2+ \Ja—c)2+12

4ac _
Va+o2+ 12+ Ja—c2+12
V@a+c?2+y2+ \Ja—c)2+y2 = 2c e chega-se assim a uma contradi¢do: um lado do

Admitindo que 2a,

tridngulo é igual a soma dos outros dois lados. Portanto, P é um ponto ndo pertencente a
hipérbole sendo a reta tangente a hipérbole.

Lema 4.4.2 Seja o sistema de duas equagdes
22 - a?y? = a2
y=mx+n
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nas incognitas x e y em que a, b, m e n sdo niimeros reais fixados coma > 0e b > 0.

a) Se b* +n? —a*m? > 0, entdo o sistema de duas equacdes nas incégnitas x e y admite duas solugdes

reais (x1, Y1) e (X2, Y2).

b) Se b* + n* — a*>m?* = 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y admite uma vinica
~ 2

solugdo real (xo, Yo) em que Xo = H—7= € Yo = MXg + 1.

¢) Se b* + n* —a’m? < 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y nio admite solugio

real.

Prova do Lema

Pela substituicdo de y = mx + n em b*x*> — a*y* = a°b?, temos:

b*x? — a*(mx + n)* = a’b* =
b*x? — a*(mPx* + 2mnx + n) = a’b* =
b2 — a*mPx* = 2a*mnx — a*n® —a*h* =0 =

(V? = a®m?)x* = 2a°mnx — a*(n® +b*) = 0

Esta tultima expressdo é uma equagdo do segundo grau na incégnita x sendo seu discrimi-
nante A igual a:

(2a*mn)? — 4(=a*m? + b*)(—a*n® — a*b?) =
da*m*n® — 4@ *m*n* — a®*n® + a*b*m® — a*b*) =
A(a*mPn® — a*m*n® + a®b*n® — a*bPm® + a®b*) =

42’V (—a*m? + b* + n?)

cujo sinal é determinado pelo fator b + n* — a*m?

Lema 4.4.3 Seja a hipérbole cuja equagio cartesiana é b*x* — a®y* = a*b* e seja a reta do plano da
hipérbole cuja equagdo cartesiana é y = mx + n.

a) Se b* + n* — a®>m? > 0, o sistema das duas equagdes admite duas solugdes reais, sendo a reta
secante a hipérbole.

b)Se b* +n? —a*m? = 0, o sistema das duas equacdes admite uma solugdo real, sendo a reta tangente
a hipérbole.

c) Se b* + n* — a*m? < 0, a intersecgdo entre a reta e a hipérbole é um conjunto vazio.
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Prova do lema.

A prova deste lema é imediata a partir do lema anterior.

4.5 EquaclOes cartesianas das retas tangente e normal a
uma hipérbole

Seja a hipérbole com parametros geométricos a e ¢ cuja equagio canodnica é b*x*—a?y? = a*b?
e seja um ponto de tangéncia dado da hipérbole com abscissa x; e ordenada y, em relacado
ao sistema cartesiano ortogonal canodnico fixado. Entdo, a equagdo cartesiana da reta
tangente a hipérbole pelo ponto de tangéncia dado é b?xox — a®yoy = a’b>.

De fato,
Se yo # 0 entdo o coeficiente angular da reta é m =

bZX()

2y, € O termo independente da reta é

b?
n= i e como 2
— (= 2)? + b7 + (L)

2
= —% + D+ 3—%
= —ai’—y%[bzxé -y —a?h?] =0
Se yyp = 0, o ponto de tangéncia dado é um dos vértices principais da hipérbole e a reta
tangente a hipérbole pelos vértices principais é a reta vertical x = —a ou x = a a qual é
obtida da equacdo cartesiana b*xox — a*yyy = ab* substituindo xy por —a ou a e y por 0:
—b*ax = a’b? ou b*ax = a*b*.

e Equagdes das retas tangentes a hipérbole paralelas a uma reta dada.
Seja a equagdo quadratica representando a interseccdo entre a hipérbole b*x? —a?y? =
a*b* e uma reta y = mx + n:
(—a*m? + V?)x* — 2a*mnx + a’n* — a’h*> = 0
Se o fator b + n* — a*>m?* = 0, a reta é tangente a hipérbole.
—Pm? + P+ nt=0= n2 = 2m? - = n = +Va?m? — 2. As duas equacdes das
retas tangentes a hipérbole paralelas a uma reta y = mx + n sdo:
y=mx— Ve2m? -1 e y=mx+ Va2m?—b? mas as retas s6 existem quando
a*m? —b* > 0.
Os pontos de tangéncia (pontos de interseccdo das retas tangentes com a hipérbole)
tém abscissas:
v a®>m Na?m? — b2 o
22+ 2
_a’m Va2m? - b2

—a2m?2 + b2

X =
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Esses valores sdo obtidos substituindo o valor de n = + Va?m? — b? na equagao
(—a*m? + b*)x* — 2a*mnx + a’n® — a?b*> = 0 que tem no caso, o discriminante igual a
0. As equagdes das retas tangentes a hipérbole perpendiculares a uma reta dada se
reduzem ao caso anterior. Sendo m o coeficiente angular da reta dada, o coeficiente
angular das perpendiculares serd igual a —1 quando m # 0.

Teorema 4.5.1 Tangente a hipérbole e bissetriz interna
Seja P um ponto de uma hipérbole e F; e F, seus focos. A bissetriz interna do angulo F1PF, é reta
tangente a hipérbole no ponto P.

Prova do teorema De acordo com a figura 47} seja M um ponto do segmento PF; de modo
que PM = PF,. O tridngulo PMF, é isOsceles e sua bissetriz s é também mediana e altura

do tridngulo e mediatriz do segmento MF,. Seja Q um outro ponto da reta s.

Figura 47 — Tangente e bissetriz interna

Temos que: PF, = PM e QF, = QM e lembrando que, num tridngulo qualquer, um
lado é maior do que a diferenga entre os outros dois, concluimos observando o tridngulo
QF M:

QF, — QF, = QF; — QM < MF, = PF, — PM = PF, — PF, = 2a.
Portanto, com excegdo do ponto P, todos os outros pontos de s sdo externos a hipérbole.

Corolario 4.5.1 O dngulo entre a reta normal por um ponto da hipérbole e a reta determinada
pelo ponto considerado e um dos focos é congruente ao dngulo entre a mesma reta normal e a reta
determinada pelo ponto em questdo e o outro foco da hipérbole.
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Observar os angulos « e f da figura [4§].

Figura 48 — Angulos formados entre reta normal a hipérbole e retas pelos focos

Este corolério da hipérbole explica a propriedade da hipérbole segundo a qual raios
que incidem em dire¢do a um dos focos, refletem-se numa superficie hiperboloide em

direcdo ao outro foco.

e Podéria da hipérbole
A circunferéncia principal é o lugar geométrico dos pés M das perpendiculares
baixadas de um dos focos as tangentes a hipérbole. Seja t uma reta tangente a

hipérbole no ponto P e seja s a reta perpendicular a t passando pelo foco F,. Observar

a figura [i9
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Figura 49 — Podaria da hipérbole relativa a um foco

Na hipérbole sabemos que PF; — PF, = 2a. Temos que os tridngulos PNM e PMF, sdo
congruentes. Portanto, PN = PF, e NM = MF,. Observar que, no tridngulo F;F;N,

O e M sao pontos médios de lados do tridngulo. Assim,

_ NF _ PF=PN _ PF,-PF, | 2
MO===—"F—=—"F>2+3

Portanto, a circunferéncia principal é a poddria da hipérbole relativa a um dos focos.

=4a.

4.6 Construcoes geométricas das retas tangentes a hipérbole

1. Por um ponto P da curva.
Seja P um ponto de uma hipérbole e F; e F, seus focos. Para se obter a reta tangente
a hipérbole por P, basta tracar a bissetriz do angulo F; PF,, conforme o teorema

2. Por um ponto externo Q
Determinar o ponto M, interseccdo da circunferéncia diretriz de centro F; com a
circunferéncia de centro Q e raio QF,. Encontrar o ponto médio H do segmento
MF,. A reta tangente t é a reta que passa por H e por Q. O ponto de tangéncia P é
a intersecgdo da tangente com a reta que passa por M e F;. Observando a figura [50]
constatamos que o tridngulo MPF, é is6sceles pois PF; — PF, = 2a e PF; —PM = 2a o
que mostra que PM = PF,. Além disso H é ponto médio de MF,. O segmento PH é
entio mediana e altura do referido trisngulo e bissetriz do angulo MPF,. Podemos

concluir que a reta t é tangente a hipérbole.
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Figura 50 — Construcdo da tangente a hipérbole por um ponto externo

3. Paralelas a uma reta dada s

Tragar a reta r perpendicular a reta s passando por F,. A interseccdo de r com a
circunferéncia diretriz determina os pontos M e M’. Determinar os pontos médios
H e H’, respectivamente dos segmentos F,M e F,M’. As tangentes a hipérbole
paralelas a reta s sdo as retas t e t' que passam por H e H’, respectivamente. De
acordo com a figura |51| vemos que os tridngulos M'P’H’ e P’H’F, sdo congruentes.
A reta t’ portanto, é mediatriz do segmento M'F; e bissetriz do angulo M’P’F, sendo
tangente a elipse de acordo com o teorema



88 Capitulo 4. Hipérbole

Figura 51 — Construcdo das tangentes a hipérbole paralelas a uma reta dada

4.7 Equacdes Paramétricas da Hipérbole

. . ~ 22 2
Consideremos a hipérbole de equagdo % — % =

- o L - X = a secO
As equagdes paramétricas da hipérbole sdo:
y=0btg0
Para verificar, tracemos a hipérbole citada e as circunferéncias de centro O = (0, 0) e de raios
respectivamente a (semi-eixo real) e b (semi-eixo imagindrio) da hipérbole. Tracemos o raio
OM da circunferéncia maior determinando com o eixo Ox o dngulo 0. Vamos construir
o tridngulo retangulo OMX e tragar pelo ponto X uma reta perpendicular a Ox e que
intersecta a hipérbole no ponto P = (x, y). Vamos tracar também uma reta perpendicular

a Ox passando por Q e que intersecta o raio OM no ponto N. Ver figura
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Figura 52 — Equagdes paramétricas da hipérbole

Temos no tridngulo OMX que: cos = £ = x = -5 = asecO. No tridngulo ONQ:
tg0 = £ = y = b tgb. Portanto, utilizando o angulo 6 como parametro,as coordenadas do

ponto P sdo:

{ x = asech 0 < 0 < 2m excluidos £ e 3
y="btgo

No caso da hipérbole Z—;— Z—; em que o eixo real é paralelo a Oy, as equagOes paramétricas
ficam:

x=btg0

y = a secO

4.8 Equacodes da Hipérbole em Coordenadas Polares

Igualmente ao que acontece com a elipse, na hipérbole a reta diretriz pode estar posicio-

nada de quatro maneiras em rela¢do ao eixo polar e ao polo:

1. Hipérbole com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo.
Consideremos um sistema de coordenadas polares cuja origem é o foco F; da
hipérbole e cuja semi-reta polar tem origem em F; e contém F,. Nesse caso se d

¢ a distancia entre o foco F; e a reta diretrizd;, d = ¢ —c.

Ver figura



90 Capitulo 4. Hipérbole

Figura 53 — Hipérbole com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo

Sendo d(P, F,) = r (distdncia entre P e Fy) e d(P,d,) = d — x (distancia entre P e d,),

como 2PH) — o temos:
d(pdy) — '

r = e(d -Xx) = e(d — rcos0) = 1+eejose

Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equagdo da hipérbole é:

. ed
" 1+ ecosB

2. Hipérbole com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo.
Analogamente, em relagdo a um sistema de coordenadas polares cuja origem é o
foco F, da hipérbole e cuja semi-reta polar de origem F, ndo contém F; , sendo d a

distanciade Foady, d =% —c.

Ver figura
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Figura 54 — Hipérbole com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo

Como 7 = e(d — (—rcosO) = r = ed + ercosO@ = r — ercosO = ed = r(1 — ecos0) = ed.
Portanto, nesse sistema, a equagdo polar da hipérbole é:

ed

r= 1 - ecosO

3. Hipérbole com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F;) e acima dele.

No caso de uma hipérbole com estas caracteristicas, a d(P,d;) ficaiguala d —y =
d — senf e, entdo, como Zg’?) = ¢, temos:
1)

r=e(d-y)=e(d-rsend) = —L_

1+esen0
Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equagdo da hipérbole é:

L= ed
" 1+esenb

Ver figura
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Figura 55 — Hipérbole com reta diretriz paralela ao eixo polar e acima do polo

4. Hipérbole com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F;) e abaixo dele.
d(PF2)
d(Pd)

Neste caso, a d(P,d,) fica igual a d — (-7 sen0) = d + rsen0 e, assim, como =e,

temos:

ed
1—e sen6

r=-e(d+rsend) =
Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equagdo da hipérbole é:

ed

r:1—eser16

Ver figura [56|
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Figura 56 — Reta diretriz paralela ao eixo polar e abaixo do polo

Podemos observar que as equagdes da hipérbole em coordenadas polares sdo iguais as da
elipse. Elas se diferenciam pelo valor da excentricidade e. Para a elipse 0 < e <1 e paraa
hipérbole e > 1.

4.9 Equacbes da hipérbole quando o centro da hipérbole
nao é a origem do sistema cartesiano ortogonal

e A equagdo de uma hipérbole com pardmetros geométricos a e ¢ cujo centro tem
abscissa X e ordenada Y, em relagdo a um sistema cartesiano ortogonal XO’Y com
origem O’ e cujo eixo X das abscissas é paralelo a reta focal da elipse e cujo eixo Y

das ordenadas é paralelo ao eixo menor da hipérbole é:
X-Xp)* (Y =Yy)?
( 20)_( 0) -1 b2:c2—a2
a b2
porque a equagdo candnica da hipérbole em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal

candnico xOy cuja origem € o centro da elipse, cujo eixo x das abscissas é coincidente
com a reta focal e cujo eixo y das ordenadas é a reta perpendicular a reta focal pela

origem é:
2

2
L-%=1 P=72-4
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e as relacdes entre a abscissa X e a ordenada Y do sistema XO’Y e a abscissa x e a
ordenada y do sistema canonico xOy sdo respectivamente:

x=X-Xo e y=Y-Y,

Observar a figura[57]

O'X

Figura 57 — Hipérbole com centro nao coincidente com a origem do sistema

Em relagdo ao sistema cartesiano XO’Y temos:

— Focos - O foco F; tem abscissa X, — c e ordenada Y, enquanto o foco F, tem
abscissa Xy + ¢ e ordenada Y.

— Vértices principais - O vértice principal A; tem abscissa X, — a e ordenada Y,

enquanto que o vértice A, tem abscissa X, + a4 e ordenada Y.

— Vértices secundarios - O vértice secunddrio B, tem abscissa X, e ordenada Yy,—b

enquanto o vértice secundério B, tem abscissa X, e ordenada Y, + b .

— Reta focal - A reta focal tem equagdo cartesiana Y = Y.
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— Retas diretrizes - A reta diretriz associada ao foco F; tem equacdo cartesiana
2 . . . ~
X = Xo — % enquanto que a reta diretriz associada ao foco F, tem equagdo

. 2
cartesiana X = Xp + %.

— Circunferéncias diretrizes - A circunferéncia diretriz associada ao foco F; tem
equacdo cartesiana
(X = X +0)? + (Y = Yy)? = 4a°.
enquanto que a circunferéncia diretriz associada ao foco F, tem equagao carte-
siana
(X = Xo =) + (Y = Yy)? = 4a°.

— Circunferéncia principal e secunddria - A circunferéncia principal tem equagao
cartesiana (X — Xy)? + (Y — Y)? = a? e a circunferéncia secundéria tem equagao
cartesiana
(X — X0)2 + (Y — Y())2 =b?

e A equacgdo da reta tangente a hipérbole por um ponto de tangéncia da hipérbole com

abscissa X; e ordenada Y7 é entdo:

(X1 — X)X —Xo) (Y1 —=Yo)(Y -Yq)
a? - b? =1
devido ao fato de que no sistema cartesiano candnico xOy o ponto de tangéncia dado

tem abscissa x; = X; — Xj e ordenada y; = Y; — Y, e a reta tangente tem equagdo

cartesiana
XX1 yy1 _
7w =L

e No caso de um sistema cartesiano ortogonal XO'Y com origem O’ cujo eixo Y das
ordenadas é paralelo a reta focal e cujo eixo X das abscissas é paralelo ao eixo se-
cundério da hipérbole com pardmetros geométricos a e c e cujo centro O tem abscissa
Xy e ordenada Y, a equagdo candnica da hipérbole é:

_X_on Y—Y02_1 B2 =2 — g2
( )"+ ( ) = =c'—a
b2 a?

porque a equacdo candnica da hipérbole em relagido ao sistema cartesiano ortogonal

candnico xOy cuja origem é o centro da elipse, cujo eixo y das ordenadas é coinci-
dente com a reta focal e cujo eixo x das abscissas € a reta perpendicular a reta focal

pela origem é:
2y 2_ 2 _ 2
w = b*=c"—a

e as relacOes entre a abscissa X e a ordenada Y do sistemaXO’Y e a abscissa x e a
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ordenada y do sistema candnico xOy sdo respectivamente:
x=X-X, e y:Y_YO
Em relagdo ao sistema cartesiano XO’Y temos:

— Focos - O foco F; tem abscissa X, e ordenada Y\, — ¢ enquanto o foco F, tem
abscissa X, e ordenada Y, + c.

— Vértices principais - O vértice principal A; tem abscissa X, e ordenada Y, —a

enquanto que o vértice A, tem abscissa X, e ordenada Y + a.

— Vértices secundarios - O vértice secunddario B; tem abscissa X, — b e ordenada

Y, enquanto o vértice secunddrio B, tem abscissa X, + b e ordenada Y, .
— Reta focal - A reta focal tem equagdo cartesiana X = Xp.

— Retas diretrizes - A reta diretriz associada ao foco F; tem equacdo cartesiana
2 . . . ~
Y =Yy — £ enquanto que a reta diretriz associada ao foco F, tem equagdo car-
. a2
tesiana Y = Yo + .

— Circunferéncias diretrizes - A circunferéncia diretriz associada ao foco F; tem
equagao cartesiana
(X = X)? + (Y = Yy +¢)? = 4a°.
enquanto que a circunferéncia diretriz associada ao foco F, tem equagéo carte-
siana
(X = Xo)* + (Y = Yo — ¢)* = 4a”.

— Circunferéncia principal e secundaria - A circunferéncia principal tem equagdo
cartesiana (X — Xo)? + (Y — Y)? = a? e a circunferéncia secundéria tem equagéo
cartesiana
(X =Xo) + (Y = Yo)> =b?

- A equagdo cartesiana da reta tangente a hipérbole por um ponto de tangéncia
da hipérbole de abscissa X; e ordenada Y; é:

(X1 = X)X = Xo) (V1 =Yo)(¥ —Yp) _
b2 a? B

1.
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5 Parabola

A pardbola é uma curva plana obtida pela intersec¢do de uma superficie conica por um

plano paralelo a uma geratriz do cone e que ndo passa pelo vértice do cone.

5.1 Definigao

Uma paréabola é o conjunto dos pontos de um plano equidistantes de um ponto F fixo
chamado de foco da pardbola e de uma reta d fixa chamada diretriz que ndo contém o foco,
pertencentes a esse mesmo plano. O pardmetro geométrico da pardbola é o nimero real
estritamente positivo p > 0 em que 2p é a distancia do foco a reta diretriz da pardbola. Um
ponto do plano da pardbola é um ponto interno (respectivamente externo) da parédbola se
e somente se a distancia do ponto a reta diretriz é maior do que a distdncia desse ponto ao
foco (respectivamente se a distancia do ponto a reta diretriz é menor do que a distancia
desse ponto ao foco).

5.2 Elementos da Parabola

e Foco
O foco da parabola é o ponto F fixo cuja distdncia a qualquer ponto da parabola é
igual a distancia desse ponto da parabola a reta diretriz d.

e Reta diretriz

A reta diretriz da parédbola é a reta d citada acima.

¢ Eixo da parabola
Eixo de simetria da pardbola ou reta focal é a reta que passa pelo foco F e é perpen-
dicular a reta diretriz d. A parabola, diferentemente da elipse e da hipérbole tem s6

um eixo de simetria o qual intersecta a parabola num tinico vértice.

e Vértice da pardbola

Vértice da pardbola é o ponto V de interseccdo da pardbola com seu eixo.

e Parametro geométrico da parabola
O parametro geométrico da pardbola é o ntiimero real estritamente positivo p > 0

em que 2p é a distancia do foco a reta diretriz da pardbola. O vértice V é o ponto
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médio do segmento que tem como extremidades o foco da pardbola e o ponto de
interseccdo entre o eixo da pardbola e a reta diretriz. A distancia do vértice ao foco

é igual a distancia do vértice a diretriz e equivale ao pardmetro p.

Excentricidade
A excentricidade e da parabola é a razdo entre a distancia de um ponto da pardbola
ao foco e a distdncia desse mesmo ponto a reta diretriz. Como pela definicdo de

parédbola essas distancias sdo iguais, a excentricidade da parédbola é igual a 1.

Corda da parabola
Corda da parédbola é qualquer segmento cujas extremidades distintas pertencam a

parébola.

Latus rectum
Chama-se amplitude focal ou latus rectum da pardbola o comprimento da corda

perpendicular a reta focal e que passa pelo foco.

Tridngulo fundamental
E o triangulo formado pelo vértice da parébola e as extremidades do latus rectum
Esse tridngulo é isdsceles e tem base igual a amplitude focal e altura igual ao

parametro da parabola.

Reta principal da pardbola
E a reta tangente a curva no vértice. A reta principal é paralela a diretriz.

5.3 Equacéao canbnica da parabola

Dada uma parabola com foco F, reta diretriz d e pardmetro p, considere o sistema cartesiano

ortogonal canonico xOy cuja origem O é o vértice V da pardbola (ponto médio entre F

e o pé da perpendicular O’ tracada por F a reta diretriz. Em relacdo a esse sistema de

coordenadas a reta focal coincide com o eixo x das abscissas ou com o0 eixo y das ordenadas.

Consideremos os diferentes casos:

e Pardbola com vértice na origem e reta focal coincidindo com o eixo Ox

Sao dois 0s casos com essas caracteristicas:

— Parabola cujo foco F estd a direita da diretriz d (concavidade para a direita)
Temos as seguintes coordenadas de acordo com a figura 58
Coordenadas do vértice: V = (0,0)
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Coordenadas do foco: F = (p,0)

Coordenadas do ponto P’, pé da perpendicular baixada sobre a reta d a partir
de um ponto P da parédbola: P’ = (—p, y)

Equacdo da reta diretriz: d : x = —p

Distancia entre o foco e a diretriz: 2p = d(F, d)

Ol

Figura 58 — Pardbola com vértice na origem e foco a direita da diretriz

Um ponto P = (x,y) pertence a pardbola se e somente se a distdncia de P ao

foco F é igual a distancia de P a reta diretriz d ou seja, a distancia de P a P":

d(P,F) = d(P, P'):
J@=pP +32 = o+ 2+ (y - 97

= x> = 2px+p*+y* =+ 2px + p°

= —2px + y* = 2px

Chega-se entdo a:
y* = dpx (5.1)

— Parabola cujo foco F estd a esquerda da diretriz d (concavidade para a esquerda)

Temos as seguintes coordenadas de acordo com a figura 59
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Coordenadas do vértice: V = (0,0)

Coordenadas do foco: F = (—p,0)

Coordenadas do ponto P’, pé da perpendicular baixada sobre a reta 4 a partir
de um ponto P da parédbola: P’ = (p, y)

Equacdo da reta diretriz: d : x = p

Distancia entre o foco e a diretriz: 2p = d(F, d)

Figura 59 — Pardbola com vértice na origem e foco a esquerda da diretriz

Um ponto P = (x, y) pertence a parabola se e somente se d(P, F) = d(P, P’):

V@ +p)?+y?= \/(x—r))2+(y—y)2

=+ 2px + PP+ Y =10 = 2px + P

= 2px + y* = —2px

Chega-se entdo a:
y* = —4px 5.2)

e Pardbola com vértice na origem e reta focal coincidindo com o eixo Oy

S30 dois 0s casos com essas caracteristicas:
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— Parabola cujo foco F estd acima da diretriz d (concavidade para cima)
Temos as seguintes coordenadas de acordo com a figura [60p
Coordenadas do vértice: V = (0,0)
Coordenadas do foco: F = (0, p)
Coordenadas do ponto P’, pé da perpendicular baixada sobre a reta d a partir
de um ponto P da pardbola: P' = (x, —p)
Equacdo da reta diretriz: d : y = —p
Distancia entre o foco e a diretriz: 2p = d(F, d)

[ et EER

o)
T
(o}

Figura 60 — Pardbola com vértice na origem e foco acima da diretriz

Um ponto P = (x, y) pertence a pardbola se e somente se d(P, F) = d(P, P’):

\/(x—0)2+(y—p)2= \/(X—X)2+(]/+P)2
=S+ - 2yp+pt =y +2py +p?

= x* = 2py = 2py

Chega-se entdo a

X = dpy (5.3)
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— Parabola cujo foco F estd abaixo da diretriz d (concavidade para baixo)

Temos as seguintes coordenadas de acordo com a figura

Coordenadas do vértice: V = (0,0)

Coordenadas do foco: F = (0, —p)

Coordenadas do ponto P’, pé da perpendicular baixada sobre a reta d a partir
de um ponto P da pardbola: P’ = (x,p)

Equacdo da reta diretriz: d : y = p

Distancia entre o foco e a diretriz: 2p = d(F, d)

B e Y )

Figura 61 — Pardbola com vértice na origem e foco abaixo da diretriz

Um ponto P = (x, y) pertence a pardbola se e somente se d(P, F) = d(P, P’):

\/(x—0)2+(y+10)2= \/(x—ac)2+(y—19)2
=S+ +2py+p* = P - 2py +p?

= x* +2py = —2py

Chega-se entdo a

xX* = —dpy 5.4)



5.4. Posigoes relativas entre reta e pardbola 103

e Latus rectum
Consideremos o latus rectum da parabola cuja equacdo é: y* = 4px. Sejam os pontos
P, e P, as extremidades do latus rectum. Temos as seguintes coordenadas: V = (0,0)

e F = (p,0). A abscissa de P; e P, é x = p. Substituindo na equagdo candnica, temos:
V=4 oy = VA Sy = 22p

Portanto, as coordenadas das extremidades do latus rectum sdao: Py = (p,2p) e

P, = (p, —2p). Agora vamos calcular o comprimento ! do latus rectum:

[=|PiPyl= \J(p—p)*+Qp+2p2 =4p

e Area do tridngulo fundamental
O tridngulo fundamental tem por base o latus rectum e por altura o semi- pardmetro
pp _ 42

p da parédbola. Portanto, sua drea é igual a -5~ = =

5.4 Posicoes relativas entre reta e parabola

Uma reta é secante a uma parabola quando tem dois pontos em comum com ela, externa
quando ndo tem nenhum ponto em comum e tangente quando sé tem um ponto em
comum com a curva, sendo os outros pontos externos.A secante serd chamada normal

quando for perpendicular a tangente no ponto de contato.

Lema 5.4.1 A reta perpendicular ao eixo de uma pardbola passando pelo seu vértice é reta tangente

a pardbola.

Prova:
De acordo com a figura |62, seja t a reta perpendicular ao eixo passando pelo vértice V,
seja Q outro ponto da reta t e Q" a projegdo de Q sobre a diretriz d. Observa-se que

QQ’ = O’V = VF < QF. Portanto, o ponto Q é externo e a reta t é tangente a parabola.
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Figura 62 — Perpendicular ao eixo da pardbola passando pelo vértice

Lema 5.4.2 Seja o sistema de duas equagdes

— 1 2
y_4px
y=mx+n

nas incégnitas x e y em que m, n e p sido constantes reais fixados com p > 0.

a) Se pm?> + n > 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y admite duas solugdes
reais (x1, y1) e (X2, ¥2).

b) Se pm? +n = 0, entdo o sistema de duas equacdes nas incognitas x e y admite uma tinica solugio

real (xo, Yo).
¢) Se pm? + n < 0, entdo o sistema de duas equagdes nas incégnitas x e y nio admite solugdo real.

Prova do Lema

Pela substituicdo de y = mx+nemy = 41—px2, temos:
1
4
cujo sinal do discriminante A da equagdo do segundo grau

x> —mx—n=0= x*—4pmx —4pn =0

A =16(p*m? + pn) = 16p(pm? + n) é determinado pelo fator pm? + n
Se pmz +n > 0 as duas solugdes sdo x1, y; e X2, > em que

4p + 4\/p*m? + pn
X1 = P Z P =2p+2\pPm2+pn e Yy =mx;+ne
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Xo =2p—=24pPm?+pn e yy=mx,+n

Se pm?* + n = 0 a solugao (xo, yo) é:

Xo=2pm e Yo=mxo+n
Se pm? + n < 0 o sistema ndo admite solugdo real.

Lema 5.4.3 Seja a pardbola cuja equagio cartesiana é y = 41—px2 e seja a reta do plano da paribola
cuja equagdo cartesiana é y = mx + n.

a) Se me +n > 0, o sistema das duas equagdes admite duas solugoes reais, sendo a reta secante a
pardbola.

b)Se pm?* + n = 0, o sistema das duas equacdes admite uma solugio real, sendo a reta tangente a
pardbola.

¢) Se pm? + n < 0, a intersecgdo entre a reta e a pardbola é um conjunto vazio.

Prova do lema.

A prova deste lema é imediata a partir do lema anterior.

5.5 EquaclOes cartesianas das retas tangente e normal a
uma parabola

Dada uma pardbola com parametro geométrico p e cuja equagdo candnica em relagdo ao

sistema cartesiano ortogonal canénico é
_ 1,2

y=3x

a equagdo da reta tangente a pardbola por um ponto de tangéncia da pardbola com abscissa

x1 e ordenada y; em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal canonico é

y+yi 1
= —x1X
2 4!
porque a reta tem coeficiente angular m = ﬁxl e coeficiente independente n = —y; e entdo,

2 — (L2 _ _ 1.0
pm +n—p($x1) -y1 =0 com Y1 = 3%

e a equacdo da reta normal a pardbola pelo ponto de tangéncia dado é:
Y-y = —i—’f(x —x1) quando x; #0
e x=0 quandox; =0

e Equacdo da reta tangente a pardbola paralela a uma reta dada.
Seja a equagdo quadratica representando a interseccdo entre a parabola y = 41—px2 e
uma reta y = mx + n:
x* —4dpmx —4pn =0

Se o discriminante Apm? + n é igual a 0, a reta é tangente & parédbola.
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pm*+n =0 = n=—-pm?. A equagdo da reta tangente a pardbola paralela a uma reta
y = mx +n dada é:

y = mx — pm? cujo ponto de tangéncia (ponto de interseccdo da reta tangente com a
parébola) tém abscissa x = 2pm e ordenada y = 41—;7(2]0171)2 = pm?

O valor da abscissa é obtido substituindo o valor de n = —pm? na equagdo x* —
4pmx — 4pn = 0 que tem no caso, o discriminante igual a 0. A equacdo da reta
tangente a pardbola perpendicular a uma reta dada se reduz ao caso anterior. Sendo
m o coeficiente angular da reta dada, o coeficiente angular da perpendicular serd
igual a —L quando m # 0.

Teorema 5.5.1 Propriedades da paribola

Seja T o ponto de intersecgdo da reta tangente t a uma pardbola pelo ponto P de tangéncia com o
eixo da pardbola.

Seja N o ponto de intersecgio da reta normal a pardbola pelo ponto de tangéncia P com o eixo da
pardbola

Seja M o pé da perpendicular tragada por P ao eixo da pardbola.

Sejam Ly e L, as extremidades do latus rectum. Nessas condigdes temos em relacdo as distdncias
entre esses pontos que:

1. FT = FP

2.VT=VM

3. As retas tangentes a uma pardbola pelos extremos da corda focal intersectam-se sobre a reta
diretriz da pardbola.

Prova:

Dada uma pardbola com vértice V e foco F e parametro geométrico p, considere o sistema
cartesiano ortogonal candnico xOy cuja origem é o vértice V da parédbola, cujo eixo x das
abscissas é paralelo a reta diretriz e cujo eixo das ordenadas é coincidente com o eixo da
parédbola. Em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal canénico, a abscissa x e a ordenada

y de um ponto da parabola satisfazem a equacdo candnica da pardbola

— 1.2
Y=g3x

e a equagdo da reta tangente a pardbola pelo ponto de tangéncia P com abscissa x; e

ordenada y, é:

Vi _ 1
2 T 4

Temos as seguintes coordenadas para os pontos citados, conforme a figura [63;

X1X
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Figura 63 — Propriedades da parabola

P = (x1,11) (abscissa x; e ordenada y; )
T = (0,~vy1) (abscissa 0 e ordenada y; porque T é a intersec¢do da reta tangente a pardbola
no ponto de tangéncia P com o eixo da pardbola x = 0. Para obter este resultado é s6
substituir x por 0 na equacdo da reta tangente )
V =(0,0)
F=(0,p)
N = (0,y1 + 2p) (porque N é o ponto de interseccdo entre a reta normal a pardbola cuja
equagdoéy — 1y = —i—’l’(x — x1) quando x; # 0 e o eixo da pardbola x = 0)
M = (0,y1) (porque M esta no eixo e tem a mesma ordenada do ponto P)
Li=(=2p,p) e L.=(@pp)
Calculando o quadrado das distancias entre os pontos:
(FT)? =(p+y1)* e
(FPY = x{+ (1 =p) = 4py1 +y; = 2oy +p* = (p + 1)*
Portanto, FT = FP, o que prova o primeiro item do teorema.
(VT)*=y;e
(VM) = vt
Portanto, VT = VM, o que prova o segundo item do teorema
Para a prova do terceiro item, sejam as equagOes das retas tangentes a pardbola nos pontos

de tangéncia L; e L, respectivamente:
y+p=g(2px=>y=-x-p e y+p=502px=>y=x-p
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A interseccdo dessas duas retas é o ponto de abscissa x = 0 e ordenada y = —p e portanto,
estd na reta diretriz da parabola.

Teorema 5.5.2 Tangente a pardbola e bissetriz
Seja P um ponto de uma pardbola de foco F e diretriz d e P’ o pé da perpendicular tracada do ponto
Pad. A bissetriz t do angulo FPP’ é tangente i curva no ponto P.

Prova do teorema De acordo com a figura sendo PP’ = PF, o tridngulo PP’F é is6sceles.
A bissetriz PH é também altura e mediana do tridngulo e a reta t que passa pelos pontos P
e H é a mediatriz do segmento P'F. Seja Q um outro ponto de t e Q' o pé da perpendicular
baixada de Q a d. Temos que QP = QF e como o tridngulo QP'Q’ é retangulo, QQ’ < QP".
Portanto, QQ’ < QF e qualquer ponto de t diferente de P é externo sendo a reta t tangente

a curva.

Figura 64 — Tangente a pardbola e bissetriz

Corolario 5.5.1 O dngulo entre a reta paralela ao eixo de uma pardbola por um ponto da mesma
e a reta normal pelo mesmo pontos é congruente ao dngulo entre a mesma reta normal e a reta
determinada pelo ponto em questdo e o outro foco da pardibola.

Observar os angulos a e § da figura[65].
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Figura 65 — Angulos formados entre reta normal a parébola e retas: paralela ao eixo e reta
pelo foco

Este coroldrio explica a propriedade da pardbola largamente utilizada no cotidiano. Na
antena parabdlica, raios que chegam a parabola paralelos ao eixo da parabola se refletem
na superficie parabdlica se concentrando no foco. Jd num farol de automovel, raios de uma
fonte de luz colocada no foco da parabola, se refletem na superficie parabélica seguindo

direcdo paralela ao eixo.

e Podéria da parabola
A reta principal da pardbola (tangente a curva no vértice) é o lugar geométrico dos
pés das perpendiculares baixadas do foco as tangentes a curva.
Seja t a tangente a parabola da figura[66no ponto P e s a perpendicular a ¢ passando
por F.

Temos que os tridngulos PP'H e PHF sdo congruentes sendo P’"H = HF. No tridngulo
P'FD, H eV sdo pontos médios de lados do tridngulo sendo HV paraleloa P’D. Como
P’D é perpendicular ao eixo da pardbola, HV também é. Portanto, H pertence a reta

g, tangente a curva no vértice.
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Figura 66 — Podaria da parabola relativa ao foco

5.6 Construcdes geométricas das retas tangentes a parabola

1. Por um ponto P da parabola
Basta traga a bissetriz do a&ngulo FPP’ da figura anterior.

2. Por um ponto Q externo a parabola
Seja Q um ponto externo a pardbola e F o foco. Tracar circunferéncia de raio QF
obtendo os pontos P’ e P”, intersec¢bes da circunferéncia com a reta diretriz 4.
Unindo P’ a F, obtemos o ponto H, intersecgdo com a poddria que para a parabola,
é a reta tangente a curva no vértice. Unindo H a Q, teremos uma tangente a curva.
Para se encontrar o ponto P de tangéncia, tracamos por P’ uma reta paralela ao
eixo da parabola até encontrar a tangente. Como podemos observar na figura [67]o
tridngulo P’PF é is6sceles porque P'P = PF e como QP’ = QF a reta t ¢ mediatriz do
segmento P'F e bissetriz do angulo P’PF sendo portanto tangente a pardbola. Uma

segunda tangente poderd ser construida utilizando-se o ponto P” ao invés de P’.
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Figura 67 — Construcdo de tangente a pardbola por ponto externo

3. Paralela a uma reta s dada
Tragar uma reta perpendicular a reta s dada passando pelo foco F. Seja Q o ponto
de intersec¢do da reta perpendicular a s com a reta diretriz d. A mediatriz de QF é a
tangente  procurada. De acordo com a figura[6§ podemos observar que o triangulo
QPF é isosceles e sendo H ponto médio do segmento QF a reta t ¢ mediatriz deste

segmento e bissetriz do angulo QPF.

Figura 68 — Tangente a pardbola paralela a uma reta dada
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5.7 Equacgdes paramétricas da parabola

Consideremos a parabola de vértice na origem e reta focal coincidindo com o eixo Oy ou

Ox. Para se determinar as equacdes paramétricas dessas parabolas podemos:

e Substituir x ou y por t utilizando-o como parametro.
Assim, na forma x* = 4py de equagdo da parabola, fazendo x = t teremos:
x=t
2 ;teR
T ap
que sdo equagdes paramétricas para essa parabola.

Ja na forma y* = 4px, substituimos y por ¢ ficando com as seguintes equacdes pa-

ramétricas:
t2
X =—
4p ;teR
y=t

Quando o vértice da pardbola for um ponto V = (x, yo) diferente da origem (0, 0),
para a forma (x — xp)* = 4p(y — yo) faremos a substituigdo x — xo = t ficando com as
seguintes equagdes parameétricas:

x=t+xp
?+4py, ;teR
y= T 1
Para a parédbola (y — v)* = 4p(x — xo), fazendo y — yo = t, teremos as equagdes pa-
ramétricas:
_ 2 + 4]99(0
e ;teR
y=t+yo

e Associar x e y com o dngulo 0. O angulo 0 serd usado como parametro.

— Parébola de equagédo x* = 4py

Colocando-se y em fungdo de x temos: y = ﬁ
2

go=t="1 -

Ty
=4p toO
Assim, X sz
y=4ptg°0

Ver figura
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Figura 69 — Parabola x* = 4py e angulo 0

— Pardbola de equagdo x* = —4py

Colocando-se y em fungdo de x temos: y = —%
tg0=1=—1=2
= —4p tgo
Assim, : pi3 5
y=-4ptgo
— Parabola de equagdo y2 = 4px
Colocando-se x em fungdo de y temos: x = g
_x_% _Y
t80 =1 = y 4
=4p tg*o
Assim, Y=
y=4ptg0

Ver figura
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Figura 70 — Parabola y* = 4px e angulo 0

— Parébola de equagéo y* = —4px

Colocando-se x em funcdo de y temos: x = %
,yZ
—x _ &% _ v
g0 = vy oy T &
= —4p to?
Assim, x pigo
y=-4ptgo

5.8 Equacodes da Parabola em Coordenadas Polares

De modo semelhante ao que acontece com a elipse e a hipérbole a reta diretriz da pardbola

pode estar posicionada de quatro maneiras em relagdo ao eixo polar e ao polo:

1. Pardbola com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo.

Consideremos um sistema de coordenadas polares cuja origem é o foco F da parabola

e cuja semi-reta polar tem origem em F. Seja d a distancia entre o foco F e a reta

diretriz di.

Ver figura
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€

di
d(P,di)

rA\P=0xY)

Figura 71 — Pardbola com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a direita do polo

Sendo d(P, F) = r (distancia entre P e F) e d(P, di) = d — x (distancia entre P e di), como

d(PF) _ .
ara =& temos:

r = e(d - x) = e(d - T’COSQ) = 1+§(‘:ios9

Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equacdo da parédbola é:

L= ed
" 1+ ecosB

2. Parédbola com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo.
Analogamente, em relagdo a um sistema de coordenadas polares cuja origem é o
foco F da parébola e cuja semi-reta polar tem origem F, seja d a distancia do foco F a

reta diretriz di.

Ver figura
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Figura 72 — Pardbola com reta diretriz perpendicular ao eixo polar e a esquerda do polo

Como 7 = e(d — (—rcosO) = r = ed + ercosO@ = r — ercosO = ed = r(1 — ecos0) = ed.

Portanto, nesse sistema, a equagdo polar da pardbola é:

ed
1 - ecosO

3. Parédbola com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F) e acima dele.

No caso de uma parabola com estas caracteristicas, a d(P, di) ficaigualad—y = d—sen0

x d(P,F)
e, entao, como aem = © temos:

r=e(d-y)=e(d-rsend) = —«

1+esent

Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equacdo da parébola é:

e ed
" 1+ esenf

Ver figura
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Figura 73 — Parabola com Reta diretriz paralela ao eixo polar e acima do polo

4. Pardbola com reta diretriz paralela ao eixo polar (com origem em F) e abaixo dele.
Neste caso, a d(P,di) fica igual a d — (-7 sen8) = d + rsen0 e, assim, como % =e¢,
temos:

r=e(d+rsend) = —4

1-e sen@
Portanto nesse sistema de coordenadas polares a equagdo da hipérbole é:

ed

r= —8M—
1-esenf

Ver figura
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0
______________ N
Py ] F
P
d(P,di) d g

Figura 74 — Pardbola com reta diretriz paralela ao eixo polar e abaixo do polo

As equagdes da pardbola em coordenadas polares sdo iguais as da elipse e as da hipérbole.
Elas se diferenciam pelo valor da excentricidade e. Para a elipse 0 < e < 1, para a hipérbole
e >1e paraa parabolae = 1.

5.9 Equacobes da parabola quando o vértice da parabola nao
€ a origem do sistema cartesiano ortogonal

e A equacdo de uma parabola com parametro geométrico p e cujo vértice tem abscissa
Xy e ordenada Y\, em relagdo a um sistema cartesiano ortogonal XO’Y com origem
O’ e cujo eixo Y das ordenadas é paralelo ao eixo da parabola e cujo eixo X das
abscissas é perpendicular ao eixo da pardbola é:

(X = Xo)* = 4p(Y — Yo)

porque a equagdo candnica da parabola em rela¢do ao sistema cartesiano ortogonal
candnico xOy cuja origem é o vértice da pardbola, cujo eixo y das ordenadas é
coincidente com o eixo da parabola e cujo eixo x das abscissas é a reta perpendicular
ao eixo da parabola pela origem é:

x? = 4px e as relagdes entre a abscissa X e a ordenada Y do sistema XO'Y e a abscissa
x e a ordenada y do sistema canonico xOy sdo respectivamente:

x=X-Xo e y=Y-Y,

Observar a figura [75]
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Figura 75 — Pardbola com vértice ndo coincidente com a origem do sistema

Em relagdo ao sistema cartesiano XO'Y temos:

— Foco - O foco F tem abscissa X e ordenada Y, +p .
— Vértice - O vértice V tem abscissa X, e ordenada Y.
— Eixo da pardbola - O eixo da parabola tem equacéo cartesiana X = Xj.

— Reta diretriz - A reta diretriz tem equagdo cartesiana Y = Yy —p .

e A equacdo da reta tangente a pardbola por um ponto de tangéncia da parabola com

abscissa X; e ordenada Y; é entdo:
(Y1 - Yo) + (Y - Yo) _ (Xi — Xo)(X ~ Xo)

2 4p
candnico xOy o ponto de tangéncia dado tem abscissa x; = X; — Xj e ordenada

devido ao fato de que no sistema cartesiano

y1 = Y1 — Yy e a reta tangente tem equacao cartesiana
Yty xmx
2 4p°
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6 Equacao geral das conicas

A partir da equagao de uma conica, é possivel reconhecer qual é a conica representada e ob-
ter os elementos necessdrios para que possamos esbogar seu grafico. Na forma candnica, o
reconhecimento e caracterizagdo dessas curvas é tarefa relativamente facil. Quando temos
a equagao geral, reconhecer a conica ndo é tdo simples. A equacdo geral de uma cdnica
pode representar: um conjunto vazio, um ponto, uma reta, reunido de duas retas parale-
las, reunido de duas retas concorrentes, circunferéncia, elipse, hipérbole ou parabola.

O objetivo deste capitulo ¢, fixado um sistema cartesiano ortogonal em um plano, iden-
tificar o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas cartesianas (x, y) satisfazem a
equagdo polinomial do segundo grau em duas varidveis reais x e y:

ax* + bxy +cy* +dx+ey+ f =0emquea, b, ¢, d, e, e f sdo constantes reais dadas. Esta
equagdo, chamada de equagao geral das conicas, é composta de:

e Uma forma quadratica: ax* + bxy + cy?
e Uma forma linear: dx + ey

e Um termo constante: f

A equacdo geral de uma conica pode ser representada na forma matricial como um

produto de matrizes: [x ] [bjz bﬂ m +[a ¢ ﬂ+ [F] =]

Fazendo a multiplicagdo das matrizes chegamos a ax? + bxy + cy* + dx + ey + f =0

Existem véarios métodos que permitem a identificacdo da classe a qual uma conica pertence
a partir de sua equagdo geral. A seguir serdo apresentados alguns deles. Inicialmente
serd apresentada a técnica de identificacdo a partir dos chamados invariantes das conicas.
Depois, serdo apresentados os métodos de translagdo e rotacao de eixos e o método dos
auto-valores e auto-vetores.

6.1 Identificacdo das cbnicas através de seus invariantes

A funcgdo quadratica pode ser representada de maneira bastante ttil através de uma ma-
triz trés por trés. Seja a fun¢do Q(x, y) = ax* + bxy + cy* + dx + ey + f e sua representagdo
através da matriz A:
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a b/2 dJ2
A=1|b/2 ¢ e/2
a2 e/2 f

A matriz A fornece trés expressdes importantes para o estudo das conicas que sdo os
invariantes: 7, 6 e A assim definidos:

T=a+c,
la b/2
b2 el
a b/2 d/2
A=1b/2 ¢ e/2
a2 e/2 f

Esses invariantes sdo uteis para a classificagdo das conicas. O invariante A é o in-
variante dominante. As cOnicas de maior interesse sdo as ndo degeneradas as quais
tém discriminante diferente de zero. O invariante 6 = 4ac — b* também ¢é importante na
classificagdo: 4ac —b* # 0 ocorre sempre que a conica tem um centro tnico (i, k) calculado,

como serd visto na se¢ao sobre translagao, através do sistema:

b d
L;h+§k+§—0

e
§h+Ck+§—O

6 # 0 pode estar relacionado com o conjunto vazio, um ponto, uma circunferéncia,

uma elipse, uma hipérbole ou a reunido de duas retas concorrentes e 6 = 0 com o conjunto
vazio, uma reta ou a reunido de duas retas paralelas (no caso do sistema ser indetermi-
nado) e com o conjunto vazio ou parabola (quando o sistema for incompativel).
A equagdo geral de uma conica pode representar nove classes diferentes de conicas sendo
parte delas chamadas ndo degeneradas e as restantes consideradas degeneradas. A tabela
a seguir mostra as diferentes classes de conicas e como distingui-las a partir dos invari-
antes 0 e A e da quantidade de pontos que a equagdo representa. A circunferéncia estd na
classe da elipse real.
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Tabela 1 — Classes de conicas e seus invariantes - Tabela baseada no livro de (GIBSON,

2004)
Classes A o conjunto de pontos
Elipse real A#0 6>0 infinitos
Elipse virtual A#0 6>0 vazio
Hipérbole A#0 0<0 infinitos
Parabola A#0 06=0 Iinfinitos

Par de retas concorrentes A =0 06 <0 infinitos
Par de retas virtuais 0 6>0 ponto
Retas paralelas reais =0 6=0 infinitos
Retas paralelas virtuais 0 6=0 vazio
Reta dupla 0 6=0 infinitos

e Exemplos

1. Circunferéncia
Equagdo: x>+ > =9 =0
10 0
Matriz: [0 1 O A+0 6>0
00 -9
Representa: infinitos pontos

2. Elipse real
Equagdo: x* +2y>-1=0
10 0
Matriz: [0 2 0 A#+0 6>0
0 0 -1
Representa: infinitos pontos

3. Elipse virtual (conjunto vazio)
Equagdo: x* +2y>+1=0
100
Matriz: |0 2 0f A#0 6>0

0 01
Representa: conjunto vazio

4. Hipérbole
Equagdo: x> — > -1=0
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1 0 O
Matriz: |0 -1 O A#0 6<0
0O 0 -1

Representa: infinitos pontos

5. Parébola Equagédo: x — y*> =0

0O 0 1/2
Matrizz: | 0 -1 0 A0 6=0
1/2 0 O

Representa: infinitos pontos

6. Par de retas concorrentes
Equagdo: (x—y)(x+y)=0=>x>-*=0

1 0 O
Matriz: |0 -1 O A=0 06<0
0O 0 O

Representa: infinitos pontos

7. Par de retas virtuais
Equagdo: (x -1+ =0=>x>+1y*-2x+1=0

1 0 -1
Matriz: |0 1 O A=0 06>0
-1 0 1

Representa: um ponto

8. Retas paralelas reais
Equagdo: (x+y)(x+y+1)=0= x> +2xy+ > +x+y =0

1 1 1/2
Matriz: | 1 1 1/21 A=0 6=0
1/2 1/2 0

Representa: infinitos pontos

9. Retas paralelas virtuais
Equagdo: x¥* + 2xy+ > +x+y+1=0

1 1 1/2
Matriz: | 1 1 1/21 A=0 6=0
1/2 1/2 1

Representa: conjunto vazio

10. Reta dupla
Equagdo: (x+y)*=0=>x>+2xy+1y*=0. Reta: x+y =0
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110
Matriz: |1 1 0 A=0 6=0

000
Representa: infinitos pontos

Além de reconhecer as diferentes classes de conicas a partir da equagdo quadratica po-
demos também identificar seus elementos e as coordenadas desses elementos através de
estratégias algébricas. Quando os coeficientes b, d e e sdo nulos, chegamos a equagao
reduzida que permite um rdpido reconhecimento. Caso contrdrio, tenta-se através de
translagdes e rotagdes, eliminar esses coeficientes para se chegar a equagdo reduzida. Coe-
ticiente b # 0 significa que o eixo da conica se encontra rodado de um dngulo 6 em relacao
aos eixos coordenados. Através de uma rotagcdo, podemos anular o termo xy e chegar a
equagdo de uma conica congruente a conica da equagdo original e, assim, reconhecer e
caracterizar a curva.

Procedimentos para reconhecimento e caracterizacdo das conicas:

6.2 Translacao de eixos

A mudanca de coordenadas cartesianas:

x=X+h

y=Y+k
é uma translacdo do sistema cartesiano ortogonal do plano em que o sistema cartesiano
ortogonal com origem O e eixos Ox e Oy, respectivamente das abscissas e das ordenadas
é alterado para um sistema cartesiano ortogonal cuja origem O’ tem abscissa /1 e ordenada
k em relacdo ao sistema cartesiano anterior e cujos eixos O’X e O’Y respectivamente das
abscissas e das ordenadas sdo paralelos aos eixos coordenados anteriores. A equagdo car-
tesiana ax?+bxy +cy*+dx+ey+ f = 0 em relagdo ao sistema cartesiano xOy é transformada
na equacgdo cartesiana AX? +BXY +CY?+DX+EY +F = 0 em relagdo ao sistema cartesiano
XO'Y pela mudanga de coordenadas cartesianas:

x=X+h

y=Y+k
em que:

A=a
B=b»b
C=c
D = 2ah + bk + d
E=bh+2ck+e
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F = ah?® + bhk + ck* + dh + ek + f
porque a(X + h)* + b(X + h)(Y + k) + c(Y + k)> + d(X + h) + e(Y + k) + f = 0 é equivalente a
aX?+bXY + cY? + (2ah + bk + d)X + (bh + 2ck + €)Y + ah?® + bhk + ck* + dh + ek + f = 0 e caso

o sistema linear

2ah +bk+d =0
bh+2ck+e=0
ou, dividindo todos os membros por 2, o sistema linear
ah + ék + d =0
22

gh + ck + g =0
admita como solucdo real um par ordenado (i, k) de nmeros reais, a equagéo cartesiana
fica reduzida a AX? + BXY + CY?+ F = 0.

Isto ocorre se o determinante dos coeficientes
a bJ2

b/2 ¢
é diferente de 0. Se o determinante é nulo, o sistema pode ter infinitas solu¢des ou

2
:ac—%ouélac—b2

ser incompativel. Sendo incompativel, ndo é possivel eliminar os termos lineares por
uma translagdo. Neste caso, a equagdo da conica representa um conjunto vazio ou uma
parédbola. Sendo (h, k) uma solugéo, o valor de F é obtido substituindo / e k pelos respecti-
vos valores encontrados na expressdo de F = ah? + bhk + ck* + dh + ek + f. Apos a translagdo
ficamos com a expressdo: AX? + BXY + CY? + F = 0 que ndo contém os termos lineares.
Exemplo:
x?+6xy+2y*—10x -2y —1=0
Os coeficientes sdao: a =1,b=6,c=2,d = -10,e = -2 e f = —1. Resolvendo o sistema:
h+3k-5=0
3h+2k-1=0"
chegamos a i = -1 e k = 2. Substituindo esses valores na expressdo de F chegamos a
F =2. A equagdo sem os termos lineares fica:
X? + 6XY +2Y?>+2 = 0. Os coeficientes dos termos quadréticos ndo se alteram pela
translacdo. Realizada a translagdo, passamos a rotacdo para eliminar o termo quadrético
misto o que é sempre possivel. Ndo se conseguindo eliminar os termos lineares através
da translacdo, realizamos a rotagdo e depois tentamos eliminar um dos termos lineares

completando quadrados.
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6.3 As rotacOes de um sistema cartesiano

A mudanca de coordenadas cartesianas para cada constante real 0
x = cos(0)X — sen(0)Y
y = sen(0)X + cos(0)Y

é uma rotagdo do sistema cartesiano em que o sistema cartesiano ortogonal com origem
O e eixos cartesianos de abscissas x e ordenadas y é transformado em um sistema cartesiano
ortogonal com origem O e cujos eixos cartesianos de abscissas X e ordenadas Y sdo obtidos
respectivamente dos eixos de abscissas x e ordenadas y por uma rotagdo de um angulo 0

medido em radianos no sentido anti-horério.

Ver figura

Figura 76 — Rotacdo de eixos

A equagio cartesiana em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal xOy, ax? + bxy + cy? +
dx+ey+ f = 0, é transformada na equagéo cartesiana AX*>+BXY+CY?+DX+EY+F = 0em
relacdo ao sistema cartesiano ortogonal XOY pela mudanga das coordenadas cartesianas.

Essa mudanga pode ser representada na forma matricial do seguinte modo:
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x| |cos(6) —sen(6)||X

L/] B [sen(@) cos(6) [Y]

em que:
A = acos*(0) + bsen(0)cos(0) + csen?(0)
B = —2asen(0)cos(0) + b[cos*(0) — sen?(0)] + 2csen(0)cos(0) = (c — a)sen(20) + bcos(20)
C = asen®(0) — bsen(0)cos(0) + ccos*(0)
D = dcos(0) + esen(0)
E = —dsen(0) + ecos(6)
F=f
porque
a[cos(0)X — sen(0)Y]?
+b[cos(0)X — sen(0)Y][sen(6)X + cos(0)Y]
+c[sen(0)X + cos(0)Y]?
+d[cos(0)X — sen(0)Y]
+e[sen(0)X + cos(0)Y]
+f = 0 é congruente a
AX?+BXY +CY?+DX+EY+F=0
Estando presente o termo quadratico misto xy, isto é, quando b # 0, precisamos procurar

valores de 0 para os quais B = 0:

B = —2asen(0)cos(0) + b[cos*(0) — sen?(0)] + 2csen(0)cos(0) = (c — a)sen(20) + bcos(20) = 0 =

S = (52 = cog20) = 5 = 0 - = baalg20)

Podemos calcular A e C através do sistema:
A+C=a+c

b
A-C= sen(20)

porque
A + C = a(cos*(0) + sen?(0)) + c(sen*(0) + cos*(0)) = a + ¢
e
A = C = a(cos*(0) — sen?(0)) + 2bsen(0)cos(0) + c(sen(0) — cos*(0))
= acos(20) + bsen(26) — ccos(20) = (a — c)cos(20) + bsen(26)
Portanto, se o angulo 0 é tal que B = 0, substituindo (a — ¢) por bcotg(20):
A — C = bcotg(20)cos(20) + bsen(20)

= b(Z2D + sen(20))

__ b(cos?(20)+sen*(20) _ p
sen(20) — sen(20)
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1

A/ 1+cotg?(20)

Sed # 0 ee # 0 e se esses coeficientes ndo tiverem sido eliminados por uma translagéo, é

Para calcular sen(20) podemos usar a identidade trigonométrica sen(20) =

preciso, ap6s eliminar o termo quadrético misto pela rotagédo, calcular D e E substituindo
os valores de sen(0) e cos(0) nas equagdes: D = dcos(0) + esen(0) e E = —dsen(0) + ecos(0).
Para chegar aos valores de sen(0) e cos(0) procedemos do seguinte modo:

1. Calculamos cotg(20) = %*

1

\/ 1+cotg?(20)

3. Calculamos cos(20) = cotg(20)sen(20)

2. Calculamos sen(20) =

4. Calculamos sen(0) e cos(0), a partir de identidades trigonométricas, resolvendo o
sistema:

cos*(0) — sen*(0) = cos(26)
cos*(0) + sen*(0) = 1

ObservagéO' No caso em que o dngulo de rotagdo (0) em radianos é escolhido de modo
que cotg(20) = 4=, se 5 > 0, O é fixado como um angulo em radianos entre zero e §; se
£ <0,0¢ fixado como um angulo em radianos entre 7 e 7 e sea = ¢, 6 é escolhido 1gua1
al

T
Apbs a rotagdo e o calculo dos novos coeficientes dos termos lineares (no caso dos termos
lineares ndo terem sido eliminados por uma translagdo), chegamos a: AX?> + CY? + DX +
EY+F =0.
Usando a técnica de completar quadrados se AC # 0, chegamos a :

AP +22x+ By+cv?+2Ly+ E)=B + £ -
=AX+ 22 +C(y+LP=2+E

Entao:

2 2 ~ . . 2 ~
eSeA=C A#0eZ +% -F > 0 a equacgdo cartesiana obtida é equacdo de
uma circunferéncia cujo centro tem coordenadas cartesianas (2 T A) em relagao ao

sistema cartesiano ortogonal XOY e cujo raio é a raiz quadrada positiva de H + E -

e SeA>C>0e + 7= — F > 0 a equagdo cartesiana obtida é equagdo de uma elipse

cujo centro tern coordenadas cartesianas (2 T ZC) em relacdo ao sistema cartesiano
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ortogonal XOY e cujo eixo focal é coincidente com o eixo Y das coordenadas. (Caso
C > A > 0 o eixo focal é coincidente com o eixo X das abscissas).

eSeA>0>Ce D—z + £ — F > 0 a equagdo cartesiana obtida é equagdo de uma
hipérbole cujo centro tem coordenadas cartesianas (%, %) em relacdo ao sistema
cartesiano ortogonal XOY e cujo eixo focal é coincidente com o eixo X das abscissas
(se 2 ﬁ + = - F < O o eixo focal é coincidente com o eixo Y das ordenadas e se
C>0> A e = + 1= — F <0, as situagdes acima se repetem.

2 2 - . . , . . L, .
e Se AC>0e X+ f—c — F < 0 a equagdo cartesiana obtida é satisfeita por um tnico
ponto a saber o ponto cujas coordenadas cartesianas em relagdo ao sistema cartesiano

ortogonal XOY sdo (32, 35).

e Se AE # 0 e C = 0 a equagdo cartesiana obtida é

AX?+DX+EY+F=0= AX+2Y -2 +EY+F=0= EY-2+F=-AX+L2) =
Y - (£ + m) = AX+ L)y que é a equacgdo de uma pardbola cujo vértice tem
coordenadas cartesianas (—ﬂ, =+ —) em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal

XOY e cujo eixo focal é coincidente com o eixo X das abscissas.

Exemplo
Identificar e encontrar os focos da conica representada pela equagdo Q(x, y) = 41x*—24xy +
34y? — 90x + 5y + 25 = 0 (exemplo retirado de (GIBSON], 2004)).

Seguimos as etapas:

1. Calculamos cotg(20):

cotg(20) = &t = 4= = 7

2. Calculamos sen(26):

1 1
sen 29 = = =
( ) \/1+cotg2(26) \/1+ == &2

Temos assim que:

A+C=a+c=41+34=75

b 24
A — = = —— = —2
¢ sen(20) % >
Desse sistema chegamos a: A =25e C = 50.

24
25

S
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3. Calculamos cos(20) = cotg(20)sen(20)

c0s(20) = -Z 2 = -Z

4. Calculo de sen(0) e cos(0) através do sistema:

{ cos*(6) — sen*(0) = cos(20) R cos*(6) — sen*(0) = _Z

2 2 25
cos~(0) + sen~(0) = 1 c0s2(0) + sen(0) = 1
= cos*(0) = 29—5 = cos(0) = % e sen(0) = %

5. Céalculo dos coeficientes dos termos lineares

o x = Xcos(6) — Ysen(0) = x = X2 - Vi = x = 34

o y=Xsen(0) + Yeos(0) = y =Xt + Y = y = &5

Chegamos a:

Qx, ) = 25X2 + 50Y2 — 90(>2 = o5 ; 3 i 5=0=

25X% +50Y? -50X +75Y +25=0= X?4+2Y?>-2X+3Y+1=0
Completando quadrados:
(X2-2X+1)-1+2(Y?+3Y+5)-3+1=0=
X-1+2(Y+3)P2-2=0=
X-1+2+32 =2 =
X -1+ +3)r=1=
3.

x-12 Y3

9 9 -

8
Portanto, trata-se de uma elipse com seus eixos rodados em relacdo ao sistema xOy. Temos

os seguintes valores para seus elementos 4, b e c:

- /9 _3
1= \3=1V2

— 9 _3
b= %=1
=CGV22-(P=c=3
Em relagdo ao sistema de coordenadas XO'Y os focos F; e F, terdo respectivamente as
7
4/
Para retornar as coordenadas originais de F; no sistema xOy:

seguintes coordenadas: F; = (3,—2) e F, = (£,-2) e o centro C ter4 coordenadas (1, -3)



132 Capitulo 6. Equacdo geral das conicas

x = Xcos(6) — Ysen(0) = x = 3
y = Xsen(0) + Ycos(0) = y = —1
Portanto, F; = (3, —;

Para F;:

x = Xcos(0) — Ysen(0) = x = 2
y = Xsen(0) + Ycos(0) = y = 32

_ (33 19

Portanto, I, = (E' %
ey 20— 7 : _ (2 7
EparaC: x = 5 €Y = 355 Assim, C= (10, 30

E interessante notar que a conica, que estd rodada em relagdo ao sistema xOy original,
mantém pela congruéncia suas caracteristicas em relacdo ao sistema XO’Y. Seus elementos

a, b e c, portanto nao variam. Ver figura[77]

Oy

~
~
~
~
~
~
~

Ox

Figura 77 — Exemplo de elipse rodada

6.4 O método dos auto-valores e auto-vetores para identificacao
de uma codnica

A equagdo cartesiana em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal xOy fixado ax* + bxy +
cy? +dx + ey + f = 0 pode ser representada na forma de um produto de matrizes:

bl ]t Af] 10T

Os auto-valores da matriz simétrica real A = [

a b/2

b2 } sdo definidos como as raizes da
c



6.4. O método dos auto-valores e auto-vetores para identificaciio de uma conica 133

equacdo do segundo grau (denominada equagédo caracteristica da matriz A):
a—A b/2

b/j2 c—-A
Os auto-valores sdo ntmeros reais porque o discriminante da equagdo de segundo grau é
(a+c)—dac+bPP=@—-c) >+ >0

A equacdo caracteristica tem duas raizes iguais se o discriminante for nulo (a = ce b = 0).

=A-@+)A+@-%)=0

Para cada auto-valor real A de A o auto-vetor correspondente ao autovalor A é uma solugdo
ndo nula do sistema linear
-A b/2 0
Al =" oul” 2 =
y y b/2 c—Ally 0
e as solugdes do sistema linear sdo multiplos da solucao

-A _b
{C ) ] e da solucdo [ 2)\]

a_

T2
em que ¢ — A e 3 sdo cofatores dos elementos da primeira linha da matriz A — Al e 3 e
a — A sdo cofatores dos elementos da segunda linha da matriz A — Al (lembrando que I é a
matriz identidade de ordem dois).

Quando o discriminante da equacao caracteristica da matriz A for estritamente positivo,

. .| X
os auto-valores A; e A, de A sdo ntiimeros reais distintos. Para cada j = 1,2, seja [ / ] 0
Yj

auto-vetor de A associado a A; com a propriedade x? + yf =1.
Seja P a matriz real de ordem dois cujas colunas sdo dadas pela coordenadas dos dois

X1 X2
i Y2

é tal que, nas novas coordenadas cartesianas X e Y, ficamos com:

auto-vetores associados aos auto-valores da matriz A: P =

A mudanga de coordenadas cartesianas:
X

y
MX2+ Y2 +d(a X +xY) +e(y1 X + 12Y) + f = 0 que é a equacdo cartesiana em relagdo ao

X
=P
Y

sistema ortogonal XOY. Neste sistema, o eixo x das abscissas do sistema cartesiano xOy
é transformado no eixo X das abscissas do sistema cartesiano XOY o qual é coincidente
X1

N

transformado no eixo Y das ordenadas do sistema cartesiano XOY o qual é coincidente

com a direc¢do e o sentido do auto vetor l ] e o eixo y das ordenadas do sistema xOy é

X2

e, 0 que é mais surpreendente, o &ngulo entre
Y2

com a direcao e o sentido do auto-vetor [

PR Cc— /\1 Cc— /\2 . "
os auto-vetores de A € o angulo entre os vetores | | |e| _, "|que é um angulo reto
2 2

devido ao fato de que (c — A1)(c — A2) + % =0
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Exemplo
Utilizando o método de auto-valores e auto-vetores identificar a conica representada pela
equagdo Q(x, y) = 41x* — 24xy + 34y* — 90x + 5y + 25 = 0 (serd usada a mesma equagédo da
secdo anterior).
A matriz A da forma quadrética é:
41 -12
{—12 34 }
que tem como equagao caracteristica:
A% = 75) + 1250 = 0 cujas raizes sdo: A; = 25 e A, = 50 que serdo os coeficientes A e C da
equagdo AX? + CY? + DX + EY + F, j4 sem o termo misto BXY. Calculo do auto vetores:
[a —A b2 ] x] = 0] ou seja, utilizando o auto-valor A;:
b/j2 c—-A |y 0
16 -12][x] [0
e -0

9
As solugdes desse sistema linear sdo multiplos da solugdo [12] e da solugéo [16]

3
O autovetor (v1), que d4 a direcdo do eixo X das abscissas é, portanto, um multiplo de [4}
Como se trata de um sistema cartesiano ortogonal, o vetor v, que dé a dire¢do do eixo Y

das ordenadas, serd um mdultiplo de [_3

G onler

Na forma unitéria esses vetores serao: [

A matriz formada pelas coordenadas dos auto-vetores serd utilizada para a mudanga de
coordenadas cartesianas:
vl 15 31Y
Em relagdo ao sistema XOY a equagdo da conica ficara:
25X2 +50Y2 - 902X + FY) +5(: X +2Y) +25=0

O valor de F ndo se altera com a rotagdo. Completando quadrados ficamos finalmente

I~ Q11

com 3
-1 O+
9 "7 9

8 16

=1 que é uma elipse.
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6.5 Construcao de cbnicas a partir do foco e da diretriz

A elipse, a hipérbole e a parabola tém a seguinte propriedade: a distdncia de um ponto
qualquer dessas curvas a um foco F é igual ao produto da excentricidade e da conica pela
distancia do ponto a reta diretriz D correspondente ao foco considerado, o que pode ser
escrito da seguinte forma, ja que as distancias sdo positivas: PF? = ¢*PD?.

Seja a equacgdo cartesiana de uma elipse, hipérbole ou pardbola em relacdo ao sistema
ortogonal xOy: Q(x, y) = ax? + bxy + cy* + dx + ey + f = 0. O objetivo é a determinagdo das
coordenadas cartesianas dos focos da conica e a equacao cartesiana das retas diretrizes (no
caso da parabola, as coordenadas cartesianas do foco e a equagdo cartesiana de sua reta
diretriz). Se as coordenadas cartesianas do foco F sdo: (xr, yr) e se a equagdo cartesiana da
reta diretriz correspondente D em sua forma candnica é px + qy + r (com p? + g> = 1, que
corresponde a distancia de um ponto a reta), entdo, as coordenadas (x, y) de um ponto
qualquer da conica satisfazem a equagao:

(x = xp)* + (y —yr)* = A(px + qy +7)* = 0.

Podemos afirmar que Q = A[(x — x¢)* + (y — yr)* — €*(px + qy + r)* = 0] para algum A ndo
negativo.

Segue que Q— A[(x—xp)* + (y— yr)*] = Ae*(px+qy+71)* e portanto, Q — A[(x —xr)* + (¥ — yr)?]
é um maltiplo por uma constante de

D? = (px +qy + 1) = p*® + ¢°y> + 2pgxy + 2prx + 2gry + 1. Esta equagdo de uma reta dupla
tem matriz dos coeficientes de grau dois com determinante nulo:

PP
Pl q
Devemos procurar valores de A para os quais o determinante da matriz dos coeficientes
de Q — A[(x — xp)* + (v — yr)*] seja nulo.

Utilizando Q na sua forma usual ( Q(x, y) = ax® + bxy + cy* + dx + ey + f):

=0

ax* +bxy + cy* +dx+ey + f — Al(x —xp)* + (y — yr)?’] =
(@ —A)x* +bxy + (c = Ay + (d + 2Axp)x + (e + 2Ayp)y + f — A(x2 + y7)
a—A b

2 =0

b
5 c—A

Este determinante igual a 0 é a equagdo caracteristica da fun¢do quadratica Q.
Portanto, A2 — (a + ¢)A + ac — Z—z =0.

Para cada autovalor A precisamos encontrar valores para xr e yr para os quais Q — A[(x —
xp)? + (y — yr)*] representa uma reta dupla.
Observacdo: O autovalor A = 0 ndo é de interesse ja que Q isolada ndo pode representar

retas duplas. No caso da pardbola um dos autovalores é nulo e deve ser usado o autovalor
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ndo nulo para os célculos. Para a elipse e a hipérbole nenhum autovalor é igual a 0. A
elipse possui dois focos no seu eixo maior e duas retas diretrizes perpendiculares a esse
eixo que estdo associadas aos focos. O autovalor de maior valor fornece os dois focos e as
duas diretrizes da elipse. O de valor absoluto menor ndo fornece nenhum foco ou diretriz.

No caso da hipérbole o autovalor a considerar é o de menor valor.

e Exemplo de construcdo da elipse (retirado de (GIBSON), 2004))
Dada a equagdo cartesiana da elipse:
Q(x,y) = 7x* + 2xy + 7y* + 10x — 10y + 7 = 0 em relagdo a um sistema cartesiano
ortogonal xOy fixado, a equacdo caracteristica é: 1> — 141 +48 = 0 cujas raizes sdo 0s
autovalores A = 6 e A = 8, 0 objetivo é a determinagdo das coordenadas cartesianas
(xr, yr) dos focos e a equagdo cartesiana das retas diretrizes na sua forma canodnica
px + gy +r =0 (sendo p* +4° = 1).
Para o autovalor A = 8 de maior valor absoluto temos:
Q(x, y) — 8[(x — xp)* + (¥ — yp)*] = 7x* + 2xy + 7y* + 10x — 10y + 7 — 8(x* — 2xxp + X7 +
v2 = 2yyr + y2) = —(x — y)* + 2(8xr + 5)x + 2(8yr — 5)y — (8x% + 8% —7)
Esta tltima expressdo, para representar retas duplas, deve ter a forma —(x — y +7)? =
—(x — y)* = 2rx + 2ry — r*. Para algum valor de r vem, igualando os coeficientes que:
8xr+5=-r
8yr—5=r
8x2+8yr—7=r7
Resolvendo as duas primeiras expressdes para xr e yr em termos de r chegamos
axp = —3(5+7) eyr = g(5+7) e substituindo esses valores na terceira equagdo
chegamos a equagdo quadrética
8(-55+nNH) +8(GG+1)-7=1r
= 16+ -7=1
= GB+7r)?-28-4r>=0
= —3r% + 10r — 3 = 0 cujas raizes sdo 3 e 3
Para r = 3 obtém-se as coordenadas cartesianas do foco F1(—-1,1) e a equagao carte-
siana da reta diretriz correspondente: x — y + 3 = 0.
Parar = % obtém-se as coordenadas cartesianas do foco Fz(%z, %) e a equacao carte-
siana da reta diretriz correspondente: x — y + 1 = 0.
Como a distancia de um ponto da elipse a um dos focos é igual ao produto da
excentricidade e da elipse pela distancia do ponto a reta diretriz correspondente, é
possivel a determinacdo da excentricidade da elipse. Utilizando a equagao de reta
diretriz na sua forma canodnica (que € igual a férmula da distancia de um ponto a

uma reta) temos:
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(r+ 172+ (y - 1)? = ()

Conclui-se que ¢* = } e que e = 1, isto ¢, Q(x, y) é uma fungdo polinomial multipla
de (x+ 1)+ (y—1)* - i(%)z e assim, Q(x,y) = 7x* + 2xy + 7y* + 10x — 10y + 7 =
8[(x +1)* + (y — 1)* — §(x — y + 3)?]

e Exemplo de construgdo da hipérbole (retirado de (GIBSON), 2004))
Dada a equacdo cartesiana de uma hipérbole Q(x, y) = 3x*> —4xy +2x+4y—9 = 0 em
relagdo a um sistema cartesiano ortogonal fixado, a equagéo caracteristica da conica
¢ A — 31 — 4 = 0 cujas raizes sdo os autovalores A = —le A = 4.
O objetivo é a determinacdo das coordenadas cartesianas (xr, yr) dos focos e a
equagdo cartesiana das retas diretrizes px + qy + r = 0 na sua forma candnica
P+ =1).
Para o autovalor A = =1 temos: Q(x, y) + (x —xr)* + (¥ — yr)* = Qx — y)* + 2(1 — xp)x +
22 -ypy+(r+yr—9) =x—y+1)? =2y —y)* + 4rx = 2ry + 1.
Para algum valor real da constante r vem, igualando os coeficientes:
2(1 — xf) = 4r
22 —yp) =-2r
XF+yr-9=r
em que
xp=1-2reyr=2+r
e pela substituicdo de xr e yr na tltima equagéo:
1-2r2+Q2+r?-9=1r2
=S4+ 1—-4dr+r+4r+4-9=1°
=42 -4=0
=r=1
Para r = 1 obtém-se as coordenadas cartesianas do foco F1(-1, 3) e a equagao carte-
siana da reta diretriz 2x — y +1 = 0.
Para r = —1 obtém-se as coordenadas do foco F(3,1) e a equagdo da reta diretriz
2x—y—1=0. Como a distdncia de um ponto da hipérbole a um dos focos é igual ao

produto da excentricidade e da hipérbole pela distancia do ponto a reta diretriz cor-
2x—y+1 )2

respondente, a funcdo polinomial Q(x, y) ¢ um multiplo de (x+1)*+(y—3)*—e*( =

é possivel a determinagao da excentricidade e da hipérbole: ¢> =5 oue = V5
Assim, Q(x,y) =3x* —4dxy +2x +4y -9 = —[(x + 1)* + (y = 3)* = 2x — y + 1)?]

e Exemplo de construcdo da parédbola (retirado de (GIBSON| 2004))

No caso da parabola temos os autovalores A = 0e A = (a +c¢). O autovalor A =0
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6.6

ndo interessa porque Q(x, ) isolado ndo pode representar uma reta dupla. Dada a
equagdo cartesiana da pardbola Q(x, y) = 4x* — 4xy + y* — 10y — 19 = 0 em relacdo a
um sistema cartesiano ortogonal xOy fixado, a equagdo caracteristica da parabola é
A% —5A =0 cujas raizes sdo: A =0e A =5
O objetivo é a determinagdo das coordenadas cartesianas (xr, yr) do foco F eaequagao
cartesiana da reta diretriz na sua forma candnica px + qy + r = 0 (com p* + g* = 1).
Utilizando o autovalor 5 temos que:
Q(x, y) = 5[(x — xp)* + (v — yr)*]
= —(x + 2y)? + 10xpx + 10(yr — 1)y — (5x% + 5y2 + 19)
Procuramos valores para xr e yr de modo que essa expressao represente uma reta
dupla. A expressdo deve ter a forma: = —(x + 2y + 1)? = —(x + 2y)* — 2rx — 4ry — r?
para alguma constante real r
Comparando os coeficientes de x e y e 0 termo constante verificamos que xr e yr
devem satisfazer as relagoes:
10xp = —2r
10(yr — 1) = —4r
5x2 +5yz+19 =12
Resolvendo as duas primeiras relagdes para xr e yr obtemos:
xp=—-treyr=1-2r
e pela substituicdo de xr e yr na tltima equagdo:
5(—-ir)2+5(1 - 2r?+19 =12
=i+ - —4r+24=0

6

Chegamos a r = 6 e assim, o foco F tem coordenadas cartesianas (-2, —%) e a reta

diretriz tem a equacdo cartesiana x + 2y + 6 = 0.

Interseccao entre uma reta e uma cénica

Fixado um sistema cartesiano ortogonal xOy com origem O em um plano, considere a

coOnica central cuja equagdo cartesiana em relagdo ao sistema cartesiano ortogonal es-

colhido é ax? + bxy + cy* + dx + ey + f = 0. Para cada par ordenado de nimeros reais

(m,n) # (0,0) e para cada ponto P do plano de coordenadas cartesianas (x, y) seja a equacdo

paramétrica da reta que passa por P com diregdo (m, n):

x(t) = x+ mt
y(t) =y +nt

A interseccdo da reta que passa por P com a conica dada é obtida através da equagdo:
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a(x + mt)? + b(x + mt)(y + nt) + c(y + nt)* + d(x + mt) + e(y + nt) + f = 0 que é uma equagéo
de segundo grau na variavel t:

(am? + bmn + cn®)#> + (2amx + bnx + bmy + 2cny + dm + en)t + (ax? + bxy + cy* +dx+ey+ f) = 0
e pode ser representada por ®(t) = pt* + gt + r = 0. Se pelo menos um coeficiente da
equagdo for ndo nulo, a equacdo poderd ter duas raizes, uma raiz ou nenhuma raiz. No
primeiro caso a reta serd secante a cOnica (dois pontos de intersec¢do), no segundo caso
serd tangente (um ponto de intersecgdo) e no terceiro, externa a conica (nenhum ponto de

intersecgao)

e Pontos médios de cordas paralelas de uma conica

Com a hipétese de que o ponto P é o ponto médio do segmento de reta cujos extre-
mos sdo pontos da conica e cuja dire¢do é definida pelo par ordenado (m,n) # (0,0)
de nameros reais, a equagdo do segundo grau na varidvel ¢ admite duas raizes
simétricas ty e —tp, 0 que implica que a soma das raizes é nula, isto ¢,

(2am + bn)x + (bm + 2cn)y + (dm +en) =0

O conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas cartesianas (x, y) satisfazem a
tltima equagédo é o conjunto dos pontos médios de todas as cordas da conica com
direcdo dada pelo par ordenado (m, 1) # (0,0) de ntimeros reais que ou é o conjunto
dos pontos de uma reta ou é o conjunto vazio ou é todo o plano. O conjunto solugdo
da ultima equacdo serd a equacdo de uma reta desde que os coeficientes em x e em

Y, (2am + bn,bm + 2cn) # (0,0), ndo sejam simultaneamente nulos e com a hipoétese
b

. a 3 . .
de que o determinante |, # (0 o sistema linear
s cC
2
b

am+ -n =0

b 2

~m+cn=0

2

admite apenas a solugdo nula mas como (m,n) # 0, os coeficientes em x e em y da

ultima equagdo ndo sao simultaneamente nulos. Ver figura 78]

As coordenadas cartesianas do centro de uma conica central sdo as solugdes do se-
guinte sistema linear formado pelas derivadas parciais da equagdo geral em relacdo

a x e y respectivamente:

2ax +by+d =0
bx +2cy+e=0
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Figura 78 — Pontos médios de cordas paralelas da elipse

O centro da conica, portanto, satisfaz a equacgao (2am-+bn)x+(bm+2cn)y+(dm+en) = 0

e pertence ao conjunto dos pontos médios das cordas da conica.
b

2
b
5 C

(bm + 2cn)y + (dm + en) = 0 é a equagdo de uma reta a qual contém o centro de

Assim, com a hipétese de que o determinante # 0, a equagdo (2am + bn)x +

uma cOnica central, quaisquer que sejam os valores do par ordenado (m,n) # 0 de
numeros reais e, para cada par ordenado (m,n) # 0 de nlimeros reais fixado, as
coordenadas cartesianas dos pontos médios das cordas da conica com dire¢ao dada
por (m, n) satisfazem essa tltima equacdo. Como o centro da conica pertence a reta
que passa pelos centros das cordas com a direc¢do (m, 1), a equagdo dessa reta pode
ser calculada pela expressao (2ax + by + d)m + (bx + 2cy + e)n = 0

Exemplos

— Seja a elipse cuja equacdo é: 2x* + > —4x — 6y + 7 = 0.
d4x-4=0
2y-6=0
que déa as coordenadas (1,3) para o centro da curva. Considerando cordas da

As coordenadas de seu centro podem ser calculadas pelo sistema:

elipse com a direcdo igual a (2, —1) chegamos, utilizando a equagdo dos pontos
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médios das cordas da conica, a reta 4x — y — 1 = 0 que passa pelo centro da
elipse de coordenadas (1, 3).

— Seja a hipérbole 2x? + 4xy — 5y* — 4x — 6y + 1 = 0 e cordas paralelas dessa curva
com a direcdo (m, n) = (-1, 1). Determinar a reta que passa pelos pontos médios
dessas cordas.

As coordenadas cartesianas do centro da hipérbole podem ser calculadas através
do seguinte sistema linear formado pelas derivadas parciais da equacdo geral
em relacdo a x ey respectivamente:

dx+4y—-4=0

-10y +4x-6=0
Como a reta que passa pelos pontos médios das cordas da hipérbole passa
também pelo centro da curva, a equagado da reta pode ser encontrada utilizando-
se as coordenadas do centro da curva:
(4x +4y —4)(m) + (-10y +4x - 6)(n) =0 =
(4x+4y-4)(-1)+ (-10y +4x-6)(1) =0

Deste calculo vem que a reta que passa pelo centro da hipérbole e pelos pontos

1

médios das cordas que tém a direcdo (-1,1) é y = —3.

6.7 Definicao de eixo de uma conica

A elipse padréo e a hipérbole padrado tém eixos de simetria em ambos os eixos coordena-
dos e a pardbola em um dos eixos coordenados. Qualquer conica é simétrica em relacdo
a uma ou mais retas. A circunferéncia é simétrica em relagdo a qualquer reta que passe
pelo centro.

Uma reta do plano é um eixo de uma conica central dada pela equagdo cartesiana
ax* + bxy + cy* + dx + ey + f = 0 em relagdo a um sistema cartesiano ortogonal xOy
escolhido quando contém os pontos médios das cordas da conica definidas por uma
direcdo perpendicular a da reta . Em relacdo ao sistema cartesiano ortogonal xOy um eixo
da conica tem equagdo cartesiana mx + ny + p = 0 com m? + n* > 0 (estritamente positivo)
e esta equagdo de reta é equivalente a equagdo dos pontos médios das cordas da conica
(2am + bn)x + (bm + 2cn)y + (dm +en) =0

ou seja, para algum valor real de A

(2am + bn)x + (bm + 2cn)y + (dm + en) = 2A(mx + ny + p)

o que implica que, igualando os coeficientes:
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2am + bn = 2Am
bm+2cn = 2An

ou na forma matricial

o

e pelo fato de (m, n) # (0,0) ser solugdo do sistema linear acima, o cdlculo do determi-

nante

=0

| i

c—A

i |

leva a equagdo do segundo grau em A

A2 —(a+ c)A + (ac — %) = 0 ( que é denominada equacdo caracteristica da conica) a qual
admite apenas raizes reais porque o discriminante da equacdo é maior ou igual a 0:
(@+cP —4ac— L) = (a—c +4b* > 0.
Exemplo
Seja a elipse de equacdo 17x? — 12xy + 8y* + 46x — 28y + 17 = 0 cujo centro, calculado a
partir do sistema linear:

17x -6y +23=0

4y-3x-7=0
tem coordenadas iguais a (—1,1). Precisamos encontrar os vetores que ddo a dire¢do dos
eixos da elipse. A matriz dos coeficientes da forma quadrética:

17 -6

)
dé a equagdo caracteristica A2 —2504+100 =0 cujas raizes sdo os auto-valores A; =5 e
A, = 20. A partir dos auto-valores, calculamos os auto-vetores:

e Auto-vetor correspondente ao auto-valor A;
12 —-6||m| (O
Sl
que nos fornece o auto-vetor v; = (1,2). A reta com esta dire¢do é 2x —y+r = 0, para

algum r real. Como esta reta passa pelo centro (-1, 1), a equacdo de um dos eixos da
elipseé2x —y +3 =0.

e Auto-vetor correspondente ao auto-valor A,

o ol
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que nos fornece o auto-vetor v, = (2,—-1). A reta com esta dire¢do é x + 2y — r, para
algum 7 real. Como esta reta passa pelo centro (-1, 1), a equacdo do outro eixo da
elipseéx+2y—1=0.

Observagdo: No caso da pardbola que tem um sé eixo e que apresenta um auto-valor

nulo, utiliza-se o auto-valor ndo nulo para os calculos.

6.8 Equacao tangencial das cbnicas

Nota: Nesta segdo, os coeficientes dos termos x?, xy, i, x e y da equagéo geral das conicas
serdo representados respectivamente por 4, 2b, ¢, 2d e 2e.

A equacdo da reta tangente a uma conica geral

ax? + 2bxy + cy* + 2dx + 2ey + f =0

pelo ponto de tangéncia (xo, vo), isto é,

axg + 2bxoyo + cyy + 2dxg + 2eyo + f =0

é dada por axox + b(xoy + xyo) + cyoy + d(x + xo) +e(y + yo) + f =0

= (axo + byo + d)x + (bxo + cyo + e)y + (dxo + eyo + f) = 0.

Como a reta tangente a cOnica por (x, o) tem a forma ax + py + y = 0, para que as duas
equacoes sejam equagdes da mesma reta, é preciso que:

a=axo+byy+d

B=bxo+cyo+e

y=dxo+eyo+ f

sendoa,fey #0.

Vamos deduzir uma equagdo tangencial das conicas que ndo dependa do ponto de
tangéncia. Para isso, vamos eliminar x; e yo das equagdes, encontrando valores de x,

e 1o em fungdo dos coeficientes a, 8, v,a, b, c, d, e e f. Precisamos resolver o sistema:
Blaxy + byo + d) = a(bxy + cyo + e)
y(axo + byy + d) = a(dxo + ey + f)

. (Ba — ab)xy + (Bb — ac)yo = ae — pd
(ya—ad)xy + (yb—ae)yo=af —yd

Resolvendo pela regra de Cramer,

ae—pd pb-ac pa—ab ae—pd

af —yd yb-—ae ya—ad af —yd
Xo = e Yo =

pa—ab Bb-ac pa—ab Bb-ac

ya—ad yb—ae ya—ad yb-—ae
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e impondo que ax + fyy +y =0, vem:

pa—ab ae—pd
ya—ad af —yd

pa—ab pb—ac
ya—ad yb—ae

ae—pd pb—ac N
af —yd yb-—ae

Calculando os determinantes, temos:
a(aybe — a’e* — aBbf + a*cf + Bybd — Bybd — aycd + apde) + B(apaf — Byad — a®bf + aybd —
ayae + Byad + a’de — aBd?) + y(Byab — aPae — ayb* + a*be — Byab + ayac + apbd — a*cd) = 0.
Continuando os célculos:
20%B(de — bf) + ay?(ac — b*) + ap*(af — d?) + 2aBy(bd — ae) + a>(cf — €*) + 2ay(be — cd)
E dividindo por a, chegamos a equacgao tangencial da conica:

a?(cf — €%) + f*(af — d*) + y*(ac — b?) + 2ap(de — bf) + 28y(bd — ae) + 2ay(be — cd) = 0
6.1)

observando que os coeficientes de a?, f* e ) sdo respectivamente os cofatores dos ele-

mentos diagonais 4, c e f da matriz

a b d
b ¢ e

d e f

e os coeficientes de 2af, 2y e 2ay sdo respectivamente os cofatores dos elementos b, e
e d da mesma matriz.
O significado da equagdo tangencial da conica em a?, 8%, 12, af, ay e By é que, se os valores
dos coeficientes a, e y de uma reta ax + fy + y = 0 satisfazem a equacdo tangencial da

cOnica, entdo essa reta é tangente a cOnica.

Exemplos

e Consideremos a conica de equagdo b*x* + a*y* = a*b*. Vamos calcular sua equagdo

tangencial. A matriz representativa dessa curva é:

0 0
0 a2 0
0 0 —a?h?

A equagdo tangencial dessa curva é da forma a?(cf — €?) + p*(af — d?) + y*(ac — b?)
Calculando os coeficientes de a?, % e y* que sdo os cofatores dos elementos diagonais
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da matriz chegamos a equagédo tangencial:

—a?(a*b?) — BA(aPb*) + Y (a*b?).

Umareta ax+py+y = 0é tangente a conica dada se os coeficientes a, § e y satisfazem
a equagdo tangencial.

Seja a equagdo b?xox + a*yoy — a?b*> = 0. Vamos verificar se essa reta é tangente a
curva dada sendo (xo, o) 0 ponto de tangéncia. Vamos substituir os valores de seus
coeficientes na equagao tangencial:

—(t?x0)X(a*b?) — (a*yo)*(a*b") + (—ab?)*(@*b?) =

—b*x3a*t? — a*yia’b* + a*bta’h? =

—box3a* — a®y3b* + a®b° =

—b*a*(b*x] + a*y] — a*b?)

Como o ponto (xo, yo) pertence a curva dada, b*x] + a’y% — a°b* = 0 e portanto a

equagao b*xgx + a’yoy — a*b* = 0 é, portanto, tangente a curva b*x? + a?y* = a°b>.

e Encontrar a equagdo tangencial da circunferéncia (x — 1)* + (y — 2)*> = 1 de centro
(1,2) eraioigual a 1.
Desenvolvendo, chegamos a forma geral: (x* —2x+ 1)+ (> —4dy+4) = 1= x> + > —
2x—-4y+4=0
Para chegar a equagdo tangencial dessa circunferéncia, vamos construir a matriz dos

seus coeficientes:

1 0 -1
0O 1 -2
-1 -2 4

e calcular os cofatores dos elementos correspondentes a g, ¢, f, b, e e d da equagao
geral. Esses cofatores serdo os coeficientes respectivamente de a?, 2, %, 2aB, 2By e
2ay da equagdo tangencial dessa circunferéncia que ficard, entdo:

38% + 92 + 4ap + 2ay + 4By = 0.

Qualquer reta ax+py+y = 0 cujos coeficientes , f e y satisfagam a equacado tangencial
dessa circunferéncia, serd tangencial a ela. Por exemplo, os seguintes valores para
a,pey: (1,0,-2),(1,0,0),(0,1,-1),(0,1,-3) ou (1,1,-3 + \/E) satisfazem a equagdo
e portanto, asretasx-2=0,x=0,y-1=0,y—-3=0ex+y—-3+ V2 = 0 sdo todas

retas tangentes a essa circunferéncia.

e Encontrar a equacdo geral da conica cuja equagdo tangencial é 9a2 + 4% — 12a8 —
2By +2ay =0
A matriz dos coeficientes é:



146 Capitulo 6. Equacdo geral das conicas

9 -6 1
-6 4 -1
1 -1 0
9 -6 1
cujo determinante A = |-6 4 -1j=-1
1 -1 0

Para o célculo dos coeficientes da equacdo geral procedemos do seguinte modo:
coeficiente * A = co fator

Portanto, neste exemplo, temos:

aA=-1=a=1

bPA=-1=0b=1

cA=-1=c=1

AA=2=d=-2

eA=3=>e=-3

fA=0=f=0

A equacdo da conica na forma normal fica entdo: x* + 2xy + y* —4x — 6y = 0
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